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❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆♥ ♥❡✇ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❱✷❳ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡s ❞❛t❛ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛♥❞ ✇✐t❤
♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛s ✐t ♠❡r❣❡s ✐ts ♦✇♥ s❡♥s♦r ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❜② ♦t❤❡r ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss❡s✿ ❝♦♥❞❡❅✐sr✳✉❝✳♣t ✭▲✉ís ❈♦♥❞❡ ❇❡♥t♦✮✱ ♣❤✐❧✐♣♣❡✳❜♦♥♥✐❢❛✐t❅❤❞s✳✉t❝✳❢r ✭P❤✐❧✐♣♣❡ ❇♦♥♥✐❢❛✐t✮✱
✉r❜❛♥♦❅✐sr✳✉❝✳♣t ✭❯r❜❛♥♦ ◆✉♥❡s✮

✶❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❈✿ ❊♠❡r❣✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✼✾✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✼✱ P❛❣❡s ✹✷✲✺✼✱ ■❙❙◆ ✵✾✻✽✲✵✾✵❳✱
❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳tr❝✳✷✵✶✼✳✵✶✳✵✵✷

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ P❛rt ❈ ▼❛r❝❤ ✷✷✱ ✷✵✶✼



■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ▲❛♥❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❆✉❣✲
♠❡♥t❡❞ ❙❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ●◆❙❙ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ▲❇✲❈❆❙●P✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s s❤❛r❡❞ ●◆❙❙ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭✐♥t❡r✲✈❡❤✐❝❧❡s✮ ❛♥❞ ❢✉s❡s ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐♥tr❛✲✈❡❤✐❝❧❡✮ ❢r♦♠ ●◆❙❙✱ ❞✐❣✐t❛❧ ♠❛♣s ❛♥❞
❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✈❡r r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞✲❡rr♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤✐❧❡
❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡❣r✐t②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❤♦s❡♥ ✐♥t❡❣r✐t② r✐s❦ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧
✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❞♦♠❛✐♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡✉s❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
▲❇✲❈❆❙●P ✉s❡s ❱✷❱✴❱✷■ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t♦ s❤❛r❡ ●◆❙❙ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✱
✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❛t❡❧❧✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ●◆❙❙ ❜✐❛s❡s ✭✐♦♥♦s♣❤❡r❡✱ tr♦♣♦s♣❤❡r❡✱ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧♦❝❦✮✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ t❤✉s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡
st❛t✐♦♥❛r② r❡❝❡✐✈❡rs ❛t ❦♥♦✇♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❤❛r✐♥❣ ♦❢ ●◆❙❙ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
✐♥ ❛ s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡✱ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣❛♣❡r✳

❚❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✐♥t❡❣r✐t② ❜② ❛ss✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ✐s ✐♥s✐❞❡ ❛ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ r✐s❦ ✐♥t❡❣r✐t② ③♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ▲❛♥❡
❇♦✉♥❞❛r② ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❙❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ●◆❙❙ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✭▲❇✲❆❙●P✮✳ ❚❤❡ ③♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❇✲❆❙●P
✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❣❡♦✲r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ●◆❙❙ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ s❡♥s♦r ❢✉s✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣❧♦✐ts ❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▲❇✲❈❆❙●P ❛♥❞ s❤❛r✐♥❣ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❡rr♦rs ❛♠♦♥❣ ♥❡t✇♦r❦❡❞
✈❡❤✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ s♠❛❧❧ s✐③❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦❧❡❧② ❜② ✧♣♦✐♥t✲s❧♦♣❡✧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s q✉✐t❡ s♠❛❧❧ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ t♦
❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ✢♦❛t✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ♣❡r ✈❡❤✐❝❧❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥
❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ st✉❞✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐t ❢✉❧❧ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❧❛②♦✉t ❛♥❞
❛❧❧ s❛t❡❧❧✐t❡s ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡s✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜♦t❤
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ✐♥t❡❣r✐t②✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦st s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣
●◆❙❙ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙●P✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❉r❡✈❡❧❧❡ ✱ ✷✵✵✾✮✳

✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❆✉❣♠❡♥t✐♥❣ ●◆❙❙ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s❡♥s♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s
❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❚♦❧❡❞♦✲▼♦r❡♦ ✱ ✷✵✶✵✮✭❙✉♥ ✱ ✷✵✶✺✮✳ ■♥ ✭❉r❛✇✐❧ ✱ ✷✵✶✵✮✱ ◆✳▼✳ ❉r❛✇✐❧
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❱✷❱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛ss✐st❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ●◆❙❙ r❡❝❡✐✈❡rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② ❛♥❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❤❛✈❡
str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡s❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞ ✇❤❡♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ▼✳ ❲♦♦✱ ❡t ❛❧✳ ✭❲♦♦ ✱ ✷✵✵✶✮ ✉s❡❞ ❱✷❱✱ ●◆❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s ❣✐✈❡♥ ❜②
❛ ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞✴♦r r❛♥❣✐♥❣ s❡♥s♦r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ❝✉rr❡♥t r❡❧❛t✐✈❡
✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✱ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞r✐✈✐♥❣✳ ●◆❙❙ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♦❢t❡♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❘❚❑●P❙✮ ❛♥❞
r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭❲✐❧❧✐❛♠s ✱ ✷✵✶✷✮✳ ●✳ ❈❤❛❧❧✐t❛s✐♥❣✱ ❡t ❛❧✳ ✭❈❤❛❧❧✐t❛ ✱ ✷✵✵✾✮ ✉s❡❞ ❱✷❱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱
❘❚❑●P❙ ❛♥❞ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ ✈❡❤✐❝❧❡ r❛♥❣✐♥❣ s②st❡♠ ✭✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❛♥❣✐♥❣ s②st❡♠✮ ❢♦r ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ t❤❡ ❘❚❑●P❙ s②st❡♠ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠❛ss✐✈❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡t❡❝t ♠✉❧t✐✲❧❛♥❡ ♠❛r❦s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞r✐✈✐♥❣ ❧❛♥❡ ♠❛r❦s ❛♥❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧❛♥❡ ♠❛r❦s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ✭❍✉r ✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♠✉❧t✐✲❧❛♥❡ ♠❛r❦s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱
t❤✉s ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❧❛♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥
s♣❧✐tt✐♥❣ ❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♠❡r❣✐♥❣ ❧❛♥❡s✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ❢♦r ♦✉t❞♦♦r ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❘✐❢❡ ✱
✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ✭❘✐❢❡ ✱ ✷✵✶✷✮✱ ✇❤❡r❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇❛②✱ ❜② ❢✉s✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ s❡♥s♦r
❞❛t❛ ✇✐t❤ ❞❛t❛ s❤❛r❡❞ ❜② ♦t❤❡r ✉s❡rs ✈✐❛ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ♣r❡s❡♥t ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡

✷



♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ s❡♥s♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
❛ ❱✷❱ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ✭❘✐❢❡ ✱ ✷✵✶✵✮ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ●◆❙❙ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ●◆❙❙
❡q✉✐♣♣❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ❜② ❢✉s✐♥❣ ●◆❙❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❝❛♠❡r❛✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡rr♦r✲❢r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡
❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ●◆❙❙ ❜✐❛s❡s ✭✐♦♥♦s♣❤❡r❡✱ tr♦♣♦s♣❤❡r❡✱ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧♦❝❦✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛❧❧
❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✉s❡rs
✐s ❤✐❣❤✳ ■♥ ✭❘✐❢❡ ✱ ✷✵✶✷✮✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●◆❙❙ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ st❛t✐♦♥❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠♦✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ t❤✉s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡
♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
❢♦r ❡❛❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡✱ s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❛t❡❧❧✐t❡s ✐♥ ✈✐❡✇✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
s❤❛r✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐s ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ✈❡❤✐❝❧❡s
❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❛❢❡t② ✐ss✉❡s✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❱✳ ❉r❡✈❡❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭❉r❡✈❡❧❧❡ ✱ ✷✵✵✾✮
✭❉r❡✈❡❧❧❡ ✱ ✷✵✶✸✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ s❡✈❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❛♠❜✐❣✉♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s s✐♠♣❧② ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ts ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡
❧♦❝❛t❡❞✳ ❆ s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❜❛s❡❞ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛✐❞❡❞ ❜② ❤❡✐❣❤t ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✭❉❊▼✮ ❢♦r ❤✐❣❤ ✐♥t❡❣r✐t② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✭❉r❡✈❡❧❧❡ ✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ③♦♥❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✉s✐♥❣
❛ s❡t✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞✲❡rr♦r ❝♦♥t❡①t t❤r♦✉❣❤ s❡t✲❜✐s❡❝t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❛❧t✐t✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✇❤✐❧❡ t♦❧❡r❛t✐♥❣ ●P❙ ♦✉t❧✐❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐❜❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ■♥ ✭❉r❡✈❡❧❧❡ ✱ ✷✵✶✸✮✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ st❛❣❡s✳ ❖♥ ❛
✜rst st❛❣❡✱ t✐❣❤t❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦♥ ●◆❙❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♥❞ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✸❉ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❛❜❧❡ s♣❛❝❡✳ ❆ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡❣r✐t② ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣r✐♦❝❡♣t✐✈❡ ❞❛t❛ ❤✐st♦r②✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦
❤❛♥❞❧❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦s❡♥ ✐♥t❡❣r✐t② r✐s❦ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✉r❜❛♥
❝❛♥②♦♥s ✇✐t❤ ❜❛❞ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ❛ ❢✉❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡rr♦rs s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
✺✳✶ ♠ ❞✉r✐♥❣ ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ tr✐❛❧s✳

✸✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

✸✳✶✳ ●◆❙❙ Ps❡✉❞♦r❛♥❣❡s

❆ s❛t❡❧❧✐t❡✲r❡❝❡✐✈❡r ♣s❡✉❞♦❞✐st❛♥❝❡✱ ❢r♦♠ s❛t❡❧❧✐t❡ s t♦ r❡❝❡✐✈❡r r✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦❞❡s
♦r ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡✳ Ps❡✉❞♦r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❝❛✉s❡ ❛ ❞❡❧❛②
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s②st❡♠ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❛r❡✿ ✐♦♥♦s♣❤❡r✐❝ Isr ❛♥❞ tr♦♣♦s♣❤❡r✐❝ T s

r

❜✐❛s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣❛t❤❀ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦r❜✐t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭♦r ❡♣❤❡♠❡r✐s✮ ❡rr♦r Es ❛♥❞ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧♦❝❦ ♦✛s❡t δts✳
❚❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❝❡✐✈❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡rr♦r s♦✉r❝❡ t❤❛t ❛✛❡❝ts ❛❧s♦ t❤❡ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♠❛✐♥❧②
❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❧♦❝❦ ♦✛s❡t δtr ❡st✐♠❛t❡✳ Isr ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❣❛s❡s t❤❡r❡✐♥ ❛r❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❜② s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣ t♦ ✺✵ ♠ ❢♦r ❧♦✇ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❚❤❡
tr♦♣♦s♣❤❡r✐❝ T s

r ❞❡❧❛② ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ✇❛t❡r ✈❛♣♦r✱ ❛♥❞ ✐t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✷✳✺ ♠ ❛t t❤❡ ③❡♥✐t❤ t♦ ✶✺ ♠ ❢♦r ❧♦✇
s❛t❡❧❧✐t❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ❡rr♦r s♦✉r❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡rr♦rs✱ ❞✐✛✉s❡ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ❛r❡
❧✉♠♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ǫsr✳

❆ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦❛rs❡✴❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭❈✴❆✮ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦❞❡ ❤❛s t②♣✐❝❛❧ ❡rr♦rs
❛t ❛ ♠❡t❡r s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❑❛♣❧❛♥ ✱ ✶✾✾✻✮✿

ρsr = rsr + c · (δtr − δts) + Isr + T s
r + Es + ǫsr ✭✶✮

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✳
❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❛♥❣❡ rsr ❢r♦♠ r❡❝❡✐✈❡r r t♦ s❛t❡❧❧✐t❡ s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

rsr =
√

(xs − xr)2 + (ys − yr)2 + (zs − zr)2 = ‖x
s − xr‖ ✭✷✮

✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▲❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝
❧❛②♦✉t

X

X

X

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦♠♣❛❝t s❡t ❳✿ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥♥❡r s✉❜♣❛✈✐♥❣
❳ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❡r s✉❜♣❛✈✐♥❣ ❳✱ ✇❤❡r❡ ❳ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❳ = ❳+∆❳✳

✇❤❡r❡ x = (x, y, z)✳ xr ❛♥❞ xs ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♣♦❝❤ ✭s✐❣♥❛❧
r❡❝❡♣t✐♦♥ t✐♠❡✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛t t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ♦✛s❡t t♦ ❞✐st❛♥❝❡
✉♥✐ts cor ❛♥❞ ❧✉♠♣✐♥❣ ❛❧❧ ❡rr♦rs ✐♥t♦ vsr ✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿

ρsr = ‖x
s − xr‖+ cor + vsr ✭✸✮

❯s✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ♠❡❛s✉r❡❞ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❜♦t❤
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ xr ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❧♦❝❦ ♦✛s❡t cor✱ ✈✐❛ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❑❛♣❧❛♥ ✱ ✶✾✾✻✮✳

✸✳✷✳ ▲❛♥❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❆❜s♦❧✉t❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ x̂r

❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❧♦❝❦ ♦✛s❡t ĉor✳ ●❡♦❣r❛♣❤✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭●■❙✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦rs
❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r
✐s ❝♦❧❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●◆❙❙ r❡❝❡✐✈❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

▲❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦rs ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛ ❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧✐♥❡ ✐s
✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r♦❛❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❞✐st❛♥❝❡ dlb t♦
t❤❡ ❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②✿

dlb = ut,r
T · (xr −Rr) + ǫlbr ✭✹✮

✇❤❡r❡ Rr ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❡ ❢r❛♠❡ {ut,r;ur,r}✱ ut,r ✐s t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ǫlbr
♠♦❞❡❧s t❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳

✸✳✸✳ ❙❡t ✐♥✈❡rs✐♦♥

■t❡r❛t✐✈❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❑❛♣❧❛♥ ✱ ✶✾✾✻✮ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❙❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♠❡t❤♦❞s
s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❏❛✉❧✐♥ ✱ ✷✵✵✶✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r
♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❡❝t♦rs ✭♦r ❜♦①❡s✮✳ ❆ ❜♦① ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❘n ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥
♣r♦❞✉❝t ♦❢ n ✐♥t❡r✈❛❧s [①] = [①,①]✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ■❘ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦①❡s
✐s ■❘n✳

▲❡t ❢ ✿ ❘n → ❘
m ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ [❢]✿ ■❘n → ■❘

m ✐s ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❢
✐❢

∀[①] ∈ ■❘n, ❢([①]) ⊂ [❢]([①]) ✭✺✮

❚♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ✐♥ ❛ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇❛②✱ s✉❜✲♣❛✈✐♥❣s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❆ s✉❜✲♣❛✈✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜♦① [①] ✐s t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❡♠♣t② ❛♥❞ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s✉❜✲❜♦①❡s ♦❢ [①]✳ ❆ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t ❳ ❝❛♥

✹



❜❡ ♠❛❞❡ ❜② ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ✐t ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥♥❡r s✉❜✲♣❛✈✐♥❣ ❳ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❡r s✉❜✲♣❛✈✐♥❣ ❳ s✉❝❤ ❛s ❳ ⊂ ❳ ⊂ ❳ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✷✮✳

●✐✈❡♥ ❛ ❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❡❝t♦r ❨ ♦❢ m ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ s❡t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
s❡t ❳✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢(❳) ⊂ ❨✱ ✇❤❡r❡ ❨ ⊂ ❘m ✭❚♦r♥✐❧✲❙✐♥ ✱ ✷✵✶✵✮✿

❳ = ❢−1(❨) = {① ∈ ❘n|∃② ∈ ❨, ❢(①) = ②} ✭✻✮

●✐✈❡♥ ❛ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ s✉♣❡rs❡t ❳0 ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡❧♦♥❣ ❛♥ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❳ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❡t ■♥✈❡rs✐♦♥ ❱✐❛ ■♥t❡r✈❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ✭❙■❱■❆✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❏❛✉❧✐♥ ✱ ✶✾✾✸✮✳ ❋❡❛s✐❜❧❡
❜♦①❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r s✉❜✲♣❛✈✐♥❣ ❳ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛ ❜♦① ❬①❪ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ [❢]([①]) ⊂ ❨✳ ❯♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❜♦①❡s
❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ❜♦① ❬①❪ ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ [❢]([①]) ∩ ❨ = ∅✳ ■♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❜♦①❡s
❛r❡ ❜✐s❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲❜♦①❡s ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❆ ❜♦① ❬①❪ ✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ✐❢ [❢]([①]) ✐♥t❡rs❡❝ts ❜✉t ✐s
♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❨✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❜♦①❡s ✇❤♦s❡ ✇✐❞t❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ε
t♦ t❤❡ s✉❜✲♣❛✈✐♥❣ ∆❳ ♦❢ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❜♦①❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ s❡❡❦✐♥❣ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t❡r s✉❜✲♣❛✈✐♥❣ ❳ ♦❢ t❤❡ s❡t t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ♦✉t❡r s✉❜✲♣❛✈✐♥❣ ✐s ❳ = ❳ + ∆❳ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡

✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ♦r ❝❡♥tr❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② mid(X) = X+X
2 ✱ t❤❡

✇✐❞t❤ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s wid(X) = X −X ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
mag(X) = max

(

|X|, |X|
)

✳

✸✳✹✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞s s❡tt✐♥❣
■❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t r✐s❦ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱

✇❤❛t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜♦✉♥❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❡❢♦r❡ ❡✈❡r②
♥❡✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r✐s❦ ❘ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t♦❧❡r❛t❡❞ s♣✉r✐♦✉s ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st m− q ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s✿

Pr(Nok ≥ m− q) =

m
∑

i=m−q

m!

i!(m− i)!
· (1− r)i · (r)m−i ✭✼✮

■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s♣✉r✐♦✉s ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡s ✭✐✳❡✳ q = 0✮✱ t❤❡ ❙■❱■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❳ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ❳ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r✐s❦ r
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❢♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ r✐s❦ ❘✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Pr(x ∈ ❳) ≥ Pr(Nok ≥ m− q)

Pr(x /∈ ❳) ≤ 1− Pr(Nok ≥ m− q)

❘ ≤ 1−
∑m

i=m−q
m!

i!(m−i)! · (1− r)i · (r)m−i
✭✽✮

❖♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r✐s❦ r ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧ t♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ ♠❡❡t t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❆ ❝❡♥t❡r❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ t♦ s❡t t❤❡ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ρsr✿

{

[ρsr] = [ρsr − ασ, ρsr + ασ]
α = −Φ−1( r2)

✭✾✮

✇❤❡r❡ Φ ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞s t♦ s❡t
t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r✐s❦ t❛❦❡♥ ♦♥ ❡❛❝❤ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✹✳ P♦s✐t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❡❞✲❡rr♦r✳ ❙❡t✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❏❛✉❧✐♥ ✱ ✷✵✵✶✮ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡t✲❧♦❝❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞ ❛♥② r✐s❦✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ♥♦t t♦ ❧♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r✐s❦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r✐s❦ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s
❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡✳

✺



✹✳✶✳ ❙❡t ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ●◆❙❙ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣

❚❤❡ ❙❡t ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ●◆❙❙ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❙●P✮ ♠❡t❤♦❞ ✭❉r❡✈❡❧❧❡ ✱ ✷✵✵✾✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥
③♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❛t❡❧❧✐t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ●◆❙❙ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ r❡q✉✐r❡s
s❛t❡❧❧✐t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ρsr ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s xs = (xs, ys, zs) ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❙❛t❡❧❧✐t❡
♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❡❛❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❜♦① [xs] = ([xs], [ys], [zs]) ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ tr✉❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r
s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✱ s♦ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ✐♥t❡r✈❛❧s [ρsr] ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❤♦s❡♥ r✐s❦✳

❆s t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❝❡✐✈❡r ❝❧♦❝❦ ♦✛s❡t✱ ●◆❙❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❛ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r s❛✲
t❡❧❧✐t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●◆❙❙ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●◆❙❙ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ③♦♥❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ❳ ♦❢ ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ m ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❛s ❜♦①❡s✿

❳SGP = {(xr, yr, zr, cor) ∈ ❘
4|∀s = 1 · · ·m, ∃ρsr ∈ [ρsr],

∃(xs, ys, zs) ∈ [xs], ρsr = ‖x
s − xr‖+ cor}

❨SGP = ([ρsr], [x
s])

✭✶✵✮

❚❤❡ s✉❜♣❛✈✐♥❣ ❳ ❤❛s ❛ ❞✉❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ■t ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❘4 ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐st
♦❢ ❜♦①❡s [X] ✭❏❛✉❧✐♥ ✱ ✷✵✵✶✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❛ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❛ ♣✉♥❝t✉❛❧ ✷❉
♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✸❉ ❜♦①❡s ❛s ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❧♦❝❦
♦✛s❡t cor✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛ ✹❉ s❡t✳ ❇♦①❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜♣❛✈✐♥❣ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣✉♥❝t✉❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✹❉ s❡t ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡❛♥
♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛❧❧ ❜♦①❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦①✳ ■♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ●◆❙❙ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ cor ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ♦✈❡r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❆ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♣✉♥❝t✉❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✸❉ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❡♥t❡r
♦❢ ❛❧❧ ❜♦①❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜♦① t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜②
✐ts ✇✐❞t❤ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ cor ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦①✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❜♦① t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✐ts ♣✉♥❝t✉❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ♦✛s❡t ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ĉor✳

●✐✈❡♥ ([X] = ([xr], [yr], [zr], [cor]))✱ ❛ ♣✉♥❝t✉❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ĉor ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ X(4) ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❢♦r ❛❧❧ n ❜♦①❡s✿

ĉor =

∑n
k=1 (mid(Xk(4)) ·wid(Xk(4)))

∑n
k=1wid(Xk(4))

∣

∣

∣

∣

∣

∀[Xk(4)] ∈ ❳ ∧ n = #❳ ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ #❳ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦①❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜s❡t ❛♥❞
∑n

k=1wid(Xk(4)) ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ t❡r♠✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✸❉ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r x̂r = (x̂r, ŷr, ẑr) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡

s✉❜✲♣❛✈✐♥❣✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❝❡✐✈❡r ❝❧♦❝❦ ♦✛s❡t ĉor ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜✲♣❛✈✐♥❣✿

x̂r =

∑n
k=1 (mid(Xk(i)) ·wid(Xk(i)) · Cwf (k))

∑n
p=1wid(Xp(i))

∣

∣

∣

∣

∣

∀[Xk(i)] ∈ ❳ ∧ n = #❳ ∧ i = 1, · · · , 3 ✭✶✷✮

✇❤❡r❡
∑n

p=1wid(Xp(i)) ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❜♦①❡s ❧❡♥❣t❤s ❛❧♦♥❣ i ❛①✐s ❛♥❞ Cwf ✐s t❤❡ ĉor ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✿

Cwf (k) =
1− ||mid(Xk(4))|−ĉor|

|mag(X(4))−ĉor|
∑n

j=1

(

1−
||mid(Xj(4))|−ĉor|
|mag(X(4))−ĉor|

)

∣

∣

∣

∣

∣

∀[Xk(4)] ∈ ❳ ∧ n = #❳ ✭✶✸✮

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✷❉ ♣♦s✐t✐♦♥ [xr, yr] ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ♦♥t♦ ❛ ✢❛t ♣❧❛♥❡ t❤❡ ✸❉ s♦❧✉t✐♦♥ x̂r✳

✻



✹✳✷✳ ▲❛♥❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ s❡t ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ●◆❙❙ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✭▲❇✲❈❆❙●P✮

▲❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❝❡✐✈❡r
✉s✐♥❣ ▲❇✲❆❙●P✱ ❜✉t ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✭▲❇✲❈❆❙●P✮ ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❤❛r✐♥❣ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❜♦t❤ ●◆❙❙ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡s
❛♥❞ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❡t✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✭❉r❡✈❡❧❧❡ ✱ ✷✵✵✾✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ●■❙ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❜♦① ❬①❪✳ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡ r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✜rst tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ●◆❙❙✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥✈❡rt ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧✲❧❡✈❡❧✲
t❛♥❣❡♥t ❊◆❯ ✭❊❛st ◆♦rt❤ ❯♣✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ❲●❙✲✽✹ ✭❲♦r❧❞ ●❡♦❞❡t✐❝ ❙②st❡♠ ✶✾✽✹✮ ❊❈❊❋ ✭❊❛rt❤✲❈❡♥t❡r❡❞✱
❊❛rt❤✲❋✐①❡❞✮ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

❚❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ✈❡❝t♦r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❜♦① [ut,r] ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ tr✉❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦
✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ [dlb] ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❡❞
✐♥ t❤❡ ●■❙ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r✳

❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r♦❛❞ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣
●◆❙❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ s❡t ❳ ✐s t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❛❢t❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡♠♦✈❡s ❡✈❡r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ♥♦t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿

❳LB−ASGP = {(xr, yr, zr, cor) ∈ ❘
4|∀s = 1 · · ·m, ∃ρsr ∈ [ρsr],

∃(xs, ys, zs) ∈ [xs], ∃ut,r ∈ [ut,r], ∃dlb ∈ [dlb],
∣

∣

∣

∣

ρsr = ‖x
s − xr‖+ cor

dlb = ut,r
T · (xr −Rr)

}

❨LB−ASGP = ([ρsr], [x
s], [ut,r], [dlb])

✭✶✹✮

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ▲❇✲❈❆❙●P ✉s❡s t❤❡ ❙■❱■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜♦t❤ xri,SGP ❛♥❞ xri,LB−ASGP✳ ●✐✈❡♥ ❛♥
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ s✉♣❡rs❡t ❳0 ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡❧♦♥❣✱ ❛♥ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❳ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❆ ❜♦① ❬①❪ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r s✉❜♣❛✈✐♥❣ ❳ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐❢ [❢]([①]) ⊂ ❨✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶ ❛♥❞ ✷ r❡s✉♠❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭▲❇✲❈❆❙●P✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f t♦ ✐♥✈❡rt ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜②✿

fSGP =
{

ρsr = ‖x
s − xr‖+ cor ✭✶✺✮

❛♥❞

fLB−ASGP =

{

ρsr = ‖x
s − xr‖+ cor

dlb = ut,r
T · (xr −Rr)

✭✶✻✮

❆s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ✭❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶ ❛♥❞ ✷✮ s♦❧✈❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t✇♦ s❡t
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭▲❇✲❆❙●P ❛♥❞ ❙●P✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭ss❝✮ [❈ssc] = [❈N,ssc;❈E,ssc]✳

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▲❇✲❆❙●P✱ ❛ ✷❉ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ●◆❙❙ ith r❡❝❡✐✈❡r x̂ri,2D,LB−ASGP ❛♥❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦✛s❡t
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ❈i,LB−ASGP ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❛r❝❤✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❳0✱ ✐t ✐s ✜rst
❢♦✉♥❞ t❤❡ s❡t ❳SGP ♦❢ ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts [ρsr] ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s
[xs] ✉s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ fSGP✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡❳SGP ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ fLB−ASGP✱ ✐t ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ t❤❡ s❡t ❳LB−ASGP ♦❢ ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts [ρsr]✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s

✼
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Lane Boundary Collaborative Augmented Set-Membership GNSS Positioning (LB-CASGP)
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N cme E cme

C C   ri 2D LB CASGP ri 2D LB ASGP r rx x u

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉❛t❛✢♦✇ ❛♥❞ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

[xs]✱ t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ✈❡❝t♦r [ut,r] ❛♥❞ t❤❡ ❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② [dlb]✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ [x̂r,2D,LB−CASGP;Ci,LB−ASGP] = CASGP❴LB
([fSGP], [fLB−ASGP],❨SGP ,❨LB−ASGP ,❳0,Cnet,LB−ASGP)

L← root(❳0)
x̂r(1) = PPE ([fSGP],❨SGP ,L)
x̂ri,2D,SGP = [x̂r,2D, ŷr,2D] = x̂r(1)×PXY

✐❢ WithLaneSensor t❤❡♥
x̂r(2) = PPE ([fLB−ASGP],❨LB−ASGP ,L)
x̂ri,2D,LB−ASGP = [x̂r,2D, ŷr,2D] = x̂r(2)×PXY

Ci,LB−ASGP = ut,ri × ([x̂r(2)− x̂r(1)]×PXY)
❡♥❞ ✐❢
[❈ssc] = [❈N,ssc;❈N,ssc]← ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮

✐❢ WithLaneSensor t❤❡♥
x̂ri,2D,LB−CASGP = x̂ri,2D,LB−ASGP + ur,r ×
[❈N,ssc;❈E,ssc; 0]

❡❧s❡
xri,2D,LB−CASGP = xri,2D,SGP + [❈N,ssc;❈E,ssc; 0]

❡♥❞ ✐❢

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❨

P♦✐♥t P♦s✐t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❳ ❳ ❨

❳ ❳ ❳

❳

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮

❢♦r ❦❂✶ t♦ ♥ ❞♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮

❡♥❞ ❢♦r
❢♦r ✐❂✶ t♦ ✸ ❞♦

❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✷✮

❡♥❞ ❢♦r

❯s✐♥❣ s❡ts ❳SGP ❛♥❞ ❳LB−ASGP ✱ t❤❡ ✸❉ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ●◆❙❙ ith r❡❝❡✐✈❡r x̂ri,LB−ASGP ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜✲♣❛✈✐♥❣✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❝❡✐✈❡r
❝❧♦❝❦ ♦✛s❡t ĉor ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜✲♣❛✈✐♥❣✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✷❉ ♣♦s✐t✐♦♥ x̂ri,2D,LB−ASGP ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ x̂ri,LB−ASGP ♦♥t♦ t❤❡ ❳❨ ♣❧❛♥❡✳

▲❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ●◆❙❙ ❧♦❝❛t✐♦♥ ③♦♥❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐❢ s❛t❡❧❧✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❡rr♦rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ s❤❛r❡ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✈❡❤✐❝❧❡s✳ ▲❇✲❈❆❙●P ✐s ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐t ✉s❡s ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ ♥❡t✇♦r❦❡❞
✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t✇♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❡rr♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s t❤❡ ith r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ t♦ s✉✛❡r

✽



❢r♦♠ ❛♥ ♦✛s❡t ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭Ci,LB−ASGP✮ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ▲❇✲❆❙●P✳
❚❤❡ Ci,LB−ASGP ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❤❛s s❤✐❢t❡❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❇✲❆❙●P✳
❊❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r s❤❛r❡s ✐ts ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ i ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ x̂ri,SGP = [x̂ri,SGP , ŷri,SGP , ẑri,SGP ] ❛♥❞ ❜② t❤❡ ▲❇✲
❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ x̂ri,LB−ASGP = [x̂ri,LB−ASGP , ŷri,LB−ASGP , ẑri,LB−ASGP ]✱ t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡rr♦r
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦
❞✐r❡❝t✐♦♥✿

Ci,LB−ASGP = ut,ri × ([xri,LB−ASGP − xri,SGP]×PXY) ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ i = 1...n ❢♦r n ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❡q✉✐♣♣❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✳
❚❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ◆♦rt❤ ✭❣❧♦❜❛❧ ❨✲❛①✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ❛♥❞ ❊❛st ✭❣❧♦❜❛❧ ❳✲❛①✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ❈N,ssc ❛♥❞ ❈E,ssc✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❧❡❛st sq✉❛r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ Ci,LB−ASGP✳

[

❈N,ssc

❈E,ssc

]

= (AT
A)−1

A
T







C1,LB−ASGP

✳✳✳
Cn,LB−ASGP






✭✶✽✮

✇❤❡r❡ PXY ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦♥t♦ t❤❡ XY ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ A ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

A =







ut,r1

✳✳✳
ut,rn






✭✶✾✮

■t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣✉♥❝t✉❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ [❈ssc] ❜② ✉s✐♥❣ ❧❡❛st sq✉❛r❡s t♦ ❛✈♦✐❞ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
✈❡❤✐❝❧❡s ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♦❢ ❛❧❧ ❜♦①❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ♦❢ ❡❛❝❤
✈❡❤✐❝❧❡ ✉s✐♥❣ ❙●P ❛♥❞ ▲❇✲❆❙●P✳ ❚❤✐s ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛s ✐t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s
t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ Ci,LB−ASGP ❛♥❞ ut,ri ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦rs✳ ❚❤♦s❡ ✈❡❤✐❝❧❡s
❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❛ ♣♦♦r ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s
✉s✐♥❣ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r✱ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭✇✳r✳t✳ ▲❇✲❆❙●P✮
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ur,r ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✿

x̂ri,2D,LB−CASGP = x̂ri,2D,LB−ASGP+

ur,r × [❈N,ssc;❈E,ssc; 0]
✭✷✵✮

❋♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ♥♦t ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦rs✱ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝r♦ss✲tr❛❝❦
❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

x̂ri,2D,LB−CASGP = x̂ri,2D,SGP−LB + [❈N,ssc;❈E,ssc; 0] ✭✷✶✮

❲❤❡♥ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ▲❇✲❈❆❙●P ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱ xri,2D,LB−CASGP = xri,2D,LB−ASGP✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
st❛♥❞❛❧♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✺✳ ❘❡s✉❧ts

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❡st❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✾✭❛✮✮ ❛♥❞ ✐♥ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮✮✳

✾
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙❡t✉♣✿ ✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✲ ✼ ✈❡❤✐❝❧❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ st❛rt✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡❛❞✐♥❣s✱
✈❡❤✐❝❧❡ ①✲❛①✐s ❛♥❞ ②✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥t ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✲ ❩♦♦♠❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ✷ ❛♥❞ ✹✳ ❱❡❤✐❝❧❡s ✷ ❛♥❞ ✹ tr❛✈❡❧ ✐♥ ❛ r♦❛❞ ❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❨✲❛①✐s ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s②st❡♠ Σ✳
❱❡❤✐❝❧❡ ✷ ✐s r♦t❛t❡❞ ❜② π✴✷ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Σ✳ ❱❡❤✐❝❧❡ ✹ ✐s r♦t❛t❡❞ ❜② ✸π✴✷ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Σ✳ ❚❤❡ t✇♦ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ②✲❛①✐s ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❛t❡r❛❧ ❡rr♦r ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ✷ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❛t❡r❛❧ ❡rr♦r ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ✹ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❚❤✐s
s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡rr♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Σ ❳✲❛①✐s❀ ✭❝✮ ❘❡❛❧
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✲ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡sts❀

✺✳✶✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙❡t✉♣

■❙❘✲❚❘❆❋❙■▼ ✹✳✵ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐sr✳✉❝✳♣t✴ ❝♦♥❞❡✴✐sr✲tr❛❢s✐♠✴✮✳ ■t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ▼❛t❧❛❜✲❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡s s✉❝❤ ❛s ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛✣❝ ❝♦♥tr♦❧✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❛♥❛❧②s✐s ✭❇❡♥t♦ ✱ ✷✵✶✸✮✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❛t❤✲
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✭◆✉♥❡s ✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞ s❡♥s♦r ❢✉s✐♦♥ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❛✇❛r❡♥❡ss✳ ❙❡✈❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡s tr❛✈❡❧✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ✉r❜❛♥
r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✭❝✮✮✳ ❊❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❱✷❱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱
❜✉t ♦♥❧② ✈❡❤✐❝❧❡s ✶✲✻ ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r✳

❚❤❡ ●P❙♦❢t ✭❚❡t❡✇s❦② ✱ ✶✾✾✽✮ s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡♠✉❧❛t❡ t❤❡ ●◆❙❙ s②st❡♠✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❯❙❆ ●P❙
❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✭❑❛♣❧❛♥ ✱ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ ●P❙♦❢t ❚♦♦❧❜♦① ❡♠✉❧❛t❡s ♥♦t ♦♥❧② s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❊rr♦r s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✱ ♠✉❧t✐♣❛t❤✱ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❆✈❛✐✲
❧❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❡rr♦rs ❛r❡ ❡♠✉❧❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡r t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦❞❡ ❉●P❙ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡r✲♣❤❛s❡ ❘❚❑●P❙ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✉s✉❛❧
st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ●P❙♦❢t ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s ❡♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧✐❧❡♦✱ ●❊❖s✱ ●P❙ ❛♥❞ ●P❙ ▼♦❞❡r♥✐✲
③❛t✐♦♥ ✭❈✴❆✲❝♦❞❡ ♦♥ ▲✶✱ ▲✷ ❛♥❞ ▲✺✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✉❛❧✲❢r❡q✉❡♥❝② P✲❝♦❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❡♠✉❧❛t❡
s✐❣♥❛❧s ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❡♠✉❧❛t♦r s✉♣♣♦rts ●P❙
❛♥❞ ●❧♦♥❛ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❨❯▼❆✲❢♦r♠❛t ❜r♦❛❞❝❛st ❛❧♠❛♥❛❝s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳
❚❤❡ ❡♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✴❆ ❛♥❞ P✲❝♦❞❡ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ✇✐t❤ ✉s❡r ❞❡✜♥❛❜❧❡ ❝✐✈✐❧ ❛♥❞ ♠✐❧✐t❛r②
❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✱ ✐♦♥♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡❧❛②✱ tr♦♣♦s♣❤❡r✐❝
❞❡❧❛② ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ✭❚❡t❡✇s❦② ✱ ✶✾✾✽✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✲r❡❝❡✐✈❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ s t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❈✴❆✲▲✶
❝♦❞❡✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ●◆❙❙ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❞❛✐❧② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ✐♦♥♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡❧❛② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❤❛❧❢ ❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❞❛②t✐♠❡ ❛♥❞ ❜②
❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ ❞✉r✐♥❣ ♥✐❣❤tt✐♠❡✱ s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♦♥♦s♣❤❡r✐❝ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❡rr♦r
✐s ✹ ♠❡t❡rs✳ ◆♦ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛②t✐♠❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥t❡♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② [4× 1017; 1.6× 1018]✳ ❚❤❡ ❡♠✉❧❛t❡❞ tr♦♣♦s♣❤❡r✐❝ ❞❡❧❛② r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✸ ♠❡t❡rs ❢♦r ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛t ③❡♥✐t❤ t♦ ✷✺
♠❡t❡rs ❢♦r ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛t ✺ ❞❡❣r❡❡s ❡❧❡✈❛t✐♦♥✳ ❆ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ❧♦✇✲♣❛ss
✜❧t❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞✐✛✉s❡ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❡rr♦r ♦❢ ③❡r♦✲❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡
tr✉❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲
r❛♥❣❡ ❞✐✛✉s❡ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❡rr♦rs ❛t ③❡r♦✲❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✐s ✶✳✻ ♠❡t❡rs✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐✛✉s❡ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❡rr♦r ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ✭❑❛♣❧❛♥ ✱ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✐s ✶ ♠❡t❡r✳

✶✵



❚❛❜❧❡ ✶✿ Ps❡✉❞♦r❛♥❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧s r✐s❦ r ❛♥❞ α ❡rr♦r

❜♦✉♥❞s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r m ♦❢ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts

m ✹ ✺ ✻ ✼

r ✵✳✷✺ ·10−4 ✵✳✷✵ ·10−4 ✵✳✶✼ ·10−4 ✵✳✶✹ ·10−4

α ✹✳✷✶ ✹✳✷✻ ✹✳✸✶ ✹✳✸✹

m ✽ ✾ ✶✵ ✶✶

r ✵✳✶✸ ·10−4 ✵✳✶✶ ·10−4 ✵✳✶✵ ·10−4 ✵✳✵✾ ·10−4

α ✹✳✸✼ ✹✳✸✾ ✹✳✹✷ ✹✳✹✹

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❜✐❛s ♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♦r✲

❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

❱❡❤✐❝❧❡ ❱❡❤✐❝❧❡s
❈♦♦r❞✐♥❛t❡s ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼

❳✲❛①✐s
−− + ++ − −− ++ −

− + − +

❨✲❛①✐s
+ ++ − −− + − ++

+ − +

θr 0 π/2 π 3π/2 0 π π/4

❋♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ r✐s❦ ❘ = 10−4 ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥✉♠❜❡r m ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧s
r✐s❦ r ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s α ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❉r❡✈❡❧❧❡ ✱ ✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ✭❉r❡✈❡❧❧❡ ✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡
✐♥t❡r✈❛❧s [ρsr] = [ρsr − ασ, ρsr + ασ] ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❢♦r ✉♣ t♦ ✶✶ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❚❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r ❡rr♦r
✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ σlb = 0.25m ❛♥❞ t❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❛s s❡t t♦ ❝♦♥t❛✐♥
95% ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳ 2× σlb✳

❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❛♠❡ ❳✲❛①✐s ✭❞❡♥♦t❡❞
❜② − − −✮ ❛♥❞ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❨✲❛①✐s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② +✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s
s❛t❡❧❧✐t❡s ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡rr♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❳✲❛①✐s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❝✮✮✳

❚❛❜❧❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❜✐❛s ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s✱ ❡✳❣✳ ✈❡❤✐❝❧❡ ✶ ❛①✐s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❜✐❛s ♦♥
✈❡❤✐❝❧❡ ✶ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣

❙t❛♥❞❛r❞ r♦❛❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ♦♥ r❡❛❧ t❡sts ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✭❜✮✮✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ t❡st s✐t❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤✉❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s
♠❛❞❡ ♦❢ tr❡❡s ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✳ ❋♦✉r ✉❜❧♦① ▲❊❆✲✻❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ●P❙✲r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ r❡❝❡✐✈❡r ❡♥❛❜❧❡s ❡❛s② ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❤❛✈❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s r❛✇✲❞❛t❛
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ♣s❡✉❞♦r❛♥❣❡s ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ s❡t✉♣ ✇❛s ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❘❚❑✲
●P❙ s②st❡♠ ❚❖P❈❖◆ ❍✐♣❡rPr♦✱ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❡♥t✐♠❡t❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r
❛♥t❡♥♥❛ ✜①❡❞ st❛t✐♦♥ ✭▼❆❋❙✮ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❘❚❑✲●P❙ ✉s❡❞ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❙❊❘❱■❘ ♣r♦❥❡❝t ❢❛❝✐❧✐t②
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❛ ♠✐❧✐t❛r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ●◆❙❙ st❛t✐♦♥s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❛✇✲❞❛t❛
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❘❚❑ ♦r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞ PP❑✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
st❛t✐♦♥s ✭❙❊❘❱■❘ ✲ ❙t❛t✐♦♥ ✾ ✮ ❣❛t❤❡r❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ▼❆❋❙✿ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ t♦
t❤❡ t❡st s✐t❡✱ ♥♦ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s♦✉r❝❡s ♥❡❛r❜② ❛♥❞ ♥♦ s✐❣♥❛❧ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜②
tr❡❡s ♦r ❤✐❣❤❡r ❜✉✐❧❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❚❑✲●P❙ ✇✐t❤ ❛ ✷✺ ❝♠
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❛♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♠❡r❛ ✭●❛t ✱ ✷✵✵✺✮✳

✺✳✸✳ ❙❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ●◆❙❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❙●P✮

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ●◆❙❙ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛ ♣✉♥❝t✉❛❧ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤
♥♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ (xr, yr, zr, cor)✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
s❡❛r❝❤✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ✇❛s s❡t t♦ 27×106[m3] ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡s ✺ ❛♥❞ ✻ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ✭❛✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✭❜✮ ❡rr♦r✱ ❢♦r t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❜✐❛s ❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ ❳✲❛①✐s ❛♥❞
❨✲❛①✐s ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐❛s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❳✲❛①✐s ✭✐✳❡✳ t❤✐s s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❳✲❛①✐s ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡rr♦r✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤r♦✉❣❤
❙●P ❧❛t❡r❛❧ ❡rr♦r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✷ ❛♥❞ ✹ ❛♥❞ ❙●P ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡rr♦r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✶✱ ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s
✷ ❛♥❞ ✹ tr❛✈❡❧ ✐♥ ❛ r♦❛❞ ❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❨✲❛①✐s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✮✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✲ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❛t❤ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ✶ t♦ ✼✱ ✉s✐♥❣ ❙●P ❛♥❞
▲❇✲❈❆❙●P ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ✭❛✮ ❧❛t❡r❛❧✱ ✭❜✮ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✳

❚❤❡ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❨✲❛①✐s ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
♠❡❛♥ ❧❛t❡r❛❧ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❳✲❛①✐s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✶✱ ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s♠❛❧❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❡❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❨✲❛①✐s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✷ ❛♥❞ ✹ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✮✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡s✉❧ts✱ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❛①✐s ❡rr♦r✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛t❤s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❡❛♥ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❡rr♦r ♦❢ ✭❙●P✮ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐s q✉✐t❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✮✳

❋✐❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❧❛t❡r❛❧ ✭t♦♣✮✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✭❝❡♥t❡r✮ ❛♥❞ ✷❉ ❡✉❝✲
❧✐❞❡❛♥ ✭❜♦tt♦♠✮ ❡rr♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥❞ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✬❋✬ ♠❛r❦❡rs r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ✉s✐♥❣ ✭❙●P✮✳

❋r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ s✉❜♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❛♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠❡❛♥ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
σ✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✈❡❤✐❝❧❡s tr❛✈❡❧✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡rr♦r
s✐❣♥❛❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❝✮✮✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ 3σ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r ❙●P
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❛t❤❡r ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r s✉❜♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❛♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♥❡❛r❧②
❛ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❜✐♠♦❞❛❧ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✈❡❤✐❝❧❡s tr❛✈❡❧✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❝✮✮✳
❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ 3σ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r ❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳

❚❤❡ ❜♦tt♦♠ s✉❜♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✼ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✷❉ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❘❡❛❧ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✲ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❛t❤ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ✶ t♦ ✹✱ ✉s✐♥❣ ❙●P ❛♥❞
▲❇✲❈❆❙●P ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ✭❛✮ ❧❛t❡r❛❧✱ ✭❜✮ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❊rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❊rr♦r ❬♠❪
▲❛t❡r❛❧ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

♭
∑N

i=1

‖LATi‖
N

♠❡❛♥ σ 3σ ♭
∑N

i=1

‖LONi‖
N

♠❡❛♥ σ 3σ ♠❡❛♥ σ 3σ

✈❡❤✐❝❧❡s ❬✶✱✸✱✺✱✻❪ ❬✷✱✹❪ ❬✶✲✼❪ ❬✶✲✼❪ ❬✶✲✼❪ ❬✶✱✸✱✺✱✻❪ ❬✷✱✹❪ ❬✶✲✼❪ ❬✶✲✼❪ ❬✶✲✼❪ ❬✶✲✼❪ ❬✶✲✼❪ ❬✶✲✼❪

❙✐♠✳
❙●P ✵✳✸✼✷ ✶✳✺✺✽ ✵✳✷✵✹ ✶✳✷✼ ✸✳✸✵✵ ✶✳✹✾✹ ✵✳✸✹✾ ✲✵✳✵✾✷ ✶✳✹✵✷ ✸✳✶✽✼ ✶✳✽✵✸ ✵✳✻✷✹ ✸✳✻✸✸
▲❇✲❈❆❙●P ✵✳✺✻✽ ✵✳✺✾✷ ✵✳✵✷✹ ✵✳✼✵✺ ✷✳✷✹✽ ✵✳✺✺✷ ✵✳✺✼✷ ✵✳✵✷✸ ✵✳✽✹✾ ✷✳✻✾✵ ✵✳✾✻✽ ✵✳✺✸✶ ✷✳✼✶✷
✈❡❤✐❝❧❡s ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪ ❬✶✲✹❪

❘❡❛❧
❙●P ✵✳✼✵✷ ✵✳✼✵✶ ✹✳✸✻✼ ✶✸✳✹✺ ✵✳✸✵✶ ✲✵✳✷✸✹ ✹✳✸✵✶ ✶✷✳✸✽ ✺✳✸✷✹ ✸✳✶✷✺ ✶✸✳✾✺
▲❇✲❈❆❙●P ✵✳✵✹✾ ✵✳✵✵✸ ✵✳✼✸✹ ✸✳✻✶✼ ✵✳✹✺✸ ✲✵✳✸✸✷ ✷✳✶✵✾ ✶✵✳✸✵ ✶✳✼✻✵ ✶✳✹✹✼ ✶✵✳✸✸

♭
∑N

i=1

‖LATi‖
N

❛♥❞
∑N

i=1

‖LONi‖
N

❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❡❛♥ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡rr♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

N r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ LATi ❛♥❞ LONi r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛♥ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ✐t❤ ✈❡❤✐❝❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

3σ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡rr♦r ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✮✳
❚❤❡ r❡❛❧ r❡s✉❧ts ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❛♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡rr♦rs ❛r❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② s♣r❡❛❞✳

✺✳✹✳ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❙❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ●◆❙❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✭▲❇✲❈❆❙●P✮

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐ts ❝r♦ss✲
tr❛❝❦ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ●◆❙❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ▲❇✲❈❆❙●P✳

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡t ❳✱ ❛ ♣✉♥❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡
[xr, yr] ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

❋✐❣✉r❡s ✺ ❛♥❞ ✻ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡rr♦rs✳ ■♥ ✜❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ✽✱ t❤❡
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✬♦✬ ♠❛r❦❡r✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐❣✉r❡s ✺ ❛♥❞ ✻ s❤♦✇ ❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❡rr♦rs ❛r♦✉♥❞ ✵✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙●P t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ s♣r❡❛❞✳ ❚❤✐s r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❜② s❤❛r✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋r♦♠ t♦♣ s✉❜♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ✽ ❛♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♥❡❛r❧②
③❡r♦ ♠❡❛♥ ❧❛t❡r❛❧ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ●■❙ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛♥❡ s❡♥s♦r✳
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■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧❛t❡r❛❧ ❡rr♦r✱ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡rr♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st
✾✵✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙●P✳ ❚❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r ▲❇✲❈❆❙●P
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✶ ♠❡t❡r ❜♦t❤ ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ 3σ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❧❡❛st ✻✵✪ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧❛t❡r❛❧ ❡rr♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳

❋r♦♠ ❝❡♥t❡r t❤❡ s✉❜♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ✽ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♥❡❛r❧②
③❡r♦ ♠❡❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s♣r❡❛❞ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▲❇✲
❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ σ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✳r✳t✳ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❤❛r✐♥❣ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡
s♣❡❝✐✜❝ ❡rr♦rs✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦rs ♥♦t ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐✈❡rs✐t② ❢♦r t❤❡ ❛①✐s
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r♦❛❞ ❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr②✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ❜✉t ❛s ✇❡❧❧ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ σ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜②
❛t ❧❡❛st ✹✾✪ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡rr♦r r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ 3σ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡
❜♦tt♦♠ s✉❜♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ✽ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✷❉ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡
❡✈✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ s✉❜♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❛✮✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ③♦♦♠❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ✷✱ ✻ ❛♥❞ ✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜♦tt♦♠✲
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③♦♦♠❡❞ ③♦♦♠❡❞ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❛✮✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ▲❇✲
❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❨✲❛①✐s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦rs ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❳✲❛①✐s✱ ❛s ✇✐t❤ ✈❡❤✐❝❧❡s ✷ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲
tr❛❝❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ✷ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ s✉❜♣❧♦t ❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ r✐❣❤t t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❳✲❛①✐s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❳✲❛①✐s✱ ❛s ✇✐t❤ ✈❡❤✐❝❧❡s ✶✱ ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✻✳
❚❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ✻ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ s✉❜♣❧♦t
t♦♣✲r✐❣❤t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ r✐❣❤t t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ✶✱ ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ✷ ❛♥❞ ✹ ✐s ❧❡ss ❡✈✐❞❡♥t s✐♥❝❡ t❤✐s s❛t❡❧❧✐t❡
❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❨✲❛①✐s✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ✼ r❡✢❡❝ts ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ❛s t❤✐s ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ♥♦t ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❡st✐♠❛t❡s ❜r♦❛❞❝❛st ❜② ❛❧❧ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r ❡q✉✐♣♣❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐ts ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡
✐♥ ❜♦t❤ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ s✉❜♣❧♦t t♦♣✲❧❡❢t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❛✮✳

❚❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ●P❙
r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❱❡❤✐❝❧❡s ✇❡r❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦st
♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡② ✇❡r❡ ♥❡❛r❧② ❝♦❧❧✐♥❡❛r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

✶✺



❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ▲❇✲❆❙●P✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮✱ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ✐s ❛❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② ❡♣♦❝❤s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦♥✲❝♦❧❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦t ♥❡❛r❧② ❝♦❧❧✐♥❡❛r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❇② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ s✉❜♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡rr♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦✉t❤✲✇❡st ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t♦✇❛r❞s t❤❡
t♦♣✲r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮✮ ❛♥❞ ✇❡st ✭✐✳❡✳ t♦✇❛r❞s t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮✮✳ ❚❤❡s❡ ❜✐❛s❡s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✲
❢✉❧❧② ♠✐t✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❡rr♦r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡♠♦✈❡❞ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s ♥♦rt❤✲❡❛st✳ ❚❤❡ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❡rr♦r ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❡❛st✳
❙✉❜♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♥✉♠❜❡r❡❞✱ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t❡ ✉s✐♥❣ ▲❇✲❈❆❙●P ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❙●P✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ✐♥ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
✈❡❤✐❝❧❡ ✼ ✐s ♥♦t ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r✱ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝r♦ss✲tr❛❝❦
❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❡rr♦rs [❈N,ssc;❈E,ssc]✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✶✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❛✮ ❛♥❞ ❜✮✳

✺✳✺✳ ■♥t❡❣r✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❆♥ ✐♥t❡❣r✐t② ♠❡tr✐❝ ♦❢ ♠❛❥♦r ✐♥t❡r❡st ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥❝❡r♥s ✐s t❤❡ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ Pr♦t❡❝t✐♦♥
▲❡✈❡❧ ✭❍P▲✮ ✭❙❛♥t❛ ✱ ✷✵✵✻✮✭❚♦ss❛✐♥t ✱ ✷✵✵✼✮✳ ❙t❛♥❢♦r❞ ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ✷❉ ❤✐st♦❣r❛♠
♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❙t❛♥❢♦r❞ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢
❜♦t❤ ❙●P ❛♥❞ ▲❇✲❈❆❙●P ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤❡② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r✐t②
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■♥ ❍P▲ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛r✐t② ✈❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞
❛s ❛ t❡st st❛t✐st✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡❝t s✐♥❣❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❚❤❡ ❍P▲ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❡❝❡✐✈❡r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s
■♥t❡❣r✐t② ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❘❆■▼✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠❀ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r s♣❡❝✐✜❡❞
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠❀ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❤❡ ♣❛r✐t② ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✈❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s❡r ♣♦s✐t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❞ ✉s❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s s❧♦♣❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐❛❧ ❡rr♦r
❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❣❡ r❡s✐❞✉❛❧ t❡st st❛t✐st✐❝ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❍P▲✳ ❋♦r t❤❡ ❍P▲✱ ✐t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
♠✐ss❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ 0.001 ❛♥❞ ❛ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ 3.33333× 10−7✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛❧❛r♠ ❧✐♠✐t ✭❍❆▲✮ ✇❛s
s❡t ❤❡r❡ t♦ 10[m] ❜✉t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ●◆❙❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠✱ ✐ts ✐♥t❡❣r✐t② r✐s❦ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t✱ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❍P❊✮ ❡①❝❡❡❞s ❛♥ ❍❆▲✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② s②st❡♠ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❍P▲ ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ❍❆▲✳ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❍P❊ ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❍P▲✱ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ▼■✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❍P▲ ✐s ❛❧✇❛②s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❍P❊✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ❍▼■
✐❢ t❤❡ ❍P❊ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❍❆▲ ✭❚♦ss❛✐♥t ✱ ✷✵✵✼✮✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭▼■✮ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❛❧♠♦st t❡♥ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❙●P✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
❤❛③❛r❞♦✉s❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❝❤✐❡✈❡s ♥♦♥❡ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙●P ❤❛s ❢♦✉r ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡
r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✼✽✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
▲❇✲❈❆❙●P ✐s ✾✵✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳

✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭▲❇✲❈❆❙●P✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ●◆❙❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
✇❤❡r❡ ❛ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ t♦ t❤❡ ❧❛♥❡✳ ❇② s❤❛r✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❛ss✐st
t❤❡ ♦t❤❡rs✳

❚❤❡ ❡rr♦rs ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ✇❛② ❜♦t❤ ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❜♦t❤ s❡t✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦❞❡ ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t✳

❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐②♥❣ t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❡rr♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❡♥❛❜❧✐♥❣ ✐ts r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❝r♦ss✲tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣✲tr❛❝❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞

✶✻



❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ♥♦t ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❧❛♥❡✲❜♦✉♥❞❛r② s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐♣♣❡❞
✈❡❤✐❝❧❡s ✉s❡ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❡rr♦rs t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts ♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡✳

❇♦t❤ s❡t✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭✐✳❡✳ ❙●P ❛♥❞ ▲❇✲❈❆❙●P✮ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ♥♦t t♦ ❧♦s❡
❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧❡ ❜② ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ♥♦t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s♦❧❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r✐s❦ t❛❦❡♥ ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❲❤❡♥
s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s t❤❡ ▲❇✲❈❆❙●P ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✇♦rst ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱
✐✳❡✳ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❛t❤ s✉❜❥❡❝t❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✐s ❜❡✐♥❣ ❝❛rr✐❡❞ ♦♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ③♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♦✉t❧✐❡rs✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❧❛①❡❞ s❡t✲♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❋✉♥❞❛çã♦ ♣❛r❛ ❛ ❈✐ê♥❝✐❛ ❡ ❚❡❝♥♦❧♦❣✐❛ ✭❋❈❚✮ t❤r♦✉❣❤ ♣r♦❥❡❝t ❣r❛♥t ❆▼❙✲
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