
Numer. Math. t9, 400--406 (t972) 
�9 by Springer-Verlag 1972 

Correction d'une somme en arithmetique a virgule flottante 

M. Pichat  

1Re~;u le 8 Juin t97t 

Summary. Let S be the sum of given numbers, calculated by normalized floating- 
point arithmetic, the rounding--off  law being a truncature with a guard digit. We 
give an algorithm to obtain all the digits of S as significant digits; very often, one step 
is enough to provide correction of S. 

I. Introduction 

1.1. Notations 
Nous d6signerons par :  

b la base de la repr6sentation afi thm6tique consid6r6e 

s le nombre des chiffres de mantisse 

| et Q les op6rations d 'addi t ion  et de soustraction, en ari thm6tique f lot tante 
normalis6e. Ces op6rations ne sont pas associatives et l 'ordre des op6rations sera 
d6fini de la gauche vers la droite. 

Nous consid6rerons ici pour  r~gle d 'arrondi ,  une rSgle de t roncature  avec 
chiffre de garde. 

Rappelons que si X est un nombre  ~ virgule flottante,  normalis6, non nul, 
il est caract6ris6 par  les entiers alg6briques l e t  p tels que : 

X = l b  t'-s avec bS-S<-Jl[ < b  s 

en effet, soient e le signe, p l 'exposant  e t a  i, t --< i _< s, les chiffres de la mantisse, 
de X (le chiffre de t~te a a est non nul pour tout  hombre  ~t virgule flottante,  nor- 
malls6, diff6rent de 0). 

k=l k~l 

Nous noterons:  8 (X) = p l 'exposant  de X 

[x~ la partie enti~re de x, si xEIR § 

1.2. Rappels 

Soient X 1 = l 1 b p '-s et X 2 = l, b p'-s, X 1 >= X , ,  deux nombres ~t virgule flottante,  
positifs. 
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Posons:  
SF = X~ | X~ 

DF = X 1 G X~. 

Ces op6rations d 'addi t ion et de soustraction, en arithm6tique ~ virgule flot- 
tante,  normalis6e, s 'effectuent, pour la r~gle de t roncature indiqu6e comme 
suit [11 : 

t) X x est exprim6 sous la forme (b/l)b p'-*-x, c 'est  ~ dire, est 6crit comme un 
nombre  normalis6 de (s + t )  chiffres de mantisse. X 2 est ,approch6,~ sous la 
forme [12/~.-P,+a]b~,-*-i (cette valeur 6rant toujours exacte si Pz--PI + t  >0). 
Cette 6criture est, en g6n6ral, non normalis6e. 

2) les mantisses qui sont ~ pr6sent align6es et comportent  s + t chiffres, sont 
ajout6es ou soustraites, puis le r6sultat obtenu est normalis6 et t ronqu6 lorsque 
n6cessaire. 

On a donc:  

De mSme: 

SF = (z~ + [t, bP,-P,]) v ' , - '  

SF=[ lx +[l~"-"] lbt,,+x-, 
si e (SF) =4~(X~), (t) 

si # (SF) = #(Xx) + ~. (2) 

DF_~_ [ bll -- [l*bP'-P'+l] ] 
b - b  p ' - '  si 8(DF)=6~(X1), (3) 

OF=(b l  1 -  E/2bP'-P'+lJ) b p , - ' -~  si ~(DF)<8(X1) (4) 

(on a exprim6 dans ce dernier cas, la valeur de DF et non l '6criture apr6s normali- 
sation qui fait intervenir  un cadrage). 

1.3. Remarques 

On remarque que l 'on ne fait aucune erreur d 'op6ration, en particulier: 

A - -  en sous t rayant  deux hombres de mSme exposant  

B - -  en sous t rayant  deux hombres dont  les exposants dfffgrent de une unit6, 
la condition que de plus, d (DF) < 6 ~ (X1) strictement.  

Ce sont  ces op6rations {,sans erreur }~ qui permet t ront  de d6finir un  algorithme 
pour l 'obtent ion de sommes alg6briques dont  t ous l e s  chiffres soient significatifs. 

II. Etude et representation des erreurs d'addition en arithmetique 
a virgule flottante 

11.1. Etude de la somme et de la di//&ence 

X 1 et X 2 6tant  d6finis comme au w I, posons: 

S = X ~ + X ~ =  S F + E ,  

D = X  1 - X z = D F  +E' .  

(5) 

(6) 
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Les remarques A e t  B pr6c6dentes permettent  de repr6senter, dans tous les  
cas, sous r6serve de la capacit6 de la machine, E et E' par les nombres A virgule 
flottante: 

E = - -  (SF (~ X 1 (~ X2) 

E'  = -- (OF 0 X1 0 X~). 

On peut noter qu'une expression th6orique de ces erreurs serait obtenue en 
6crivant les divisions: 

l~ = bPl-t"ql + r 1 rl ~ b p~-p" -- t 

ll +ql----bq2 +r~ r2 <=b--I 
et si p~ 4= Pl 

l~ :bP~-P , - lqa+r  a ra =< bPl-#,-x _ l 

b l l - - q a : b q a + r  a r , ~ b - - t  
en effet, on a: 

si c $ ( S F ) = g ( X x )  E = r l  bp'-* et O ~ = E < b  ~ 

si o a ( S F ) = o ~ ( X 1 ) + t  E=(r l+r2bP~-P')b  p'-s et O ~ E < b  p'+~-~ 

et pour la diff6rence, lorsque Pz :~ Pl ( E ' =  0 pour p~ = Pa) 

si ~ ( D F )  =o*(X1) E'=(r4bP'-P'-X--ra)bP'-" et - -b  p~-~-* < E '  < b  p~-s 

si d'(DF) <o~(X,) E ' : - - r 3 b  p ' - '  et - -bP' - i -S  < E  ' ~ 0 .  

Dans le cas off d ~ (DF) < d ~ (X1) , il est important  de remarquer que: 

Pz=Px  ou P ~ = P i - - t  ~ E ' = O .  

P~ <- Pl - -  1 ~ o ~ (D F) = p~ -- 1 ce qui permet t ra  d'6tablir la formule (8) ci-dessous. 

11.2. Cas d'une somme algdbrique de 2 termes 

Soient X pr6sent, X 1 et X 2 deux nombres ~ virgule flottante, de signes quel- 
conques. 

On peut supposer [ X I [ > ' [ X  2[ et les 4 possibilit6s: 

O < X 2 < X  1 , X I < X 2 < O ,  X 2 < 0 < X  1 , X I < O < X  2 

se ram~nent par changements de variable aux cas pr6c6dents. 

D6signons par  21 et ~ les 2 hombres ~ virgule flottante, non nuls, de plus 
petit  module, respectivement positif et n6gatif. 

A la condition que si E =~ 0, on ait: 

0 < ~ I ~ E  ou E ~ 2 < 0 .  (7) 

E est repr6sentable par un hombre en virgule flottante. I1 vient : 

Proposition 11.1. E tan t  donn6s 2 hombres X 1 et X~ A virgule flottante tels 
que IX1] >]X~] ,  si S = X x + X ~  et S F = X  1 | X~, alors l 'erreur E = S - - S F  est 
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(sous r fserve  que E v6rifie (7)) par  le nombre  A virgule f lot tante:  

E = --  ( S F  @ X 1 (~ X2). 

Les expressions th6oriques &ri tes  pe rme t t en t  de majorer  E :  

Si 6"(SF) = P ,  on a: I EI < b ' - ' -  (8) 

III .  Algori thme correcteur d 'une somme de N termes 

Soient N nombres  ~ virgule f lot tante ,  X~, I --< i--< N. 
Nous nous proposons d 'obtenir ,  par  des calculs effectu6s en machine,  le nombre  

x 
en virgule f lo t tante  le plus pr6s possible de la somme alg6brique S = Y. Xi .  

Posons:  S F  = X  1 ~) X~ if) . . .  | X lv  

S = S F  + E .  

Si e i d6signe l 'erreur  commise lors de la i~me addit ion dans le calcul de S F ,  

on a imm6dia tement  : 
N--1 

S = S F  + ~ e i. 
~=1 

Pour  corriger S F ,  on ajoutera  /~ la valeur  t rouv&,  la somme des ei, calcul6e 
en virgule f lo t tante ;  cet te dernifire somme &an t  entach6e d 'erreur,  on pour ra  
effectuer une deuxi6me correction, et ainsi de suite. 

I I I . 1 .  Dd]init ions 

Changeant  16g6rement les notat ions,  on d6finit les suites {SF~}, {e~}, i = t ,  
. . . .  N - - t ,  {F~i }, i = 2 . . . . .  N - - t  de la faqon suivante:  

Les premiers  te rmes  de chaque suite sont d6finis par :  

F{ =Xx | G el = x x  + G  --F{ 
1 i 1 1 F i Fi+x = F i  @ X i + l  ei = F i  + X i + l  - -  i+X pour  i = 2  . . . . .  N - - 2  

SEX =F~_~ | XN G-x =G-~  + x~, - SF~. 

1 par  exemple,  on formera :  Fi~ 1 @ p;x (~ Xi+x (Rappelons que, pour  calculer - -e i  
ou Fi~x @ X,+~ Q F~ 1, selon les grandeurs  relat ives de IFiX[ et  tX,+~I.) 

Puis,  on pose: 

F," = 4 -1 | e~ -1 

S F "  = S l ~ - I  | F"  N - - 1  

Nous noterons:  

n n- -1  e ~ - - I  e~ = el + --F~ 

eni---- ~ i  T • gn--li+l - -  F/-nt-1 pour 

e } _ l  = S F . - l  + . F ~ F~_  1 - - S  . 

i = 2 ,  . . . , N - - 2  

P" = ~ ( S F " ) .  
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Des d6finitions, il vient  : 
N--1 

S = S F ~  + Y, e'r (,~) 
i ~ l  

I I I2 .  Convergence de l'algorithme 
Examinons  le passage du pas  n -  t au pas  n. 

Soit Q~ le plus pet i t  ent ier  tel que:  

N - - I  

X le:'- l 
i = l  

et mont rons  que nous avons 2 possibilit6s: 

n + l <  ,t * soit Q Q 

, soit l ' a lgor i thme est termin6. 

Si Z 1 , Z 2 . . . . .  Z v sont des nombres  ~ virgule f lot tante ,  remarquons  que: 

P 

IZxeZ e... z l<= Ylz, I pour  Vk<=P 
i = l  

en raison de l 'hypoth~se de t ronca ture  (et non d 'arrondi) .  

D 'apr~s  cet te  r emarque  et  (8) 

[e~ ' [<max(bQn-s ,~)  ( 1 _ < i _ < N - - 2 )  oh ~ = m a x ( ~ l , [ ~ [  ). 

L imi tons  nous au cas oh 2N<=b s-x, alors: 

Si b Qn-' > 

N--1 

Z [e~[ < ( N - - 2 )  bO'-'+bW-'<�89176 v'-" 
i = l  

N--1 

si b ~ - ~ < � 8 9  b ~ - x ,  il v ient  Q.+t < Q . ;  sinon on a ~, [e~[ < 2 b  ~ - *  et  seul le dernier 
i = 1  

b/t de la mant isse  de S F  ~ peu t  ~tre entach6 d 'erreur .  

Si l 'on ava i t  eu b ~ ' -*  < ~ ,  la ma jo ra t ion  serait :  ]S --SF"[ <= (N - -2 )~  + b ~ - * ;  
la pr6cision est donc limit6e dans  le cas oh S est proche de ~ en valeur  absolue, 
et  en part icul ier  si S F  n : 0  on fera  P ~ = -  oo clans la ma jo ra t ion  6crite. 

donc:  

Proposition III .2.  Si 2N =< b s - l ,  fl existe un entier  k > 0 tel que:  

]S--SFk[ < M a x  (2b P'-', ( N - - 2 )  ~ + b  vk- ' )  oh Pk:e(SFk). 

R e m a r q u e :  port6e de la premiere  correct ion:  

si p = m a x  (6 ~ (Fi~), P~) i = 2 . . . . .  N - -  t .  
On a: 

IS-SF=I < b + W - '  

oh v e s t  le plus pe t i t  ent ier  tel que N--< b y. 
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IV. E x e m p l e s  n u m e r i q u e s  

Nous avons consid6r6 2 sommes a r i thmet iques :  

N N 0"1:1=1E~I et a2----/~=1/2= 
et 2 sommes alg6briques:  

~. ( - - t )  ' - 1  ~, ( - 1 )  I -1  
a3 ----- I et  a ,  = i~ 

I = 1  1=1 

Dans  chaque cas, soient :  

S la  va leur  de la  somme effectu6e par  une IBM 360-30 
S C la  va leur  de cet te  somme corrig6e pa r  le proc6d6 indiqu6 (une seule cor- 

rection) 
S D  la  va leur  de la somme effectu6e en double  pr6cision. 

Les calculs ont  6t6 fai ts  pour  N va r i an t  de t00  ~ 500, pa r  pas  de t00. 

N I 0 0  200 300 400 500 

a 1 S 5,187340 5,877946 6,282538 6,5697s6 6,792601 
SC 5,187377 5,878030 6,282662 6,569928 6,729822 
SD 5,187377 5,878030 6,282663 6,569929 6,792822 

a 2 S 1,634 939 1,639 858 t ,641 470 1,642 253 t,642 706 
SC 1,634983 1,639946 t,641 605 1,642437 t,642936 
SD t,634983 1,639946 t,641 606 1,642437 1,642936 

a 3 S 0,6881702 0,6906486 0,6914758 0,6918888 0,6921354 
SC 0,6881722 0,6906534 0,6914833 0,6918988 0,6921481 
SD 0,6881722 0,6906534 0,6914833 0,69t 8987 0,692 t 482 

t~ 4 s 0,8224151 0,8224491 0,8224530 0,8224527 0,8224512 
SC 0,8224175 0,8224546 0,8224615 0,8224639 0,8224650 
SD 0,8224175 0,8224545 0,8224614 0,8224639 0,8224650 

La  lecture  des r6sul ta ts  mon t re  que tous  les chiffres de Ia somme corrig6e 
S C sont  significatifs,  une 6ventuelle diff6rence entre  le derniers  chiffres de S C 

et S D  provenan t  de la conversion des r6sul ta ts  en d6cimal,  comme nous l ' avons  
v6rifi6 en ef fec tuant  la sort ie de S, SC,  S D  en hexad6cimal .  

V. Conclus ion  et general i sat ion  

Dans  les cas oh iI est  n6cessaire d ' ob t en i r  des r6sul ta ts  ex t r~mement  pr6cis, 
la m6thode  expos6e ci-dessus peu t  ~tre employ6e,  soit  seule avec un nombre  
suff isant  d ' i t6ra t ions ,  soit  combin6e ~ la  double  precision pour  rendre  plus rapide-  
men t  significatifs  t o u s l e s  chiffres du  r6sul ta t .  

Nous  avons effectu6 l '6 tude pr6c6dente avec l 'hypoth~se  que la  r~gle d ' a r rond i  
d6finissant  l ' a r i thm6t ique  ~ virgule f lo t tan te ,  6 ta i t  une r~gle de t ronca tu re  avec 
chiffre de garde.  Les r6sul ta ts  obtenus  peuven t  se formaliser  et  se g6n6raliser [2], 
avec quelques modif ica t ions  ~ de nombreuses  a r i thm6t iques  ~ virgule  f lo t tan te .  
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Ainsi :  

t)  Si l ' add i t i on  en virgule f lo t t an te  est  d6finie de m~me qu 'en  I, mais  si, 
lors du cadrage final,  on util ise,  au  lieu de la t ronca ture ,  les possibil i t6s d ' a r rond i  
(un nombre  6 tant  a r rondi  au nombre  f lo t t an t  de va leur  absolve sup6rieure si le 
(S .~_{)i~me chiffre de sa mant isse  est sup6rieur  ou 6gal A b/2), on a les r f su l t a t s  
su ivants :  

D6s que E vfr i f ie  (7), E est  repr6sentable  p a r  un nombre  ~ virgule f lo t t an te  
et  si b = 2 ou b = 3, E = -  (SF @ X~ @ X2); ce t te  expression n ' e s t  plus va lab le  
pour  une base quelconque,  et  dol t  ~tre remplac6e pa r  une expression plus com- 
pliqu6e, mais  une condi t ion  suff isante de convergence de l ' a lgor i thme d6fini 
en I I I  est  encore 6tablie de la m~me fa$on. 

2) Si la  r&gle d ' a r rond i  df f in issant  l ' add i t ion ,  est une r~gle de t ronca tu re  
sans chiffre de ga rde :  

L ' e r reu r  E n ' e s t  plus donnfie pa r  l ' express ion - -  (SF @ X 1 Q X2) ; cependant ,  
d~s que E v6rifie (7), E est  repr6sentable  ~ l ' a ide  d 'op6ra t ions  en virgule  f lo t tan te ,  
et  (8) dev ien t :  

Igl < b  P-s  oh P = m a x  {g~(SF), g(X1),  o~(X2)}. 

L a  convergence de l ' a lgor i thme de correct ion d 'une  somme est dans  ce cas, 
assur6e des que N--< b s-z.  
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