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1—In t r o d u c t i o n

T h e  e x a c t  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  i s o t h e r m s  o f  g a s e s  h a v e  p r o v e d  e x t r e m e l y  

v a l u a b l e  i n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  i n t e r a t o m i c  f o r c e s .  F o r  t h i s  p u r p o s e  i t  

h a s  b e e n  f o u n d  n e c e s s a r y  t o  e x p r e s s  t h e  p v  v a l u e s  o f  a  g a s  a s  a  f i n i t e  p o w e r  

s e r i e s  i n  t h e  d e n s i t y  o r  i n  t h e  p r e s s u r e ,  a n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  s o  o b t a i n e d  h a v e  

b e e n  c o m p a r e d  w i t h  t h e o r e t i c a l  e x p r e s s i o n s  i n  t e r m s  o f  i n t e r a t o m i c  f ie ld s .  

M a n y  a c c o u n t s  o f  t h e  m e t h o d  h a v e  b e e n  g i v e n  a n d  i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  

g i v e  f u r t h e r  d e t a i l s  h e r e  ( c f .  L e n n a r d - J o n e s  1 9 3 1 ) .

W h i l e  t h e s e  m e t h o d s  a r e  v a l i d  f o r  g a s e s  a t  lo w  d e n s i t i e s  w h e r e  b i n a r y  

e n c o u n t e r s  a r e  p r e d o m i n a n t ,  t h e y  f a i l  f o r  g a s e s  a t  h i g h  d e n s i t i e s  s u c h  a s  

o b t a i n  i n  t h e  n e i g h b o u r h o o d  o f  t h e  c r i t i c a l  p o i n t .  M i c h e l s  a n d  h i s  c o l ­

l a b o r a t o r s  ( M ic h e l s  a n d  o t h e r s  1 9 3 7 )  h a v e  r e c e n t l y  s t u d i e d  t h e  i s o t h e r m s  

o f  g a s e s  a t  p r e s s u r e s  a s  h i g h  a s  3 0 0 0  a t m . ,  a n d  t h e y  f i n d  t h a t  t h e  u s u a l  

m e t h o d  o f  r e p r e s e n t i n g  i s o t h e r m s  a s  s i m p l e  f u n c t i o n s  o f  d e n s i t y  o r  p r e s s u r e  

c e a s e s  t o  b e  u s e f u l .  T h e  e q u a t i o n  o f  s t a t e  o f  v a n  d e r  W a a l s  w a s  a s t o n i s h i n g l y  

s u c c e s s f u l  i n  a c c o u n t i n g  f o r  t h e  c r i t i c a l  p h e n o m e n a  o f  g a s e s  a n d  t h e  f o r m  

o f  t h e  i s o t h e r m s  f o r  t e m p e r a t u r e s  b e l o w  t h e  c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e .  O t h e r  

e m p i r i c a l  e q u a t i o n s  o f  s t a t e ,  f o r  e x a m p l e  t h a t  o f  D i e t e r i c i ,  w e r e  e v e n  m o r e  

s u c c e s s f u l  i n  r e p r o d u c i n g  t h e  o b s e r v e d  r e l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l
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p r e s s u r e ,  v o l u m e  a n d  t e m p e r a t u r e ,  a n d  t h e i r  v e r y  s u c c e s s  h a s  o f t e n  o b s c u r e d  

t h e  f a c t  t h a t  t h e y  w e r e  n o t  l o g i c a l  t h e o r i e s  o f  c r i t i c a l  p h e n o m e n a  i n  g a s e s ,  

b a s e d  a s  t h e y  w e r e  o n  a r g u m e n t s  w h i c h  w e r e  v a l i d  o n l y  f o r  g a s e s  o f  lo w  

c o n c e n t r a t i o n .  T h u s  t h e  v a n  d e r  W a a l s  e q u a t i o n ,  v a l u a b l e  a s  i t  h a s  b e e n  

a n d  u s e f u l  a s  i t  s t i l l  i s ,  i m p l i e s  t h a t  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  o f  a  v a p o u r  a n d  i t s  

l i q u i d  p h a s e  i s  p r o p o r t i o n a l  o n l y  t o  t h e  f i r s t  p o w e r  o f  t h e  d e n s i t y ,  a n d  t h i s  

c a n n o t  b e  t r u e  f o r  g a s e s  o r  v a p o u r s  a t  d e n s i t i e s  c o m p a r a b l e  w i t h  t h o s e  o f  

l i q u i d s .  T h e  p r o b l e m  s t i l l  r e m a i n s  o f  e x p l a i n i n g  w h y  g a s e s  e x h i b i t  c r i t i c a l  

p r o p e r t i e s  a n d  o f  c o r r e l a t i n g  t h e  o b s e r v e d  v a l u e s  o f  t h e  c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e  

w i t h  t h e  f o r c e s  w h i c h  a t o m s  o r  m o l e c u l e s  e x e r t  o n  e a c h  o t h e r .

F o w l e r ,  f o l l o w i n g  t h e  w o r k  o f  B r a g g  a n d  W i l l i a m s  o n  o r d e r  a n d  d i s o r d e r  

i n  a l l o y s  ( B r a g g  a n d  W i l l i a m s  1 9 3 5 ) ,  h a s  r e c e n t l y  m a d e  a  d e f i n i t e  a d v a n c e  

i n  t h e  t h e o r y  o f  t h e  c r i t i c a l  a d s o r p t i o n  o f  a t o m s  o n  s u r f a c e s .  T h e  e s s e n t i a l  

s t e p  i n  h i s  t r e a t m e n t  i s  t h a t  h e  t a k e s  t h e  h e a t  o f  a d s o r p t i o n  t o  b e  a  l i n e a r  

f u n c t i o n  o f  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  a d s o r b e d  a t o m s ,  a n d  b y  s t a t i s t i c a l  m e t h o d s  

f i n d s  a  c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e  b e l o w  w h i c h  a d s o r b e d  a t o m s  w o u l d  t e n d  t o  

c o n d e n s e  i n t o  a  t w o - d i m e n s i o n a l  l i q u i d  p h a s e  ( F o w l e r  1 9 3 6 ) .  A n o t h e r  

i n t e r e s t i n g  d e v e l o p m e n t  i n  t h e  t h e o r y  o f  c o n d e n s e d  p h a s e s  h a s  b e e n  m a d e  

b y  T o n k s  ( 1 9 3 6 ) ,  w h o  h a s  s h o w n  t h a t  t h e  e q u a t i o n  o f  s t a t e  o f  a  o n e - d i m e n ­

s i o n a l  g a s  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  p r o p e r t i e s  o f  a  s i n g l e  a t o m  

i n  a  c e l l  o f  l e n g t h  d e t e r m i n e d  b y  t h e  d e n s i t y .  S i m i l a r  c o n s i d e r a t i o n s ,  a p p l i e d  

t o  t w o -  a n d  t h r e e - d i m e n s i o n a l  a s s e m b l i e s ,  l e a d  t o  e q u a t i o n s  o f  s t a t e  v a l i d  

f o r  h i g h  c o n c e n t r a t i o n s ,  a n d  s u i t a b l e  i n t e r p o l a t i o n  f o r m u l a e  a r e  g i v e n  w h i c h  

y i e l d  t h e  c o r r e c t  f o r m  a t  lo w  a n d  h i g h  c o n c e n t r a t i o n s .  T h e  t r e a t m e n t  i s  

l i m i t e d  t o  h a r d  e l a s t i c  s p h e r e s ,  w h i c h  e x e r t  n o  e x t e r n a l  f o r c e s  o n  e a c h  o t h e r  

a n d  d e p e n d s  o n  t h e  u s e  o f  t h e  v i r i a l  t h e o r e m  i n  a  m a n n e r  s i m i l a r  t o  t h a t  

u s e d  f o r  g a s e s  o f  lo w  c o n c e n t r a t i o n .

T h e  o b j e c t  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  a t t e m p t  t o  f i n d  a n  e q u a t i o n  o f  s t a t e  a n d  

o t h e r  p r o p e r t i e s  o f  g a s e s  a t  h i g h  c o n c e n t r a t i o n s  i n  t e r m s  o f  i n t e r a t o m i c  

f o r c e s  o f  t h e  s a m e  g e n e r a l  t y p e  a s  h a s  b e e n  u s e d  e x t e n s i v e l y  b y  o n e  o f  t h e  

a u t h o r s  i n  o t h e r  c o n n e x i o n s .  T h e  m a i n  i d e a  i s  t h a t  a n  a t o m  i n  a  d e n s e  g a s  

i s  t o  b e  r e g a r d e d  a s  c o n f i n e d  f o r  m o s t  o f  i t s  t i m e  t o  a  c e l l ,  a n d  t h a t  i t s  a v e r a g e  

e n v i r o n m e n t  i s  s o m e t h i n g  l i k e  t h a t  o f  a n  a t o m  i n  a  l i q u i d  o r  a  c r y s t a l .  T h i s  

p i c t u r e  c a n  o n l y  b e  l o o k e d  u p o n  a s  a  r o u g h  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n ,  f o r  i t  n e g ­

l e c t s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  t h e  m i g r a t i o n  o r  d i f f u s i o n  o f  a t o m s  f r o m  o n e  c e l l  

t o  a n o t h e r ,  b u t  i t  i s  p r o b a b l y  b e t t e r  t h a n  a t t e m p t s  t o  d e a l  w i t h  a  d e n s e  g a s  

b y  m e t h o d s  w h i c h  d e p e n d  e s s e n t i a l l y  o n l y  o n  b i n a r y  e n c o u n t e r s .  W e  u s e  

t h e  m e t h o d s  o f  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c s  a n d  a t t e m p t  t o  e v a l u a t e  t h e  p a r t i t i o n  

f u n c t i o n  f o r  a  d e n s e  g a s  f o r  a  f i e ld  i n  w h i c h  t h e  r e p u l s i v e  a n d  a t t r a c t i v e  

f ie ld s  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  i n v e r s e  p o w e r  l a w s ,  t h o u g h  t h e  m e t h o d  i s
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Critical Phenomena in Gases 5 5

a p p l i c a b l e  t o  a n y  l a w  o f  f o r c e .  T h e  r e s u l t i n g  e q u a t i o n  o f  s t a t e  h a s  t h e  r i g h t  

k i n d  o f  p r o p e r t i e s  a n d  i n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e s  o f  n e o n ,  a r g o n ,  h y d r o g e n  

a n d  n i t r o g e n ,  u s i n g  t h e  i n t e r a t o m i c  f i e l d s  p r e v i o u s l y  d e t e r m i n e d ,  a  d i r e c t  

c a l c u l a t i o n  o f  t h e  c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e  h a s  b e e n  m a d e .

2—Ga s e s  a t  Sma l l  a n d  La r g e  D e n s i t i e s

W h e n  t h e  d e n s i t y  o f  a  g a s  i s  s m a l l ,  i t s  e q u a t i o n  o f  s t a t e  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  

b y  t h e  f o r m u l a

p v  =  l c N T ( \ + \ ( 1 )

w h e r e ,  a s  u s u a l ,  N  i s  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  m o l e c u l e s  i n  a  g a s  o f  v o l u m e  v,  

a n d  B  i s  t h e  v i r i a l  c o e f f i c i e n t ;  k  i s  t h e  u s u a l  g a s  c o n s t a n t .  F o r  m o d e r a t e  

d e n s i t i e s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  t a k e  m a n y  m o r e  t e r m s  i n  t h e  e x p r e s s i o n  o n  t h e  

r i g h t  i n v o l v i n g  h i g h e r  i n v e r s e  p o w e r s  o f  v. T h e  e q u a t i o n  (1 )  i s  v a l i d  u n d e r  

t h e  s a m e  c o n d i t i o n s  a s  t h e  v a n  d e r  W a a l s  e q u a t i o n  w h i c h  m a y  b e  r e g a r d e d  

a s  a  s p e c i a l  f o r m  o f  i t .

F o r  m o l e c u l e s  o f  s p h e r i c a l  s y m m e t r y ,  w h i c h  e x e r t  o n  e a c h  o t h e r  a  f i e l d  

o f  p o t e n t i a l  t h e  t h e o r e t i c a l  f o r m u l a  f o r  B  i s

B  =  2t tN  | r 2{ 1 — e ~ ^ /kTj  dr, (2 )

2t tN  f 00 „ ... _
o r

=  ZIcT)o V ^  e ~ m  d r ' ( 3 )

w h e r e / ( r )  i s  t h e  f o r c e  b e t w e e n  t w o  m o l e c u l e s .

F o r  a n y  g i v e n  l a w  o f  f o r c e  B  c a n  t h u s  b e  e v a l u a t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  

t e m p e r a t u r e ,  a n d  c o m p a r e d  w i t h  t h e  v a l u e s  o f  B  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  i s o ­

t h e r m s .  I n  t h i s  w a y  i n t e r a t o m i c  f o r c e s  h a v e  b e e n  d e t e r m i n e d .

T h e  i n t e r n a l  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  a  g a s  c a n  e a s i l y  b e  d e r i v e d  f r o m  B ,  f o r ,  

i f  <j) i s  t h e  a v e r a g e  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  a n y  o n e  a t o m  i n  t h e  f i e l d  o f  t h e  r e s t ,  

w e  h a v e

^  =  vJ* 47 t v2 <p(r)e ( 4 )

w h e r e  v i s  t h e  a v e r a g e  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  g a s .  F r o m  e q u a t i o n  (2 )  o r  (3 )  

w e  t h e n  g e t

<f> = -  2 ( v / N)  (5)

a n d  t h e  a v e r a g e  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  t h e  w h o l e  a s s e m b l y  i s

0  = N&l2 =  - v( 6 )
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5 6 J .  E .  L e n n a r d - J o n e s  a n d  A .  F .  D e v o n s h i r e

o r ,  i n  t e r m s  o f  t h e  v o l u m e ,

0 =  -
N k T ^ d B

v
( D

T h i s  r e l a t i o n  c a n  a l s o  b e  o b t a i n e d  b y  t h e  u s e  o f  t h e  t h e r m o d y n a m i c  

f o r m u l a

d U

dv ) r
- P

a n d  e q u a t i o n  (1 ) .  T h i s  g i v e s

( 8 )

(9 )

w h e r e  U0 i s  a  c o n s t a n t  o f  i n t e g r a t i o n ,  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  v o l u m e  b u t  d e p e n ­

d e n t  o n  t e m p e r a t u r e ,  a n d  c l e a r l y  r e f e r s  t o  t h e  v a l u e  o f  U  f o r  a n  i d e a l  g a s .

I t  i s  i n s t r u c t i v e  i n  p a s s i n g  t o  c o m p a r e  t w o  a l t e r n a t i v e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  

i n t e r n a l  p r e s s u r e  o f  g a s e s .  T h e  in ternal 'pressure p i o f  a  g a s  i s  s o m e t i m e s  

d e f i n e d  b y  e i t h e r  s i d e  o f  e q u a t i o n  (8 ) ,  a n d  s o  i s  g i v e n  b y

p i = ( N k T 2/v 2) (dB/(1 0 )

O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  e q u a t i o n  (1 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s

p  =  v k T +  ( 1 1 a )

w h e r e  * p s = N J c T B / v 2, ( 1 1 6 )

a n d p s h a s  b e e n  s h o w n  ( L e n n a r d - J o n e s  1 9 2 4 )  t o  b e  e q u a l  t o  t h e  s t r e s s  a c r o s s  

u n i t  a r e a  o f  a  p l a n e  i n  t h e  g a s  d u e  t o  t h e  i n t e r a t o m i c  f o r c e s  a n d  i s  p o s i t i v e  

w h e n  t h e  s t r e s s  i s  o n e  o f  r e p u l s i o n .  T h i s  h a s  b e e n  c a l l e d  t h e  statical  p r e s s u r e .  

W e  s e e  f r o m  (9 )  a n d  (1 1 )  t h a t  p i a n d  p s d o  n o t  r e f e r  t o  t h e  s a m e  t h i n g ; i n  f a c t

„  _  m A V  

Pi
( 1 1 c )

O b s e r v a t i o n s  o f  t h e  i s o t h e r m s  o f  g a s e s  s h o w  t h a t  B  i s  n e g a t i v e  a t  lo w  

t e m p e r a t u r e s  a n d  i n c r e a s e s  t o  p o s i  t i v e  v a l u e s  a t  h i g h  t e m p e r a t u r e s  ( t h r o u g h  

t h e  B o y l e  p o i n t ,  w h e r e  i t  v a n i s h e s ) ;  i t  h a s  a  m a x i m u m  a n d  t h e n  b e g i n s  t o  

f a l l  a g a i n .  H e n c e  f r o m  (7 )  w e  i n f e r  t h a t  &  b e h a v e s  i n  a  s i m i l a r  w a y .  A t  

v e r y  h i g h  t e m p e r a t u r e s  i t  b e c o m e s  p o s i t i v e ,  i m p l y i n g  t h a t  o w i n g  t o  t h e  

h i g h  t r a n s l a t i o n a l  e n e r g i e s  t h e  a t o m s  a r e  p e n e t r a t i n g  d e e p l y  i n t o  e a c h  

o t h e r  s  r e p u l s i v e  f ie ld s .  W e  n o t e  a l s o  f r o m  (1 0 )  t h a t  a t  lo w  t e m p e r a t u r e s  Pi 

i s  p o s i t i v e ,  w h i l e  f r o m  ( 1 1 6 )  p si s  n e g a t i v e .  T h i s  i s  a  m a t

Pi i s  a  m e a s u r e  o f  t h e  t e n d e n c y  o f  t h e  g a s  t o  c o m p r e s s  i t s e l f ,  w h i l e  p s, a s  

d e f i n e d  a b o v e ,  i s  a  m e a s u r e  o f  i t s  t e n d e n c y  t o  e x p a n d .
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Critical Phenomena in Gases 5 7

R e t u r n i n g  n o w  t o  t h e  d i s c u s s i o n  o f  i n t e r n a l  e n e r g y  w e  s e e  f r o m  (9 )  

t h a t  U  i s  a  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t h e  d e n s i t y  i n  t h e  r e g i o n  i n  w h i c h  t h i s  e x p r e s s i o n  

i s  v a l i d ,  v i z .

U  =  U0 +  ( 1 2 )

T h e  c u r v e s  g i v e n  b y  M i c h e l s  f o r  t h e  e n e r g y  o f  C 0 2 g a s  a s  a  f u n c t i o n  o f  d e n s i t y  

s h o w  c l e a r l y  t h a t  w h i l e  t h e  e n e r g y  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d e n s i t y  f o r  s m a l l  

e n o u g h  d e n s i t i e s ,  t h e r e  a r e  c o n s i d e r a b l e  d e v i a t i o n s  f o r  l a r g e r  p r e s s u r e s  

( M ic h e ls  1 9 3 7 , f ig . 1 ) .  T h e r e  i s  n o  a d e q u a t e  t h e o r y  a t  p r e s e n t  t o  e x p l a i n  t h e  

o b s e r v a t i o n s .  W e  c a n  s e e  i n  a  g e n e r a l  w a y  t h a t  ( 1 2 )  w i l l  c e a s e  t o  b e  v a l i d .  

I n  a  d e n s e  g a s  a n  a t o m  w i l l  b e  s u r r o u n d e d  b y  a  n u m b e r  o f  o t h e r s  a n d  w i l l  

b e  m o v i n g  i n  t h e  f i e l d  o f  s e v e r a l  a t  t h e  s a m e  t i m e .  O f  c o u r s e  a t  h i g h  t e m p e r a ­

t u r e s  t h e r e  w i l l  b e  c o n t i n u a l  c h a n g e  o f  t h e  i m m e d i a t e  n e i g h b o u r s  o f  t h e  

c o m p l e x ,  s u r r o u n d i n g  a n y  o n e  a t o m ,  b u t  t h e  a v e r a g e  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  

e a c h  w i l l  b e  o f  t h e  s a m e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  a s  t h a t  o f  a n  a t o m  i n  a  c r y s t a l .  

T h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  a n y  o n e  i n  i t s  p o s i t i o n  o f  e q u i l i b r i u m  i s  g i v e n  

a p p r o x i m a t e l y  b y

0  0 =  c 0 ( r o),

w h e r e  c i s  t h e  n u m b e r  o f  n e a r e s t  n e i g h b o u r s ,  i f  w e  n e g l e c t  t h e  e f f e c t  o f  m o r e  

d i s t a n t  a t o m s .  I f  w e  a d o p t  f o r  (f> a  f o r m  o f  p o t e n t i a l  w h i c h  h a s  p r o v e d  t o  

b e  a  u s e f u l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f i e l d s  o f  i n e r t  g a s e s ,  v i z .

0

A [i
(13)

wrh e r e  n  a n d  m  a r e  i n t e g e r s ,  t h e n  w e  g e t  f o r  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  t h e  

a s s e m b l y

f  =  f  5̂ 0 = (14)

w h e r e  r 0 i s  t h e  e q u i l i b r i u m  v a l u e  o f  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  n e a r e s t  n e i g h b o u r s  

w h e n  a l l  a r e  a t  r e s t .  T h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  a n d  t h e  d e n s i t y ,  n e g l e c t i n g  h e a t  

m o t i o n ,  i s  t h e n  o f  t h e  f o r m

0  = A (15)

T h e  t e m p e r a t u r e - d e p e n d e n t  p a r t  o f  0  t h e  e n e r g y  i s  g i v e n  b y  E i n s t e i n  o r  

D e b y e  e x p r e s s i o n s  a s  l o n g  a s  t h e  a m p l i t u d e  o f  v i b r a t i o n  a b o u t  t h e  m e a n  

p o s i t i o n  i s  s m a l l ,  b u t  w h e n  t h e  a m p l i t u d e  b e c o m e s  l a r g e  i t  i s  t o  b e  a n t i c i ­

p a t e d  t h a t  0  w i l l  b e  a  m o r e  c o m p l i c a t e d  f u n c t i o n  o f  d e n s i t y ,  t e m p e r a t u r e  

a n d  t h e  i n t e r a t o m i c  f i e ld s .  B e t w e e n  t h e s e  e x t r e m e s  o f  v e r y  lo w  a n d  v e r y  

h i g h  d e n s i t i e s ,  t h e  t h e o r y  w i l l  b e  m o r e  d i f f i c u l t .  I t  i s  t h e  o b j e c t  o f  t h i s  p a p e r
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5 8 J .  E .  L e n n a r d - J o n e s  a n d  A .  F .  D e v o n s h i r e

t o  d e v e l o p  a  m e t h o d  w h i c h  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  a  s t e p  t o w a r d s  a  t h e o r y  o f  

g a s e s  a t  m o d e r a t e  d e n s i t i e s .

3—A Mo d e l  o f  a  Ga s  a t  Mo d e r a t e  D e n s i t i e s

I f  w e  a d o p t  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  f o r  m o d e r a t e  d e n s i t i e s  e a c h  a t o m  m a y  

b e  c o n s i d e r e d  t o  b e  e n c l o s e d  b y  i t s  n e i g h b o u r s  i n  a  b o x  o f  d e f i n i t e  d i m e n s i o n s ,  

t h e n  w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  p i c t u r e .  A t  f i r s t  t h e  b o x  i s  s o  l a r g e  t h a t  t h e  

p o t e n t i a l  w i t h i n  i t  i s  f a i r l y  u n i f o r m  e x c e p t  n e a r  t h e  b o u n d a r y ,  w h e r e  t h e r e  

i s  a  r e g i o n  o f  lo w  p o t e n t i a l  e n e r g y ;  t h e  e n c l o s u r e  i s ,  i n  f a c t ,  l i k e  a  b o x  w i t h  

a n  a d s o r b i n g  s u r f a c e ,  a n d  t h e  e n c l o s e d  a t o m  w i l l  t e n d  t o  b e  n e a r  i t .  A s  t h e  

d e n s i t y  o f  t h e  g a s  i n c r e a s e s  a n d  t h e  s iz e  o f  t h e  b o x  d i m i n i s h e s ,  t h e  f ie ld s  o f  

t h e  a d s o r b i n g  s u r f a c e  w i l l  b e g i n  t o  o v e r l a p  a s  i n  f ig s .  1 (ax) a n d  1 g i v i n g  

a n  e n e r g y  b a r r i e r  i n  t h e  c e n t r e  w h i c h  d i m i n i s h e s  w i t h  t h e  d e n s i t y .

F i n a l l y ,  a  s t a g e  i s  r e a c h e d  a t  w h i c h  t h e  b a r r i e r  d i s a p p e a r s ,  t h e  m i n i m u m  

o f  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  i s  a t  t h e  c e n t r e  a n d  r e m a i n s  t h e r e  f o r  a l l  g r e a t e r  

d e n s i t i e s  a s  i n  f ig .  1 (6 ) , b u t  o w i n g  t o  t h e  i n c r e a s i n g  o v e r l a p  o f  t h e  r e p u l s i v e  

f ie ld s  t h e  a b s o l u t e  m i n i m u m  o f  p o t e n t i a l  b e g i n s  t o  r i s e  w i t h  i n c r e a s i n g  

c o n c e n t r a t i o n .  W e  t h u s  h a v e  t w o  t y p e s  o f  f i e ld ,  o n e  o f  t y p e  (a) a n d  o n e  o f  

t y p e  (6 ) , d e p e n d i n g  o n  t h e  d e n s i t y .

T h e s e  f e a t u r e s  m a y  b e  r e p r e s e n t e d  r o u g h l y  b y  a  s i m p l e  m o d e l .  W e  s u p p o s e  

e v e r y  a t o m  t o  b e  c o n f i n e d  t o  a  s p h e r i c a l  b o x  i n  w h i c h  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  

i s  u n i f o r m  f o r  a n y  g i v e n  s i z e  b u t  c h a n g e s  a s  t h e  s iz e  c h a n g e s .  T h u s  w e  s u p p o s e  

t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  t o  v a r y  w i t h  t h e  r a d i u s  a c c o r d i n g  t o  a  l a w  s u c h  t h a t  

i t  i s  z e r o  f o r  l a r g e  R ,  a n d  t h e n  f a l l s  s t e a d i l y  a s  R  d e c r e a s e s  u n t i l  i t  r e a c h e s  

i t s  g r e a t e s t  n e g a t i v e  v a l u e  a t  R  = R 0, w h e n  i t  b e g i n s  t o  r

b e c o m i n g  p o s i t i v e .  W e  d e n o t e  t h i s  f u n c t i o n  b y  y ( f ? )  o r  b y  y ( v ) ,  w h e r e  v  

i s  t h e  a v e r a g e  v o l u m e  o c c u p i e d  b y  e a c h  a t o m .

W e  n o w  s u p p o s e  t h a t  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  w h o l e  a s s e m b l y  c a n  

b e  e x p r e s s e d  a s  a  p r o d u c t  o f  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  a t o m s .  

W e  s h a l l  e x a m i n e  t h i s  a s s u m p t i o n  l a t e r  i n  t h e  p a p e r .  W e  a s s u m e  t h a t  e a c h  

a t o m  m o v e s  o n  t h e  a v e r a g e  i n  t h e  s a m e  f i e ld  a n d  i s  c o n f i n e d  t o  t h e  s a m e  

v o l u m e .  T h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  o f  e a c h  a t o m  i s  t h e n  g i v e n  b y

f  = j j j e-(Pa?+Py2+p/)/2mk |* 4^2

=  ( f r m f c T ) *  /fe7, 4  t tR*

h 3 3

(2mnJcT)%

¥
ve- xm T t

( 1 6 )
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Critical Phenomena in Gases 5 9

t h e  v a l u e  o f  y > a s  e x p l a i n e d ,  b e i n g  c o n s t a n t  w i t h i n  t h e  c e l l ,  a n d  v  b e i n g  

t a k e n  n o w  f o r  t h e  v o l u m e  a v a i l a b l e  f o r  o n e  a t o m .

W e  c o u l d  i m p r o v e  u p o n  t h i s  m o d e l  b y  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  f i n i t e  s iz e  

o f  t h e  a t o m s .  T h u s  w e  c o u l d  r e p r e s e n t  t h e m  b y  a  d i a m e t e r  cr a n d  t h e n ,  

s u p p o s i n g  t h e  c e n t r e s  o f  t h e  s u r r o u n d i n g  a t o m s  t o  b e  s i t u a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  

o f  t h e  c e l l ,  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  m u s t  b e  r e p l a c e d  b y

/
(2 irm k T)^

¥
e-#v)lkT 4j t ( R  — cr) 3  

3

(2 n m k T )*

¥
e- X(.v)JkT avl ( 1 7 )

w h e r e  ccv = 4:7tR 3/3 a n d  a  i s  a  n u m e r i c a l  c o n s t a n t ;  f o r  e x a m p l e ,  i f  t h e  a t o m

w e r e  a r r a n g e d  r e g u l a r l y  t h r o u g h o u t  s p a c e  a s  a  f a c e - c e n t r e d  c u b i c  c r y s t a l ,  

w e  s h o u l d  h a v e  a  =  47rA/ f . F o r  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  t o  b e  v a l i d  w e  m u s t  

h a v e  R >  cr a n d  a l s o  t h e  “ a v a i l a b l e ”  r e g i o n s  f o r  n e i g h b o u r i n g  a t o m s  m u s t  

n o t  o v e r l a p ; t h i s  l a t t e r  c o n d i t i o n  i m p l i e s  t h a t  R  < W i t h i n  t h e s e  l i m i t s ,  

h o w e v e r ,  t h e r e  l i e s  t h e  i n t e r e s t i n g  r a n g e  o f  d e n s i t i e s  n e a r  t h e  c r i t i c a l  p o i n t .

E q u a t i n g  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  w h o l e  a s s e m b l y  t o  f N , w e  t h e n  

g e t  f o r  t h e  f r e e  e n e r g y  A (=  U  — T S )

A  = — N k T  log f ,  ( 1 8 )

a n d  t h e  p r e s s u r e  i s  g i v e n  b y

) ,■

U s i n g  ( 1 6 )  w e  t h e n  g e t  p  — ( 1 9 )

p  =  N k T W v l o g /

a n d  u s i n g  (1 7 )  w e  g e t  f o r  t h e  s e c o n d  m o d e l  ( a t o m s  o f  f i n i t e  s iz e )

N k T
- N x ' ( v ) , (2 0 )

a n  e q u a t i o n  v e r y  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  v a n  d e r  W a a l s ’ w h e n  x ( v ) h a s  t h e  

s p e c i a l  f o r m  o f  —ajv.

I t  i s  n o t  n e c e s s a r y  f o r  o u r  p u r p o s e  t o  d e a l  w i t h  t h i s  m o r e  c o m p l e x  f o r m  

o f  t h e  e q u a t i o n  o f  s t a t e ;  t h e  s i m p l e  f o r m  (1 9 )  l e a d s  t o  c r i t i c a l  p h e n o m e n a  

i f  a  s u i t a b l e  f o r m  f o r  x ( v ) h e  c h o s e n .  W e  h a v e  s e e n  t h a t  x ( v ) m u s t  v a n i s h
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6 0 J .  E .  L e n n a r d - J o n e s  a n d  A .  F .  D e v o n s h i r e

f o r  l a r g e  v, r e a c h  a  m i n i m u m  f o r  a  f i n i t e  v a l u e  o f  v  a n d  t h e r e a f t e r  m u s t  

i n c r e a s e  a s  v  d e c r e a s e s .  A  s u i t a b l e  f u n c t i o n  w i t h  t h e s e  p r o p e r t i e s  i s

=  ( 21)

w h e r e  v > ju.I f  t h e  s e c o n d  t e r m  i s  t o  r e p r e s e n t  v a n  d e r  W a a l s  a t t r a c t i v e

f ie ld s  w e  m u s t  h a v e  /j, ^  2.

C r i t i c a l  t e m p e r a t u r e ,  p r e s s u r e  a n d  v o l u m e  a r e  g i v e n  b y

(d p \  = 0  = _ i _ 1 fr ( r + l ) a  //(/* + !)/?)
\ d v j T v2 k T \

— o — —_ 1 f - v ( v + l ) ( v + 2 ) a  # ( / * + ! ) ( / * +  2 ) / ? '

\ dv2 / T v3 k T  \ vv+3 v-“+ 3

T h e s e  e q u a t i o n s  g i v e  t h e  c r i t i c a l  v o l u m e  vc a t  o n c e  a s

^  =
° v H v + i ) / } ’

w h i l e  t h e  c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e  Tc i s  g i v e n  b y

( 22)

(2 3 )

(2 4 )

W e = ~ v l x " ( v c)
p (p + 1 ) v

v g  V
(2 5 )

o n  u s i n g  ( 2 4 ) .  I f  w e  d e n o t e  b y  vm t h e  v a l u e  o f  v  a t  w h i c h  x(v )  a s s u m e s  i t s  

m i n i m u m  v a l u e ,  w e  h a v e

vv- v  =  val/ifi,  ( 2 6 )

a n d  y(v  ) =  _  A  ^ _ _ d
XK m) v

U s i n g  t h e s e  r e l a t i o n s  a n d  (2 4 )  i n  (2 5 ) ,  w e  f i n d

(2 7 )

i J o  r  K “ + 1 )[ k t̂ t ))] /</<,' “ '“)- (28>

F u r t h e r ,  t h e  K a m e r l i n g h  O n n e s  c o n s t a n t  K  i s  g i v e n  b y

I  -  M  _  . , X'(%) /tv

K  N k T c -  l + ~  g T T i ) ( „ + ! ) •  (2 9 )

T a k i n g  v =  4  a n d  fi  =  2 , c o r r e s p o n d i n g  t o  a  r e p u l s i v e  p o t e n t i a l  v a r y i n g
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Critical Phenomena in Gases 6 1

a s  a n  i n v e r s e  t w e l f t h  p o w e r  o f  t h e  d i s t a n c e  a n d  a t t r a c t i v e  p o t e n t i a l  v a r y i n g  

a s  a n  i n v e r s e  s i x t h  p o w e r ,  w e  f i n d

v j v m =  1 -8 2 , k T c =  (1 * 8 ) | x ( v m) | ,  K =  1 * 8 7 . ( 3 0 )

T h e  K a m e r l i n g h  O n n e s  c o n s t a n t  i s  a c t u a l l y  a b o u t  3 -7  f o r  m a n y  g a s e s ,  

a n d  t o  o b t a i n  b e t t e r  a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t  i t  w o u l d  b e  n e c e s s a r y  t o  

c o n s i d e r  t h e  f i n i t e  s i z e  o f  t h e  a t o m  i n  i t s  c e l l  a s  w a s  d o n e  i n  e q u a t i o n  ( 2 0 ) .  

W e  n o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  m o d e l  g i v e s  a  s i m p l e  l i n e a r  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  

c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e  a n d  t h e  m a x i m u m  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  p o t e n t i a l  i n  

t h e  c e l l .  A  s o m e w h a t  s i m i l a r  r e l a t i o n  i s  o b t a i n e d  b y  t h e  m o r e  d e t a i l e d  

c a l c u l a t i o n s  b e l o w .

4—Th e  Eq u a t io n  o f  St a t e  o f  a  Ga s  a t  Mo d e r a t e  D e n s i t i e s —

Cr i t ic a l  Ph e n o m e n a

H a v i n g  s e e n  t h a t  t h e  s i m p l e  c o n s i d e r a t i o n s  o f  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n  l e a d  

t o  a n  e q u a t i o n  o f  s t a t e  w i t h  t h e  r i g h t  k i n d  o f  p r o p e r t i e s ,  a t  a n y  r a t e  a s  

r e g a r d s  c r i t i c a l  p h e n o m e n a ,  w e  n o w  p r o c e e d  t o  c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m  m o r e  

c l o s e l y  a n d  t o  t r y  t o  f i n d  a n  e q u a t i o n  o f  s t a t e  i n  t e r m s  o f  i n t e r a t o m i c  f o r c e s .  

I n s t e a d  o f  a s s u m i n g  t h e  p o t e n t i a l  o f  a n  a t o m  w i t h i n  i t s  a v a i l a b l e  v o l u m e  

t o  b e  c o n s t a n t ,  w e  m u s t  e n d e a v o u r  t o  f i n d  i t s  p o t e n t i a l  d u e  t o  a l l  i t s  

i m m e d i a t e  n e i g h b o u r s  a s  a  f u n c t i o n  o f  p o s i t i o n  a n d  a l s o  a s  a  f u n c t i o n  o f  

t h e  s i z e  o f  t h e  a v a i l a b l e  v o l u m e .

W e  s h a l l  u s e  a s  b e f o r e  t h e  a p p r o x i m a t i o n  t h a t  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  o f  

a  d e n s e  g a s  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  a  p r o d u c t  o f  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n s  o f  t h e  

i n d i v i d u a l  m e m b e r s  o f  t h e  a s s e m b l y ,  e a c h  m e m b e r  b e i n g  c o n f i n e d  t o  a  c e l l  

f r o m  w h i c h  a l l  o t h e r s  a r e  e x c l u d e d .  T h i s  a p p r o x i m a t i o n  i s  p r o b a b l y  t h e  

m o r e  r e a s o n a b l e ,  t h e  g r e a t e r  t h e  d e n s i t y .  W h e r e a s  i n  a  s p a r s e  g a s  b i n a r y  

e n c o u n t e r s  a l o n e  a r e  i m p o r t a n t  a n d  a n  a t o m  c a n  m i g r a t e  o r  d i f f u s e  r a p i d l y  

f r o m  o n e  p a r t  o f  a  v e s s e l  t o  a n o t h e r ,  i n  a  d e n s e  g a s  a n  a t o m  w i l l  b e  i m p r i s o n e d  

b y  i t s  i m m e d i a t e  n e i g h b o u r s  a n d  w i l l  m a k e  m o r e  m u l t i p l e  e n c o u n t e r s  t h a n  

b i n a r y  o n e s  a n d  w i l l  e s c a p e  f r o m  o n e  e n v i r o n m e n t  t o  a n o t h e r  t h e  m o r e  

s l o w l y  t h e  g r e a t e r  t h e  d e n s i t y .  W e  n e g l e c t  t h i s  p o s s i b i l i t y  o f  m i g r a t i o n  a s  

b e i n g  a n  i n f r e q u e n t  e v e n t  c o m p a r e d  w i t h  t h e  t i m e  s p e n t  i n  a n y  g i v e n  c e l l .  

N o n e  t h e  l e s s  i t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  e x a m i n e  t h e  e r r o r  i n t r o d u c e d  f o r  a  c a s e  f o r  

w h i c h  t h e  a p p r o x i m a t i o n  i s  l e a s t  j u s t i f i e d ,  t h a t  i s ,  f o r  a  p e r f e c t  g a s .

L e t  N  b e  t h e  n u m b e r  o f  a t o m s  i n  a  g a s  a n d  v  t h e  t o t a l  v o l u m e .  T h e n  i f  w e  

d i v i d e  v  i n t o  N  c e l l s ,  e a c h  o f  v o l u m e  v /N ,  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  f o r  a  p a r t i c l e  

i n  s u c h  a  c e l l  w i l l  b e  g i v e n  b y

f ( T )  = [(2nm,IcT)* (31)
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6 2 J .  E .  L e n n a r d - J o n e s  a n d  A .  F .  D e v o n s h i r e

a n d  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  w h o le  s y s t e m  b y

F ( T )  = (32)

w h e r e a s  t h e  c o r r e c t  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  i s  g i v e n  b y

F * ( T )  = [(2iTmkT)*vlh*y*IN\, 

F ( T )  AM

s o  t h a t  t h e  r a t i o  i s  F * { T )  = N *  

W h e n  N  i s  l a r g e  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  f r e e  e n e r g i e s  i s  a p p r o x i m a t e l y

k T Q o g  F *  — lo g  F )  =  f c T ^ l o g ^ )  =

a n d  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  f r e e  e n e r g i e s  p e r  a t o m  i s  k T .  T h i s  d i f f e r e n c e ,  

d e p e n d i n g  o n l y  o n  N  a n d  t h e  t e m p e r a t u r e ,  w i l l  t h u s  n o t  a f f e c t  t h e  e q u a t i o n  

o f  s t a t e  w h e n  i t  i s  d e r i v e d  b y  t h e  u s u a l  f o r m u l a  f r o m  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n .

W e  s h a l l  n o w  s u p p o s e  t h a t  t h e  s y s t e m  c o n s i s t s  o f  N  p a r t i c l e s  m o v i n g  

i n  a  v o l u m e  v  w h i c h  i s  d i v i d e d  i n  s o m e  r e g u l a r  w a y  i n t o  N  e q u a l  c e l l s  e a c h  

o f  v o l u m e  v*, a n d  t h a t  e a c h  p a r t i c l e  i s  c o n f i n e d  t o  o n e  o f  t h e s e  c e l l s .  E a c h  

p a r t i c l e  w i l l  b e  m o v i n g  i n  t h e  f i e l d  o f  t h e  O th e r s ,  w h i c h  w i l l  v a r y  w i t h  t i m e ,  

a n d  t o  o b t a i n  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n s  f o r  t h e  i n d i v i d u a l  p a r t i c l e s  w e  m u s t  

r e p l a c e  t h i s  f i e ld  b y  s o m e  s u i t a b l e  a v e r a g e .  T h e  s i m p l e s t  a s s u m p t i o n  w e  

c a n  m a k e  i s  t h a t  t h e  a v e r a g e  f ie ld  i n  w h i c h  a n y  o n e  a t o m  m o v e s  i s  t h a t  d u e  

t o  i t s  i m m e d i a t e  n e i g h b o u r s  w h e n  e a c h  i s  i n  i t s  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n ,  t h a t  i s ,  

a t  t h e  c e n t r e  o f  i t s  o w n  c e l l ;  a n d  w e  s h a l l  c o n s i d e r  t h i s  c a s e  a s  a  s u i t a b l e  

f i r s t  a p p r o x i m a t i o n .

S in c e  a t o m i c  f ie ld s  f a l l  o f f  v e r y  r a p i d l y  w i t h  d i s t a n c e  w e  s h a l l  c o n s i d e r  

o n l y  n e a r e s t  n e i g h b o u r s .  T h e  p r o b l e m  w e  h a v e  t o  d e a l  w i t h ,  t h e r e f o r e ,  i s  

t h a t  o f  a  p a r t i c l e  m o v i n g  i n  t h e  f i e ld  o f  a  n u m b e r  o f  o t h e r  p a r t i c l e s  s y m ­

m e t r i c a l l y  a r r a n g e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a  s p h e r e .  I f  t h e  n u m b e r  o f  i m m e d i a t e  

n e i g h b o u r s  i s  l a r g e  ( i t  w i l l  g e n e r a l l y  b e  a b o u t  t w e l v e ) ,  t h e  f i e ld  w i t h i n  t h e  

c e l l  w i l l  h a v e  a  h i g h  d e g r e e  o f  s y m m e t r y ,  a n d  i t  w i l l  b e  s u f f i c i e n t  f o r  o u r  

p u r p o s e  t o  r e p l a c e  t h e  a c t u a l  f i e ld  b y  o n e  w h i c h  i s  s p h e r i c a l l y  s y m m e t r i c a l  

a b o u t  t h e  c e n t r e  o f  t h e  c e l l .  T h i s  m a y  b e  o b t a i n e d  b y  t a k i n g  a  s u i t a b l e  

a v e r a g e .  W e  m a y  t a k e  t h e  a v e r a g e  f i e ld ,  a s  t h e  a t o m  w i t h i n  t h e  c e l l  d e s c r i b e s  

a  s p h e r e  a b o u t  t h e  c e n t r e .  T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  a v e r a g e  p o t e n t i a l  

p r o d u c e d  w i t h i n  t h e  c e l l  w h e n  t h e  n e a r e s t  n e i g h b o u r s  t a k e  u p  a l l  p o s i t i o n s  

w i t h  e q u a l  p r o b a b i l i t y  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a  s p h e r e .

L e t  a  b e  t h e  a v e r a g e  d i s t a n c e  b e t w e e n  n e a r e s t  n e i g h b o u r s  a n d  l e t  0 ( a )  

b e  t h e i r  m u t u a l  p o t e n t i a l  e n e r g y  a t  t h i s  d i s t a n c e  a p a r t .  W e  s u p p o s e  o n e
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Critical Phenomena in Gases 6 3

p a r t i c l e  k e p t  f i x e d  w h i l e  t h e  o t h e r  i s  m o v e d  a b o u t  a  s p h e r e  o f  r a d i u s  r, 

d e s c r i b e d  b y  t h e  v e c t o r  a  +  r .  T h e  a v e r a g e  p o t e n t i a l  o f  t h e  p a r t i c l e s  i s  t h e n  

g i v e n  b y

ij){r) =  i j  0 { ( r 2 +  u 2 — 2 a r  c o s . #)*} s i n  #  ( 3 4 )

I f  c i s  t h e  n u m b e r  o f  n e a r e s t  n e i g h b o u r s ,  t h e  a v e r a g e  p o t e n t i a l  e n e r g y  

w i t h i n  a  c e l l  f o r  r < a  m a y  b e  w r i t t e n  a s

= ccj)(r). ( 3 5 )

I n  o r d e r  t o  m a k e  f u r t h e r  p r o g r e s s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  t a k e  p a r t i c u l a r  f o r m s  

o f  (j){r). F o r  a  m o n a t o m i c  g a s  a  c o n v e n i e n t  f u n c t i o n  i s

<f>(r) = A r ~ n — ( 3 6 )

a n d  t h e n

F o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  n  =  1 2 , m  =  6 , w h i c h  h a s  b e e n  f o u n d  t o  r e p r e s e n t  

t h e  f i e ld s  o f  s o m e  o f  t h e  i n e r t  g a s e s  s a t i s f a c t o r i l y  ( L e n n a r d - J o n e s  1 9 3 1 ) ,  

w e  g e t

ijr{r)
c 1“  A  /  a  \ (7 r \ ~ 10 C  r \ - 1 0 |

2 [ _ a 1 2 \ 1 0 r j  \ \  a )  \ u 6 \ 4 r

w h i c h  m a y  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m

\]s{r) — \js(0 )  =  c [^ 4 a -12  l(y) — 6 m ( y ) ] ,  ( 3 8 )

w h e r e  y  =  r 2/ a 2, ( 3 9 )

l(y) =  [1  + 1 %  +  (25-2) y 2+  1 2 i /3 +  ?/4] (1  —y)  1 , 

a n d  m( y )  = ( 1 + y )  ( 1 - y ) - ' 1-l.( 4 1 )

S i n c e  a 3 i s  p r o p o r t i o n a l  t o  v*  t h e  s p e c i f ic  v o l u m e ,  w e  m a y  w r i t e  t h e  e q u a t i o n  

f o r  \Jr{r) i n  t h e  f o r m

\lr{r) — xjr{0 ) =  A{(v%jv*)*l(y) — 2(v(4 2 )

w h e r e  A  a n d  a r e  c o n s t a n t s ,  c h o s e n  s o  t h a t

A {y * jv * Y  =  c A a ~ 12, 2A(vfi/v*)2 =  6. (4 3 )
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6 4 J .  E .  L e n n a r d - J o n e s  a n d  A .  F .  D e v o n s h i r e

P u t t i n g  Vq — N v* ,  a n d  v  =  N v * ,  w e  a l s o  h a v e

\Jr{r) -  i/r(0 ) =  A {(v0/v)* -  2(v0/v )2 m(y)}.

S o m e  r e p r e s e n t a t i v e  c u r v e s  f o r  \Jr(r) f o r  c e r t a i n  v a l u e s  o f  ( v j v )  a r e  s h o w n  

i n  f ig .  1. C u r v e s  (ax) a n d  ( a 2) h a v e  a  p o t e n t i a l  b a r r i e r  a t  t h e  c e n t r e  w h i l e  

(6 ) h a s  n o t .  I t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  f ie ld  c e a s e s  t o  h a v e  t h i s  c e n t r a l  h u m p  w h e n  

( v /Vq) i s  o f  t h e  o r d e r  o f  1 -6 . A t  t h e  c r i t i c a l  v o l u m e  (v/v0 = 2-2), t h e  h e i g h t  

o f  t h e  h u m p  i s  a p p r o x i m a t e l y  k T J 2 ]  a t  v /v 0 =  3 -1 6  i t  i s  (0*9)

9 n/a  —

1 T h e  p o t e n t i a l  f i e l d  w i t h i n  a  c e l l ;  c u r v e s  ( a x), ( a 2) a n d  (b) 
c o r r e s p o n d  t o  (v 0/ v ) 2 =  0 -1 0 ,  0 - 3 0 ,  a n d  0 - 7 0  r e s p e c t i v e l y .

T h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  f o r  a  p a r t i c l e  m o v i n g  i n  t h i s  f i e ld ,  w h e n  t h e  e n e r g y  

z e r o  i s  t a k e n  t o  b e  t h a t  o f  a  p a r t i c l e  a t  0 , i s  g i v e n  b y

Cal 2
f ( T )  =  ( 2mnkTfh- 3 J  ̂ 4t t t 2 e x p { [ > ( r )  -  i/r(0)/JcT]}

= (2 ™ * r )* A -3 2 ^ J ‘^ e x p [ A j _ ^ 4w  + 2^ o j2m(y)j J ^  (44)

w h e r e  w e  h a v e  n e g l e c t e d  t h e  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  f r o m  

p o r t i o n s  o f  t h e  c e l l  o u t s i d e  t h e  s p h e r e  o f  r a d i u s  a / 2 ,  b u t  t h i s  i s  c e r t a i n l y  s m a l l
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Critical Phenomena in Gases 6 5

o w i n g  t o  t h e  r e p u l s i v e  f i e l d  e x c e p t  a t  h i g h  t e m p e r a t u r e s .  T h e  p a r t i t i o n  

f u n c t i o n  f o r  t h e  w h o l e  s y s t e m ,  w h e n  t h e  e n e r g y  z e r o  i s  t h a t  o f  a n  a t o m  a t  

r e s t  a t  i n f i n i t y ,  i s  t h e n

F ( T )  = f(T p ( 4 5 )

w h e r e  oc(v) i s  a n  e x t r a  t e r m  i n s e r t e d  t o  t a k e  a c c o u n t  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  

p a r t i c l e s  w h i c h  a r e  n o t  n e a r e s t  n e i g h b o u r s .  F o r  a  f a c e - c e n t r e d  c u b i c  s t r u c ­

t u r e  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  s u c h  p a r t i c l e s  i n c r e a s e s  t h e  a t t r a c t i v e  t e r m  

i n  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  b y  a b o u t  2 0  %  a n d  h a s  a  n e g l i g i b l e  e f f e c t  o n  t h e  

r e p u l s i v e  t e r m  ( L e n n a r d - J o n e s  a n d  I n g h a m  1 9 2 5 ,  T a b l e  I ) .  W e  h a v e  

t h e r e f o r e

F ( T )  = / ( T ) » e x p [ ^ j l ^ ) ^ 0 - 5 ^ » ) 4} . 

T h e  e x p r e s s i o n  ^ * ( 0 )  =  j  — 2 * 4 T ^ j  +  j

( 4 6 )

( 4 7 )

i s  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  e a c h  a t o m  w h e n  t h e  a t o m s  a r e  a t  t h e  c e n t r e s  o f

t h e i r  c e l l s .  I t  h a s  a  m a x i m u m  v a l u e  e q u a l  t o  1 -4 4  w h e n 1 -2 ;

v * ( =  v0/N )  i s  t h u s  a p p r o x i m a t e l y  I T  t i m e s  t h e  s p e c i f i c  v o l u m e  v *  o f  t h e  

c r y s t a l  a t  t h e  a b s o l u t e  z e r o ,  a n d  A  i s  1*39  t i m e s  t h e  h e a t  o f  s u b l i m a t i o n  a t  

t h e  a b s o l u t e  z e r o .

T h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  m a y  b e  w r i t t e n

2 7 r m k T \

/ ’ 

( 4 8 )

w h e r e  g is  a  f u n c t i o n  o f  (A / k T  ) a n d  o f  (v0/v)  o n l y ,  v i z .

lo g  F ( T )
k T

— 0-51 —  I +  lo g  277
\ 2 v

+  1° g 9 r +  2 1° g

g  =  J  V e x p | j ^  J  -  ^  l{y) + 2 ^  j J  dy.  ( 4 9 )

W e  h a v e  u s e d  t h e  r e l a t i o n  a 3 =  V  2 v *for a  f a c e - c e n t r e d  

A l l  t h e  e q u i l i b r i u m  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m  m a y  n o w  b e  r e a d i l y  d e r i v e d .  

F o r  e x a m p l e ,  t h e  p r e s s u r e  i s  g i v e n  b y

Pi

p  = k T  ^ A o g F { T )

Vol. CLXIII—A. F
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6 6 J .  E .  L e n n a r d - J o n e s  a n d  A .  F .  D e v o n s h i r e

w h e r e  gm a n d  gt a r e  a l s o  f u n c t i o n s  o f  ( A /k T )  a n d  ( v j v )  o n l y

9m = J o y 1 m (y) exp [ ^  {~ ( ^ )  W  + 2(^f) dy  (51)

a n d  g, =  J V  ( ( y ) e x p j j i  j -  ^  l(y) + 2 ^ j  m(y)}J(fy. ( 5 2 )

S i m i l a r l y  t h e  m e a n  e n e r g y  p e r  a t o m  i s  g i v e n  b y  

E  = ± T ^ \ ° g F ( T )

=  ) ‘  -  1 - s g ? ) ’ +  ~  0 J 9 )  +  |  W ) , ( 5 3 )

a n d  t h e  s p e c i f ic  h e a t  b y

w h e r e <iu =  j V  P(y)  e x p [ j ^  { -  ( ~ )  % ) + 2 ( ^ )  j J

( 5 4 )

( 5 5 )

a n d  glm, gmm a r e  g i v e n  b y  s i m i l a r  e x p r e s s i o n s .

W e  n o t e  t h a t  t h e  average  v a l u e  o f  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  e a c h  a t o m  i n  i t s  

c e l l  i s

_ pa/2 / pa/2

\Jf(v,T)= J ^(r) 477T2e x p [  — i /r (r )/kT]dr  l\4nr2ex]i[ — T/r(r)/kT

3 ( i  m

(5 6 )

H e n c e  t h e  a v e r a g e  p o t e n t i a l  e n e r g y  i n  a  c e l l ,  r e f e r r e d  t o  t h e  p o t e n t i a l  

a t  t h e  c e n t r e  a s  z e r o ,  i s

X(v, T )  =  f  (v, T)  -  v!r(0) =  / l [ ^ j 4 9j -  2 ^ ) 2 . 

W e  s e e  f r o m  (5 3 ) , u s i n g  (4 7 )  a n d  ( 5 7 ) ,  t h a t  t h e  m e a n  e n e r g y  p e r  a t o m  i s

E  =  + X (v, T )  +  f i r ,  ( 5 8 )
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Critical Phenomena in Gases 6 7

a n d  t h e  t o t a l  e n e r g y  i s  N E .T h e  f a c t o r  \  i n  t h e  f i r s t  t e r m  i s  d u

t h a t  t h i s  t e r m  a r i s e s  f r o m  t h e  m u t u a l  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  a t o m s ,  a n d  i t  

m i g h t  b e  e x p e c t e d  t h a t  a  s i m i l a r  f a c t o r  s h o u l d  a p p e a r  i n  t h e  s e c o n d  t e r m ,  

s i n c e  t h i s  a l s o  i s  d u e  t o  t h e  e x t r a  m u t u a l  p o t e n t i a l  w h e n  t h e  a t o m s  a r e  

d i s t u r b e d  f r o m  t h e  c e n t r e s  o f  t h e i r  c e l l s .  S o m e  j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  n o n -  

a p p e a r a n c e  o f  t h i s  f a c t o r  m a y  b e  m a d e  a s  f o l l o w s .

L e t  P  a n d  Q  b e  t h e  m e a n  p o s i t i o n s  o f  t w o  a t o m s  a n d  P '  a n d  Q'  b e  

s i m u l t a n e o u s  p o s i t i o n s  o f  t h e  a t o m s  n e a r  P  a n d  Q  r e s p e c t i v e l y .  L e t  P Q  = a, 

P P '  =  rv  a n d  Q Q '  =  r 2. T h e n  w e  h a v e  f o r  t h e  m e a n  p o t e n t i a l  o f  t h e  t w o  

a t o m s  a s  t h e y  d e s c r i b e  s p h e r e s  o f  r a d i i  r x a n d  r 2 a b o u t  P  a n d  Q r e s p e c t i v e l y  

( t o  t h e  s e c o n d  o r d e r )

K P " W )  =  0 ( « )  +  -  x 2) 0 *  +  ~ t x x

= 0(a) + $ xx + y\ 03/2, 0J  + k \A  0 + yl 

- # 0 + 5 M + * l ) ( g + ! | j £ )

=  0 ( a ) +  X i +  y 2 > ( 5 9 )

w h e r e  Xi  i s  t h e  e x t r a  a v e r a g e  e n e r g y  o f  o n e  a t o m  d u e  t o  i t s  d i s t u r b a n c e  f r o m  

t h e  c e n t r e  a n d  y 2 t h e  c o r r e s p o n d i n g  e n e r g y  o f  t h e  o t h e r  a t o m .  H e n c e  w e  

g e t  t w o  x  t e r m s  f o r  e a c h  0  t e r m .

T h e  v a l u e s  o f  g, gt a n d  gm c a l c u l a t e d  b y  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  f o r  t w o  

v a l u e s  o f  A / k T  a n d  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  v /v 0 a r e  g i v e n  i n  T a b l e  I .  T h e  i s o ­

t h e r m s ,  d e d u c e d  f r o m  t h e m ,  a r e  s h o w n  i n  f ig .  2 .

Ta b l e  I —Th e  Fu n c t io n s  o f  g, a n d  gm

A / k T  =  9

op-HII

" ......
v /v0 (v0fv )2 9 9i 9m 9 9i 9 m

1 -1 9 5 0 -7 0 - 0 0 1 8 0 0 - 0 0 0 9 1 0 0 - 0 0 0 1 7 3 0 - 0 0 1 6 1 0 - 0 0 0 7 4 7 0 - 0 0 0 1 3 9

1 -2 9 1 0 -6 0 - 0 0 2 9 5 0 - 0 0 2 0 4 2 0 - 0 0 0 3 7 2 0 - 0 0 2 6 9 0 - 0 0 1 7 2 3 0 - 0 0 0 3 1 6

1 -4 1 4 0 -5 0 - 0 0 5 1 5 0 - 0 0 5 1 1 0 - 0 0 0 8 7 5 0 - 0 0 4 7 8 0 - 0 0 4 4 1 0 - 0 0 0 7 6 2

1 -5 8 1 0 -4 0 - 0 0 9 6 4 0 - 0 1 4 6 2 0 - 0 0 2 2 8 0 - 0 0 9 1 6 0 - 0 1 3 1 5 0 - 0 0 2 0 8

1 - 8 2 6 0 -3 0 - 0 1 9 5 7 0 - 0 4 9 5 0 - 0 0 6 7 0 0 - 0 1 9 2 0 0 - 0 4 6 8 0 - 0 0 6 4 3

2 - 2 3 6 0 -2 0 - 0 4 3 7 0 - 2 2 1 1 0 - 0 2 3 6 6 0 - 0 4 4 5 0 - 2 1 5 6 0 - 0 2 3 4 7

2 - 5 7 5 0 - 1 5 0 - 0 6 7 6 0 - 5 4 3 0 - 0 4 8 2 0 - 0 7 0 0 0 - 5 4 6 0 - 0 4 9 3

3 - 1 6 2 0 -1 0 - 1 0 6 9 1 -6 3 5 0 - 1 0 8 4 0 - 1 1 2 5 1 -6 6 7 0 - 1 1 2 6

F r o m  t h e s e  f u n c t i o n s  w e  d e d u c e  t h e  e q u a t i o n  o f  s t a t e  f r o m  e q u a t i o n  ( 5 0 ) ,  

t h e  v a l u e s  o f  p v / N k T  b e i n g  g i v e n  i n  T a b l e  I I .  T h e  i s o t h e r m  f o r  A/JcT  9
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6 8 J .  E .  L e n n a r d - J o n e s  a n d  A .  F .  D e v o n s h i r e

a p p e a r s  t o  b e  c lo s e  t o  t h e  c r i t i c a l  o n e ,  s o  f a r  a s  c a n  b e  j u d g e d  f r o m  i t s  g r a p h .  

F r o m  t h e  r e l a t i o n s  (4 3 )  w e  h a v e

A  =  c B 2 ( 6 0 )

0-5 -

F ig . 2 — C a l c u l a t e d  i s o t h e r m s .  C u r v e  I  c o r r e s p o n d s  t o  a n d  c u r v e  I I  t o

JcT = A /1 0  w i t h  t h e  s a t u r a t e d  v a p o u r  p h a s e  s h o w n  d o t t e d .  T h e  u p p e r  c u r v e  i s  t h e  

i s o t h e r m  o f  a  p e r f e c t  g a s .

Ta bl e  II—Ca l c u l a t e d  Is o t h e r ms  o f  Ga s e s  

i n  t h e  Cr i t ic a l  Re g io n

A / k T =  1 0 A / k T =  9

v /v0 K A O 2 p v / N k T p v J N k T p v / N k T p v J N k T

1 -1 9 5 0 -7 0 - 6 7 5 0 - 5 6 5 1 -2 0 2 1 -0 0 6

1 -2 9 1 0 -6 0 - 2 1 8 0 -1 6 9 0 - 7 6 5 0 -5 9 3

1 -4 1 4 0 -5 0 -0 4 6 0 -0 3 3 0 -5 7 3 0 -4 0 6

1 -5 8 1 0 -4 0 - 1 4 9 0 - 0 9 4 0 - 5 6 8 0 -3 5 9

1 -8 2 6 0 -3 0 - 3 4 8 0 -1 9 1 0 - 6 4 4 0 - 3 5 3

2 -2 3 6 0 -2 0 - 5 3 1 0 -2 3 7 0 - 7 8 8 0 - 3 5 2

2 - 5 7 5 0 -1 5 0 -6 4 2 0 - 2 4 9 0 - 8 2 5 0 - 3 2 0

3 -1 6 2 0 -1 0 -7 2 1 0 - 2 2 4 0 - 8 7 7 0 - 2 7 7

a n d  s o , a d o p t i n g  t h e  v a l u e  c =  12  f o r  a  f a c e - c e n t r e d  c u b i c  a r r a n g e m e n t ,  w e  

c a n  d e r i v e  t h e  c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e  f r o m  t h e  f o r m u l a

kTc =  c B 2/S 6 A  = (6 1 )
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Critical Phenomena in Gases 6 9

N o w  f r o m  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n  g i v e n  i n  ( 3 6 )  f o r  t w o  a t o m s  f o r  n  =  1 2 , 

m  =  6  w e  h a v e

| $0 | max =  B 2/4:A.,(6 2 )

a n d  s o  k T c =  ( 4 / 3 )  | | m a x , 

w h i c h  i s  s i m i l a r  t o  t h e  r e s u l t  o b t a i n e d  i n  e q u a t i o n  ( 3 0 )  b y  t h e  s i m p l e  m o d e l .  

T h e  v a l u e s  o f  t h e  c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e ,  c a l c u l a t e d  f r o m  t h i s  f o r m u l a  u s i n g  

t h e  f o r c e  f i e l d s  g i v e n  e l s e w h e r e  b y  L e n n a r d - J o n e s  ( 1 9 3 1 ,  p .  4 7 5 ,  T a b l e  I  

o r  p .  4 7 6 ,  f ig . 3 ) ,  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  I I I ,  a n d  t h e y  a r e  r e m a r k a b l y  c l o s e  t o  

t h o s e  o b s e r v e d .

Ta b l e  I I I —Cr i t ic a l  Te m pe r a t u r e s

H 2

I ^  |m a x /&

3 1

l o c a l e . )

4 1

T c( o b s . )  

3 4

N e 3 6 4 8 4 4

n 2 9 6 1 2 8 1 2 6

At 1 2 1 1 6 1 1 5 0

I t  i s  d i f f i c u l t  t o  d e t e r m i n e  t h e  c r i t i c a l  v o l u m e  a c c u r a t e l y  f r o m  t h e  c a l c u ­

l a t e d  c u r v e s  w i t h o u t  e x c e s s i v e  l a b o u r ,  b u t  i t  s e e m s  t o  b e  a b o u t  2v*,  w h i c h  

i s  e q u a l  t o  2 -2  t i m e s  t h e  s p e c i f i c  v o l u m e  a t  t h e  a b s o l u t e  z e r o .  T h i s  v a l u e  i s  

r a t h e r  t o o  s m a l l .  T h e  c a l c u l a t e d  v a l u e  o f  i s  a b o u t  0*7 , w h e r e a s  t h e

e x p e r i m e n t a l  v a l u e  f o r  m a n y  g a s e s  i s  a b o u t  0 * 2 7 .

W e  h a v e  n o t  i n c l u d e d  h e l i u m  i n  t h i s  t a b l e  b e c a u s e  t h r o u g h o u t  t h i s  p a p e r  

w e  h a v e  u s e d  c l a s s i c a l  s t a t i s t i c s ,  a n d  q u a n t u m  e f f e c t s  a r e  l i k e l y  t o  b e  a p p r e ­

c i a b l e  i n  t h i s  c a s e .  T h e  f o r m u l a  d o e s ,  h o w e v e r ,  g i v e  t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  

o f  t h e  c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e  e v e n  f o r  h e l i u m .  T h e  m e t h o d  u s e d  i n  t h i s  p a p e r  

c o u l d  b e  e x t e n d e d  t o  i n c l u d e  q u a n t i z e d  v i b r a t i o n s .  W e  m a y  c o n c l u d e  t h a t  

t h e  m e t h o d  r e p r o d u c e s  t h e  e s s e n t i a l  f e a t u r e s  o f  g a s e s  a t  h i g h  c o n c e n t r a t i o n s  

a n d  e n c o u r a g e s  f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n s  o n  s i m i l a r  l i n e s .  I t  i s  h o p e d  i n  a  l a t e r  

p a p e r  t o  c a l c u l a t e  b y  s i m i l a r  m e t h o d s  t h e  c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e  o f  a  f i l m  o r  

t w o - d i m e n s i o n a l  g a s  w i t h  a  v i e w  t o  f i n d i n g  w h e t h e r  i t  i s  h i g h e r  o r  l o w e r  t h a n  

t h a t  o f  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  g a s .

O n e  o f  t h e  a u t h o r s  i s  i n d e b t e d  t o  t h e  D e p a r t m e n t  o f  S c i e n t i f i c  a n d  I n d u s ­

t r i a l  R e s e a r c h  f o r  a  g r a n t .

Su mma r y

A n  a t t e m p t  i s  m a d e  t o  f i n d  a n  e q u a t i o n  o f  s t a t e  o f  a  g a s  a t  l a r g e  d e n s i t i e s  

i n  t e r m s  o f  i n t e r a t o m i c  f o r c e s .  T h e  m a i n  i d e a  i s  t h a t  a n  a t o m  i n  a  d e n s e  g a s  

i s  t o  b e  r e g a r d e d  a s  c o n f i n e d  f o r  m o s t  o f  i t s  t i m e  t o  a  c e l l ,  a n d  t h a t  i t s  a v e r a g e
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7 0 J .  E .  L e n n a r d - J o n e s  a n d  A .  F .  D e v o n s h i r e

e n v i r o n m e n t  i s  s o m e t h i n g  l i k e  t h a t  o f  a n  a t o m  i n  a  l i q u i d  o r  c r y s t a l .  T h i s  

m e t h o d  a b a n d o n s  t h e  a t t e m p t  t o  c a l c u l a t e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  a  d e n s e  g a s  

f r o m  b i n a r y  e n c o u n t e r s  o n l y  b u t  c o n s i d e r s  a n  a t o m  a s  s u b j e c t  t o  a  m u l t i p l e  

e n c o u n t e r  a l l  t h e  t i m e .  T h e  m e t h o d s  o f  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c s  a r e  u s e d  t o  

d e r i v e  a n  e q u a t i o n  o f  s t a t e  a n d  t h e  f o r m u l a e  a r e  a p p l i e d  t o  t h e  i n e r t  g a s e s ,  

f o r  w h i c h  t h e  i n t e r a t o m i c  f ie ld s  a r e  k n o w n .  T h e  c a l c u l a t e d  v a l u e s  o f  t h e  

c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e  a r e  f o u n d  t o  b e  c lo s e  t o  t h o s e  o b s e r v e d .
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In t r o d u c t i o n

T h e  h y d r o l y s i s  o f  t h e  s i m p l e  e s t e r s  o f  t h e  s h o r t - c h a i n  f a t t y  a c i d s  i n  t h e  

b u l k  p h a s e  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  u n d e r  a  v a r i e t y  o f  c o n d i t i o n s  ( M o e lw y n -  

H u g h e s  1 9 3 3 ,  p p .  8 7 , 2 4 5 ) .  T h i s  h a s  n o w  b e e n  e x t e n d e d  t o  t h e  i n s o l u b l e  

e s t e r s  o f  t h e  l o n g - c h a i n  a c i d s  a n d  a l c o h o l s .  T h e s e  a r e  a l s o  o f  i n t e r e s t  b i o ­

l o g i c a l l y ,  s in c e  t h e  n a t u r a l  b r e a k d o w n  a n d  r e s y n t h e s i s  o f  f a t s  a r e  p r o b a b l y  

i n t e r f a c i a l  r e a c t i o n s .

T h e  w o r k  o f  H u g h e s  a n d  R i d e a l  ( 1 9 3 3 )  o n  t h e  o x i d a t i o n  o f  t h e  u n s a t u r a t e d  

f a t t y  a c i d s ,  a n d  o f  F o s b i n d e r  a n d  R i d e a l  (1 9 3 3 )  o n  t h e  a l k a l i n e  h y d r o l y s i s  

o f  y - s t e a r o l a c t o n e ,  h a s  s h o w n  t h a t  t h e s e  i n t e r f a c i a l  o r  t w o - d i m e n s i o n a l  

r e a c t i o n s  m a y  d i f f e r  f r o m  t h o s e  i n  h o m o g e n e o u s  s o l u t i o n ;  c h ie f ly  i n  t h e
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