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❆❜str❛❝t✳ ▲❡t V ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❧❡t φ : V → V ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ tr❛✐♥ tr❛❝❦
♠❛♣ ✇❤♦s❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s ❤❛s ✇♦r❞✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣ G✳ ❚❤❡♥ G ❛❝ts ❢r❡❡❧②
❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❛❝t❧② ♦♥ ❛ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ F ✐s ❛ ✜♥✐t❡✲r❛♥❦ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞
Φ : F → F ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ s♦ t❤❛t G = F∗Φ ✐s ✇♦r❞✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ t❤❡♥ G

❛❝ts ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❛❝t❧② ♦♥ ❛ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ Φ ✐s ❛♥
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇✐t❤ G = F ⋊Φ Z ✇♦r❞✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳

❈♦♥t❡♥ts

❚❛❜❧❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✷
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸
✶✳ ▼❛♣♣✐♥❣ t♦r✐ ✹
✷✳ ❋♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡rs ❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ✼
✸✳ ■♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s✱ ✇❛❧❧s✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✾
✹✳ ◗✉❛s✐❝♦♥✈❡① ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥✲✶ s✉❜❣r♦✉♣s ❢r♦♠ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s ✶✻
✺✳ ❈✉tt✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝s ✶✾
✻✳ ▲❡❛❢✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝❛s❡ ✸✸
❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✹✺

❉❛t❡✿ ❆✉❣✉st ✶✽✱ ✷✵✶✺✳
✷✵✶✵ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ Pr✐♠❛r②✿ ✷✵❋✻✺❀ ❙❡❝♦♥❞❛r②✿ ✺✼▼✷✵✳
❑❡② ✇♦r❞s ❛♥❞ ♣❤r❛s❡s✳ ❢r❡❡✲❜②✲❝②❝❧✐❝ ❣r♦✉♣✱ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✳

✶
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❚❛❜❧❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ r❡❝✉rr✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡
❤❡❧♣❢✉❧✿

A : W → X̃ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛♣
A(W ) ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ W
di✱ d

′
i Pr✐♠❛r② ❜✉sts ✐♥ V ✱ E ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮

dij ✱ d
′
ij ❙❡❝♦♥❞❛r② ❜✉sts ✐♥ V ✱ E ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮

❞
Ỹ

▼❡tr✐❝ ✐♥s✐❞❡ s✉❜s♣❛❝❡ Ỹ ⊆ X̃ ✭❡✳❣✳✱ Ỹ = Ṽn✮

❞L ❲❡✐❣❤t❡❞ ♠❡tr✐❝ ♦♥ X̃•
L

❞L ▼❡tr✐❝ ♦♥ R✲tr❡❡ Y
E ■♠❛❣❡ ✐♥ XL ♦❢ V ×

{
1
2

}

Ẽn Pr❡✐♠❛❣❡ ♦❢ E ✐♥ X̃ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ n+ 1
2

ẼnL q−1
L (nL+ 1

2)
|e| ❲❡✐❣❤t ♦❢ ❡❞❣❡ e

K̃ ❑♥♦❝❦♦✉t
κ1✱ κ2 ◗✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❣❡♦❞❡s✐❝s ✭❞❡♣❡♥❞s ♦♥ L✮
λ✱ λi ◗✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡rs
M ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ φ
µ1✱ µ2 ◗✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠ s✉❜✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t②
N ◆✉❝❧❡✉s
N(σ) ❋♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡r ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ σ

N(Y ) ❋♦r Y ⊆ X̃ ♦r Y ⊆ X̃L✱ s♠❛❧❧❡st s✉❜❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Y
Φ : F → F ■♥❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✜♥✐t❡✲r❛♥❦ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ F
φ : V → V ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣ ✭❧❛t❡r tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✮ ✐♥❞✉❝✐♥❣ Φ
̟ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ φ

qL : X̃L → RL ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛♣ ♦♥t♦ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❧✐♥❡❀ q = q1
φ̃L : X̃L → X̃L ❋♦r✇❛r❞ ✢♦✇ ♠❛♣

ρ : X̃ → Y ◆❛t✉r❛❧ ♠❛♣ ❢r♦♠ X̃ t♦ R✲tr❡❡

˜̺L : X̃•
L → X̃ ▼❛♣ ✏❢♦❧❞✐♥❣✑ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ st❛r ❧❡✈❡❧s t♦ r♦♦t❡❞ tr❡❡ ❧❡✈❡❧s

S±
i ❙❧♦♣❡s

σ✱ σM (x) ❋♦r✇❛r❞ ♣❛t❤✱ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ M ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② x✮

T o
L(x) ▲❡✈❡❧ ✭✉♥✐♦♥ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s ❡♥❞✐♥❣ ❛t x✮ ✐♥ X̃

T o±
i ▲❡✈❡❧✲♣❛rt ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧

T±
i ❚✉♥♥❡❧

Ŵ • ●r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛tt❛❝❤✐♥❣ t✉♥♥❡❧s t♦ ♥✉❝❧❡✉s

W • ❙♣❛❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ŵ • ❜② ❢♦❧❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ̺L
W ■♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ ✭❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ W • ✐♥ X✮

W ❲❛❧❧ ✭✐♠❛❣❡ ♦❢ W̃ → X̃✮
XL ▼❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s ♦❢ φL ✭L ≥ 1✮❀ X = X1

X̃•
L ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ X̃L ❢r♦♠ ♣✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ X̃ ✈✐❛ ˜̺L

V ❇❛s❡ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s ✭❛ ✜♥✐t❡ ❣r❛♣❤✮

Ṽn Pr❡✐♠❛❣❡ ♦❢ V ✐♥ X̃ ❛t q✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ n
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ❆✳ ▲❡t F ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡✲r❛♥❦ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❧❡t Φ : F → F ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t G = F ⋊Φ Z ✐s ✇♦r❞✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳ ❚❤❡♥ G ❛❝ts ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❛❝t❧②
♦♥ ❛ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✷✶✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❍◆◆ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ ❜② ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇✐❞❡❧②✲st✉❞✐❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❣r♦✉♣s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ●r♦♠♦✈✬s q✉❡s✲
t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬●r♦✽✼❪✮ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❈❆❚✭✵✮ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥s✇❡r✱ ❜✉t ❣♦❡s
❢✉rt❤❡r✱ s✐♥❝❡ ♥♦♥♣♦s✐t✐✈❡❧②✲❝✉r✈❡❞ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥❥♦② ♥✉♠❡r♦✉s ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡②♦♥❞
❤❛✈✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡rs t❤❛t ❛❞♠✐t ❛ ❈❆❚✭✵✮ ♠❡tr✐❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ❆
✇✐t❤ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❬❆❣♦✶✷❪ s❤♦✇s t❤❛t ❣r♦✉♣s G ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❆ ❛r❡ ✈✐rt✉❛❧❧②
s♣❡❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬❍❲✵✽❪ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✈✐rt✉❛❧❧② ❡♠❜❡❞ ✐♥ ❛ r✐❣❤t✲❛♥❣❧❡❞ ❆rt✐♥ ❣r♦✉♣✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t G ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ♥✐❝❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ Z✲❧✐♥❡❛r✐t②✳

❆ ❣r♦✉♣ G ∼= F ⋊Φ Z ✐s ✇♦r❞✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ Φ ✐s ❛t♦r♦✐❞❛❧ ❬❇❋✾✷✱ ❇r✐✵✵❪✱ s♦
t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ❆ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✐ ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱ ❛t♦r♦✐❞❛❧ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ❢r❡❡
❣r♦✉♣s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❍◆◆ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦
❇❛✉♠s❧❛❣✲❙♦❧✐t❛r s✉❜❣r♦✉♣s ❬❑❛♣✵✵❪✳

❲❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥t✿

❚❤❡♦r❡♠ ❇✳ ▲❡t φ : V → V ❜❡ ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❣r❛♣❤ V ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t φ ✐s π1✲
✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ V ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐①
M ♦❢ φ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s X ♦❢ φ ❤❛s ✇♦r❞✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❣r♦✉♣ G✳ ❚❤❡♥ G ❛❝ts ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❛❝t❧② ♦♥ ❛ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

❖✉r ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r✐s❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❙❛❣❡❡✈✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬❙❛❣✾✺❪ t♦ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢

✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r X̃ ♦❢ X✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ G ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝✉❜❡
❝♦♠♣❧❡① ✐s ♣r♦♣❡r ❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❛❝t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✇❛❧❧ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❛♥②
t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ ∂G✱ t❤✉s ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝✉❜✉❧❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❬❇❲✶✸❪✳ ❆s tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣s ❛r❡
❝❡♥tr❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛❧❧s ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ✇♦r❦
♦❢ ❇❡st✈✐♥❛✱ ❋❡✐❣❤♥✱ ❛♥❞ ❍❛♥❞❡❧ ✐♥ ❬❇❍✾✷✱ ❇❋❍✾✼❪✳

■t ❛♣♣❡❛rs ❧✐❦❡❧② t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ φ ✐s π1✲s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t φ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❆ t♦ ❛❧❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✐ ♦❢ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s✶✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s ✐♥ X✱ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐t② ♦❢ G ♣❧❛②s ❛ ♠✐♥♦r
r♦❧❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✇♦♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❢r❡❡✲❜②✲❝②❝❧✐❝ ❣r♦✉♣s ❛❞♠✐t ❢r❡❡ ❛❝t✐♦♥s ♦♥
❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳
■❢ Φ ✐s ❢✉❧❧② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ G ✐s ♥♦t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ t❤❡♥ Φ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠
♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❜② ❬❇❍✾✷✱ ❚❤♠✳ ✹✳✶❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ G ❛❝ts ❢r❡❡❧② ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧❧②
✜♥✐t❡✱ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❬P❲❪✳ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ G = F ⋊Φ Z ✐s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❜❡❧✐❛♥ s✉❜❣r♦✉♣s✱ t❤❡♥ G ❛❝ts
❢r❡❡❧② ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡✱ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ♣♦rt❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦❝♦♠♣❛❝t
❝✉❜✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❡❡✲❜②✲❝②❝❧✐❝ ❣r♦✉♣s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ●❡rst❡♥✬s ❣r♦✉♣ 〈a, b, c, t | at = a, bt =
ba, ct = ca2〉 ✐s ❢r❡❡✲❜②✲❝②❝❧✐❝ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t ♠❡tr✐❝❛❧❧② ♣r♦♣❡r❧② ❜② s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ✐s♦♠❡tr✐❡s

✶❲❡ ♣♦st❡❞ ❛ t♦rt✉♦✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✐❣❤t ♠♦♥t❤s ❛❢t❡r s✉❜♠✐tt✐♥❣ t❤✐s ♣❛♣❡r❀ s❡❡ ❬❍❲✶✹❪✳
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♦♥ ❛ ❈❆❚✭✵✮ s♣❛❝❡ ❬●❡r✾✹❪✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ●❡rst❡♥✬s ❣r♦✉♣ ❝❛♥♥♦t ❛❝t ❢r❡❡❧② ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡✱
✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ●❡rst❡♥✬s ❣r♦✉♣ ❞♦❡s ❛❝t ❢r❡❡❧② ♦♥
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❬❲✐s❪✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♠✉❝❤ ✇♦r❦ t♦ ❞♦ ✐♥ t❤✐s
❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s X ❛♥❞ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ✕ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡rs ✕ t❤❛t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s ✐♥ X✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s W → X ✇❤❡♥ φ : V → V ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
π1✲✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣ s❡♥❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s t♦ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛t❤s✱ ✉♥❞❡r t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ♥♦ ♣♦✇❡r ♦❢ φ ♠❛♣s ❛♥ ❡❞❣❡ t♦ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ π1X ✐s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳ ❚❤❡
✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ W ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❤❛s t✇♦ ♣❛rts✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧s✱
❛♥❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r L ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧s di ⊂ V ✱
❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ V ❡❛❝❤
♣r✐♠❛r② ❜✉st di✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts φL✲♣r❡✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ t✉♥♥❡❧s ❛r❡ ✏❤♦r✐③♦♥t❛❧✑ ✐♠♠❡rs❡❞ tr❡❡s

❥♦✐♥✐♥❣ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ di t♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ✐ts ♣r❡✐♠❛❣❡✳ ▲❡t W̃ → X̃ ❜❡ ❛ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧

❝♦✈❡r ♦❢ W ❛♥❞ ❧❡t W ⊂ X̃ ❜❡ ✐ts ✐♠❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡ W → X ✐s ♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ π1✲✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ W̃ →W
✐s ♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱

W ✐s ❛ ✇❛❧❧ ✐♥ X̃ ✇❤♦s❡ st❛❜✐❧✐③❡r ✐s ❛ q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ❢r❡❡ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G✳ ❚❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s
✐♥ X ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ✏❝r♦ss✲❝✉t s✉r❢❛❝❡s✑ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❈▲❘✾✹❪✱ ❛♥❞ ❉✉❢♦✉r ✉s❡❞ t❤❡s❡
t♦ ❝✉❜✉❧❛t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✐ ♦❢ s❡❧❢✲❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ❬❉✉❢✶✷❪✳

❘❡♠❛r❦ ✶ ✭❲❛❧❧✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞ ✇❛❧❧s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡s❡ ✇❛❧❧s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥tr✐✈❡❞ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦✇ ✇❛r♥ t❤❡
r❡❛❞❡r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦❢ W ✐s ❛ q✉❛s✐❝♦♥✈❡① s✉❜❣r♦✉♣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

❛ ✏❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑ A(W ) ♦❢ W ✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ X̃ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ W ❜②✱

r♦✉❣❤❧②✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✏❢♦r✇❛r❞ ✢♦✇✑ X̃ → X̃ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ φ✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❞♦✐♥❣ t❤✐s ✐s t❤❛t
✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❤♦✇ t❤❛t W ✐s q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② q✉❛s✐❝♦♥✲
✈❡①❀ t❤❡② ❛r❡ r♦♦t❡❞ tr❡❡s ✇❤♦s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♣❛t❤s t❤❛t ❝❛♥ ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧ ✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❢❛s❤✐♦♥✳ P❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A(W ) ❢♦❧❞s ❡❛❝❤ t✉♥♥❡❧ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② q✉❛✲
s✐❝♦♥✈❡① ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ A(W )✱ ✇❤♦s❡ st❛❜✐❧✐③❡r
❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇❛❧❧ W ✳ ❲❡ ❛❞✈✐s❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❜❡ ❛❧❡rt t♦ t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ✈✐❡✇ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❛♥❞ ✻ ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ❇✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉r❥❡❝t✐♦♥

X̃ → Y t♦ ❛♥ R✲tr❡❡ t❤❛t ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❛♥
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ✭s❡❡ ❬❇❋❍✾✼❪✮✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✳ ❲❡ t❤❛♥❦ t❤❡ r❡❢❡r❡❡s ❢♦r ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡♣♦rts ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ♠❛♥② ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤✐s t❡①t✳ ❲❡
❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ✇♦r❦
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ●r❛♥t ◆✉♠❜❡r ◆❙❋ ✶✵✹✺✶✶✾ ❛♥❞ ❜②
◆❙❊❘❈✳

✶✳ ▼❛♣♣✐♥❣ t♦r✐

▲❡t V ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ❛t ❛ ✈❡rt❡① v✱ ❛♥❞ ❧❡t φ : V → V ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✲
♦✉s✱ ❜❛s❡♣♦✐♥t✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠❛♣ s✉❝❤ t❤❛t φ(w) ✐s ❛ ✈❡rt❡① ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① w ♦❢ V ✱ ❛♥❞ s✉❝❤
t❤❛t φ(e) ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ V ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ♦❢ V ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
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s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ e s✉❝❤ t❤❛t ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♠❛♣ t♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♦♣❡♥ ❡❞❣❡s
♠❛♣ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② t♦ ♦♣❡♥ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t φ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡s❡
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ Φ : F → F ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② φ ✐s
✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡ F ∼= π1V ✐s ❛ ✜♥✐t❡✲r❛♥❦ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛♥② ✐♥❥❡❝t✐✈❡ Φ : F → F
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ ♠❛♣ φ✳

❚❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Φ ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ F ❛♥❞
φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ Φ✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬❇❍✾✷❪ ✭✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷
❢♦r ♠♦r❡ ♦♥ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣s ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ ✉s❡ t❤❡♠✮✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❚r❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✮✳ φ : V → V ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ❡❞❣❡s e ♦❢ V ❛♥❞
❛❧❧ n ≥ 0✱ t❤❡ ♣❛t❤ φn(e)→ X ✐s ✐♠♠❡rs❡❞✳

❋♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r L ≥ 1✱ ❧❡tXL ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ V ×[0, L] ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ (x, L) ✇✐t❤ (φL(x), 0)
❢♦r ❡❛❝❤ x ∈ V ✱ s♦ t❤❛t XL ✐s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s ♦❢ φL✱ ❛♥❞ ❧❡t X = X1✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ▲❡t
G = π1X ❛♥❞ ❧❡t GL = π1XL ❢♦r ❡❛❝❤ L ≥ 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ Φ ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ t❤❡♥ GL

∼= F ⋊ΦL Z✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s XL✳

❲❡ r❡❣❛r❞ V ❛s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ XL✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② E t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ XL ♦❢ V × {12}❀ t❤❡
s♣❛❝❡ E ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦♥ XL✳ ▲❡t V × [0, L] ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡✿ ✐ts
✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ V 0×{0, L}✱ ✐ts ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡s ❛r❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ V ×{0, L}✱ ❛♥❞ ✐ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡s
❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ {w}× [0, L]✱ ✇❤❡r❡ w ∈ V 0✳ ❲❡ ❞✐r❡❝t ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡ {w}× [0, L] ❢r♦♠
{w} × {0} t♦ {w} × {L}✱ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡s ♦❢ XL ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ 2✲❝❡❧❧s ♦❢
XL ❛r❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ 2✲❝❡❧❧s ♦❢ V × [0, L]✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ e× [0, L]✱ ✇❤❡r❡ e ✐s ❛♥ ❡❞❣❡
♦❢ V ✳

❋♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① w ∈ V 0 ⊂ X0
L✱ ✇❡ ❧❡t tw ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ w✳

❲❤❡♥ L = 1✱ ❧❡t z ∈ G ❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♦♣ tv✱ ✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ φ✲✐♥✈❛r✐❛♥t
❜❛s❡♣♦✐♥t ♦❢ V ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ❜② z ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ Φ : F → F ✳ ❋♦r ❡❛❝❤
✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ e✱ ❥♦✐♥✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s a, b✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ 2✲❝❡❧❧ Re ✇✐t❤ ❛tt❛❝❤✐♥❣ ♠❛♣ t−1

b e−1taφ
L(e)✱

✇❤❡r❡ ta, tb ❛r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡s ❛♥❞ φL(e) ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ V ✳
❉❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣ ̺L : XL → X ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ̺L r❡str✐❝ts t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ V ✳ ❊❛❝❤

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡ tw ♦❢ XL✱ ❥♦✐♥✐♥❣ w t♦ φL(w) ∈ V 0✱ ♠❛♣s t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ L ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❡❞❣❡s ♦❢X ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t w✳ ❚❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡s ̺L : X1

L → X✳ ❚❤✐s ♠❛♣ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✷✲s❦❡❧❡t♦♥
❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❡❛❝❤ ✷✲❝❡❧❧ Re ♦❢ XL t♦ ❛ ❞✐s❝ ❞✐❛❣r❛♠ De → X✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r 0 ≤ i ≤ L✱
t❤❡ ith ❝♦♠♣♦♥❡♥t Pi ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ De ✐s t❤❡ ♣❛t❤ φi(e)✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ str✐♣s
♦❢ ✷✲❝❡❧❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛t❤ ♦❢ De ❝♦♥s✐sts ♦❢
P0, PL✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡s ♦❢ X ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❬t❡r♠✐♥❛❧❪ ♣♦✐♥t ♦❢ Pi t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❬t❡r♠✐♥❛❧❪ ♣♦✐♥t ♦❢ Pi+1 ❢♦r 0 ≤ i ≤ L− 1✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞✐❛❣r❛♠ De ✐s ❛ ❧♦♥❣ ✷✲❝❡❧❧ ❛♥❞ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
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✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t De → X ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✇❤❡♥ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
t❤❡ ♣❛t❤s Pi → X ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♠❡rs❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ De → X ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❧♦❝❛❧❧②
✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠❛♣ GL → G ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ̺L ❡♠❜❡❞s GL ❛s ❛♥ ✐♥❞❡①✲L s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❆ ✷✲❝❡❧❧ ♦❢ XL ✐s s❤♦✇♥ ❛t ❧❡❢t✱ ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐♥ XL ✐s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✱
❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐♥ X✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ✷✲❝❡❧❧ ✐♥ X✱ ✐s s❤♦✇♥ ❛t r✐❣❤t✳
❍❡r❡ L = 3✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡s ❤❛✈❡ ❛rr♦✇s ❛♥❞ ❛❧❧ ♥♦♥✲❛rr♦✇❡❞ ❡❞❣❡s ❛r❡
✈❡rt✐❝❛❧✳

❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r X̃L → XL ✐♥❤❡r✐ts ❛ ❝❡❧❧ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ XL✳ ▲❡t ṽ ∈ X̃0
L ❜❡ ❛ ❧✐❢t ♦❢

t❤❡ ❜❛s❡♣♦✐♥t v ∈ X0
L✱ ❛♥❞ ❧❡t Ṽ0 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st F ✲✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ṽ

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ♦❢ V ✳ ▲❡t ṼnL = znLṼ0 ❢♦r n ∈ Z✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❢♦r✇❛r❞ ✢♦✇ ♠❛♣ φ̃L : X̃L → X̃L ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ p ∈ V × {0}✱ ❧❡t
Sp ❜❡ t❤❡ ♣❛t❤ {p} × [0, L] → XL✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛② mp → XL ❛t p ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥

SpSφL(p)Sφ2L(p) · · · ✳ ❋♦r p̃ ∈ ṼnL ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ p✱ ❧❡t m̃p̃ ❜❡ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ mp ❛t p̃✳ ❋♦r ❛♥② ã ∈ m̃p̃✱

t❤❡ ♣♦✐♥t φ̃L(ã) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ã ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ L ❛❧♦♥❣ m̃p̃✳ ❲❤❡♥ L = 1✱ ✇❡

❞❡♥♦t❡ φ̃L ❜② φ̃✳
▲❡t RL ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❡rt❡① ❢♦r ❡❛❝❤ nL ∈ LZ ❛♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ❢♦r

❡❛❝❤ [nL, nL + L] ❛♥❞ ❧❡t SL ❜❡ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣ qL : X̃L → RL ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣ q̄L : XL → SL ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ V × [0, L] → [0, L]✳ ❚❤❡ ♠❛♣ q̄L ❧✐❢ts t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❛♣ qL✳ ◆♦t❡ t❤❛t qL s❡♥❞s
✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡s t♦ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✷✲❝❡❧❧s t♦ ❡❞❣❡s ♦❢ RL✳ ❲❡ ❧❡t R = R1✱
S = S1✱ ❛♥❞ q = q1✳ ❚❤❡ ♠❛♣ q ✐s t❤❡ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

▲❡t ẼnL = q−1
L (nL + 1

2)✳ ❊❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡ tw ∼= {w} × [0, L] ⊂ X̃L ✐♥t❡rs❡❝ts ẼnL ❛t

t❤❡ ♣♦✐♥t {w} × {12} ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ n ∈ Z✳

✶✳✶✳ ▼❡tr✐❝s ❛♥❞ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ♦❢ X✱ ❧❡t |e| ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱
✇✐t❤ |tw| = 1 ❢♦r ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡ tw✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t e 7→ |e| ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ X1✱ ❛♥❞

♣✉❧❧s ❜❛❝❦ t♦ ❛ G✲❡q✉✐✈❛r✐❛♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ X̃1✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡s ❤❛✈✐♥❣ ✉♥✐t ✇❡✐❣❤t✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ e ❛s ❛ ❝♦♣② ♦❢ [0, 1]✱ t❤❡ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ d ∼= [a, b] ⊂ e ❤❛s ✇❡✐❣❤t |d| = (b − a)|e|✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣❛t❤ P → X̃1 ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧✮✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ |P | ♦❢ P ✐s
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ P ∩ e✱ ✇❤❡r❡ e ✈❛r✐❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ❡❞❣❡s✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♠❡tr✐❝

❞ ♦♥ X̃1 s✉❝❤ t❤❛t (X̃1, ❞) ✐s q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ t♦ X̃1 ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛t❤✲♠❡tr✐❝
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❞❣❡s ❤❛✈❡ ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤✳

❋♦r ❡❛❝❤ L ≥ 1✱ ❧❡t X̃•
L ❜❡ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ X̃L s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧✐❢t ˜̺L : X̃L → X̃ ♦❢ ̺L s❡♥❞s

♦♣❡♥ ❝❡❧❧s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② t♦ ♦♣❡♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛♣ X̃•
L → X̃ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠

♦♥ s✉❜s♣❛❝❡s ṼnL ❛♥❞ s❡♥❞s ✷✲❝❡❧❧s t♦ ❧♦♥❣ ✷✲❝❡❧❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✷✲❝❡❧❧s ♦❢ X̃L ❞♦ ♥♦t ✐♠♠❡rs❡ ✐♥

X̃ ✉♥❧❡ss φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✳ P✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ X̃ t♦ X̃•
L ②✐❡❧❞s ❛ ♠❡tr✐❝ ❞L

♦♥ (X̃•
L)

1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ (X̃•
L)

1 → X̃1 ✐s ❛ ❞✐st❛♥❝❡✲♥♦♥✐♥❝r❡❛s✐♥❣ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr②✳ ❲❡

s❤❛❧❧ ✇♦r❦ ♠❛✐♥❧② ✐♥ X̃✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r X̃•
L✳ ❲❡ r❡❢❡r

t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✺ t♦ s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ X̃L, X̃
•
L✱ ❛♥❞ X̃✳
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❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t G ✐s ✇♦r❞✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts

δ ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t (X̃1, ❞) ✐s δ✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳

✷✳ ❋♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡rs ❛♥❞ ❧❡✈❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✈❛r✐♦✉s s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ X̃ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✇❛❧❧s ✐♥ X̃ ❛♥❞ X̃•
L✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭▼✐❞s❡❣♠❡♥t✮✳ ▲❡t Re → X̃ ❜❡ ❛ ✷✲❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛t❤ t−1
b e−1taφ̃(e)✱

✇❤❡r❡ e ✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ ❥♦✐♥✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s a, b✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ Re ❛s ❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ tr❛♣❡③♦✐❞ ✇✐t❤
♣❛r❛❧❧❡❧ s✐❞❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ |e| ❛♥❞ |φ̃(e)|✱ t❤❡ ♠✐❞s❡❣♠❡♥t ✐♥ Re ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② x ∈ e ✐s t❤❡

❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❥♦✐♥✐♥❣ x t♦ φ̃(x)✳ ❚❤❡ ♠✐❞s❡❣♠❡♥t ✐♥ X̃ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② x ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡

♠✐❞s❡❣♠❡♥t ✐♥ Re ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② x ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛♣ Re → X̃✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ mx✳ ▼✐❞s❡❣♠❡♥ts
❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ s♦ t❤❛t x ✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ φ̃(x) ✐s t❡r♠✐♥❛❧✳ ❚❤❡ ♠✐❞s❡❣♠❡♥t mx ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐❢

φ̃(x) ∈ X̃0 ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ Re → X̃ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ♠❛②
❜❡ ❞✐st✐♥❝t x, y ∈ e ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ mx ❛♥❞ my ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ◆♦t❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠✐❞s❡❣♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❙♦♠❡ ♠✐❞s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ✷✲❝❡❧❧ ✐♥ X̃✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❋♦r✇❛r❞ ♣❛t❤✱ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡r✮✳ ▲❡t x ∈ Ṽn ❢♦r s♦♠❡ n ∈ Z ❛♥❞ ❧❡t M ∈ Z✳
❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ σM (x) ♦❢ ❧❡♥❣t❤ M ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② x ✐s t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣❛t❤ t❤❛t ✐s t❤❡

❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❞s❡❣♠❡♥ts st❛rt✐♥❣ ❛t x ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t φ̃M (x)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ σM (x) ✐s

✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ [0,M ]✱ ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts φ̃i(x), 0 ≤ i ≤M

❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ t❤❡ ♠✐❞s❡❣♠❡♥ts ❥♦✐♥✐♥❣ φ̃i(x) t♦ φ̃i+1(x)✳ ❆♥② ♣❛t❤ σ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠ ✐s ❛
❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t σ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣❛t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠✐❞s❡❣♠❡♥ts

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ σ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ X̃ ❤❛s
❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♠✐❞s❡❣♠❡♥t✳

❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ σ ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❡rt❡① ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡r N(σ) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ σ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ X̃ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ σ✳
❚❤❡ 1✲s❦❡❧❡t♦♥ N(σ)1 ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❆ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡r ❢♦r ❛ r❡❣✉❧❛r ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ✐s
❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛rr♦✇s✳

❆ s✉❜❣r❛♣❤ Y ♦❢ X̃1 ✐s λ✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐❢ ❡✈❡r② ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ X̃1 st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Y ❧✐❡s
✐♥ Nλ(Y )✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Nr(Y ) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ r✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ Y ✳



❈❯❇❯▲❆❚■◆● ❋❘❊❊✲❇❨✲❈❨❈▲■❈ ●❘❖❯P❙ ✽

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭◗✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡rs✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts λ1 ≥ 1, λ2 ≥ 0

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✉❧❛r ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ σ → X̃✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ N(σ)1 →֒ X̃1 ✐s ❛ (λ1, λ2)✲q✉❛s✐✲

✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ X̃1 ✐s δ✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts λ ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ N(σ)1 ✐s
λ✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t σ ❥♦✐♥ x t♦ φ̃M (x)✱ s♦ t❤❛t σ = mxmφ̃(x) · · ·mφ̃M−1(x)✳ ▲❡t Ri ❜❡ t❤❡ ✷✲❝❡❧❧

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ mφ̃i(x)✳ ❚❤❡♥ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ P ♦❢ N(σ)1 ❥♦✐♥✐♥❣ x t♦ φ̃M (x) ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ P =

Q0t0Q1t1Q2 · · · tM−1QM ✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ti ✐s ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡ ✐♥Ri ❛♥❞ ❡❛❝❤ |Qi| ≤ maxe{|φ(e)|}✳
❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ mi ✐s ❛ ♠✐❞s❡❣♠❡♥t✱ Ri 6= Rj ❢♦r i 6= j✱ ✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q(P )
✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ M ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ✐♥ N(σ)1 ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ q(P ) ✐s

✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❍❡♥❝❡ P ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ X̃1✳ �

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t X̃1 ✐s δ✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② λ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ❝♦♥st❛♥t
♦❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡r✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡r ❢♦r ❛ s✐♥❣✉❧❛r ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ✐s
❛❧s♦ ✉♥✐❢♦r♠❧② q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞✱ ❜② ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤✐s ❢❛❝t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭▲❡✈❡❧✮✳ ▲❡t x ∈ Ṽn ❛♥❞ ❧❡t L ≥ 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ (φ̃L)
−1(x) ✐s

❛ ✜♥✐t❡ s❡t {xi} ✐♥ Ṽn−L✳ ▲❡t σL(xi) ❜❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t xi ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t x✳
❚❤❡ ❧❡✈❡❧ T o

L(x) ✐s t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ∪iσL(xi)✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t x ✐s t❤❡ r♦♦t ♦❢ T o
L(x) ❛♥❞ L ✐s t❤❡

❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❝❛rr✐❡r N(T o
L(x)) ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ X̃ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ T o

L(x)✳ ◆♦t❡ t❤❛t
N(T o

L(x)) = ∪iN(σi)✱ ✇❤❡r❡ σi ✈❛r✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s ✐♥ T o
L(x)✳

◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♠✐❞s❡❣♠❡♥ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✭Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧❡✈❡❧s✮✳ ▲❡t T o
L(x) ❜❡ ❛ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡♥✿

✭✶✮ T o
L(x) ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ tr❡❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡✳

✭✷✮ ■❢ x 6∈ X̃0✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ T o
L(x) × [−1, 1] → X̃ s✉❝❤ t❤❛t

T o
L(x)× {0} ♠❛♣s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② t♦ T o

L(x)✳
✭✸✮ ■❢ L′ ≥ L✱ t❤❡♥ T o

L(x) ⊆ T o
L′(x)✳

Pr♦♦❢✳ T o
L(x) ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❡r♠✐♥❛t❡s

❛t x✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ T o
L(x) ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❍❡♥❝❡ ❛♥② ❝②❝❧❡ ✐♥ T o

L(x) ✐s
❞✐r❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛♣ q : T o

L(x) → R t❤✉s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝②❝❧❡s ✐♥ T o
L(x)✳ ❚❤✐s

❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ss❡rt✐♦♥ (1)✳

▲❡t xi ∈ (φ̃L)
−1(x) ❛♥❞ ❧❡t σi ⊂ T o

L(x) ❜❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ❥♦✐♥✐♥❣ xi t♦ x✳ ❚❤❡♥ σi ✐s

❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ X̃0✱ s✐♥❝❡ T o
L(x) ✐s r❡❣✉❧❛r✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ǫi > 0 s✉❝❤ t❤❛t N(σi) ❝♦♥t❛✐♥s

❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♣② ♦❢ σi× [−ǫi, ǫi] ✇✐t❤ σi×{0} = σi✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Fi✳ ▲❡t ǫ = mini ǫi✳
❋♦r ❡❛❝❤ i✱ ❧❡t F ′

i ⊂ Fi ❜❡ σi × [−ǫ, ǫ] ⊆ σi × [−ǫi, ǫi]✱ ❛♥❞ ❧❡t F = ∪iF
′
i ✳ ❙✐♥❝❡ σi ∩ σj ✐s ❛

❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ❢♦r ❛❧❧ i, j✱ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ F ∼= T o
L(x)× [−ǫ, ǫ]✳ ❙❡❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳

❆ss❡rt✐♦♥ (3) ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t φ̃L′

: X̃ → X̃ ❢❛❝t♦rs ❛s X̃
φ̃L

−→ X̃
φ̃L′

−L

−→ X̃✳ �

❋♦r ❡❛❝❤ L ≥ 1✱ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐♥ X̃L

❛♥❞ X̃•
L✳ ❆ ❧❡✈❡❧ ♦❢ X̃L ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❢♦r♠❡❞ X̃•

L ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❡❛❝❤

❧❡♥❣t❤✲L ❧❡✈❡❧ ✐♥ X̃•
L ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ st❛r ✇❤♦s❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❧❡♥❣t❤✲L ♣❛t❤s✳

❚❤❡ ♠❛♣ ˜̺L : X̃•
L → X̃ s❡♥❞s ❡❛❝❤ ❧❡♥❣t❤✲n ❧❡✈❡❧ ♦❢ X̃L✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s

❝♦♥t❛✐♥s nL ♠✐❞s❡❣♠❡♥ts ♦❢ X̃•
L✱ t♦ ❛ ❧❡♥❣t❤✲nL ❧❡✈❡❧ ✐♥ X̃✳ ❚❤✉s ˜̺L ♠❛♣s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ st❛rs

t♦ r♦♦t❡❞ tr❡❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳
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−→
˜̺L

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ✐♥ X̃ ✐s s❤♦✇♥ ❛t

r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ✐♥ X̃L ❛♣♣❡❛rs ❛t ❧❡❢t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s❡✈❡r❛❧ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ s✐♥❝❡ φ ✐s
♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♦♥ ❡❞❣❡s✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ XL ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧ ❢r♦♠ X̃•
L ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❧❡✈❡❧❀ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♥t❡①t ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ s♣❛❝❡ ♦r t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡rs ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❧❛❝❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹

❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✻✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ R ≥ 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ΘR ≥ 0✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❢ σ ❛♥❞ n✱ s✉❝❤ t❤❛t diam(NR(N(σ)1) ∩NR(Ṽn)) ≤ ΘR ❢♦r ❛❧❧ n ∈ Z✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q(Ṽn) = n✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♦❢ q|N(σ) ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ❤❛s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ♣r❡✐♠❛❣❡ ✐♥ N(σ)1✳ �

✸✳ ■♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s✱ ✇❛❧❧s✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s W → X✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✇♦
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ {di} ♦❢ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ V ✱ ❝❛❧❧❡❞
♣r✐♠❛r② ❜✉sts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r L ≥ 1 ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤
W ❝♦♥s✐sts ♦❢ V −∪idi−∪i(φ

L)−1(di) t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r♦♦t❡❞ tr❡❡s ❝❛❧❧❡❞ t✉♥♥❡❧s✱
❛♥❞ ✐s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ XL✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ W → X ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥✲✶ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G✳

✸✳✶✳ Pr✐♠❛r② ❜✉sts✳ ▲❡t {e1, . . . , ek} ❜❡ ❡❞❣❡s ♦❢ V ⊂ X✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i✱ ❧❡t e′i ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♦❢ ei ✉♥❞❡r t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ V → E ❣✐✈❡♥ ❜② (x, 0) 7→ (x, 12)✳ ❚❤❡ s✉❜s♣❛❝❡s e′i✱ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s
❡❞❣❡s ♦❢ E✱ ❛r❡ ♣r✐♠❛r② ❜✉st❡❞ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ❝❧♦s❡❞ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s d′i ⊂ ■♥t(e′i)✱
✇❤♦s❡ ❞✐st✐♥❝t ❡♥❞♣♦✐♥ts ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② p±i ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ei ✐s ❞❡♥♦t❡❞

di✱ ❛♥❞ ✐ts ❡♥❞♣♦✐♥ts q±i ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ p±i ✳ ▲❡t E♭ = E − ∪ki=1■♥t(d
′
i) ❛♥❞ ❧❡t V ♭ ❞❡♥♦t❡ ✐ts

♣r❡✐♠❛❣❡ ✐♥ V ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ V → E✳ ❚❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ E♭ ✐s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜✉st❡❞
s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ di ✭♦r d

′
i✮ ✐s ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ❀ ■♥t(di) ✭♦r ■♥t(d

′
i)✮ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r✐♠❛r② ❜✉st✳

▲❡t C ❜❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ V ♭ ❛♥❞ ❧❡t C̃ ❜❡ ❛ ❧✐❢t ♦❢ ✐ts ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r t♦ s♦♠❡ Ṽn✳ ❙✐♥❝❡

C →֒ V →֒ X ✐s π1✲✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ C̃ ❡♠❜❡❞s ✐♥ Ṽn✳ ■ts ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♣② C̃ ′ ⊂ Ẽn ✐s ❛ ♣r✐♠❛r② ♥✉❝❧❡✉s✱
❛♥❞ ❧✐❦❡✇✐s❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ E♭ ✐s ❛ ♣r✐♠❛r② ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ X✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶ ✭◗✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ C̃ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧

r❡q✉✐r❡ C̃ t♦ ❜❡ q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐♥ X̃1✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐❢ {ei} ❝♦♥t❛✐♥s

❡♥♦✉❣❤ ❡❞❣❡s t❤❛t E♭ ✐s ❛ ❢♦r❡st✱ t❤❡♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡s C̃ ⊂ X̃1 ❛r❡ ✜♥✐t❡ tr❡❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✳

◗✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ C̃ ♦❝❝✉rs ✉♥❞❡r ♦t❤❡r ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Φ : F →
F ✐s ❛♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ t❤❛t ✐s ❛♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬▼✐t✾✾❪✱ ✐✳❡✳
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φn(e) tr❛✈❡rs❡s f ❢♦r ❛❧❧ ❡❞❣❡s e, f ❛♥❞ ❛❧❧ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ n✳ ❚❤❡♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ {ei} ❝♦♥t❛✐♥s
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ F ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ▼✐tr❛
✭s❡❡ ❬▼✐t✾✾✱ Pr♦♣✳ ✸✳✹❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ♦❢ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❙❝♦tt ❛♥❞ ❙✇❛r✉♣ ❬❙❙✾✵❪✱ ❡♥s✉r❡s

t❤❛t ❡❛❝❤ C̃ ✐s q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳ ▲❡t Φ : F → F ❜❡ ❛♥ ❛♣❡r✐♦❞✐❝ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡✲r❛♥❦ ❢r❡❡ ❣r♦✉♣ F ✳
■❢ H ≤ F ✐s ❛ ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✐♥✜♥✐t❡✲✐♥❞❡① s✉❜❣r♦✉♣✱ t❤❡♥ H ✐s q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐♥ F ⋊Φ Z✳

✸✳✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t X̃1 ✐s δ✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳ ▲❡t L ≥ 1
❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r ❛♥② s❡t {di} ♦❢ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts✱ t❤❡ s♣❛❝❡s

E♭ ❛♥❞ V ♭ ❡♠❜❡❞ ✐♥ XL ❜② ♠❛♣s ❢❛❝t♦r✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ E →֒ XL ❛♥❞ V →֒ XL r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r
❡❛❝❤ i✱ ❧❡t {dij}j ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ (φL)−1(di)✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i, j✱ ❧❡t d′ij ❜❡

t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♣② ♦❢ dij ✐♥ E✳ ❊❛❝❤ dij ♦r d
′
ij ✐s ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ❜✉st✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜✉sts✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ♦❢ V ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t φk(e) 6= e ❢♦r ❛❧❧ k > 0✳ ❚❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✹ ❜❡❧♦✇ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬❇❍✾✷❪✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❲❡ s❛② x ∈ V ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐❢ φn(x) = x ❢♦r s♦♠❡ n ≥ 1✳ ❆ ♣♦✐♥t x ∈ V ❤❛s
♣❡r✐♦❞ m ✐❢ φm(x) = x ❛♥❞ φk(x) 6= x ❢♦r 0 < k < m✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡❢❡r t♦ x ❛s ❜❡✐♥❣ m✲♣❡r✐♦❞✐❝✳

❆ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ σ → X̃ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐❢ ✐t ✐s ❛ s✉❜♣❛t❤ ♦❢ ❛ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ✇❤♦s❡

st❛❜✐❧✐③❡r ✐♥ G ✐s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❤♦❧❞s ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ X̃1 ∩ σ ♣r♦❥❡❝ts
t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ V ✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ φ : V → V ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ❡❞❣❡s e, f ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts n ≥ 0 s✉❝❤
t❤❛t φn(e) tr❛✈❡rs❡s f ✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳ ▲❡t F ⋊Φ Z ❜❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳ ❚❤❡♥ Φ : F → F ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❛♣
φ : V → V ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ V ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦ ❡❞❣❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛
♣♦✐♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ Φ ❤❛s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ tr❛✐♥ tr❛❝❦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✱ t❤❡♥ φ : V → V ❝❛♥ ❜❡
❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ φ : V → V ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❥✉st ❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ s✉❜tr❡❡s
♦❢ V ✳ ▲❡t U ⊂ V ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ ❡❞❣❡s e s✉❝❤ t❤❛t |φk(e)| ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❛s k → ∞✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t φ(U) ⊆ U ✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ U ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡
♦t❤❡r✇✐s❡ ❡✐t❤❡r φ ✐s ♥♦t π1✲✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♦r X ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ t♦r✉s✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣
❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐t②✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦❧❧❛♣s❡ t❤❡ φ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r❡st U ❛s ✐♥ ❬❇❍✾✷✱ P❛❣❡ ✼❪✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
❛ ❣r❛♣❤ V ❛♥❞ ❛ ♠❛♣ φ̄ : V → V r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ Φ ✭❜② r❡♣❛r❛♠❡tr✐③✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ φ̄ t♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛t❤✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r U ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♥♦
❡❞❣❡s ✭s♦ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✇❡r❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ♠❛♣ t♦ ♣♦✐♥ts✮✱ ♦r V ❤❛s str✐❝t❧② ❢❡✇❡r ❡❞❣❡s
t❤❛♥ V ✳ ❲❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t✐♠❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ V ❛♥❞ ❛ ♠❛♣
φ̄ : V → V s✉❝❤ t❤❛t ❡❞❣❡s ♠❛♣ t♦ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳

❚❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ U ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ē ❜❡ ❛♥
❡❞❣❡ ♦❢ V = V/U t❤❛t ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ e ♦❢ V ✳ ▲❡t n > 0✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♦❢ φ̄n t♦ ē✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ φ̄n(ē) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ♣❛t❤ φn(e) ❜② ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡
t❤❛t ♠❛♣s t♦ U ✳ ▲❡t ū, v̄ ❜❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❞❣❡s ♦❢ φ̄n(ē) t❤❛t ❢♦❧❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜♣❛t❤
u−1fv ⊂ φn(e)✱ ✇❤❡r❡ u 7→ ū, v 7→ v̄ ❛♥❞ f ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ U ✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t f ✐s ❛
❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤ s✐♥❝❡ u, v ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t U ✐s ❛ ❢♦r❡st✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r❡sts✳ ■♥❞❡❡❞✱
❧❡t ē, f̄ ❜❡ ❡❞❣❡s ♦❢ V t❤❛t ❛r❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❞❣❡s e, f ♦❢ V ✳ ❚❤❡♥ ❜② ✐rr❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ φ✱ t❤❡r❡
❡①✐sts m > 0 s✉❝❤ t❤❛t φm(e) ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ f ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ φ̄m(ē) ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ f̄ ✳ �
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❆ ♣♦✐♥t y ∈ V ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐❢ φk(y) ∈ V 0 ❢♦r s♦♠❡ k✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳ ▲❡t L ∈ N✳ ▲❡t {ei}
k
i=1 ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ V ✱ ❧❡t xi ∈ ■♥t(ei) ❢♦r

❡❛❝❤ i✱ ❛♥❞ ❧❡t ǫ > 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ {di}
k
i=1 ♦❢ ❝❧♦s❡❞ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s ✭♣r✐♠❛r②

❜✉sts✮✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ di ⊂ ■♥t(ei)✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✶✮ ∪idi ✐s ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❜✉sts ∪ijdij✳
✭✷✮ ∪jdij ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ǫ✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ (φL)−1(xi) ❢♦r ❡❛❝❤ i✳
✭✸✮ ❚❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts p±i ♦❢ di ❛r❡ ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r✳

✭✹✮ ■❢ xi ✐s ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ φL(xi) 6= xi t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ di s✉❝❤ t❤❛t xi ✐s ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t
♦❢ di✱ ✐✳❡✳ xi ∈ {p

±
i }✳

✭✺✮ φL r❡str✐❝ts t♦ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥ di✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i✳
✭✻✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t φL(xi) 6= φL(xj) ❢♦r ❛❧❧ i 6= j✳ ❚❤❡♥ φL(di) ∩ φL(dj) = ∅✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡t S ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♣♦✐♥ts s ∈ ei s✉❝❤ t❤❛t
φL(s) = s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t b ♦❢ ei∩(φ

L)−1(ei) ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s
♦❢ ei✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② t♦ ei✳ ❙✐♥❝❡ ei ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ ❇r♦✉✇❡r✬s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❝❤ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t s ✇✐t❤ φL(s) = s✳ ❆s t❤❡r❡
❛r❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s✉❝❤ b✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t S ✐s ✜♥✐t❡✳

▲❡t zi ∈ ■♥t(ei) − S✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ hi ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ zi s✉❝❤ t❤❛t
hi ∩ (φ

L)−1(hi) = ∅✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ hi ∩ (φ
L)−1(hi) 6= ∅ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ zi t❤❡♥

t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ zi ✇❤♦s❡ φL✲✐♠❛❣❡s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ zi✱
❛♥❞ s♦ zi ∈ S✳ Pr♦♣❡rt② ✭✶✮ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥❡✈❡r di ⊂ hi✳

❇② ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ φL✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts δ > 0 s✉❝❤ t❤❛t Nδ((φ
L)−1(xi)) ⊂ (φL)−1(Nǫ(xi))✳ Pr♦♣✲

❡rt② ✭✷✮ ❤♦❧❞s ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ zi ∈ Nδ((φ
L)−1(xi)) ❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ di ❜❡ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢

hi ∩ Cl
(
Nδ((φ

L)−1(xi))
)
✳ ❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦✉♥t❛❜❧② ♠❛♥② s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✱ Pr♦♣❡rt② ✭✸✮ ❤♦❧❞s

s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ hi ✐s s✐♥❣✉❧❛r✳ Pr♦♣❡rt② ✭✹✮ ❤♦❧❞s ❜② ❧❡tt✐♥❣
zi = xi✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ hi ❛❜♦✈❡ s♦ t❤❛t ✐t ❤❛s xi ❛s ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✺✮✱ ♥♦t❡ t❤❛t ei ❤❛s ❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ (φL)−1(V 0)✳
■❢ di ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦s❡❞ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤✐s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ t❤❡♥ φL r❡str✐❝ts t♦ ❛♥
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥ di✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ di s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✭✜①✐♥❣ xi✮✳

❲❡ ♣r♦✈❡ ✭✻✮ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ |{ei}|✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ k = 0✱ ✐s ✈❛❝✉♦✉s✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t d1, . . . , dk−1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ s❛t✐s❢② ✭✶✮✲✭✻✮✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ di s❛t✐s❢②✐♥❣ xk 6∈ φL(di)
❢♦r 1 ≤ i < k✳ ❈❤♦♦s❡ dk ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✶✮✲✭✺✮ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②
φL(di), 1 ≤ i < k✳ �

❈❧❡❛r❧② di∩di′ = ∅ ❢♦r i 6= i′✱ s✐♥❝❡ di, di′ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞✐st✐♥❝t ♦♣❡♥ ❡❞❣❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②
dij ∩ di′j′ = ∅ ✉♥❧❡ss i = i′ ❛♥❞ j = j′✳

❚❤❡ s✉❜s♣❛❝❡N ♦❢ E♭ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r V
∼
→ E ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡♥ s❡❝♦♥❞❛r②

❜✉st ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t N ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i, j✱ ❧❡t q±ij ❜❡ t❤❡

❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ dij ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣ t♦ q±i ∈ V ✱ ❛♥❞ ❧❡t p±ij ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ d′ij ⊂ E✳
❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳

❋♦r ❡❛❝❤ i✱ ❧❡t Ť o±
i ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ XL ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ T o

L(q̃
±
i ) ⊂ X̃L✱ ✇❤❡r❡ q̃

±
i ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②

❧✐❢t ♦❢ q±i ∈ di✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Ť o±
i ✐s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ st❛r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L r♦♦t❡❞ ❛t q±i ✇✐t❤ ❧❡❛✈❡s

❛t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s q±ij ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✮✳ ▲❡t S±
i ❜❡ ❛ s❡❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✷✲❝❡❧❧ Rei ♦❢ XL t❤❛t ❥♦✐♥s

q±i t♦ p∓i ∈ E✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t S+
i ❥♦✐♥s p+i t♦ q−i ❛♥❞ S−

i ❥♦✐♥s p−i t♦ q+i ✳✮ ❚❤❡ ❛r❝s S±
i ❛r❡

s❧♦♣❡s✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧✲♣❛rt T o±
i ✐s t❤❡ r♦♦t❡❞ s✉❜tr❡❡ ♦❢ Ť o±

i ✇✐t❤ ❧❡❛✈❡s ❛t p±ij ✳ ❚❤❡ s✉❜s♣❛❝❡

T±
i = T o±

i ∪ S±
i ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲♣❛rt T±

i ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t
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EV V

q−i

q+i

p+i

p−i
−→
→
−→
→

p+ij
p−ij

p+ij′
p−ij′

❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✇❛❧❧ ✐♥ XL✳

q±i ✐s ❛ t✉♥♥❡❧✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ Ŵ • ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts {di} ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤

L ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ ❡❛❝❤ t✉♥♥❡❧ T±
i t♦ N ❛❧♦♥❣ {p±ij} ∪ {p

∓
i }✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

N →֒ XL ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s T±
i →֒ XL ✐♥❞✉❝❡ ❛ ✭♥♦♥✲❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧✮ ✐♠♠❡rs✐♦♥ Ŵ • → XL✳

◆♦t❡ t❤❛t T±
i ∩ T±

j = ∅ ✇❤❡♥ i 6= j s✐♥❝❡ di ∩ dj = ∅✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ i✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧s

T+
i ❛♥❞ T−

i ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t S+
i ∩ S−

i ✳ ❈♦♠♣♦s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣ XL → X ❣✐✈❡s

❛♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ Ŵ • → X✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ Ŵ • × [−1, 1] → X ✇✐t❤

Ŵ • ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ Ŵ • × {0}✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♠❛♣ T±
i × [−1, 1] → X ❡❛r❧✐❡r✱ ❛♥❞

N × [−1, 1] → X ✐s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s✐♥❝❡ N ⊂ E✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ S±
i ❧✐❡s ✐♥ ❛ ✷✲❝❡❧❧✳ ❆♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②

❝❤♦s❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s T+
i ×[−1, 1], T

−
i ×[−1, 1]✱ ❛♥❞ S+

i ×[−1, 1], S
−
i ×[−1, 1]✱ ❛♥❞ N×[−1, 1]

❝❛♥ ❜❡ ❣❧✉❡❞ t♦ ❢♦r♠ Ŵ • × [−1, 1]→ XL✳ ❚❤❡s❡ ❣❧✉✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❛ ✏♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦r✑ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ [−1, 1] ❜✉♥❞❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛♣

Ŵ • → X ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ W • → X✱ ✇❤❡r❡ W • ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ŵ • ❜② ❢♦❧❞✐♥❣

t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛♣ ̺L : XL → X ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡s Ŵ • ❛♥❞ W •

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳

̺L
−→

❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ̺L : Ŵ • →W •✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞
t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t✇♦ st❛rr❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❞♦tt❡❞ ♣♦✐♥ts❀ t❤❡s❡ ❛r❡
t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ V ✇❤❡r❡ t❤❡ s❧♦♣❡s✱ s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐❝t✉r❡✱ ✐♥t❡rs❡❝t
t❤❡ ❧❡✈❡❧s✱ s❤♦✇♥ ❛t r✐❣❤t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❆ ❝♦♠♣♦♥❡♥t W ♦❢ W • ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧✳

✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ W ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ✇❛❧❧ W ✐♥ X̃✳ ❚❤❡ ♠❛♣ W → X ❧✐❢ts t♦ ❛ ♠❛♣

W̃ → X̃ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C ♦❢ N✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r C̃ ♦❢ C ❧✐❢ts t♦

W̃ ✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ W̃ → X̃ t♦ ❡❛❝❤ s✉❝❤ C̃ ✐s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ t✉♥♥❡❧

❧✐❢ts t♦ W̃ ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ W̃ → X̃ r❡str✐❝ts t♦ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ t✉♥♥❡❧ Ti ⊂ W̃ ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

W t♦ ❜❡ im(W̃ → X̃)✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✿

❘❡♠❛r❦ ✸✳✼✳ ▲❡t HW = StabG(W )✳ ❲❤❡♥ W ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ W ✱ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ [−1, 1]✲

❜✉♥❞❧❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ X̃ −W ✱ ❡❛❝❤ ♦❢
✇❤✐❝❤ ✐s HW ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳
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❘❡♠❛r❦ ✸✳✽ ✭❋✉t✉r❡ s❤❛♣❡ ♦❢ W ✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ W ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❞✐st✐♥❝t t✉♥♥❡❧s ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t✉♥♥❡❧s T±

i ❛♥❞ T±
j ✐♥W ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✇❤❡♥ i 6= j✱

s✐♥❝❡ t❤❡② ♠❛♣ t♦ ❞✐s❥♦✐♥t t✉♥♥❡❧s ✐♥ im(W → X)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r
❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t✉♥♥❡❧s T, T ′ ⊂ W ✱ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ T+

i , T−
i r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✇❤❡♥ L

✐s ❧❛r❣❡✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ W ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ tr❡❡ ♦❢ s♣❛❝❡s✱ ✇❤♦s❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✷✲❝♦❧♦r✐♥❣ ✭❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦❧♦rs ✏❜❧❛❝❦✑ ❛♥❞ ✏✇❤✐t❡✮✳ ❇❧❛❝❦
✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s❧♦♣❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❤✐t❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✉❜s♣❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡rs ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❧✐❢ts ♦❢ ❧❡✈❡❧✲♣❛rts✳ ◆♦t❡ t❤❛t W ♠❛② st✐❧❧

❢❛✐❧ t♦ ❜❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✕ ✐✳❡✳ W̃ ♠❛② st✐❧❧ ❢❛✐❧ t♦ ❡♠❜❡❞ ✕ s✐♥❝❡ s✉❜s♣❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ ❣r❡❡♥ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ■❢ W ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ Ẽn✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐

❧✐❡ ✐♥ Ẽn+kL, k ∈ Z✱ ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ ♥✉❝❧❡✐ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡rt❡① s♣❛❝❡ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

s♣❛❝❡ Ẽn+kL✳ ❆ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ W ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s ❛ ♣❛rt ♦❢ W

✐♥s✐❞❡ X̃✳

0 1/2 L L+ 1/2 2L

yq

❧❡✈❡❧

s❧♦♣❡

♥✉❝❧❡✉s

♥✉❝❧❡✉s

♥✉❝❧❡✉s

❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❆ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ♣❛rt ♦❢ ❛ ✇❛❧❧ ✐♥ X̃ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✳ P♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✜❜❡r ♦❢ q ❛r❡ ❞❡❝♦r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r q✕✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ♥✉❝❧❡✐ ❛t ❧❡❢t✱
❛♥❞ t❤❡ ❛rr♦✇❡❞ ❧❡✈❡❧s✱ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❦♥♦❝❦♦✉t✳ ❚❤✐s ❦♥♦❝❦♦✉t ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ❛t r✐❣❤t✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳ P❛rt ♦❢ ❛ ✇❛❧❧ W̃ → X̃✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲❛rr♦✇❡❞ s❡❣♠❡♥ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛
♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❛rr♦✇❡❞ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ t✉♥♥❡❧s✳



❈❯❇❯▲❆❚■◆● ❋❘❊❊✲❇❨✲❈❨❈▲■❈ ●❘❖❯P❙ ✶✹

✸✳✹✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❡t N(W ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ ✷✲❝❡❧❧s ♦❢ X̃ t❤❛t ✐♥t❡r✲

s❡❝t W ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t N(W )1 ✐s q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐♥ X̃1 ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛❜❧②
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ❝♦♥st❛♥t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♣❛rt❧② ❜❡❝❛✉s❡
❞✐st✐♥❝t ❧❡✈❡❧s ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡r② ❝❧♦s❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❜✉sts ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❧♦♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s
t❤❛t ❝❧♦s❡❧② ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

W ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ✐t ❧✐❢ts t♦ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✇❛❧❧ ✐♥ X̃•
L✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t W → X ❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L

❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ❜✉st❡❞ ❡❞❣❡s {ei}✳ ▲❡t W ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❧✐❢t W̃ → X̃ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r

♦❢ W t♦ X̃✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣ A : W → X̃ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t C̃ ⊂ W ✐s t❤❡

✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ W ✳ ▲❡t n ∈ Z ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t C̃ ⊂ Ẽn✱ ❛♥❞ ❧❡t

C̃ ′ ⊂ Ṽn ❜❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♣② ♦❢ C̃✳ ❋♦r ❡❛❝❤ c ∈ C̃✱ ❧❡t c′ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢

C̃ ′✳ ❚❤❡♥ A : C̃ → X̃ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② A(c) = φ̃L(c′)✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✲♣❛rt T o ♦❢ W ✱ ❧❡t q ❜❡ t❤❡
r♦♦t ♦❢ T o✳ ❚❤❡♥ A(t) = q ❢♦r ❡❛❝❤ t ∈ To✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t S ⊂ W ❜❡ ❛ s❧♦♣❡✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t q

❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣♦✐♥t p ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥t C̃✳ ❚❤❡♥ p ✐s ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st

di ⊂ Ẽn✳ ❚❤❡ ♠❛♣ A s❡♥❞s t❤❡ s❧♦♣❡ S ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ♣❛t❤ d′iP ✱ ✇❤❡r❡ d′i ✐s t❤❡

♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♣② ♦❢ di ✐♥ Ṽn t❤❛t ❥♦✐♥s q t♦ p′ ❛♥❞ P ✐s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ❥♦✐♥✐♥❣ p′ t♦ φ̃L(p′)✳ ❙❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✵✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A(W ) ♦❢ W ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ W ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛♣ A✳ ◆♦t❡ t❤❛t A(W )

✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤✲L ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ ṼnL ❢♦r ❡❛❝❤ n ∈ Z✳ ▲❡t

N(A(W ))1 ❜❡ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ X̃ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ A(W )✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ P❛rt ♦❢ ❛ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇❡❞ ♣❛t❤s ❛r❡ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡♠✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✵✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❧♦♣❡s ❡♥s✉r❡s t❤❛tA(W ) ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ♣r✐♠❛r②
❜✉st❡❞ ❡❞❣❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ W ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t W
✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ✇❛❧❧✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✶✳ ■❢ C̃1, C̃2 ❛r❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ W ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛ ❧❡✈❡❧✲♣❛rt ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧ ♦❢ W ✱ t❤❡♥

A(C̃1) ∩A(C̃2) 6= ∅✳ ❋♦r ❡❛❝❤ n ∈ Z✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ A(W ) ∩ Ṽn ✐s ❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆

❦♥♦❝❦♦✉t K̃ ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ W t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t

♦❢ ❛ s❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❦♥♦❝❦♦✉t K̃ ✐s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ n ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ W ∩ Ẽn−L t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ ❧❡✈❡❧✲♣❛rts tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ Ẽn−L t♦ Ṽn✳ ❚❤❡ ❦♥♦❝❦♦✉t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✐s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ L✳

❚♦ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✲n ❦♥♦❝❦♦✉t K̃✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ A(W ) ∩ Ṽn✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡

♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ A(K̃) ⊂ Ṽn ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ ✭❝❧♦s❡❞✮ ♣r✐♠❛r② ❜✉st

✐♥t❡r✈❛❧s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t A(K̃)✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✷✳ ■❢ S1, S2 ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t s❧♦♣❡s✱ r♦♦t❡❞ ❛t ♣r✐♠❛r② ❜✉sts d1, d2✱ t❤❡♥ A(S1) ∩
A(S2) = ∅ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✭✺✮✲✭✻✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❚✇♦ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❡✈❡❧✲♣❛rt ❤❛✈❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ❛✈♦✐❞s ♣r✐♠❛r② ❜✉sts✳

✸✳✺✳ ❍②♣♦t❤❡s❡s ♦♥ A(W ) ❡♥❛❜❧✐♥❣ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t②✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣✱

❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts δ ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t X̃1 ✐s δ✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ N(A(W ))1 →֒ X̃
✐s q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ L✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸ ✭❇✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✮✳ W ✐s ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts µ′
1, µ

′
2

s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ X̃ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ♦❢ V −∪i■♥t(di) ✐s (µ
′
1, µ

′
2)✲q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧②

❡♠❜❡❞❞❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s ♥♦t❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✱ W ✐s ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐❢ V ♭ ✐s ❛ ❢♦r❡st ♦r
✐❢ Φ ✐s ❛♥ ❛♣❡r✐♦❞✐❝ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❜✉st✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✹ ✭◗✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ♥✉❝❧❡✐✮✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ W ✐s ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✿

✭✶✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥✉❝❧❡✉s C̃ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♣❡♥ ♣r✐♠❛r② ❜✉st d̃✱ ✇❡ ❤❛✈❡ A(C̃) ∩ d̃ = ∅✳

✭✷✮ ▲❡t K̃ ❜❡ ❛ ❦♥♦❝❦♦✉t✳ ❚❤❡♥ A(K̃) ∩ d̃ = ∅ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡♥ ♣r✐♠❛r② ❜✉st d̃✳
✭✸✮ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐st µ1 ≥ 1, µ2 ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ n ∈ Z ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t K ♦❢

Ṽn∩A(W )✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ K→ X̃1 ✐s ❛ (µ1, µ2)✲q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
µ1 ❛♥❞ µ2 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ {di} ❛♥❞ L✳

Pr♦♦❢✳

✭✶✮ C̃ ❤❛s ❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❡♥ s❡❝♦♥❞❛r② ❜✉sts ✐♥ Ṽn✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠❛♣s

t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❡♥ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts ✐♥ Ṽn+L✳
✭✷✮ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ (1) ❜❡❝❛✉s❡ ❧❡✈❡❧✲♣❛rts ♠❛♣ t♦ ♣♦✐♥ts✳
✭✸✮ ❙✐♥❝❡ W ✐s ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✱ st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t K ✐s ❛ s✉❜tr❡❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐✲

❢♦r♠ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ Ṽn ♦❢ s♦♠❡ A(K̃)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡
✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ s❡ts ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❜✉st❡❞ ❡❞❣❡s✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts µ1, µ2 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦✲
s❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ L ❛♥❞ {di}✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ {ei}✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ s❡t {ei} ♦❢
❡❞❣❡s ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♣❛✐r ♦❢ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr②
❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ ✇❡ t❛❦❡ µ1, µ2 t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❝❤ ❝♦♥st❛♥ts✳ �

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✹ ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✷✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡rs✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥
t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ❝♦❛rs❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛rr✐❡rs ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♦❢ s❧♦♣❡s✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ N(A(W ))1 r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ✭▲❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt②✮✳ ❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s {Wi → X} ❤❛s
t❤❡ ❧❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts B ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ ❛❧❧ ❞✐st✐♥❝t t✉♥♥❡❧s
T1, T2 ⊂W i ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥✉❝❧❡✉s✱

diam (N3δ+2λ(N(A(T1))) ∩N3δ+2λ(N(A(T2)))) ≤ B,



❈❯❇❯▲❆❚■◆● ❋❘❊❊✲❇❨✲❈❨❈▲■❈ ●❘❖❯P❙ ✶✻

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✻✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt② ✐s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ L ✐s
❧❛r❣❡ ❛♥❞ W ✐s ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✱ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ βαβ′ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝s✱ ✇❤❡r❡
β, β′ ❛r❡ ❣❡♦❞❡s✐❝s ♦❢ ❝❛rr✐❡rs ♦❢ s❧♦♣❡✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ α ✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ A(W )✳

■❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ β, β′ ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✐♠❛❣❡s ✐♥ R✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✻ ❡♥s✉r❡s t❤❛t βαβ′ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠
q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ β, β′ ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦r ❜♦t❤
♦✉t❣♦✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ A(W ) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ α✳ ❆ t❤✐♥ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❛r❣✉✲
♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s t❤❛t β, β′ ❤❛✈❡ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦❛rs❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t βαβ′ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝
✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸ ❜❡❧♦✇✮✳

✹✳ ◗✉❛s✐❝♦♥✈❡① ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥✲✶ s✉❜❣r♦✉♣s ❢r♦♠ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t N(A(W ))1 ✐s q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ❛♥❞ W ✐s

❛ ✇❛❧❧ ✐♥ X̃✱ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t X̃1 ✐s δ✕❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳

✹✳✶✳ ❯♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t②✳ ❆ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ {W → X} ♦❢ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜✉st✲

q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts µ1, µ2 s✉❝❤ t❤❛t A(K̃) →֒ X̃1 ✐s ❛ (µ1, µ2)✲q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ W ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❦♥♦❝❦♦✉t K̃ ♦❢ W ✳ ❚❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ▲❡t W = {W → X} ❜❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡① s❡t ♦❢ ✐♠♠❡rs❡❞
✇❛❧❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❞❞❡r✲♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts L0, κ1, κ2 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ W ∈ W

✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st L0✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ N(A(W ))1 →֒ X̃1 ✐s ❛ (κ1, κ2)✲q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝
❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ κ1 = 4λ1µ1 ❛♥❞ κ2 = µ2

2 + 2L0(1 + 1
4λ1µ1

)✳ ❍❡r❡ µ1, µ2 ❛r❡ t❤❡

q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ ✉♥✐❢♦r♠ ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t②✱ ❛♥❞ λ1 ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉❛s✐✲
✐s♦♠❡tr② ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✶✲s❦❡❧❡t❛ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡rs✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ L ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts✳ ❲❡ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✉♥t✐❧
❛❢t❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r② ❧❡♠♠❛s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ▲❡t Z ❜❡ δ✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ ❛♥❞ ❧❡t P = α0β1α1 · · ·βkαk ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ Z ✇✐t❤ ❛❧❧ αi

❛♥❞ βi ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts B ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i✱ ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ❤❛s
❞✐❛♠❡t❡r ≤ B✿

N3δ(βi) ∩ βi+1, N3δ(βi) ∩ αi, N3δ(βi) ∩ αi−1.

❚❤❡♥ ✐❢ |βi| ≥ 12(B + δ) ❢♦r ❡❛❝❤ i✱ t❤❡♥ ‖P‖ ≥ 1
2

(∑k
i=0 |αi|+

∑k
i=1 |βi|

)
✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❲❡ r❡❢❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ ❬❍❲✶✷✱ ❚❤♠ ✷✳✸❪✳ �

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦♠♦t❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷ t♦ ❛ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳ ▲❡t Z ❜❡ δ✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❧❡t P = α0β1α1 · · ·βkαk ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ Z s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤
βi ✐s ❛ (λ1, λ2)✲q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥❞ ❡❛❝❤ αi ✐s ❛ (µ1, µ2)✲q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤
R ≥ 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts BR ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i✱ ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r ≤ BR✿

N3δ+R(βi) ∩ βi+1, N3δ+R(βi) ∩ αi, N3δ+R(βi) ∩ αi−1.

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts L0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ |βi| ≥ L0 ❢♦r ❡❛❝❤ i✱ t❤❡♥ ‖P‖ ≥ 1
4λ1µ1

|P | − µ2

2 ✳
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Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i✱ ❧❡t ᾱi ❬r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ β̄i❪ ❜❡ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ❛s αi ❬r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ βi❪✱ ❛♥❞ ❧❡t P = ᾱ0β̄1ᾱ1 · · · β̄kᾱk ❜❡ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❣❡♦❞❡s✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ❛s
P ✳ ❙✐♥❝❡ Z ✐s δ✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts µ = µ(µ1, µ2, δ) s✉❝❤ t❤❛t αi ❛♥❞ ᾱi ❧✐❡ ❛t ❍❛✉s❞♦r✛
❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st µ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts λ = λ(λ1, λ2, δ) s✉❝❤ t❤❛t β̄i ❛♥❞ βi ❧✐❡ ❛t ❍❛✉s❞♦r✛
❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st λ✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ R1 ≤ R2✱ t❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ BR1 ≤ BR2 ✳ ❇② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ N3δ+2λ(βi) ∩ βi+1

❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r ≤ B2λ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ β̄′ ⊂ β̄i ✐s ❛ s✉❜♣❛t❤ t❤❛t 3δ✲❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧s ✇✐t❤ ❛ s✉❜♣❛t❤
ᾱ′ ♦❢ ᾱi ♦r ᾱi−1✱ t❤❡♥ β′ ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ 3δ+ µ+ λ ✇✐t❤ ❛ s✉❜♣❛t❤ α′′ ♦❢ αi ♦r αi−1✱
✇❤❡♥❝❡ |β′| ≤ Bµ+λ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ▲❡tt✐♥❣ L0 ≥ 12(δ + Bµ+2λ) ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷

s❤♦✇s t❤❛t P ✐s ❛ (12 , 0)✲q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✶✮ ‖P‖ =
∥∥P

∥∥ ≥ 1

2

∣∣P
∣∣ .

❙✐♥❝❡ µ1, λ1 ≥ 1✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞ |P | ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∣∣P
∣∣ =

k∑

i=1

|β̄i|+
k∑

i=0

|ᾱi| ≥
k∑

i=1

(λ−1
1 |βi| − λ2) +

k∑

i=0

(µ−1
1 |αi| − µ2)

=

[
λ−1
1

k∑

i=1

(|βi| − λ1(λ2 + µ2)) + µ−1
1

k∑

i=0

|αi|

]
− µ2

≥ (λ1µ1)
−1

[
k∑

i=1

(|βi| − λ1(λ2 + µ2)) +
k∑

i=0

|αi|

]
− µ2.

■❢ L0 ≥ 2λ1(λ2 + µ2) + 1✱ t❤❡♥✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t |βi| ≥ L ≥ L0✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∣∣P
∣∣ ≥ 1

2λ1µ1

[
k∑

i=1

|βi|+
k∑

i=0

|αi|

]
− µ2.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ②✐❡❧❞s ‖P‖ ≥ 1
4λ1µ1

|P | − µ2

2 ✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❋♦r ❛ ♣❛t❤ P ✐♥ X̃1✱ ❛s ✉s✉❛❧ ‖P‖ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ X̃1 ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ P ✳ ■❢ P ✐s ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ N(A(W ))1✱ t❤❡♥ ✐ts ❡❞❣❡✲❧❡♥❣t❤ |P | ❡q✉❛❧s
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ N(A(W ))1 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ P ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ L ≥ L0✱
t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts κ1, κ2 s✉❝❤ t❤❛t ‖P‖ ≥ κ−1

1 |P | − κ2✳

❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝s✿ ▲❡t P ′ ❜❡ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ N(A(W ))1✳ ❙✉♣♣♦s❡ P ′

❛❧t❡r♥❛t❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t P ′ = α0β1α1 · · ·βkαk✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ αi ✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♣❛t❤✱
❛♥❞ ❡❛❝❤ βi ✐s ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤✲L ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡r ✭❛♥❞ t❤✉s ❛ (λ1, λ2)✲
q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✮✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t α0 ♦r αk ❤❛s ❧❡♥❣t❤ ✵✳

❊❛❝❤ αi ✐s ❛ (µ1, µ2)✲q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ ❜② ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❦♥♦❝❦♦✉t✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡
q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞✳ ❙✐♥❝❡ W ❤❛s t❤❡ ❧❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt②✱ diam(N3δ+2λ(βi) ∩
N3δ+2λ(βi+1)) ≤ B✳ ▲❡t B0 = max(B,Θ3δ+2λ)✱ ✇❤❡r❡ Θ3δ+2λ ✐s ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✻✳ ❆♣♣❧②✐♥❣
▲❡♠♠❛ ✹✳✸ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♥st❛♥t L0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ L ≥ L0✱ t❤❡♥ ‖P

′‖ ≥ 1
4λ1µ1

|P ′| − µ2

2 ✳

A(W ) q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞s✿ ▲❡t P ❜❡ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ N(A(W ))1✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
P = β′

0P
′β′

k+1 ✇❤❡r❡ P ′ ✐s ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ β′
0, β

′
k+1 ❛r❡ ✭♣♦ss✐❜❧② tr✐✈✐❛❧✮ ♣❛t❤s ✐♥ ❢♦r✇❛r❞

❧❛❞❞❡rs✳ ■❢ |β′
0|, |β

′
k+1| ≥ L0✱ t❤❡♥ ‖P‖ ≥

1
4λ1µ1

|P | − µ2

2 ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳ ■❢ |β′
0|, |β

′
k+1| ≤ L0✱
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t❤❡♥ s✐♥❝❡ P ′ ✐s ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣✱

‖P‖ ≥
1

4λ1µ1
|P ′| −

µ2

2
− 2L0 ≥

1

4λ1µ1
|P | −

µ2

2
− 2L0(1 +

1

4λ1µ1
).

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ P = β′
0P

′′✱ ✇❤❡r❡ |β′
0| ≤ L0 ❛♥❞ P ′′ s❛t✐s✜❡s

‖P ′′‖ ≥ 1
4λ1µ1

|P ′′| − µ2

2 ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤✉s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ κ1 = 4λ1µ1 ❛♥❞

κ2 =
µ2

2 + 2L0(1 +
1

4λ1µ1
)✳ �

✹✳✷✳ W ✐s ❛ ✇❛❧❧ ✇❤❡♥ t✉♥♥❡❧s ❛r❡ ❧♦♥❣✳ ❆ s✉❜s♣❛❝❡ Y ⊂ X̃ ✐s ❛ ✇❛❧❧ ✐❢ X̃ − Y ❤❛s
❡①❛❝t❧② t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② Stab(Y )✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✐s str✐❝t❡r t❤❛♥ ✉s✉❛❧✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❛❜♦✉t ✇❛❧❧s♣❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱
❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ s❡❡ ❬❍❲❪✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s ♥♦✇ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ W → X ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧
✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ t✉♥♥❡❧s✱ t❤❡♥ W ✐s ❛ ✇❛❧❧✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ▲❡t W s❛t✐s❢② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts L1 ≥ L0 s✉❝❤
t❤❛t A(W ) ✐s ❛ tr❡❡ ❢♦r ❡❛❝❤ W ∈W ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L ≥ L1✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Q ❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ A(W )✱ ❛♥❞ ❧❡t Q′ ❜❡ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ N(A(W ))1 ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ❛s Q✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ‖Q′‖ ≥ κ−1

1 |Q| − κ2✳ ❍❡♥❝❡ ✐❢ |Q
′| ≥ L1 =

max(L0, κ1κ2 + κ1)✱ t❤❡♥ Q ✐s ♥♦t ❝❧♦s❡❞✳ ❆♥② ✐♠♠❡rs❡❞ ♣❛t❤ Q ✐♥ A(W ) ❡✐t❤❡r ❧✐❡s ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ✈❡rt❡① s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ♥♦t ❝❧♦s❡❞✱ ♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s Q′ ❤❛s
❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st L ≥ L1✳ �

❘❡♠❛r❦ ✹✳✺ ✭❚r❡❡ ♦❢ s♣❛❝❡s str✉❝t✉r❡ ♦♥ W ✮✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❥✉st✐✜❡s ♦✉r ❝❧❛✐♠ ✐♥ ❘❡✲
♠❛r❦ ✸✳✽ t❤❛t W ✐s ❛ tr❡❡ ♦❢ s♣❛❝❡s ✇❤❡♥ L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t W ✐s ❜✉st✲
q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❧❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥② ❝②❝❧❡ ✐♥W t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ ❛ ❦♥♦❝❦♦✉t ✇✐❧❧ ♠❛♣ t♦ ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ A(W )✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ▲❡t W → X ❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ W s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s

♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ W ⊂ X̃ ♦❢ W̃ → X̃ ✐s ❛ ✇❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t W ❤❛s t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤
L ≥ L1✱ ✇❤❡r❡ L1 ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ H1(X̃) = 0✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t W ❤❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ W × [−1, 1] ✇✐t❤ W ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ W ×{0}✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ W × [−1, 1]→ X

❧✐❢ts t♦ ❛ ♠❛♣ W̃ × [−1, 1] → X̃✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ W̃ × [−1, 1] → X̃ ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ W × [−1, 1] ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠❛♣ ✐s ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠❛♣ ♦♥t♦ ✐ts ✐♠❛❣❡✳ ❇②
❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ W × [−1, 1] t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❛rr♦✇✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❝♦✉❧❞
❢❛✐❧ ✐s ✇❤❡r❡ ❞✐st✐♥❝t s❧♦♣❡s ♦❢ W ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❚♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t
❞✐st✐♥❝t t✉♥♥❡❧s T0, T1 ♦❢ W ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t T0 6= T1 ❛♥❞ T0 ∩ T1 6= ∅✳ ▲❡t e ❜❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜✉st❡❞ ❡❞❣❡ ❞✉❛❧ t♦ T0 ❛♥❞
T1✳ ❙✐♥❝❡ T0, T1 ⊂W ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ P →W t❤❛t st❛rts ♦♥ T0✱ ❡♥❞s ♦♥ T1✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s

❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ T0 ❛♥❞ T1✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t P̃ → W̃ ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ❥♦✐♥✐♥❣ ❧✐❢ts ♦❢ T̃0, T̃1

❛♥❞ ❧❡t P ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ P̃ ✐♥ W ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P̃ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t ✐t ✐s ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ ✐♥t❡r✈❡♥✐♥❣ ❧✐❢ts ♦❢ T0, T1✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ P̃ ❡♥s✉r❡s t❤❛t P ❤❛s t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ✇❤❡r❡ P st❛rts ❛♥❞ ❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ T0, T1✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐s ✇❤❡r❡ P st❛rts ❛♥❞ ❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡s ♦❢ T0, T1✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡r❡ P st❛rts
♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✭s❛②✮ T0 ❛♥❞ ❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ T1✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳
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❖❜s❡r✈❡ t❤❛t e ⊂ A(W )✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ A(W )✳ ■♥❞❡❡❞✱
e = α0dα1✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ❛♥❞ α0, α1 ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ T0, T1✳ ✭❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ T0, T1 ♦✈❡r❧❛♣ ❛❧♦♥❣ d✳✮ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r②
❜✉st d ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧♦♣❡✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾✮✳

e e e

P

P

P

P P P

T0

T1

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛rr♦✇❡❞
❧✐♥❡s ❛r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ P ✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤s ✐♥
A(W ) ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ A(P )✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❛t ❧❡❢t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A(P ) ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ P ✐s ❛
❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ A(W ) t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ e ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡
❡❞❣❡ e✳ ❍❡♥❝❡ A(P ) ∪ e ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝②❝❧❡✳ ❙✐♥❝❡ A(P ) ⊂ A(W ) ❛♥❞ e ⊂ A(W )✱

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ A(P ) ✐s ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ e✱ s♦
t❤❛t A(P ) ∪ e ∪ A(T0) ∪ A(T1) ✐s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ A(W ) t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝②❝❧❡✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞
❝❛s❡✱ s❤♦✇♥ ❛t r✐❣❤t✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② s✉❜s♣❛❝❡ ✐s A(P ) ∪A(T1) ∪ e✳ �

❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✼✳ ▲❡t W ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s s✉❝❤ t❤❛t W ❤❛s t❤❡ ❧❛❞❞❡r
♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts L1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ W ∈ W ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L ≥ L1✱
t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r HW ≤ G ♦❢ W ✐s ❛ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✱ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥✲✶ ❢r❡❡ s✉❜❣r♦✉♣✳

✺✳ ❈✉tt✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❝♦❝♦♠♣❛❝t ❝✉❜✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❣r♦✉♣s ❣✐✈❡♥

✐♥ ❬❇❲✶✸❪ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② r✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✇❛❧❧s ✐♥ X̃ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

✺✳✶✳ ❙❡♣❛r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ ∂X̃✳ ▲❡t ∂X̃ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ●r♦♠♦✈ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ X̃1✳ ▲❡t W → X

❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t N(A(W ))1 ✐s q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐♥ X̃1 ❛♥❞ W ✐s ❛

✇❛❧❧✳ ▲❡t
←−
W ❛♥❞

−→
W ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ X̃ −W ✱ ❛♥❞ ❧❡t N(

←−
W ), N(

−→
W ) ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st

s✉❜❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
←−
W,
−→
W r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ N(

←−
W )1 ∩ N(

−→
W )1 = N(W )1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝♦❛rs❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ N(A(W ))1✳ ▲❡t ∂W ❞❡♥♦t❡ ∂N(W )1 = ∂N(A(W ))1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞

s✉❜s❡t ♦❢ ∂X̃ s✐♥❝❡ N(A(W ))1 ✐s q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐♥ X̃1✳ ▲❡t ∂
←−
W = ∂N(

←−
W )1 − ∂W ❛♥❞ ❧❡t

∂
−→
W = ∂N(

−→
W )1 − ∂W ✱ s♦ t❤❛t ∂

←−
W ❛♥❞ ∂

−→
W ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♦♣❡♥ s✉❜s❡ts ♦❢ ∂X̃✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∂

←−
W

❛♥❞ ∂
−→
W ❛r❡ HW ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ s✐♥❝❡ N(

←−
W ) ❛♥❞ N(

−→
W ) ❛r❡ HW ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❘❡♠❛r❦ ✸✳✼✳

▲❡t p, q ∈ ∂X̃ ❜❡ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ γ : R→ X̃1✳ ❚❤❡♥ γ ✐s ❝✉t ❜② W

✐❢ p ∈ ∂
←−
W ❛♥❞ q ∈ ∂

−→
W ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ❜② ❬❇❲✶✸✱ ❚❤♠ ✶✳✹❪✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❣❡♦❞❡s✐❝ γ : R→ X̃1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❛❧❧ W ♦❢ t❤❡
t②♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ s✉❝❤ t❤❛t N(W ) ✐s q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t W ❝✉ts γ✳ ❚❤❡♥
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t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ G✲✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ {W} ♦❢ ✇❛❧❧s ✐♥ X̃ s✉❝❤ t❤❛t G ❛❝ts ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❛❝t❧②
♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ G✕✐♥✜♥✐t❡✮

❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✇❛❧❧s ✐♥ X̃✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ G✕✜♥✐t❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛❧❧s✳

✺✳✷✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❣❡♦❞❡s✐❝s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ✭▲❛❞❞❡r❧✐❦❡✱ ❞❡✈✐❛t✐♥❣✮✳ ▲❡t M ≥ 0 ❛♥❞ ❧❡t γ ⊂ X̃1 ❜❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥✜♥✐t❡
♦r ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❛t❤ ✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ξ✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✱ ❢♦r s♦♠❡ ξ ≥ 0✳ ❚❤❡♥ γ ✐s M ✲❧❛❞❞❡r❧✐❦❡
✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡r N(σ)✱ ✇❤❡r❡ σ ✐s ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ M ✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛
❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ N(σ) ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ σ ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧s ✇✐t❤ ❛ s✉❜♣❛t❤ ♦❢ γ ❛t ❞✐st❛♥❝❡

2δ + λ+ ξ✳ ❍❡r❡✱ X̃1 ✐s δ✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❞ λ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
γ ✐s M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ γ ✐s M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ R ≥ 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts MR ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ξ,M,R
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s σ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ diam(γ ∩ NR(N(σ)1)) ≤ MR✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ γ ✐s
2M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣✱ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ σ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥② ❧❡✈❡❧✱ s✐♥❝❡ ❛♥② ❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ ❛
❧❡✈❡❧ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✭♣♦ss✐❜❧② tr✐✈✐❛❧✮ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸ ✭▼❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s✮✳ ❆ s❡t W ♦❢ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s ✐♥ X ✐s s♣r❡❛❞✐♥❣ ✐❢✿

• ❋♦r ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ L✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts W ∈W ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L✳
• W ❤❛s t❤❡ ❧❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✳

X̃ ❤❛s ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s ✐❢ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❜❡❧♦✇ ❤♦❧❞✳

✭✶✮ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❣✉❧❛r y ∈ V ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♣r❡❛❞✐♥❣ s❡t Wy s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ǫ > 0 ❛♥❞
❡❛❝❤ m ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts L > m ❛♥❞ W ∈ Wy ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L✱ ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st
✐♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ V ✱ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ✐♥ t❤❡ ǫ✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ y✳

✭✷✮ ❋♦r ❡❛❝❤ a ∈ Ṽ0 ✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ V ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ Ẽ0 ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② a′✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts k = k(a) ≥ 0 ❛♥❞ ❛ s♣r❡❛❞✐♥❣ s❡t Wa s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞✿
• Wa ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①❀
• ❢♦r ❡❛❝❤ W ∈Wa✱ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ V ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ♦❢ W ❀

• ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠❛r② ❜✉st d′ ♦❢ W ✐♥ Ẽ0 ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ d ⊂ Ṽ0✮ t❤❛t

✐s ❥♦✐♥❡❞ t♦ a′ ∈ Ẽ0 ❜② ❛ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❦♥♦❝❦♦✉t ♦❢ W ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞
X̃1(φ̃

n(a), φ̃n(d)) ≥
3δ + 2λ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ k✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳

✭❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Wa ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ Wa✳✮

❘❡♠❛r❦ ✺✳✹✳ ❋✐rst❧②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✭✷✮ ❤♦❧❞s✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t k

❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t a✳ ❋♦r ❡❛❝❤ a ∈ Ṽ0 ✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡ ā ✐♥ V ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝✱
❧❡t k′(a) ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✉st d ❛♥❞ ❡❛❝❤ n ≥ k′(a)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞

X̃1(φ̃
n(a), φ̃n(d)) ≥

3δ+2λ+1✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ k(a) ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s ❡♠❛♥❛t✐♥❣
❢r♦♠ a ❛♥❞ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ d ❞✐✈❡r❣❡✳ ❇② tr❛♥s❧❛t✐♥❣✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ a1 ✐s ❛♥♦t❤❡r ❧✐❢t ♦❢ ā t♦

Ṽ0✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ k′(a1) = k′(a)✳

❋✐① ǫ ∈ (0, 1) ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ a ❣✐✈❡♥ ❜② Ua = (φ̃k′(a))−1(Nǫ(φ̃
k′(a)(a)))✳

❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ b ∈ Ua✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞X̃1(φ̃
n(b), φ̃n(d)) ≥ 3δ+2λ+1−ǫ > 3δ+2λ ❢♦r ❡❛❝❤ n ≥ k′(a)✳

❍❡♥❝❡ ✇❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡ k(b) ≤ k′(a)✳
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d

a

d′

a′

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✭✷✮✳

▲❡t V � ⊆ V ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❧❡t Cl (V �) ❞❡♥♦t❡ ✐ts ❝❧♦s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦♠♣❛❝t s✐♥❝❡ V ✐s ❝♦♠♣❛❝t✳ ▲❡t U ā ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Ua ✐♥ V ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣❡♥ s✐♥❝❡ Ua ✐s ♦♣❡♥✳
◆♦t❡ t❤❛t {U ā : ā ∈ V �} ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ Cl (V �)✱ s✐♥❝❡ ā ∈ U ā ❢♦r ❡❛❝❤ ā ∈ V �✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜❝♦✈❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✜♥✐t❡❧②
♠❛♥② s❡ts U ā✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ k t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ k(a′)✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Wa ❤❛s t❤❡ ❧❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❡r❡ ✐s ❧✐❦❡✇✐s❡
❛ ❝♦♥st❛♥t Ba s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ W ∈ Wa✱ ❛♥② t✇♦ t✉♥♥❡❧s T, T ′ ♦❢ W t❤❛t ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ ❜② ❛
♣❛t❤ ✐♥ W ♥♦t tr❛✈❡rs✐♥❣ ❛ s❧♦♣❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ (3δ + 2λ)✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢
A(T ),A(T ′) ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ❛t ♠♦st Ba✳ ▲❡t Va ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐♥ V ♦❢

♣♦✐♥ts b ∈ Ṽ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ W ∈ Wa✱ t❤❡ ♣♦✐♥t b ❧✐❡s ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ s♦♠❡ W ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧
♣r✐♠❛r② ❜✉sts d ♦❢ W ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞

X̃1(φ̃
n(a), φ̃n(d)) ≥ 3δ + 2λ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ k✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ✇✐t❤ k ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✱ t❤❡ s❡t Va ✐s ♦♣❡♥✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ X̃
❤❛s ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s✱ t❤❡ ❧❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣ ❝♦♥st❛♥t Ba ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ a✳
❚❤✐s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✾✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺ ✭❙❡♣❛r❛t✐♥❣ ❧❡✈❡❧✮✳ X̃ ✐s (M,K)✲s❡♣❛r❛t❡❞ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝ γ

t❤❡r❡ ❡①✐sts y ∈ X̃ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ n✿ t❤❡ s❡t γ∩T o
n(φ̃

n(y))

❤❛s ♦❞❞ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ T o
n(φ̃

n(y)) ❢r♦♠ γ ∩ T o
n(φ̃

n(y)) t♦ t❤❡ r♦♦t ♦r t♦ ❛♥②

❧❡❛❢ ♦❢ T 0
n(φ̃

n(y)) ❡①❝❡❡❞s M +K✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❲❡ s❛② X̃ ✐s ❧❡✈❡❧✲s❡♣❛r❛t❡❞ ✐❢ ✐t ✐s (M,K)✲
s❡♣❛r❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ M > 0,K ≥ 0✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✻✳ ■❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ T o
n(φ̃

n(y)) s❡♣❛r❛t❡s γ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡♥s❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ y s♦

t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ȳ ∈ V ♦❢ y ✐s ♥♦t ♣❡r✐♦❞✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ y′, y ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡✱ t❤❡♥ T o
n(φ̃

n(y))

❛♥❞ T o
n(φ̃

n(y′)) ❜♦t❤ s❡♣❛r❛t❡ γ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥ts y′ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ y ✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ V
❛r❡ ♥♦t ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦✉♥t❛❜❧② ♠❛♥② ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✼ ✭❇♦✉♥❞❡❞ ❧❡✈❡❧✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✮✳ X̃ ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❡✈❡❧✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤

z ∈ X̃1 ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ e ⊂ X̃1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts K = K(z, e) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❧❡✈❡❧ T
✇✐t❤ ❛ ❧❡❛❢ ❛t z✱ ✇❡ ❤❛✈❡ |T ∩ e| ≤ K✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✽✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❡❛t❡st ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤❡r❡ X ✐s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s ♦❢ ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦
♠❛♣✱ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ✐♥t❡rs❡❝ts ❡❛❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ ✐♥ ❛t ♠♦st ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ✭▲❡♠♠❛ ✻✳✸✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

X̃ ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❡✈❡❧✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s X̃ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✻✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ❤♦❧❞s ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣ ❢r♦♠ X̃ t♦ ❛♥
R✲tr❡❡ t❤❛t ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ s❡♥❞s ❡❞❣❡s t♦ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❛r❝s✳
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γ

φ̃n(y)y
> M +K

> M +K

❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❚❤❡ M✕❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝ γ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② T o
n(φ̃

n(y))✿ t❤❡✐r

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ 3 ♣♦✐♥ts✱ ❛❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ♦❢ T o
n(φ̃

n(y))✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✾ ✭❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣❛♥❞✐♥❣✮✳ ❚❤❡ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ φ : V → V ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ̟ > 1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❡❞❣❡s e ♦❢ V ❛♥❞ ❛❧❧
❛r❝s α ⊂ e✱ ❛♥❞ ❛❧❧ L ≥ 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ |φL(α)| ≥ ̟L|α|✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ φ ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ tr❛✐♥
tr❛❝❦ ♠❛♣ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ t❤❡♥ φ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜②
t❛❦✐♥❣ ̟ t♦ ❜❡ t❤❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ φ✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷
❢♦r ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t φ : V → V ✐s ❛ π1✲✐♥❥❡❝t✐✈❡ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✳ ▲❡t X ❜❡ t❤❡

♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s ♦❢ φ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t π1X ✐s ✇♦r❞✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❞ t❤❛t X̃ s❛t✐s✜❡s✿

✭✶✮ X̃ ✐s ❧❡✈❡❧✲s❡♣❛r❛t❡❞✳

✭✷✮ X̃ ❤❛s ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s✳
✭✸✮ ❊✈❡r② ✜♥✐t❡ r❡❣✉❧❛r ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧s ❛t ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛

♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✉❧❛r ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤✳
✭✹✮ φ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳

❚❤❡♥ G ❛❝ts ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❛❝t❧② ♦♥ ❛ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✾ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts M s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② M ✲❧❛❞❞❡r❧✐❦❡ ❣❡♦❞❡s✐❝
✐s ❝✉t ❜② ❛ ✇❛❧❧✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✽ s❤♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝ ✐s ❝✉t ❜② ❛ ✇❛❧❧❀

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✽ r❡q✉✐r❡s X̃ t♦ ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❡✈❡❧✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ s✐♥❝❡ φ ✐s ❛
tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❣❡♦❞❡s✐❝ t❤❛t ✐s ♥♦t
M ✲❧❛❞❞❡r❧✐❦❡ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣✳ �

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✺✳✶✶✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ φ : V → V ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞
❛s ♥❡❡❞❡❞✳

✺✳✸✳ ❲❛❧❧s ✐♥ X̃L✳ ▲❡t W → X ❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L ≥ 1✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t W ✐s ❛ ✇❛❧❧ ❛♥❞ N(A(W ))1 ✐s (κ1, κ2)✲q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ κ✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✳
❊❛❝❤ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ❤❛s r❡❣✉❧❛r ❡♥❞♣♦✐♥ts✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✭✸✮✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✲♣❛rt ♦❢ W ✐s

❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ X̃0✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ X̃0 ✐s ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ A(S) ❢♦r ❡❛❝❤ s❧♦♣❡ S ♦❢ W ✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ WL ❛♥❞ A(W ) ✐♥s✐❞❡ X̃•
L✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t X̃•
L ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ X̃L ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ X̃✳

❋♦r ❡❛❝❤ n ∈ Z✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ṼnL →֒ X̃ ❧✐❢ts t♦ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ṼnL →֒ (X̃•
L)

1✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ṼnL ❢♦r t❤✐s s✉❜s♣❛❝❡✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥

❛❜♦✉t ẼnL✳ ❇② tr❛♥s❧❛t✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t W ❤❛s ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ✐♥ Ṽ0✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧❧

♣r✐♠❛r② ❜✉sts ✐♥ W ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ṼnL ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ W̃ → X̃ ❧✐❢ts t♦ W̃ → X̃•
L✳ ▲❡t WL

❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ W̃ → X̃•
L✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✿

WL X̃•
L

W X̃

//

�� ��

//

◆♦t❡ t❤❛tWL ❛♥❞W ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✿ ❡❛❝❤ t✉♥♥❡❧ TL ♦❢WL ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❧♦♣❡ ❛♥❞ ❛ ❧❡✈❡❧✲
♣❛rt t❤❛t ✐s ❛ ✭s✉❜❞✐✈✐❞❡❞✮ st❛r✱ ❛♥❞ W ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ WL ❜② ❢♦❧❞✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❝❤ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞

st❛r ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✼✮✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡s
←−
WL,

−→
WL ✐♥ X̃•

L ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ WL

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠❛♣ t♦ t❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡s
←−
W,
−→
W ✐♥ X̃✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛♣A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ X̃L ❥✉st ❛s ✐t ✐s ✐♥ X̃ = X̃1✳ ❈♦♥s✐❞❡rA : WL → X̃L✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧✐❢t ♦❢ A : W → X̃✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✿

A(WL) X̃•
L

A(W ) X̃

//

�� ��

//

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛♣ A(WL)→ A(W ) ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤✉s A(W )→ X̃ ❧✐❢ts t♦ ❛♥ ❡♠❜❡❞✲

❞✐♥❣ A(W )→ X̃•
L ✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡ ✐s A(WL)✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✺ ❞❡♣✐❝ts WL ❛♥❞ A(WL)✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧✐❢t N(A(W ))1 →֒ X̃•
L✳ ❙✐♥❝❡ N(A(W ))1 →֒ X̃1 ❢❛❝t♦rs ❛s N(A(W ))1 →֒

(X̃•
L)

1 → X̃1 ❛♥❞ s✐♥❝❡ (X̃•
L)

1 → X̃1 ✐s ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦♥✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ N(A(W ))1 → (X̃•
L)

1 ✐s ❛

(κ1, κ2)✲q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤✉s ∂N(A(W ))1 ❡♠❜❡❞s ✐♥ ∂X̃•
L ❛s ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❡t✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t t❤❡ tr❡❡ A(WL) ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ✇❛❧❧ ✐♥ X̃•
L✱ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ❝♦❛rs❡ ✇❛❧❧ ✐♥ X̃ t❤❛t ❝♦❛rs❡❧② ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ W ✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧✐❢t❡❞ ✇❛❧❧ WL✱ t❤❡ s♣❛❝❡ X̃•
L ❝♦♥t❛✐♥s s✉❜s♣❛❝❡s

←−
A,
−→
A s✉❝❤ t❤❛t

←−
A ∪

−→
A = X̃•

L ❛♥❞
←−
A ∩

−→
A = A(WL)✳ ❇♦t❤

←−
A − A(WL) ❛♥❞

−→
A − A(WL) ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢
←−
A ❛♥❞

−→
A ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛♣ X̃•

L → X̃ ❛r❡ ❝♦❛rs❡❧② ❡q✉❛❧ t♦
←−
WL ❛♥❞

−→
WL✳

Pr♦♦❢✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡s
←−
A,
−→
A s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐s ❝♦❛rs❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

♦❢ X̃•
L −WL✳ ▲❡t

←−
WL,

−→
WL ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ X̃•

L −WL✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡s
←−
A ❛♥❞

−→
A ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

←−
WL ❛♥❞

−→
WL ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ✏❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡s✑✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉❜s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ WL ❛♥❞ A(WL) s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✺✳

❉✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡s✿ ▲❡t e ⊂ ṼnL ❜❡ ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st❡❞ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❧♦♥❣ ✷✲❝❡❧❧

Re ⊂ X̃•
L✳ ▲❡t d ⊂ e ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ✇✐t❤ ❡♥❞♣♦✐♥ts p, q✳ ▲❡t p′, q′ ❜❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts

❛t ❞✐st❛♥❝❡ 1
2 t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ p, q ✇✐t❤✐♥ Re✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ S tr❛✈❡❧s ❢r♦♠ p t♦ q′✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ ▲❡t Z↑ ❜❡ t❤❡ ✷✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ Re ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② S ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ A(S) ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞
q′✳ ❚❤❡ ❞✐s❝ Z↑ ✐s ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡✳

▲❡t C̃ ⊂ ẼnL ❜❡ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ WL ❛♥❞ ❧❡t A(C̃) ⊂ ṼnL+L ❜❡ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ♠❛♣ C̃ × [12 , L]→ X̃•
L t❤❛t r❡str✐❝ts t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ C̃ ×{t} →֒ ṼnL×{t} ⊂ X̃•

L ❢♦r t < L

❛♥❞ ❛❝ts ❛s t❤❡ ♠❛♣ φ̃L : C̃ → ṼnL+L ♦♥ C̃ × {L}✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛♣ ✐s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞

❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡ Z↓✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ Z↓ ✐s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ C̃ × [12 , L) ✐♥ X̃•
L✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✼✳

p

q q′

❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ ❆♥ ✉♣✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡✳

Z↓

❋✐❣✉r❡ ✶✼✳ ❆ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡ ✐s s❤❛❞❡❞✳

❚❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡s
←−
A ❛♥❞

−→
A ✿ ▲❡t Z↑ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✉♣✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

t♦ A(WL)✱ ❛♥❞ ❧✐❦❡✇✐s❡ ❧❡t Z↓ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡s✳ ▲❡t

←−
A = Cl

((←−
WL − Z↑

)
∪ Z↓

)
❛♥❞

−→
A = Cl

((−→
WL − Z↓

)
∪ Z↑

)
.
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❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡ ❧✐❡s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ss t❤❛♥ L ❢r♦♠ WL✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t
←−
A ❝♦❛rs❡❧②

❡q✉❛❧s
←−
WL✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱

←−
A ∪

−→
A = X̃•

L✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t x ∈
←−
A ∩

−→
A ✳ ❚❤❡♥ x

♠✉st ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡✳ ■❢ x ∈ WL✱ ❛♥❞ x ∈ Z↑✱ t❤❡♥ x 6∈
←−
A ✉♥❧❡ss

x ∈ A(WL) ∩WL✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ x ∈ WL ❛♥❞ x ∈ Z↓✱ t❤❡♥ x 6∈
−→
A ✉♥❧❡ss x ∈ A(WL) ∩WL✳

❍❡♥❝❡
←−
A ∩

−→
A ⊆ A(WL)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ A(WL) ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢

❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤✉s A(WL) ⊆
←−
A ∩
−→
A ✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t
←−
A −A(WL) ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦

←−
WL −WL✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ▲✐❦❡✇✐s❡(−→

A −A(WL)
)
∼=

(−→
WL −WL

)
✳ ❍❡♥❝❡

←−
A −A(WL) ❛♥❞

−→
A −A(WL) ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ �

✺✳✹✳ ▲✐❢t✐♥❣ ❛♥❞ ❝✉tt✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝s ✐♥ X̃•
L✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛

❣✐✈❡♥ ❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ X̃ ✐s ❝✉t ❜② ❛ ✇❛❧❧✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝s ❛♥❞ ✇❛❧❧s (
←−
A,
−→
A ) ✐♥ X̃•

L✳

✺✳✹✳✶✳ ▲✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦❞❡s✐❝s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❞❥✉sts ❛ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ q✉❛s✐✲

❣❡♦❞❡s✐❝ γ → X̃1 s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❧✐❢t❡❞ t♦ ❛ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ γ̂
≻
→ X̃•

L s✉❝❤ t❤❛t γ

❛♥❞ γ̂
≻
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ∂X̃ ∼= ∂X̃•

L✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✺✳✶✸ ✭▲✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝s✮✳ ▲❡t γ : R→ X̃1 ❜❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞✲
❞❡❞ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❚❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ γ

≻
♦❢ γ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✭♣♦ss✐❜❧② tr✐✈✐❛❧✮

❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✉❜♣❛t❤ P ⊂ γ✱ ✇✐t❤ ❡♥❞♣♦✐♥ts p, p′ ∈ Ṽn, Ṽn′ ✱ ❧❡t n′′ ❜❡ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ L ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦max{n, n′} ❛♥❞ ❧❡t p′′ = φ̃n′′−n(p) = φ̃n′′−n′

(p′)✳
▲❡t Q′ ❜❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛t❤ pp′′p′✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ P ❜② Q′✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r
❡❛❝❤ s✉❝❤ P ②✐❡❧❞s γ

≻
✳ ◆♦t❡ t❤❛t γ

≻
✐s ❛ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ t❤❛t L✲❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧s ✇✐t❤ γ✱ s♦ t❤❛t

∂γ
≻
= ∂γ✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ P = P1P2✱ ✇❤❡r❡ P1 ❛♥❞ P−1

2 ❛r❡ ❢♦r✇❛r❞

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛t❤s✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡♥ Q′ = P1QP2✱ ✇❤❡r❡ Q = Q1Q
−1
1 ✱ ✇✐t❤ Q1 ❛ ❢♦r✲

✇❛r❞ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t p′′ ♦❢ Q1 ✐s t❤❡ ❛♣❡① ♦❢ Q✱ ❛♥❞ Q = Q1Q
−1
1 ✐s ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ γ✳

❋✐❣✉r❡ ✶✽✳ ❆t ❧❡❢t ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ X̃✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢

✐ts ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆t r✐❣❤t ✐s t❤❡ ❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ X̃•
L✳

❚❤❡ ♣❛t❤ γ
≻
❧✐❢ts t♦ ❛ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ γ̂

≻
→ X̃•

L✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡s ♦❢ γ

≻
❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐❢t ♦❢ γ

≻
t♦ ❛ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥

✇r✐t❡ γ
≻
✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❢♦r♠s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ei ✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ Ai, Bi ✐s

❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛t❤✱ ✇✐t❤ Ai st❛rt✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛♣❡① ❛♥❞ ❡❛❝❤ Bi ❡♥❞✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛♣❡①✿

✭✶✮ · · ·A−1e−1B−1A0e0B0A1e1B1A2e2B2 · · · ✱ ✇❤❡r❡ e±i ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N❀
✭✷✮ A0e0B0A1 · · · ✱ ✇❤❡r❡ A0 ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞❀
✭✸✮ · · ·A0e0B0✱ ✇❤❡r❡ B0 ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞❀
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✭✹✮ AsesBs · · ·AtetBt ✇✐t❤ As, Bt ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳ ✭❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❛s❡ B0A1 ✐♥ ✇❤✐❝❤
γ = γ

≻
✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❧✐❢t ♦❢ ei ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❧✐❢ts ♦❢ Ai ❛♥❞ Bi t♦ X̃•
L✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣❡①❡s ❧✐❢t ✉♥✐q✉❡❧②✱

❛♥② ❧✐❢t ♦❢ Bi ✐s ❝♦♥❝❛t❡♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥② ❧✐❢t ♦❢ Ai+1✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛ ❧✐❢t ♦❢ {ei} ✐♥❞✉❝❡s
❛ ❧✐❢t ♦❢ γ

≻
✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ γ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ γ = γ

≻
❧✐❢ts ✉♥✐q✉❡❧② s✐♥❝❡ ❛♥② ❤♦r✐③♦♥t❛❧

♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ∪kṼkL ❧✐❢ts ✉♥✐q✉❡❧②✳ ❯♥❞❡r t❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② (X̃•
L)

1 → X̃1✱ t❤❡
q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ γ̂

≻
✐s s❡♥t t♦ γ

≻
✱ ❛♥❞ t❤✉s ∂γ̂

≻
= ∂γ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ s♦♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ γ ❤❛s ❛

s✉❜♣❛t❤ t❤❛t ❧✐❢ts t♦ ❛ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐♥ γ̂
≻
✱ t❤❡♥ ✇❡ tr✉♥❝❛t❡ γ

≻
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ γ̂

≻
t♦ ❜❡

t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤✐s tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧
✐s ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧ γ̂

≻
❛ ❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ γ✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✽✳

✺✳✹✳✷✳ ❈✉tt✐♥❣ ✐♥ X̃•
L✳ ❲❡ ♥♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡♥s✉r✐♥❣

t❤❛t ❛ ✇❛❧❧ W ❝✉ts ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ X̃1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✹✳ ▲❡t γ : R → X̃1 ❜❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✱ ❛♥❞ ❧❡t γ̂
≻
→ X̃•

L ❜❡ ❛

❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡t Co ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ γ̂
≻
∩ A(WL) ❛♥❞ ❧❡t C ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st

s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ γ̂
≻

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Co✳ ▲❡t γ̂
≻
∨C N(A(WL))

1 → (X̃•
L)

1 ❜❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

✇❡❞❣✐♥❣ γ̂
≻
→ X̃ ❛♥❞ N(A(WL))

1 → X̃ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❣r❛♣❤ C✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✿

✭✶✮ γ̂
≻
∨C N(A(WL))

1 → (X̃•
L)

1 ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳
✭✷✮ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s f, f ′ ⊂ γ̂

≻
✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♥❞ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ Co

✇✐t❤✐♥ γ̂
≻
✱ t❤❛t ❧✐❡ ✐♥

←−
A ❛♥❞

−→
A r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✭✸✮ ❋♦r ❡✈❡r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t D ♦❢ γ̂
≻
∩A(WL) ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ Co✱ t❤❡ ✶✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ γ̂

≻
♦❢

D ❧✐❡s ❡♥t✐r❡❧② ✐♥
←−
A ♦r

−→
A ✳

❚❤❡♥ W ❝✉ts γ✳

Pr♦♦❢✳ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮ t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧② t❤❛t γ̂
≻
❞❡❝♦♠♣♦s❡s ❛s ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ←−γ γ̄−→γ ✱

✇❤❡r❡ γ̄ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣❛t❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Co ❛♥❞ ←−γ ,−→γ ❛r❡ r❛②s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
←−
A,
−→
A r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ γ̂
≻
∨C N(A(WL))

1 → X̃•
L ✐s γ̂

≻
∪ N(A(WL))

1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧②

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ (X̃•
L)

1 ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ γ̂
≻
∪N(A(WL))

1 →֒ (X̃•
L)

1 t❤✉s ✐♥❞✉❝❡s

❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ∂γ̂
≻
⊔ ∂N(A(WL))

1 → ∂X̃•
L✿ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ ∂γ̂

≻
❛r❡ ∂←−γ ∈ ∂

←−
A ❛♥❞

∂−→γ ∈ ∂
−→
A ✱ ❛♥❞ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❧✐❡s ✐♥ ∂N(A(WL))

1 s✐♥❝❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✶✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
♥♦ s✉❜✲r❛② ♦❢ γ̂

≻
❧✐❡s ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ N(A(WL))

1✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr②

X̃•
L → X̃ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ∂γ ⊂ ∂X̃ ❧✐❡ ✐♥ ∂N(

←−
W )− ∂W ❛♥❞ ∂N(

−→
W )− ∂W ✱ ✇❤❡♥❝❡

W ❝✉ts γ✳ �

✺✳✹✳✸✳ ◆❛rr♦✇ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏♥❛rr♦✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡s✑✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥str✉❝t ✐♠✲
♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s ✇✐t❤ ♥❛rr♦✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✹ t♦ ❝✉t ❣❡♦❞❡s✐❝s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✺ ✭❊①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡✱ ♥❛rr♦✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡s✮✳ ▲❡t W → X ❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞

✇❛❧❧ ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧✲❧❡♥❣t❤ L✳ ❆♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡ ✐s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡ ✐♥ X̃•
L ✇❤♦s❡

❜♦✉♥❞❛r② ♣❛t❤ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ s❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
③♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✼ ✐s ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧✳

❲❡ s❛② t❤❛tW ❤❛s ♥❛rr♦✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡s ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡ Z ⊂ X̃•
L ❛ss♦❝✐❛t❡❞

t♦ ❛ ♥✉❝❧❡✉s C̃ ♦❢ WL✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ Z ⊂ X̃•
L ♦❢ C̃ × [12 ,

3L
4 ] ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✈❡rt❡①✳ ❙❡❡

❋✐❣✉r❡ ✶✾✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡ ❛t ❧❡❢t ✐s ♥♦t ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡ ❛t
r✐❣❤t ✐s ♥❛rr♦✇✳ ✭❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♥♦♥✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡ ❛t r✐❣❤t✳✮
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▲❡♠♠❛ ✺✳✶✻✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t φ : V → V ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ ✇✐t❤ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤
❡❞❣❡ ei ♦❢ V ✱ ❧❡t y′i ❜❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ ei✱ ❛♥❞ ❧❡t ǫ′ ∈ (0,mini ❞V (y

′
i, V

0))✳ ❚❤❡r❡
❡①✐sts L′ = L′(ǫ′, {y′i}) s♦ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✳ ▲❡t {d′i} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts ✇✐t❤ ❡❛❝❤
d′i ⊂ N

′
ǫ(y

′
i)✱ ❛♥❞ ❧❡t L ≥ L′ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t L ❛♥❞ {d′i} s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳

❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s {di ⊂ d′i}✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ W → X
✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts {di}✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ ❡❛❝❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧

❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡ Z ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦♥❣ ✷✲❝❡❧❧ ♦❢ X̃•
L✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ Z ✐♥t❡rs❡❝ts ❛

s✐♥❣❧❡ s❧♦♣❡✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t α ❜❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ei −N
′
ǫ(y

′
i)✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts L′

i s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ φL(α)
tr❛✈❡rs❡s ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❡❞❣❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ L ≥ L′

i✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ d ♦❢ N ′
ǫ(y

′
i)✱ t❤❡ s❛♠❡

✐s tr✉❡ ❢♦r ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t α′ ♦❢ ei − d✱ s✐♥❝❡ α ⊂ α′✳ ▲❡t L′ = maxi L
′
i✳ ●✐✈❡♥ L ≥ L′ ❛♥❞

t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts {d′i ⊂ N
′
ǫ(y

′
i)} s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❤♦❧❞ ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ L✮ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ d′i ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛
♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ di✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ L, {di} ❛s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ W → X
✇✐t❤ t✉♥♥❡❧✲❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts {di} s♦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ i ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts α ♦❢ ei−di✱
t❤❡ ♣❛t❤ φL(α) tr❛✈❡rs❡s ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❡❞❣❡✳

▲❡t A(S) ❜❡ ❛ s❧♦♣❡✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡ ❛♥❞ ❧②✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣

✷✲❝❡❧❧ R ❜❛s❡❞ ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ e ⊂ Ṽn✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s C̃ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ S ✐s t❤❡ ❝♦♣② ✐♥

Ẽn ♦❢ ❛ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ e✳ ▲❡t α ❜❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ e − ■♥t(d)✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡
♣r✐♠❛r② ❜✉st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ S✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ L✱ t❤❡ ♣❛t❤ φL(α) tr❛✈❡rs❡s ❛♥
❡♥t✐r❡ ❡❞❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s✳ �

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✼✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t φ : V → V ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣❛♥❞✐♥❣
❡❞❣❡s✳ ▲❡t y1, . . . , ys ∈ V ❜❡ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ V ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ yi✱
❛♥❞ ❧❡t ǫ > 0✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ L✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ W → X ✇✐t❤
t✉♥♥❡❧✲❧❡♥❣t❤ L✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ✐s ✐♥ t❤❡ ǫ✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ s♦♠❡ yi✱ ❛♥❞ W ❤❛s
♥❛rr♦✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡s✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ̟ > 1 ❜❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ φ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✾✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i✱ ❧❡t y′i ∈ V ❜❡
❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ei ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ yi ✇✐t❤ ❞ei(y

′
i, yi) <

ǫ
2 ❀ s✉❝❤ ❛ y′i ❡①✐sts s✐♥❝❡

♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡♥s❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✾✳ ▲❡t χi = min{❞V (φ
k(y′i), V

0) : k ≥ 0},
✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s✐♥❝❡ y′i ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✳ ▲❡t χ = mini χi✳ ▲❡t

L0 = max

{
4 log̟

(
2maxi |ei|

χ

)
, log̟

ǫ

χ

}
.

❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✻ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts {y′i}✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts di✱ ❡❛❝❤
✐♥ t❤❡ ǫ′ = ǫ

2̟L0
✕♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ y′i✱ ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✲❧❡♥❣t❤ L ≥ max{L0 +4, L′}✱ ✇❤❡r❡ L′ ✐s t❤❡

❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✻✳
▲❡t Z ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ X̃ ♦❢ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ W ❛♥❞ A(W )✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✻✱

t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ s❧♦♣❡ S s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛rt ♦❢ A(S) ❢♦r♠s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛t❤

♦❢ Z✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✾✳ ■❢ v ∈ Z ✐s ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ s♦♠❡ Ṽn ❛t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ h > ⌊L4 ⌋ ❢r♦♠ t❤❡

♥✉❝❧❡✉s✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A(C̃) ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ Z✱ t❤❡♥ s✐♥❝❡ L ≥ L0✱ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛t❤
♦❢ Z ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❞❣❡ e′✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❧❡t ζ ❜❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛r❝ ❢r♦♠ v t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛rt ♦❢ A(S)✳ ❚❤❡♥ t❤❡
r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛t❤ ♦❢ Z ❝♦♥t❛✐♥s φh(ζ)✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s

|φh(ζ)| > |φ⌊L
4
⌋(ζ)| ≥ ̟⌊L

4
⌋|ζ| > ̟

L0
4 |ζ| ≥

2maxi |ei|

χ
|ζ|.
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A(S)
ei

v e′ A(C̃)

❋✐❣✉r❡ ✶✾✳ ❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ A(S) ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡
✈❡rt❡① v ✇❤❡♥ L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ✈❡rt❡① v ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ ❛ ♥♦♥✲❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❛t r✐❣❤t✳

◆♦✇ |ζ| ≥ χ − ǫ
2̟L0

✱ s♦ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ L0 ❡♥s✉r❡s |ζ| ≥ χ
2 ✱ ✇❤❡♥❝❡ |φ

h(ζ)| > maxi |ei|✳ ❍❡♥❝❡

φh(ζ) tr❛✈❡rs❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❞❣❡ ❛s ❝❧❛✐♠❡❞✳ �

✺✳✺✳ ❈✉tt✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✽✳ ▲❡t X̃ s❛t✐s❢② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✱ ❧❡t M ≥ 0✱ ❛♥❞ ❧❡t

γ : R→ X̃1 ❜❡ ❛♥ M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❛❧❧ W s✉❝❤ t❤❛t N(A(W ))1 ✐s

q✉❛s✐❝♦♥✈❡① ✐♥ X̃1 ❛♥❞ W ❝✉ts γ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ❛ ✇❛❧❧ W → X̃ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✹✳

❆♥ ♦❞❞❧②✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤✿ ❙✐♥❝❡ X̃ ✐s ❧❡✈❡❧✲s❡♣❛r❛t❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts z ∈ X̃
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ n✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡✈❡❧ Tn = T o

n(φ̃
n(z)) ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛❢ ❛t z✱

s✉❝❤ t❤❛t Tn ❤❛s ♦❞❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ γ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ Tn ❢r♦♠ γ ∩ Tn t♦ t❤❡ r♦♦t ♦r t♦
❛♥② ❧❡❛❢ ♦❢ Tn ❡①❝❡❡❞s 12(M + δ)✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t X̃ ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ γ ✐s M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts N ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡✱ ♦❞❞✲❝❛r❞✐♥❛❧✐t② s❡t C ′

o ⊂ γ s✉❝❤ t❤❛t Tn∩γ = C ′
o ❢♦r ❛❧❧ n ≥ N ✳ ❊❛❝❤ Tn

✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❛✈❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ n ≥ N ✱
✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧❡❛❢ y ♦❢ Tn s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ σn ⊂ Tn ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠
y ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t σn ∩ γ ✐s ❛ ✜①❡❞ ♦❞❞✲❝❛r❞✐♥❛❧✐t② s✉❜s❡t Co ⊆ C ′

o✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤✐s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡♣❧❛❝❡ γ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ t❤❛t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ γ ♦✉ts✐❞❡ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r✲2M s✉❜s❡t✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ γ✳ ▲❡t e1, . . . , e|C′
o|
❜❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ γ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ Tn

❢♦r n ≥ N ✳ ■♥❞❡① t❤❡s❡ s♦ t❤❛t ei ♣r❡❝❡❞❡s ej ✐♥ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ γ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ i < j✳ ❚❤❡
s❡t {e1, . . . , e|C′

o|
} ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ei � ej ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ✐♥

Tn ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❛t ei ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ej ✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ei, ej ❛r❡ ❝♦♥✢✉❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts k
s✉❝❤ t❤❛t ei, ej � ek✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥❀ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝❤❡❝❦
tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳ ■❢ ei, ej ❛r❡ ❝♦♥✢✉❡♥t ✭✇✐t♥❡ss❡❞ ❜② ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s ❢r♦♠ ei, ej t♦ s♦♠❡ ek✮✱ ❛♥❞
ej , ei′ ❛r❡ ❝♦♥✢✉❡♥t ✭✇✐t♥❡ss❡❞ ❜② ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s ❢r♦♠ ei′ , ej t♦ s♦♠❡ ek′✮✱ t❤❡♥ s✐♥❝❡ φ ✐s ❛
tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s ❢r♦♠ ej t♦ ek ❛♥❞ ek′ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✇❤❡♥❝❡
ei � ek′ ♦r ei′ � ek✱ ✐✳❡✳ ei, ei′ ❛r❡ ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss
❢♦r ❡❛❝❤ �✲♠❛①✐♠❛❧ ❡❞❣❡✳ ❙✐♥❝❡ |C ′

o| ✐s ♦❞❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦❞❞✲❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✱
❛♥❞ ✇❡ ❧❡t ek ❜❡ ✐ts �✲♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳ ▲❡t ei, ej ❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ ek
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s i, j ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧✳ ▲❡t αi, αj ❜❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s
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✐♥ Tn ❥♦✐♥✐♥❣ ei, ej t♦ ek✳ ▲❡t Ai ❜❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡r
N(αi) t❤❛t ❥♦✐♥s t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✈❡rt❡① vi ♦❢ ei t♦ ❛ ✈❡rt❡① vk ♦❢ ek ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t αi✳
❚❤❡ ❡❞❣❡ ej ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❡rt❡① vj ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♦❢ Tn ❛s t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✈❡rt❡① ♦❢ ei✳ ▲❡t Aj

❜❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ N(αj) ❥♦✐♥✐♥❣ vj t♦ vk ❛♥❞ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ αj ✳ ❙✐♥❝❡
γ ✐s ❞❡✈✐❛t✐♥❣✱ ❞(ei, ek) ❛♥❞ ❞(ej , ek) ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ N(αi)

1, N(αj)
1 ❛r❡

✉♥✐❢♦r♠❧② q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ♣❛t❤s Ai, Aj ❤❛✈❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❡♥❣t❤✳ ▲❡t A ❜❡ t❤❡ ♣❛t❤

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ AiA
−1
j ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❜❛❝❦tr❛❝❦s✳ ❲❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ s✉❜♣❛t❤ ♦❢ γ ❜❡t✇❡❡♥ vi ❛♥❞

vj ❜② A✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡♣❧❛❝❡ γ ❜② ❛ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ γ′✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r
❛❧❧ n ≥ N ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ σn ♦❢ Tn✱ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❛t❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✱
♥❛♠❡❧② ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ei✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣r♦❝❡❡❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ γ′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞
q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ t❤❛t ✐s M ′✲❞❡✈✐❛t✐♥❣✱ ✇✐t❤ M ′ ❛ ♥❡✇✱ ❧❛r❣❡r ❝♦♥st❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛s✐✲
✐s♦♠❡tr② ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ γ′ ♣❧❛② ♥♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
✇✐t❤ γ ❛♥❞ M ❛s ❜❡❢♦r❡✳

❇② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ǫ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ Nǫ(y)✱ ❛♥② ❢♦r✇❛r❞
♣❛t❤ σx ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n ≥ N ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ x ✐♥t❡rs❡❝ts γ ✐♥ ❛ s❡t Cx

o ♦❢ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥ts ♦❢ ❡❞❣❡s
t❤❛t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❛s Co ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜❝♦♠♣❧❡① C
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Co ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Cx

o ✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ✇✐❧❧
❝♦♥t❛✐♥ ❛ s❧♦♣❡ S s✉❝❤ t❤❛t A(S) ❝♦♥t❛✐♥s s✉❝❤ ❛ σx ❛s ✐ts ❢♦r✇❛r❞ ♣❛rt✳

◗✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ γ ∨C N(A(W ))1 → X̃1✿ ▲❡t W → X ❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞

✇❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ♦❢ V ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ W ⊂ X̃ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢

❛ ❧✐❢t W̃ → X̃ s✉❝❤ t❤❛t W ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❧♦♣❡ S ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛rt ♦❢ A(S) ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♣❛t❤
σx✱ ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ s♦♠❡ x ∈ Nǫ(y)✱ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t W ✇❛s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛
s❡t ♦❢ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧s ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❛❞❞❡r✲♦✈❡r❧❛♣✳

❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥st❛♥ts L0, κ1, κ2✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ X̃✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ W ✐s ❛t ❧❡❛st L0✱ t❤❡♥ N(A(W ))1

✐s (κ1, κ2) q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞✳ ❘❡❝❛❧❧ ❛❧s♦ t❤❛t W ✐s ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ✇❛❧❧ ✐❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✲
❧❡♥❣t❤ ❡①❝❡❡❞s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥st❛♥t L1✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts L2 ≥ L1, κ
′
1, κ

′
2✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ X̃ ❛♥❞ M s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ W ❤❛s t✉♥♥❡❧✲

❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st L2✱ t❤❡♥ γ ∨C N(A(W ))1 → X̃1 ✐s ❛ (κ′1, κ
′
2)✲q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✱ s✐♥❝❡ γ ✐s M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❤❛s
✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ (3δ + 2λ)✲♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ A(S)✳
❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t γ ∨Co A(W ) ❡♠❜❡❞s✿ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ γ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ❛♥② ♣♦✐♥t

♦❢ A(S) ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ Co✳ ❍❡♥❝❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t τβ1α1 · · ·βkαkβk+1 ✐s ❛ ♣❛t❤ ✐♥ N(A(W ))1 ∪ γ
t❤❛t ❜❡❣✐♥s ❛♥❞ ❡♥❞s ✐♥ Co✱ s✉❝❤ t❤❛t✿ τ ✐s ❛ s✉❜♣❛t❤ ♦❢ γ✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ βi ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♦❢ ❛
s❧♦♣❡✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ αi ❧✐❡s ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ |βi| ≥ L ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥
i = k + 1✳ ■❢ L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ |β2| ≥ L✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤
❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t N(A(W ))1 ∨C γ ✉♥✐❢♦r♠❧② q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t ❛ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ τβ1α1β2 ♦r τβ1α1 ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐♥ X̃✳ ■♥
❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ❛ t❤✐♥ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t γ ✐s ❢♦r❝❡❞
t♦ (2δ + λ)✲❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧ ✇✐t❤ β1 ♦r β2 ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ M ✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ α1 ❛♥❞ βi ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✻✱ s✐♥❝❡ α1 ✐s ✈❡rt✐❝❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ β1, β2 ✭✐❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡①✐sts✮ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐♥♥❡ss ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧

t❤✉s ❢♦r❝❡s ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ β1 ❛♥❞ γ✳ ❍❡♥❝❡ γ ∨Co A(W ) ❡♠❜❡❞s ✐♥ X̃✳
Pr❡✈❡♥t✐♥❣ s❤♦rt ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝r♦ss✐♥❣ A(WL) ❛t ❛♥ ❛♣❡①✿ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠✲

♣✉t❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✲❧❡♥❣t❤ L3 ≥ L2 ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ QQ−1 ✐♥ γ
≻

❡✐t❤❡r ❢❛✐❧s t♦ ✐♥t❡rs❡❝t A(W ) ♦r ❤❛s ❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st L
4 ✱ ✇❤❡r❡ L ≥ L3 ✐s t❤❡ t✉♥♥❡❧✲❧❡♥❣t❤ ♦❢
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W ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ QQ−1 ✐s ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✺✳✶✸✱ t❤❡♥

t❤❡ ❛♣❡① ❧✐❡s ✐♥ s♦♠❡ Ṽn ✇✐t❤ n 6∈ LZ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ QQ−1∩A(W ) = ∅✱ s♦ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r
♥♦♥✲tr✉♥❝❛t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

▲❡t W ❤❛✈❡ t✉♥♥❡❧✲❧❡♥❣t❤ L ≥ L2 ❛♥❞ ❧❡t QQ−1 ❜❡ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❛♣❡① p ❧✐❡s ✐♥
A(W )✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t |Q| ≤ L

4 ✳ ▲❡t γ
′ ❜❡ t❤❡ s✉❜♣❛t❤

♦❢ γ ❜❡t✇❡❡♥ C ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ Q✱ ❧❡t β ❜❡ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ N(A(W ))1 ❥♦✐♥✐♥❣ p t♦
t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ A(S)✱ ❛♥❞ ❧❡t τ ❜❡ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ N(A(S))1 ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t
♦❢ γ′ t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ β✳ ❙✐♥❝❡ γ ✐s ❞❡✈✐❛t✐♥❣✱ t❤❡ ♣❛t❤ γ′Q ✐s ❛ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ ✇✐t❤
❝♦♥st❛♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ M ❛♥❞ λ✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ s✐♥❝❡ W ❤❛s ✉♥✐❢♦r♠ ❧❛❞❞❡r✲♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞
L ≥ L2 ≥ L0✱ t❤❡ ♣❛t❤ βτ−1 ✐s ❛ (κ1, κ2)✲q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❍❡♥❝❡ γ′Q ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧s ✇✐t❤ τβ−1

❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ M ❛♥❞ X̃✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ L✱ s✐♥❝❡ γ′, τ
❤❛✈❡ (2δ+ 2λ)✲♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ♠♦st M ✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜♣❛t❤s ♦❢
β ❛♥❞ γ′ ✇♦✉❧❞ ❢♦r❝❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ β ♦r γ′ ❛♥❞ τ ✳✮

❈❤♦♦s✐♥❣ W ✿ ❙✐♥❝❡ X̃ ❤❛s ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ W → X
✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L ≥ L3✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ✐♥ ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ♦❢ V ✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡

W ♦❢ ❛ ❧✐❢t W̃ → X̃ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✭✶✮ W ✐s ❛ ✇❛❧❧ ✭s✐♥❝❡ L3 ≥ L2✮✳
✭✷✮ N(A(W ))1 ✐s (κ1, κ2)✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✳
✭✸✮ γ ∩N(A(W ))1 = C✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♦❢ ❛ s❧♦♣❡✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ A(S)✳

✭✹✮ N(A(W ))1 ∨C γ → X̃1 ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳
✭✺✮ ❆♥② ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ QQ−1 ♦❢ γ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts A(W ) ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t |Q| > L

4
✭s✐♥❝❡ L ≥ L3✮✳

W ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ s❡t W ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✭✶✮✳

❆♥ ❛r❜✐tr❛r② ❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ▲❡t γ̂
≻
→ X̃•

L ❜❡ ❛ ❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ γ✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ ♠❛♣ X̃•
L → X̃ ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ❛♥❞ r❡str✐❝ts t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ A(WL) ❛♥❞ s❡♥❞s γ̂

≻

t♦ γ
≻
✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ Ĉ = γ̂

≻
∩ N(A(WL))

1 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ γ̂
≻
∨
Ĉ
N(A(WL))

1 → X̃•
L ✐s

❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ✭❲❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡

Ĉ 6= ∅✱ ❜✉t ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❛t t❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳✮
❚❤✉s ❛♥② γ̂

≻
✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ A(WL)✱ s❛t✐s✜❡s ❍②♣♦t❤❡s✐s ✭✶✮ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✹✳

❲❡ ♥♦✇ ✈❡r✐❢② t❤❛t γ̂
≻

s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✹✳ ❚♦

t❤✐s ❡♥❞✱ ❧❡t η̂ ❜❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ X̃•
L ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ φ̃L ◦ γ̂≻

❜② r❡♠♦✈✐♥❣

❜❛❝❦tr❛❝❦s✱ ❛♥❞ ❧❡t η ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ X̃ ♦❢ η̂✳ ◆♦t❡ t❤❛t η̂ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ γ✳

■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ η̂ ✇✐t❤ A(W )✿ ❲❡ ✜rst ✇♦r❦ ✐♥ X̃✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t γ ∩A(W ) ✐s t❤❡ ♦❞❞✲

❝❛r❞✐♥❛❧✐t② s❡t Co ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ A(S) ❢♦r s♦♠❡ s❧♦♣❡ S ♦❢ W ✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s M̃ ⊂ W
t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts S ❛♥❞ A(S)✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ ❡♥s✉r❡

t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r✐♠❛r② ❜✉st ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❜② ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ❜✉st✱ M̃ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ❛ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦ ✈❡rt❡①✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ A(M̃) ♠❛♣s t♦ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛r ♦❢ ❛
✈❡rt❡① ✐♥ V ✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✼ ❛♥❞ ♦✉r ❛❜♦✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ L✱ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② M̃ ❛♥❞ A(M̃) ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✈❡rt❡① ♦❢ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ Co✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s

t❤❛t t❤❡ t✉♥♥❡❧ T ′ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❜✉st ♦❢ M̃ ✐♥t❡rs❡❝ts γ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐❥❡❝t✐✈❡❧② t♦ Co✳ ▲❡t S

′ ❜❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ T ′✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts ❝❛♥
❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t A(S′)∩η ✐s ❛♥ ♦❞❞✲❝❛r❞✐♥❛❧✐t② s❡t E′

o✳ ❍❡♥❝❡

A(S′) ∩ η̂ ⊂ X̃•
L ✐s ❛♥ ♦❞❞✲❝❛r❞✐♥❛❧✐t② s❡t Eo ♠❛♣♣✐♥❣ ❜✐❥❡❝t✐✈❡❧② t♦ E′

o✳
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❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts ❛r❡ r❡❣✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❛t❤ η̂ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧

I ❡♥❞✐♥❣ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ Eo ❛♥❞ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ S′ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✢♦✇❀ ❤❡♥❝❡ I ⊂
−→
WL

❛♥❞✱ s✐♥❝❡ I ❞♦❡s ♥♦t ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ③♦♥❡✱ I ⊂
−→
A ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❧✐❦❡✇✐s❡ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ I ′

✐♥ η̂ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦♥ Eo ❛♥❞ ❧②✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ③♦♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
A(S′)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ I ′ ❛♥❞ I ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ η̂ ❜② Eo✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✵✳

SW

M̃

A(S)
A(S′)

γ η

pυ
p′

a

❋✐❣✉r❡ ✷✵✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ γ, η,W,A(W ) ✐♥ X̃✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s I, I ′

✐♥ X̃•
L ♠❛♣ t♦ t❤❡ ❜♦❧❞ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ θ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣❛rt ♦❢

A(S) ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ A(S′) ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢✮✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t A(W ) ∩ η̂ = Eo✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ X̃•
L → X̃ ✇♦✉❧❞ s❤♦✇ t❤❛t

A(W )∩ η ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ♣♦✐♥t p 6∈ E′
o✱ s✐♥❝❡ X̃

•
L → X̃ r❡str✐❝ts t♦ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ A(W )✳ ❚❤❡♥

t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ υ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t p′ ∈ γ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛t p✳ ▲❡t
θ ❜❡ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ A(W ) ❥♦✐♥✐♥❣ p t♦ ❛ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t a ♦❢ Co✱ ❛♥❞ ❧❡t γ1 ❜❡ t❤❡ s✉❜♣❛t❤ ♦❢ γ
❥♦✐♥✐♥❣ a t♦ p′✳ ❚❤❡♥ γ1υ ✐s ❛ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ ✇✐t❤ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ❝♦♥st❛♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ γ✱ ✇❤✐❧❡ θ ✐s ❛ (κ1, κ2)✲q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❍❡♥❝❡ γ1υ ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧s ✇✐t❤
θ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ δ,M, κ1, κ2 ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ L✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ |γ1| t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ L✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ s✐♥❝❡ Co

❧✐❡s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❧❡❛st L
4 ❢r♦♠ ❛❧❧ ♥✉❝❧❡✐✱ minn |q(p) − nL| ≥ L

4 ✱ s♦ t❤❛t p ❧✐❡s ❛t ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❧❡❛st L
4 ❢r♦♠ ❛♥② ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t A(S′) ❧✐❡s ✐♥ θ✳ ❚❤❡♥

θ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦✐♥t ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❧❡❛st L
4 ❢r♦♠ γ1υ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ γ1υ ❛♥❞ θ ❝❛♥♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧②

❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧ ✇❤❡♥ L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ θ ❡♥t❡rs s♦♠❡ ♦t❤❡r s❧♦♣❡✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛tt❛❝❤❡❞ t♦ A(M̃)✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t θ ❛♥❞ γ1υ ❝❛♥♥♦t ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ✐♥ A(M̃) ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ A(S) t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ υ✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
s✐♥❝❡✱ ❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♣❛rt ♦❢ T ′ ❤❛s ♦❞❞✲❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ γ ❛♥❞
p 6∈ E′

o✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❛t η̂ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ r❛②s✱

♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡s ♦❢ X̃•
L ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ A(W )✳ ❙✐♥❝❡ η̂ ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧s ✇✐t❤ γ̂

≻
✱ ✇❡

s❡❡ t❤❛t γ̂
≻
s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✹✱ ✇❤❡♥❝❡ W ❝✉ts γ✳ �

✺✳✻✳ ❈✉tt✐♥❣ ❧❛❞❞❡r❧✐❦❡ ❣❡♦❞❡s✐❝s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✾✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t X̃ ❤❛s ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r✇❛r❞
♣❛t❤ α t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✉❧❛r ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ α′ s✉❝❤ t❤❛t N(α) = N(α′)✳

❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♦❞❡s✐❝ γ : R → X̃1 t❤❛t ✐s ♥♦t M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢♦r ❛♥② M ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ W → X s✉❝❤ t❤❛t W ✐s ❛ ✇❛❧❧✱ N(A(W ))1 ✐s q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ W ❝✉ts γ✳
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Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t γ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣❛t❤ γ′ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r x ∈ X̃1 ❛♥❞ s♦♠❡
M t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ♣❛t❤ γ′ ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ (2δ + 2λ) ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

x, φ̃(x), . . . , φ̃M (x)✱ ✇❤❡r❡ x ✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t✳ ❙✉❝❤ γ′ ❡①✐sts ❢♦r ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ M
❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t γ ✐s M ✲❧❛❞❞❡r❧✐❦❡ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ M ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❤②♣♦t❤❡s✐s✳
❲❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ M ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❛❧❧ W t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❝✉ts γ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡s x ❛♥❞ φ̃M (x)✳
❈❤♦♦s✐♥❣ W ✉s✐♥❣ ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s✿ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ M ✐s ❛♥ ❡✈❡♥

✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡t a = φ̃M/2(x)✳ ◆♦t❡ t❤❛t a ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✳ ▲❡t {ei} ❜❡ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ V ✱ ❛♥❞ ❧❡t W → X ❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ ❜✉st✐♥❣ ❡❛❝❤ ei✱ ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧✲
❧❡♥❣t❤ L t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ▲❡t e1 ❜❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✐♦r ❝♦♥t❛✐♥s a✳ ❇② ❘❡♠❛r❦ ✺✳✹

❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t X̃ ❤❛s ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s✱ t❤❡r❡ ❡①✐st κ1, κ2, L1 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ X̃ s✉❝❤
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ W ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L ≥ L1 s♦ t❤❛t W ✐s ❛ ✇❛❧❧ ❛♥❞ N(A(W ))1 ✐s
(κ1, κ2)✲q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ W ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Wa ♦❢
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✭✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t W ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✭✶✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts k ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠❛r② ❜✉st d ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t ✐♥ W ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❦♥♦❝❦♦✉t ❛s a✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞(φ̃n(a), φ̃n(d)) ≥ 3δ + 2λ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ k✳
✭✷✮ W ❤❛s t✉♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L > max{12(δ + k), L1}✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ M ✳

✭✸✮ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ a ✐♥ V ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ W ❛♥❞ s♦ A(W ) ❝♦♥t❛✐♥s φ̃L(a)✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t M > JL✱ ✇❤❡r❡ J ≥ 4 ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❡❧♦✇✳ ▲❡t σ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛s✐✲

❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ X̃1 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ γ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ γ′ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ x, φ̃(x), . . . , φ̃M (x)
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✮✳
❱❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t σ ∨φL(a) N(A(W ))1 q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞s✿ ❈♦♥s✐❞❡r ♣❛t❤s ♦❢

t❤❡ ❢♦r♠ α0β0 · · ·βs−1αsτ ✱ ✇❤❡r❡ βi ✐s ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♦❢ ❛ s❧♦♣❡✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ αi

✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ N(A(W ))1✱ ❛♥❞ αs t❡r♠✐♥❛t❡s ❛t φ̃L(a)✱ ❛♥❞ τ ✐s ❛ s✉❜♣❛t❤ ♦❢ σ

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t φ̃L(a) = φ̃L+M
2 (x) ♦❢ αs✳ ✭❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡

♦❢ ❤♦✇ σ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ τ ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ x, φ̃(x), . . . φ̃
M
2
+L(x) ♦r ♦❢

φ̃
M
2
+L(x), . . . φ̃M (x)✳✮ ❚❤❡ (3δ + 2λ)✲♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ αs ❛♥❞ τ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ αi ❛♥❞ βi ❛♥❞

❜❡t✇❡❡♥ αi ❛♥❞ βi−1 ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✻✱ ❛♥❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ♦♥ W ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
(3δ + 2λ)✕♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ τ ❛♥❞ βs−1 ❤❛s ❧❡♥❣t❤ ❛t ♠♦st k✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ L ♥♦✇ ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ ✐♥✈♦❦❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t σ∨φ̃L(a)N(A(W ))1 ✐s q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥

X̃1✱ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts (κ′1, κ
′
2) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ κ1, κ2, λ✳

❱❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t σ ∨φ̃L(a) A(W ) ❡♠❜❡❞s✿ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤ τ ⊂ σ

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t φ̃L(a) ❛♥❞ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♣❛t❤ α0β0 · · ·αm ♦r α0β0 · · ·αmβm ✐♥
N(A(W ))1 ✇✐t❤ ❡❛❝❤ αi ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ βi ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♦❢ ❛ s❧♦♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❊❛❝❤ βi ❤❛s ❧❡♥❣t❤ L ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ βm ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✳ ❙✐♥❝❡ σ ∨φ̃L(a)

N(A(W ))1 ✐s q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ m ≤ 1✳
❚❤❡ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ α0β0α1τ

−1 ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ᾱ0β0ᾱ1τ
−1✱

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ᾱi ✐s ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ 3δ+ 2λ✳ ❚❤✐s q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ✐s (2δ+ 2λ)✕t❤✐♥✱
❛♥❞ β0, τ ❢❡❧❧♦✇ tr❛✈❡❧ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ 2δ + 2λ ❢♦r ❧❡♥❣t❤ ❛t ♠♦st k✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ α0, α1 ❛r❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ |β0| = L✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ (2δ+2λ)✕❢❡❧❧♦✇ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ α0 ❛♥❞ α1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ᾱ0 ♠✉st ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧ ✇✐t❤ β0 ❛t ❞✐st❛♥❝❡ 2δ + λ ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❧❡❛st 11L

24 ✱

✇❤❡♥❝❡ α0 ♠✉st (2δ + 2λ + µ)✲❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧ ✇✐t❤ β0 ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❧❡❛st 11L
24µ1

− µ2✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥tr❛❞✐❝ts ▲❡♠♠❛ ✷✳✻ ✇❤❡♥ L ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ✭❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐❝♦♥✈❡①✐t② ❝♦♥st❛♥t



❈❯❇❯▲❆❚■◆● ❋❘❊❊✲❇❨✲❈❨❈▲■❈ ●❘❖❯P❙ ✸✸

x̂0 x̂M
2 +L

x̂M

WL A(WL)

❋✐❣✉r❡ ✷✶✳ ◆♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✾✳

µ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ❝♦♥st❛♥ts (µ1, µ2) ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
L✳✮ ❍❡♥❝❡ σ ∨φ̃L(a) A(W ) ❡♠❜❡❞s✳

❆♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✹✿ ▲❡t σ̂
≻
❜❡ ❛ ❧✐❢t❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ σ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❧✐❢t ♦❢

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ❥♦✐♥✐♥❣ x t♦ φM (x)✳ ▲❡t x̂i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ φ̃
i(x)✱ s♦ t❤❛t x̂M/2 ✐s ❛ ❧✐❢t ♦❢

a ❛♥❞ x̂M/2+L ✐s ❛ ❧✐❢t ♦❢ φ̃L(a)✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧ W ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ✇❛❧❧ WL s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♥✉❝❧❡✉s

♦❢ WL s❡♣❛r❛t❡s x̂M/2 ❢r♦♠ x̂M/2+1 ❛♥❞ t❤✉s x̂M/2+L ❧✐❡s ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

A(WL)✳ ✭❘❡❝❛❧❧ t❤❛t A(WL) ♠❛♣s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② t♦ A(W )✳✮ ❚❤✉s t❤❡ ♣♦✐♥ts x̂M/2+L±1 ❧✐❡

✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❤❛❧❢s♣❛❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ A(WL)✳ ■♥❞❡❡❞✱ x̂M/2+L−1 ❧✐❡s ✐♥ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②

③♦♥❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥
←−
A ✱ ✇❤✐❧❡ x̂M/2+L+1 ∈

−→
A ✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✳ ❚❤✐s ✈❡r✐✜❡s ❍②♣♦t❤❡s✐s ✭✷✮ ♦❢

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✹✳
❆s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✽✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t σ∨φ̃L(a)N(A(W ))1 ✐s q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧②

❡♠❜❡❞❞❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t X̃•
L → X̃ ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr②✱ s❤♦✇s t❤❛t σ̂

≻
∨x̂M/2+L

N(A(WL))
1 → X̃•

L ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ✈❡r✐✜❡s ❍②♣♦t❤❡s✐s ✭✶✮ ♦❢ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✺✳✶✹✳

▲❡t y ∈ σ̂
≻
∩A(WL)✳ ❚❤❡♥ ❡✐t❤❡r y ♠❛♣s t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ σ∩A(W )✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ y = φ̃L(a)

s✐♥❝❡ σ ∨φ̃L(a) A(W ) ❡♠❜❡❞s ✐♥ X̃✱ ♦r y ✐s ❛♥ ❛♣❡① ♦❢ σ̂
≻
✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ J

✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ κ′1, κ
′
2✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉♣♣♦s❡ QQ−1 ✐s ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦♥ σ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛♣❡① p ∈ A(W )✳ ▲❡t t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ β → N(A(W ))1 ❥♦✐♥ p t♦ φ̃L(a)✱ ❧❡t

τ → N(σ) ❥♦✐♥ φ̃L(a) t♦ x✱ ❛♥❞ ❧❡t P ❜❡ t❤❡ s✉❜♣❛t❤ ♦❢ σ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ Q t♦ x✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ Pτ−1β−1 ✐s ❛ (κ′1, κ

′
2)✲q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ Pτ−1β−1 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥

t♦ ❜❡ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ σ ∨φ̃L(a) A(W )✱ ✇❤✐❝❤ ✐s (κ′1, κ
′
2)✕q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ Pτ−1β−1 ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❜♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st (J/2 − 1)L✱ ♥❛♠❡❧② τ ✳ ❍❡♥❝❡ ✐❢
J > 2(κ′1(L+κ′2)L

−1+1)✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦✛❡♥❞✐♥❣ ❛♣❡① p ❝❛♥♥♦t ❡①✐st s✐♥❝❡ |Q| ≤ L✳ ❚❤✐s ✈❡r✐✜❡s
❍②♣♦t❤❡s✐s ✭✸✮ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ �

✻✳ ▲❡❛❢✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥② ❡❢❢❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝❛s❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ φ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t X̃1 s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✳

✻✳✶✳ ▲❡❛✈❡s✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✭▲❡❛❢✮✳ ▲❡t x, y ∈ X̃✳ ❚❤❡♥ x, y ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s
σx, σy s✉❝❤ t❤❛t x ∈ σx, y ∈ σy ❛♥❞ σx ∩ σy 6= ∅✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ✐s ❛ ❧❡❛❢✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ❧❡❛❢ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x ❜② Lx✳ ❚❤❡ ❧❡❛❢ Lx ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✵✲❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ Lx
✐s r❡❣✉❧❛r✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Lx ✐s φ̃✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Lx ❤❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤

str✉❝t✉r❡✿ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ Lx∩X̃
1✱ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♠✐❞s❡❣♠❡♥ts✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✭✶✮

❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤✐s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♠❛❦❡s Lx ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ tr❡❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤
✈❡rt❡① ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡❞❣❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✭Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧❡❛✈❡s✮✳ ▲❡❛✈❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✭✶✮ ■❢ Lx ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ ❛♥❞ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✱ t❤❡♥ Lx ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❤♦♠❡♦✲
♠♦r♣❤✐❝ t♦ Lx × [−1, 1] ✇✐t❤ Lx ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ Lx × {0}✳

✭✷✮ ❊❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧❡❛❢✱ ❛♥❞ Lx ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✶✮✿ ❚❤✐s ✉s❡s ▲❡♠♠❛ ✻✳✸ ❜❡❧♦✇✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① vẽ = Lx ∩ ẽ ♦❢ Lx✱ ❧❡t Uẽ

❜❡ ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ ẽ ❛❜♦✉t vẽ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ fc̃ = Lx ∩Rc̃ ♦❢ Lx✱ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s ❛t vc̃ ❛♥❞
vd̃✱ ❧❡t U(fc̃) ❜❡ t❤❡ ♦♣❡♥ tr❛♣❡③♦✐❞ ✐♥ Rc̃ ❥♦✐♥✐♥❣ Uc̃ t♦ Ud̃✳ ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
♦❢ Lx ✐s

⋃
fc̃∈❊❞❣❡s(Lx)

U(fc̃)✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✷✳

❋✐❣✉r❡ ✷✷✳ ❆ ♣r♦❞✉❝t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✷✮✿ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s✳ �

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Y0 t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❡❛✈❡s ♦❢ X̃ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ρ0 : X̃ → Y0 ❜② ρ0(x) = Lx✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳ ▲❡t ẽ ❜❡ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ ♦❢ X̃ ❛♥❞ ❧❡t Lx ❜❡ ❛ ❧❡❛❢✳ ■❢ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✱
t❤❡♥ |ẽ ∩ Lx| ≤ 1✳

Pr♦♦❢✳ ❲❤❡♥ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✱ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ e ❧✐❡ ♦♥ ❞✐st✐♥❝t

❧❡❛✈❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛♣ ρ0 : e→ Y0 ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ✷✲❝❡❧❧ ♦❢ X̃ ✐s ❢♦❧✐❛t❡❞
❜② ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ✜❜❡rs ♦❢ ρ✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✐❞s❡❣♠❡♥t✳ �

✻✳✷✳ ❋♦r✇❛r❞ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ❝❛s❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✳ ❲❡
♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ R✲tr❡❡ Y ✇❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❧❡❛✈❡s✱ ❛♥❞ ❛ G✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ Y✱
❛♥❞ ✉s❡ t❤✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t X̃ ✐s ❧❡✈❡❧✲s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠✐♠✐❝s t❤❡ st❛❜❧❡ tr❡❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❇❋❍✾✼❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡❡ ❡①♣❧❛✐♥s
t❤❛t ✐t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❬●❏▲▲✾✽❪✳ ▲❡t E = R[❊❞❣❡s(V )] ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡
❜② ~ei t❤❡ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ei✳ ▲❡t M : E → E ❜❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ✇❤♦s❡
♠❛tr✐① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛s✐s {~ei} ❤❛s ij✲❡♥tr② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ♣❛t❤ φ(ei) tr❛✈❡rs❡s
ej ✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② M✱ ✐s ❛
♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t M ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳

▲❡t ̟ ❜❡ t❤❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ M✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❇❍✾✷❪✱ ̟ > 1 s✐♥❝❡ φ ✐s
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛s ✐♥✜♥✐t❡ ♦r❞❡r✳ ▲❡t v ❜❡ ❛ ̟✲❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
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❋♦r ❡❛❝❤ i✱ ❧❡t ci ❜❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ P❡rr♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ~ei ♦♥t♦ R[v]✳ ❆s ✐s ♠❛❞❡ ♣r❡❝✐s❡
✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✾✱ t❤❡ ♠❛♣ φ ❡①♣❛♥❞s ❡❞❣❡s ♦❢ V ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ̟✳

❲❡ ♥♦✇ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡s ✐♥ X̃ ❜② ❧❡tt✐♥❣ |ei| = ci ❢♦r
❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ei ♦❢ V ✱ ❧❡tt✐♥❣ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡ ♦❢ X ❤❛✈❡ ✉♥✐t ✇❡✐❣❤t✱ ❛♥❞ ♣✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡s❡

✇❡✐❣❤ts t♦ X̃✳ ❚❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❞ ♦♥ X̃1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ei ❛♥❞ ❡❛❝❤ n ∈ Z✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❧✐❢t ẽi ♦❢ ei t♦ Ṽn t♦ ❜❡ ̟−n|ẽi| = ̟−nci✳ ▲❡t ❞Ṽn
: Ṽn× Ṽn → [0,∞] ❜❡

t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛t❤✲♠❡tr✐❝✳

●✐✈❡♥ ❧❡❛✈❡s Lx,Ly✱ ✇✐t❤ x, y ∈ Ṽk ❢♦r s♦♠❡ k✱ ❧❡t

❞∞(Lx,Ly) = lim
n→∞

❞
Ṽn
(φ̃n(x), φ̃n(y)).

❚❤✐s ❧✐♠✐t ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✜♥✐t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❞
Ṽn
(φ̃n(x), φ̃n(y)) ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞∞(Lx,Ly) ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ ❢♦r ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s x′ ∈ Lx ∩ Ṽk′ ❛♥❞ y′ ∈ Ly ∩ Ṽk′ ✱

❢♦r ❛❧❧ ❜✉t ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② n✱ ✇❡ ❤❛✈❡ φn′

(x′) = φn(x) ❛♥❞ φn′

(y′) = φn(y) ❢♦r s♦♠❡ n′✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳ ▲❡t Y ❜❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ Y0 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣♦✐♥ts ρ0(x), ρ0(y) ❢♦r ✇❤✐❝❤
❞∞(ρ0(x), ρ0(y)) = 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣s❡✉❞♦♠❡tr✐❝ ❞∞ : Y → [0,∞) ✐s ❛ ♠❡tr✐❝✳ ▲❡t

ρ : X̃ → Y ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ X̃
ρ0
−→ Y0 → Y✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ρ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡

✐s ❛♥ ✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞∞ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❍❡♥❝❡ ❞∞ : Y → [0,∞)

✐s ❛ ♠❡tr✐❝✳ ▲❡t ei ❜❡ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ❡♥❞♣♦✐♥ts x, y✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ Ṽn ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ φ̃n(ei) ✐s ̟n|ei|✱ ✇❤❡♥❝❡ ❞∞(ρ(x), ρ(y)) = ci✳ ❖✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t φ̃ ❤❛s
❛ ❝♦♥st❛♥t✲s♣❡❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥②
s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ei✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ♦❢ V ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ φ✳ ❚❤❡♥✿

✭✶✮ ❚❤❡ ♠❛♣ ρ : X̃ → Y ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳
✭✷✮ (Y, ❞∞) ✐s ❛ ✵✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳ Y ✐s ❛♥ R✲tr❡❡✳
✭✸✮ Y ❛❞♠✐ts ❛ G✲❛❝t✐♦♥ ❜② ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ ρ ✐s G✲❡q✉✐✈❛r✐❛♥t✳
✭✹✮ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ G✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ Y t♦ F ✐s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❜② ✐s♦♠❡tr✐❡s✳

✭✺✮ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ✐♥ F ♦❢ ρ(x̃) ✐s tr✐✈✐❛❧ ✇❤❡♥❡✈❡r x̃ ✐s ❛ ❧✐❢t t♦ X̃ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥t ✐♥
V ✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ρ✿ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ρ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡ e ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✐♥❝❡ ✐t ✐s
❛♥ ✐s♦♠❡tr✐❝ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ρ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❧♦s❡❞ ✷✲❝❡❧❧ s✐♥❝❡ ρ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❡❛❝❤
♠✐❞s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✷✲❝❡❧❧ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❧✐❛t❡❞ ❜② ✜❜❡rs ♦❢ ρ s✐♥❝❡ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✳

❙✐♥❝❡ X̃ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡✱ t❤❡ ♣❛st✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ρ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ X̃✳

R✲tr❡❡✿ ▲❡t x, y ∈ Ṽn ❛♥❞ ❧❡t P → Ṽ0 ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ❥♦✐♥✐♥❣ x t♦ y✳ ❚❤❡♥ s✐♥❝❡ ρ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱
ρ(P ) ✐s ❛ ♣❛t❤ ❥♦✐♥✐♥❣ ρ(x) t♦ ρ(y)✱ ✇❤❡♥❝❡ Y ✐s ♣❛t❤✲❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ Y ✐s ❛ ♣❛t❤✲❝♦♥♥❡❝t❡❞

s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ tr❡❡ (Ṽ , ❞0)✱ t❤❡ s♣❛❝❡ Y ✐s ❛♥ R✲tr❡❡ ❬❑▲✾✺✱
Pr♦♣✳ ✸✳✻❪✳ ✭❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❛♥② ♥♦♥✲♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉❧tr❛✜❧t❡r ♦♥ N✱

t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t (ṽ, φ̃(ṽ), . . .)✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♠❡tr✐❝s ❞
Ṽn

♦♥ Ṽ0✳✮

❚❤❡ G✲❛❝t✐♦♥✿ ❋♦r g ∈ G ❛♥❞ x ∈ X̃✱ ❧❡t gρ(x) = ρ(gx)✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ G

t❛❦❡s ❧❡❛✈❡s ✐♥ X̃ t♦ ❧❡❛✈❡s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❜② ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s s✐♥❝❡ ρ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ G

❛❝ts ❜② ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦♥ X̃✳
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❚❤❡ F ✲❛❝t✐♦♥ ✐s ✐s♦♠❡tr✐❝✿ ▲❡t x, y ∈ X̃✳ ❙✐♥❝❡ F ❛❝ts ❜② ✐s♦♠❡tr✐❡s ♦♥ ❡❛❝❤ Ṽn✱ ❢♦r
❡❛❝❤ f ∈ F ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❞∞(fρ(x), fρ(y)) = lim
n

❞
Ṽn
(φn(fx), φn(fy))

= lim
n

❞
Ṽn
(Φn(f)φn(x),Φn(f)φn(y)) = lim

n
❞
Ṽn
(φn(x), φn(y)) = ❞∞(ρ(x), ρ(y)).

❚❤❡ F ✲❛❝t✐♦♥ ✐s ❢r❡❡ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts✿ ▲❡t x ∈ V ❜❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❧❡t x̃ ❜❡

❛ ❧✐❢t ♦❢ x t♦ X̃✳ ❋♦r f ∈ F ✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✷✱ ❡✐t❤❡r ρ(x̃) 6= fρ(x̃)✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✱ ♦r
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s σx̃ ❛♥❞ fσx̃ ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ x̃ ❛♥❞ fx̃ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧✐❡ ❛t ✜♥✐t❡ ❍❛✉s❞♦r✛

❞✐st❛♥❝❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛t❤ P̃ ❥♦✐♥✐♥❣ x̃ t♦ fx̃ ♣r♦❥❡❝ts t♦ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧
❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤ P → V ✱ ❜❛s❡❞ ❛t x✱ s✉❝❤ t❤❛t φk(P ) ✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ◆✐❡❧s❡♥ ♣❛t❤ ❢♦r s♦♠❡ k ≥ 0✳
❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐t② ♦❢ G✳ �

❘❡♠❛r❦ ✻✳✻✳ ❲❤❡♥ φ ✐s ❛ π✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛♥❞ G ✐s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ F ♦♥ Y ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✶ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ◆✐❡❧s❡♥
♣❛t❤s✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❜✉t ❛ ❢r❡❡ ❛❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts s✉✣❝❡s ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳

✻✳✸✳ ▲❡✈❡❧✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈❡
▲❡♠♠❛ ✻✳✶✺✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✼ ✭❚r❛♥s✈❡rs❡✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛♥ R✲tr❡❡✳ ❚❤❡ ♠❛♣ θ : R→ T ✐s tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ y ∈ T
✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ p ∈ θ−1(y)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ǫ > 0 s✉❝❤ t❤❛t θ((p− ǫ, p)) ❛♥❞ θ((p, p+ ǫ)) ❧✐❡ ✐♥ ❞✐st✐♥❝t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ T − {y}✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ θ ✐s tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ y✱ t❤❡♥ θ−1(y) ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② R
+ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ s✉❜✲r❛② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❧✐♥❡ R✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✽✳ ▲❡t T ❜❡ ❛♥ R✲tr❡❡✳ ▲❡t T0 ⊆ T ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t T − {y} ❤❛s t✇♦
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ y ∈ T0 ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♣❡♥ ❛r❝ ♦❢ T ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ T0✳ ▲❡t θ : R → T
♦r θ : R+ → T ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣✳ ❙✉♣♣♦s❡ θ ✐s tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ T0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ θ ❤❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ♦❢
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ T ✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

✭✶✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❛r❝ α ⊂ T s✉❝❤ t❤❛t |θ−1(y)| ✐s ♦❞❞ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ α ∩ T0✳
✭✷✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts y ∈ T ✇✐t❤ θ−1(y) ❤❛✈✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
✭✸✮ ❋♦r ❡❛❝❤ r ≥ 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts yr ∈ T s✉❝❤ t❤❛t θ−1(yr) ❤❛s ❞✐❛♠❡t❡r ❛t ❧❡❛st r✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❡❛❝❤ p ∈ R✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② p̄ ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐♥ T ❛♥❞ ❜② |θ−1(x)| t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ♦❢ x ∈ T ✐♥ R✳

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❡✐t❤❡r (3) ❤♦❧❞s ♦r im(θ) ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛❝t s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ θ(R)
❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ✜rst ❝❧❛✐♠ t❤❛t
❡✐t❤❡r (3) ❤♦❧❞s✱ ♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ♦❢ R✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✭✉♥✐❢♦r♠❧②✮ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❡❞❣❡s f s✉❝❤
t❤❛t θ(f) ∩ θ(e) 6= ∅✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♠❛♥② s✉❝❤ f ✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r ≥ 0✱ ✇❡
❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ f s✉❝❤ t❤❛t ❞R(e, f) > r ❜✉t θ(e) ∩ θ(f) 6= ∅✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✭✸✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❝❤♦♦s❡ ❛
♣♦✐♥t p ∈ T ✳ ❖✉r ✜rst ❝❧❛✐♠ s❤♦✇s t❤❛t ❡✐t❤❡r ✭✸✮ ❤♦❧❞s ♦r t❤❡ s❡t {ej}j∈J ♦❢ ❡❞❣❡s ✇✐t❤
p ∈ θ(ei) ✐s ✜♥✐t❡✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ J ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ǫi > 0 s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ǫi✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ p ✐♥ θ(ei) ✐s ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♥♦t ✐♥ {ej}j∈J ✳ ▲❡t
ǫ = mini ǫi✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ǫ✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ p ✐♥ im(θ) ❧✐❡s ✐♥ ∪iθ(ei) ❛♥❞ t❤✉s ❛♥❞ t❤✉s ✐♥t❡rs❡❝ts
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❡❞❣❡s✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡q✉❡♥❝❡s {ai} ❛♥❞ {bi} ✐♥R = (−∞,∞) ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦∞ ❛♥❞ −∞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s {āi} ❛♥❞ {b̄i} t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ♣♦✐♥ts ā∞ ❛♥❞ b̄∞ ✐♥ im(θ) ∪
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∂ im(θ)✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ im(θ) ✐s ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛❝t R✲tr❡❡✱ im(θ)∪∂ im(θ) ✐s ❝♦♠♣❛❝t ❜② ❬❇❍✾✾✱
❊①♠♣✳ ■■✳✽✳✶✶✳✭✺✮❪✳

❙✉♣♣♦s❡ ā∞ 6= b̄∞✳ ▲❡t α ❜❡ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❛r❝ ✐♥ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ ā∞ ❛♥❞ b̄∞✱ ❛♥❞ ♥♦t❡
t❤❛t α∩T0 ⊂ im θ✳ ◆♦t❡ t❤❛t θ−1(c̄) ❤❛s ❡✐t❤❡r ♦❞❞ ♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ c̄ ∈ α∩T0✱
s✐♥❝❡ c̄ ♠✉st s❡♣❛r❛t❡ ai ❢r♦♠ bi ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② i✳ ❍❡♥❝❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ (1) ♦r (2)
❤♦❧❞s✳

❙✉♣♣♦s❡ ā∞ ❛♥❞ b̄∞ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t p̄∞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t p̄∞ ∈ ∂θ(R) s✐♥❝❡✱
❛s ❛❜♦✈❡✱ ❡✐t❤❡r (3) ❤♦❧❞s ♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ θ(R) ❤❛s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❡❞❣❡s✳ ▲❡t ō ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡♣♦✐♥t o ♦❢ R✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ s❡❣♠❡♥ts ōāi ∩ ōp̄∞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ōp̄∞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ōb̄i✳
❲❡ ✉s❡ t❤✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛✐r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s {a′i} ❛♥❞ {b

′
i} t❤❛t st✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ±∞✱ ❛♥❞

✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ā′i = b̄′i✳ ❲❡ ❞♦ t❤✐s ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❢❛r ♦✉t
✐♥ ōp̄∞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ❢♦✉♥❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❞✐st❛♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ R ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✸✮✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❛② R
+ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ �

❇② ▲❡♠♠❛ ✻✳✸ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛✐r (
←−
L ,
−→
L ) ♦❢ ❝❧♦s❡❞

❤❛❧❢s♣❛❝❡s ✐♥ X̃ s✉❝❤ t❤❛t
←−
L ∪
−→
L = X̃ ❛♥❞

←−
L ∩
−→
L = L✳ P♦✐♥ts ♦❢ ρ(X̃0) ❛r❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♦❢

Y✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡❣✉❧❛r✳ ■❢ L ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢✱ t❤❡♥ Y − ρ(L) ❤❛s t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

♥❛♠❡❧② t❤❡ ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢
←−
L ❛♥❞

−→
L ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦✉♥t❛❜❧② ♠❛♥② s✐♥❣✉❧❛r

♣♦✐♥ts ✐♥ Y✱ ❡❛❝❤ ♦♣❡♥ ❛r❝ ✐♥ Y ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✾✳ ❋♦r ❛♥② ❣❡♦❞❡s✐❝ γ : R → X̃1✱ t❤❡ ♠❛♣ θ = ρ ◦ γ : R → Y ✐s tr❛♥s✈❡rs❡ t♦
r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t y ∈ Y ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ x ∈ ρ−1(y) ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧
✶✲❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❡♠❜❡❞s ✐♥ Y ❜② ▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✶✲❝❡❧❧ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞
❜② ρ(x) = y✳ �

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✵✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❈♦r♦❧✲
❧❛r② ✻✳✶✷✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ φ ✐s π1✲s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣
t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❬❇❋❍✵✵❪✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✵✳ ▲❡t γ : R → X̃1 ❜❡ ❛♥ M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❢♦r s♦♠❡ M ≥ 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ L s✉❝❤ t❤❛t |γ ∩ L| ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ♦❞❞✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r θ = ρ ◦ γ✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✻✳✾✱ ρ|γ ✐s tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✻✳✽✱
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

• ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t y ∈ Y s✉❝❤ t❤❛t ρ−1(y) ∩ γ ❤❛s ✜♥✐t❡✱ ♦❞❞ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳
• ❋♦r ❛❧❧ r ≥ 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts yr ∈ Y s✉❝❤ t❤❛t diam(ρ−1(yr)∩ γ) > r✳ ✭❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ Y ❤❛s ✐♥✜♥✐t❡ ♣r❡✐♠❛❣❡✳✮

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t ρ−1(y) ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛✈❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡
❤❛✈❡ ♦❞❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ γ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r ≥ 0✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❡r❡ ❡①✐sts m ∈ Z ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s σ1, σ2
♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❛t ♣♦✐♥ts ♦❢ γ ❛♥❞ tr❛✈❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ Ṽm✱ s✉❝❤ t❤❛t ρ(σ1) = ρ(σ2) ❛♥❞ ❞

Ṽm
(σ1 ∩

Ṽm, σ2 ∩ Ṽm) > r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t x1, x2 ∈ γ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ρ(x1) = ρ(x2) = yr✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s❛t✐s❢② q(x1) ≤ q(x2) = m✱ ❛♥❞ ❞

X̃
(x1, x2) > r + M + δ✳ ❋♦r s♦♠❡

k ≥ 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ φ̃k(x1) = x′1 ∈ Ṽm✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ρ(x′1) = yr✳ ❙✐♥❝❡ γ ✐s M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ δ✲t❤✐♥ tr✐❛♥❣❧❡ x1x2x

′
1 s❤♦✇s t❤❛t ❞

X̃
(x′1, x2) > r✳ ❍❡♥❝❡ ❞

Ṽm
(x′1, x2) > r✳
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❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✷✳ ❚❤❡ r❛②s σ1, σ2 ❝❛♥♥♦t ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧ ✇❤❡♥ r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤✐♥ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t
γ ✐s M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✷✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ρ(σ1) 6= ρ(σ2)✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ �

❚❤❡ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ P ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ♣❛t❤ t❤❛t ✐s ♣❛t❤✲❤♦♠♦t♦♣✐❝ t♦
P ✳ ❆ ♣❡r✐♦❞✐❝ ◆✐❡❧s❡♥ ♣❛t❤ ✐♥ V ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛t❤ P s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ♦❢ φk(P ) ✐s
♣❛t❤✲❤♦♠♦t♦♣✐❝ t♦ P ❢♦r s♦♠❡ k > 0✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛ r❡♣❤r❛s✐♥❣ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❬▲❡✈✵✾✱
▲❡♠✳ ✻✳✺❪✱ ✇❤✐❝❤ s♣❧✐ts ✐♥t♦ ❬❇❋❍✵✵✱ ▲❡♠✳ ✹✳✶✳✹✱ ▲❡♠✳ ✹✳✷✳✻✱ ▲❡♠✳ ✺✳✺✳✶❪✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✶ ✭❙♣❧✐tt✐♥❣ ❧❡♠♠❛✮✳ ▲❡t φ : V → V ❜❡ ❛ π1✲s✉r❥❡❝t✐✈❡ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✳ ▲❡t
P → V ❜❡ ❛ ♣❛t❤✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts n0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ♦❢ φn0(P ) ✐s ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥
Q1 · · ·Qk✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Qs ✐s ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡s✿

✭✶✮ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ◆✐❡❧s❡♥ ♣❛t❤❀
✭✷✮ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ V ❀
✭✸✮ ❛ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ V ✱ ✐❢ s ∈ {1, k}❀

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ n0✱ t❤❡ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ♦❢ φn(P ) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐❣❤t❡♥✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ♣❛t❤s φn−n0(Qs)✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✷✳ ▲❡t σ1, σ2 ❜❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦♥ Ṽm✳ ❚❤❡♥ ❡✐t❤❡r N(σ1), N(σ2) ❧✐❡
❛t ✜♥✐t❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ρ(σ1) 6= ρ(σ2)✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✷ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ y ∈ Y✱ ❛♥② t✇♦ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s ✐♥ ρ−1(y) ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧✱ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❧✐❡ ❛t ✜♥✐t❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✷ ✇❤❡♥ φ ✐s π1✲s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ▲❡t P → Ṽm ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ σ1 t♦ σ2✳ ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✶
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ n ≥ 0✱ t❤❡ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ♦❢ φ̃n(P ) s♣❧✐ts ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐✲

♦❞✐❝ ◆✐❡❧s❡♥ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✳ ■❢ φ̃n(P ) ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ◆✐❡❧s❡♥ ♣❛t❤s✱ t❤❡♥
σ1, σ2 ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡❞❣❡ e ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ n′ ≥ n✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❞n′(σ1 ∩ Ṽn′ , σ2 ∩ Ṽn′) ≥ |e| ✭▲❡♠♠❛ ✻✳✹✮✱ ✇❤❡♥❝❡ ρ(σ1) 6= ρ(σ2)✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✷ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ■❢ σ1, σ2 ❞♦ ♥♦t ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧✱ t❤❡♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✸

❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✹✱ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ Ṽm ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ σ1, σ2 ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ ❛r❝
α ⊂ e✱ ❢♦r s♦♠❡ ❡❞❣❡ e✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ α s❡♣❛r❛t❡s σ1, σ2✳ ❋♦r ❡❛❝❤

n ≥ m✱ ❧❡t an = σ1 ∩ Ṽn ❛♥❞ bn = σ2 ∩ Ṽn✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ n✱ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ Ṽn ❥♦✐♥✐♥❣ an, bn
❝♦♥t❛✐♥s φn(α)✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ e ❛s ❛ ❝♦♣② ♦❢ [0, 1] ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t |e|✱ ❛♥❞ α = (t1, t2) ⊂ [0, 1]✱ ✇❡
s❡❡ t❤❛t ❞

Ṽn
(an, bn) ≥ |e|(t2 − t1). ❍❡♥❝❡ ❞∞(ρ(σ1), ρ(σ2)) > 0✳ �

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✸✳ ▲❡t σ1, σ2 ❜❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦♥ Ṽm✳ ❚❤❡♥ ❡✐t❤❡r N(σ1) ❛♥❞ N(σ2) ❧✐❡
❛t ✜♥✐t❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ s❡♣❛r❛t✐♥❣ σ1 ❢r♦♠ σ2✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐s σ1, σ2 ❛r❡ ♥♦t s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢✱ t❤❡♥ ρ(σ1) = ρ(σ2)✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ρ(σ1) 6= ρ(σ2)✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t y ∈ Y ✇❤♦s❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ✐s
t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛✈❡s✳ ❆♥② ♣❛t❤ ❥♦✐♥✐♥❣ σ1, σ2 ♠✉st ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❡❛✈❡s
✐♥ ❛♥ ♦❞❞✲❝❛r❞✐♥❛❧✐t② s❡t✱ s♦ s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ♦❢ y s❡♣❛r❛t❡s σ1, σ2✳

❲❡ ♥♦✇ ✈❡r✐❢② t❤❛t N(σ1) ❛♥❞ N(σ2) ❧✐❡ ❛t ✜♥✐t❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ρ(σ1) = ρ(σ2) ❛♥❞ ♥♦ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ s❡♣❛r❛t❡s σ1 ❢r♦♠ σ2✳

▲❡t z = ρ(σi) ∈ Y✳ ▲❡t p ≥ m ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ Ip → Ṽp ❥♦✐♥✐♥❣

σ1∩ Ṽp, σ2∩ Ṽp ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ρ−1(z)∩Ip ❤❛s ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
❤❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ p✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr❛♥s❧❛t❡ s♦ t❤❛t p = 0✳
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❍❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ I0✱ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡ ♣❛t❤s In → Ṽn ❥♦✐♥✐♥❣ σ1 t♦ σ2 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r
n ≥ 0✱ ❡①♣r❡ss In = e1e2 · · · ek ❛s ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❡❞❣❡s✿ e1, ek ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s

♦❢ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ei ❛r❡ ❡♥t✐r❡ ❡❞❣❡s✳ ▲❡t In+1 → Ṽn+1 ❜❡ t❤❡ ♣❛t❤ φ̃(e1) · · · φ̃(ek)✳ ▲❡t Īn
❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ In ✐♥ X̃ ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t Īn ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜tr❡❡ ♦❢ Ṽn✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t T = ρ(Ī0) ⊂ Y
✐s ❛ ✜♥✐t❡ tr❡❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝❧♦s❡❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛r❝s✳ ▲❡t ρn : In → Y

❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ In → X̃
ρ
→ Y✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ Īn → Īn+1 ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ρ(Īn) = T ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 0✳

❚❤❡ ♠❛♣s ei → φ̃(ei) ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♠❛♣ In → In+1 s♦ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❡s✳

In In+1

Īn Īn+1 T ⊂ Y

//

�� �� $$

ρn+1

//
φ̃

//
ρ

❙✐♥❝❡ ρ(σ1) = ρ(σ2)✱ ❡❛❝❤ ρn : In → T ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ T ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t z ∈ T ✳
■❢ d

Ṽn
(σ1 ∩ Īn, σ2 ∩ Īn) ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s n→∞✱ t❤❡♥ σ1, σ2 ❧✐❡ ❛t ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞

✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ s♦ N(σ1) ❛♥❞ N(σ2) ❧✐❡ ❛t ✜♥✐t❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡✳
❙✐♥❝❡ In ✐s ✈❡rt✐❝❛❧✱ ρ−1

n (z) ✐s ✜♥✐t❡✱ ❛♥❞ In = Q1Q2 · · ·Qr✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ t❤❡ Qi

❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ In − ρ−1
n (z)✳ ▲❡t Q̄i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Qi ✐♥ Ṽn✳ ◆♦t❡ t❤❛t r ✐s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n❀ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ p✳
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♥♦ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ ✐♥t❡rs❡❝ts Q̄i ❛♥❞ Q̄j ❢♦r i 6= j✱ ❢♦r ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② φ̃
✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t✐♠❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ r✳

▲❡t ai ❛♥❞ bi ❜❡ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ Qi✱ ❛♥❞ ❧❡t āi, b̄i ❜❡ t❤❡✐r ✐♠❛❣❡s ✐♥ Īn✳ ❲❡ ✇✐❧❧
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts M ✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n✱ s✉❝❤ t❤❛t ❞

Ṽn
(āi, b̄i) ≤ M ✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

❞
Ṽn
(N(σ1), N(σ2)) ≤ rM ❢♦r ❛❧❧ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ n✳
❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ M ✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧❡❛❢ Li t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛❧ ✭♣♦ss✐❜❧② ♣❛rt✐❛❧✮ ❡❞❣❡s ♦❢ Q̄i✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ❡❞❣❡s ✐♥ ♣♦✐♥ts ci, di
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❢ Li ♠✉st ✐♥t❡rs❡❝t Ī0 ✐♥ ♣♦✐♥ts ĉi, d̂i ✇✐t❤ φ̃n(ĉi) = ci ❛♥❞ φ̃n(d̂i) = di✳

❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s ĉici ❛♥❞ d̂idi ♦❢ N(Li) ✇❤♦s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ X̃1 ❛r❡ λ✲

q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝s ❧②✐♥❣ ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s ♦❢ N(Li)✳ ❚❤❡ q✉❛s✐❣❡♦❞❡s✐❝ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ĉicidid̂i s❤♦✇s

t❤❛t ĉici ❛♥❞ d̂idi ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ M ′ = M ′(δ, λ, |I0|)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞
Ṽn
(āi, b̄i) ≤ M ✱

✇❤❡r❡ M = M ′ + 2✳
■t r❡♠❛✐♥s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧❡❛❢ Li✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ āi, b̄i ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❡❛❢✱ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✳ ❲❡

❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ s❡♣❛r❛t❡s āi ❢r♦♠ b̄i✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥② s✉❝❤ ❧❡❛❢ ❝♦✉❧❞ ♥♦t s❡♣❛r❛t❡
σ1, σ2✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t σ1, σ2 ❛r❡ ♥♦t s❡♣❛r❛t❡❞ ✭♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✮✳
❚❤✉s ❛♥② s✉❝❤ ❧❡❛❢ ♠✉st ❡♥❞ ♦♥ Q̄j ❢♦r s♦♠❡ i 6= j✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s r✉❧❡❞ ♦✉t ❛❜♦✈❡✳ ❍❡♥❝❡ ❡❛❝❤
❧❡❛❢ ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❞❣❡ ♦❢ Q̄i ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ Q̄i✳ ▲❡t L ❜❡ s✉❝❤ ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢✱ ❛♥❞ ❧❡t b′i ∈ L ∩ Q̄i ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❡❞❣❡ ♦❢ Q̄i✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ L t♦ ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ Q̄i ❛t ❛
♣♦✐♥t a′i s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ āi✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❛t b′i ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣❛rt✐❛❧
❡❞❣❡ ♦❢ Q̄i✳

■♥❞❡❡❞✱ ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ {a′ik}k ♦❢ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❞❣❡ ♦❢ Qi✱ ✇✐t❤ a′ik → āi✳

❋♦r ❡❛❝❤ k✱ ❧❡t Lik ❜❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ a′ik✳ ■❢ Lik ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❡❞❣❡ ♦❢ Qi✱

✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✱ s♦ ✇❡ ❧❡t b′ik ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ Lik ∩Qik t❤❛t ❧✐❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧✱ ♥♦♥✲✐♥✐t✐❛❧ ❡❞❣❡✳
❇② ♣♦ss✐❜❧② ♣❛ss✐♥❣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t {b′ik} ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ s♦♠❡ b′i ∈ Qi ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ b̄i✳ ❙✐♥❝❡ ρ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ρ(b′ik) = ρ(a′ik) → z✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ρ(b′i) = z✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ Qi ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♣♦✐♥t ✐♥ ρ−1(z)✳ �
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▲❡♠♠❛ ✻✳✶✹✳ ▲❡t σ1, σ2 ❜❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦♥ Ṽm t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧✳ ❙✉♣♣♦s❡

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ L s❡♣❛r❛t✐♥❣ σ1, σ2✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ Ṽm ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts
♦❢ σ1, σ2 ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ ❛r❝ α ⊂ e✱ ❢♦r s♦♠❡ ❡❞❣❡ e✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
α s❡♣❛r❛t❡s σ1, σ2✳

❍❡♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ m✱ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦❢ Ṽn ❥♦✐♥✐♥❣ σ1 ∩ Ṽn ❛♥❞ σ2 ∩ Ṽn ❝♦♥t❛✐♥s φ̃n(α)✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t P → Ṽm ❜❡ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❥♦✐♥✐♥❣ σ1, σ2✳ ❋♦r ❛♥② n ≥ m✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛t❤

U → Ṽn ❥♦✐♥✐♥❣ σ1, σ2✱ ❛ s②❧❧❛❜❧❡ ♦❢ U ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜♣❛t❤ Q t❤❛t ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
♦❢ ❬❇❍✾✷❪❀ s✐♥❝❡ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t φ̃k(Q) ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 0✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ Tk ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ φ̃k(P ) ❢♦r k ≥ 0✳ ❊❛❝❤ Tk ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ s②❧❧❛❜❧❡s✱ s✐♥❝❡ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✱ ❛♥❞ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❈❤♦♦s❡ k ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②❧❧❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Tk ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②❧❧❛❜❧❡s ✐♥ Tk′ ❢♦r ❛❧❧ k′ ≥ k✳ ▲❡t Tk = Q1 · · ·Qn ❜❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦
s②❧❧❛❜❧❡s✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ♥♦♥❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s②❧❧❛❜❧❡s ♦❢ Tk ❝❛♥♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❡❛❢✱ ❢♦r
♦t❤❡r✇✐s❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ s♦♠❡ ✐t❡r❛t❡ ♦❢ φ̃ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ❢❡✇❡r s②❧❧❛❜❧❡s✳

❙✐♥❝❡ L ✐♥t❡rs❡❝ts ❡❛❝❤ s②❧❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ Tk ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t
|L∩Tk| < 3 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✐s ♦❞❞✱ |L∩Tk| = 1✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡
Qi s✉❝❤ t❤❛t L ∩ Tk ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ■♥t(Qi)✳

❋♦r ❡❛❝❤ p ∈ N✱ ❧❡t B±
i (

1
p) ❜❡ t❤❡ t✇♦ ❤❛❧❢✲♦♣❡♥ 1

p ✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✐♥ Qi ❜♦✉♥❞❡❞ ❛t L∩Qi✳

■❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ p t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ L±(1p) ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣

B±
i (

1
p) ❜✉t ❢❛✐❧✐♥❣ t♦ s❡♣❛r❛t❡ σ1 ❛♥❞ σ2✳ ❊❛❝❤ L

±(1p) ❤❛s ❡✈❡♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ Tk ❛♥❞ t❤✉s

❛❧s♦ ✐♥t❡rs❡❝ts Qi±1 ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ {L±(1p)∩Qi±1}p ❤❛s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ♣♦✐♥t z± ∈ Qi±1 s✉❝❤ t❤❛t ρ(z±) = ρ(L)✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ♥♦ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ s❡♣❛r❛t❡s
z+ ✭s❛②✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇♦r❦s ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r z−✮ ❢r♦♠ L ∩Qi✱ s✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛
s❡♣❛r❛t✐♥❣ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥t❡rs❡❝t s♦♠❡ L+(1p)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ❧❡❛✈❡s

❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✸✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s σz+ ❛♥❞ σ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠
z+ ❛♥❞ L ∩Qi✱ ♠✉st ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✸✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛②s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✹✳ ❖♥❧②
♦♥❡ ♦❢ σz+ ❛♥❞ σz− ♥❡❡❞ ❡①✐st✳

✳

■❢ σ ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧s ✇✐t❤ σ1 ❬r❡s♣✳ σ2❪ ❛♥❞ σz+ ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧s ✇✐t❤ σ2 ❬r❡s♣✳ σ1]✱ t❤❡♥ s✐♥❝❡
σ, σz+ ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t σ1, σ2 ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❙❡❡
❋✐❣✉r❡ ✷✸✳ ■❢ σ, σ1 ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ❞♦ ♥♦t ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧✱ t❤❡♥ σ1, σz+ ❛❧s♦ ❞♦ ♥♦t ❢❡❧❧♦✇tr❛✈❡❧✳
▲❡♠♠❛ ✻✳✶✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ L1 s❡♣❛r❛t❡s σz+ , σ1✳ ❚❤❡ ♣❛rt ♦❢ Tk s✉❜t❡♥❞❡❞ ❜②
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σz+ , σ1 ❤❛s str✐❝t❧② ❢❡✇❡r s②❧❧❛❜❧❡s t❤❛♥ Tk✱ s♦ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ α′ ⊂ Tk

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✭✶✮ α′ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ s♦♠❡ ❡❞❣❡✳
✭✷✮ α′ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ L′1 t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s σz+ ❛♥❞ σ1✳
✭✸✮ α′ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ Tk ❜❡t✇❡❡♥ σz+ ❛♥❞ σ1✳
✭✹✮ ❆❧❧ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛✈❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ α′ s❡♣❛r❛t❡ σz+ ❢r♦♠ σ1✳

▲❡t L2 ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ α′ ❜❡t✇❡❡♥ L′1 ❛♥❞ σ1✳ ❚❤❡♥ L2 s❡♣❛r❛t❡s σ1 ❢r♦♠ σz+
❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ L2 s❡♣❛r❛t❡s σ1 ❢r♦♠ σ2✳ ❚❤❡ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ α′

❜❡t✇❡❡♥ L′1 ❛♥❞ σ1 ✭❛♥❞ s♦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ s✉❝❤ L2✮ ✐s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ α✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✳
■♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡✱ Tk ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ s②❧❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛♥② ♦♣❡♥ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ s✉✣❝❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t n ≥ m ❛♥❞ ❧❡t Pn → Ṽn ❜❡ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❥♦✐♥✐♥❣ σ1, σ2✳ ❋♦r ❛♥② x ∈ φ̃n(α)✱

❛♥❞ ❛♥② ǫ > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t y ∈ φ̃n(α) ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ss t❤❛♥ ǫ ❢r♦♠ x✱ s✐♥❝❡
❡❞❣❡s ❛r❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ Ly s❡♣❛r❛t❡s σ1, σ2✱ s♦ t❤❛t y ∈ Pn✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❤♦❧❞s
❢♦r ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ǫ ❛♥❞ Pn ✐s ❝❧♦s❡❞✱ x ∈ Pn✳ �

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✿

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣✱ t❤❛t ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ♦❢ V ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞

t❤❛t M ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥ X̃ ✐s ❧❡✈❡❧✲s❡♣❛r❛t❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t γ : R→ X̃1 ❜❡ ❛♥ M ✲❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥❞ ❧❡t K ≥ 0✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✵✱ t❤❡r❡
✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❡❛❢ L s✉❝❤ t❤❛t |L ∩ γ| ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ♦❞❞✳ ▲❡t C0 = L ∩ γ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ y ∈ L
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s❛t✐s❢② q(c) − q(y) > M + K ❢♦r ❛❧❧ c ∈ C0✳ ❚❤❡♥ ❢♦r

❛❧❧ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ n✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡✈❡❧ Tn
o (φ̃

n(y)) ⊂ L t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s y ❛s ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❧❡❛✈❡s ❛♥❞

s❛t✐s✜❡s Tn
o (φ̃

n(y)) ∩ γ = C0✳ ❍❡♥❝❡ X̃ ✐s ❧❡✈❡❧✲s❡♣❛r❛t❡❞✳ �

✻✳✹✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ❇✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✻✳ ▲❡t φ : V → V ❜❡ ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❣r❛♣❤ V ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t φ ✐s π1✲
✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ V ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐①
M ♦❢ φ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t♦r✉s X ♦❢ φ ❤❛s ✇♦r❞✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❣r♦✉♣ G✳ ❚❤❡♥ G ❛❝ts ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❛❝t❧② ♦♥ ❛ ❈❆❚✭✵✮ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Y ❜❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s♣❛❝❡ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♣ φ̃ : X̃ → X̃✳ ❙✐♥❝❡ φ ✐s ❛ tr❛✐♥ tr❛❝❦

♠❛♣✱ X̃ ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜② ❘❡♠❛r❦ ✺✳✽ ❛♥❞ ✐s ❧❡✈❡❧✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✺✳
❇② ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✾✱ ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧s ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢♦r✇❛r❞

♣❛t❤✳ ❍❡♥❝❡ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t X̃ ❤❛s ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛❧❧s ❜②
✈❡r✐❢②✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮✿ ▲❡t y ∈ V ❜❡ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ❧❡t ǫ > 0✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜tr❡❡ ♦❢ Ṽ0 s✉❝❤
t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ V ❤❛s ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❧✐❢ts t♦ S✳

▲❡t x0 ∈ V ❜❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ e0 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ y✱ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t
❞e0(x0, y) < ǫ✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡♥s❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ V ✱ ❜②
▲❡♠♠❛ ✻✳✶✾ ❜❡❧♦✇✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✼ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡t {x0, . . . , xr} ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts ✐♥ V s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✶✮ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ ei ♦❢ V ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t xi ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳
✭✷✮ ❚❤❡ ♣♦✐♥t x0 ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ e0 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ y ❛♥❞ ❞e0(x0, y) < ǫ✳
✭✸✮ ▲❡t x̃ip 6= x̃jq ❜❡ ❧✐❢ts ♦❢ xi, xj ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ ❧✐❢t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ V − ∪i{xi}✳

❚❤❡♥ ρ(x̃ip) 6= ρ(x̃jq)✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ i 6= j✱ ❛♥❞ ❤♦❧❞s ❜② Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✻✳✺✳✭✺✮ ✇❤❡♥ i = j ❛♥❞ p 6= q✳
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❋♦r ❡❛❝❤ x̃ip✱ ❧❡t Λip ❜❡ t❤❡ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x̃ip✳ ▲❡t N(Λip) ❜❡

t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ X̃ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Λip✱ s♦ t❤❛tN(Λip) ✐s λ✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡①

✐♥ X̃1 ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳
❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ R ≥ 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts BR s✉❝❤ t❤❛t

diam(NR(N(Λip)) ∩NR(N(Λjq))) ≤ BR

✇❤❡♥❡✈❡r Λip 6= Λjq✳ ❙✐♥❝❡ Λip,Λjq ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✱ t❤❡② ❡✐t❤❡r ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧ ♦r ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞
❝♦❛rs❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥❀ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ♣r❡❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞
BR ❡①✐sts s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣❛✐rs Λip,Λjq✳ ▲❡t ❞(ip,jq) = ❞∞(ρ(x̃ip), ρ(x̃jq))✳ ❇②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞∞✱ ✇❤❡♥ Λip 6= Λjq✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts no

(ip,jq) > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ≥ no
(ip,jq) ✇❡

❤❛✈❡

❞
Ṽn
(φ̃n(x̃ip), φ̃

n(x̃jq)) ≥
̟n❞(ip,jq)

2
.

▲❡t n(ip,jq) ≥ no
(ip,jq) ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ̟n(ip,jq)❞(ip,jq) ≥ 2R✳ ▲❡t m = max{n(ip,jq)}✳

❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ Λip 6= Λjq✱ ❛♥❞ ❛❧❧ n ≥ m ✇❡ ❤❛✈❡

❞
Ṽn
(φ̃n(x̃ip), φ̃

n(x̃jq)) ≥ R.

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡① s♣r❡❛❞✐♥❣ s❡t Wy✳ ❈❤♦♦s❡ J s✉❝❤ t❤❛t
φJ(xs) = xs ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ s ≤ r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ L ≥ 1 ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② J ✱ ❧❡t ǫ′ = ǫ

̟L ✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✱

t❤❡r❡ ❡①✐st ♣r✐♠❛r② ❜✉sts di ⊂ ei✱ ❡❛❝❤ ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ ✐ts φL✲♣r❡✐♠❛❣❡✱ ✇✐t❤ di ⊂ Nǫ′(xi)✳ ▲❡t
W → X ❜❡ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧✲❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts di✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ Wy t♦
❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✇❛❧❧s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝❤❡❝❦ ❧❛❞❞❡r✲♦✈❡r❧❛♣✳ ❋✐rst✱ Wy ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜✉st✲q✉❛s✐❝♦♥✈❡① s✐♥❝❡ ❡❛❝❤

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ V − ∪i■♥t(ei) ✐s ❛ ✜♥✐t❡ tr❡❡✳ ▲❡t Ti, Tj ❜❡ ❞✐st✐♥❝t t✉♥♥❡❧s ♦❢ W ❛♥❞ s✉♣✲
♣♦s❡ t❤❛t A(Ti),A(Tj) ✐♥t❡rs❡❝t ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ N✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛rts

♦❢ A(Ti),A(Tj) ❜❡❣✐♥ ❛t ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts d̃ip, d̃jq ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐❢ts ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts
di, dj ♥❡❛r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts xi, xj r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t x̃ip, x̃jq ❜❡ t❤❡ ❧✐❢ts ♦❢ xi, xj ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ǫ

′

❢r♦♠ d̃ip, d̃jq✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r ❡❛❝❤ ♦❢ A(Ti),A(Tj) ✐s ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦r
♦✉t❣♦✐♥❣ ❛t N✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✐s ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦✉t❣♦✐♥❣✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ R✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s
♦❢ N(A(Ti))

1 ❛♥❞ N(A(Tj))
1 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ R✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t A(Ti) ❛♥❞ A(Tj) ❛r❡ ❜♦t❤ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ N✳ ❖✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ǫ′ ❡♥s✉r❡s t❤❛t
A(Ti) ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ǫ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ x̃ip ❛♥❞

s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r A(Tj) ❛♥❞ x̃jq✳ ✭▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ A(Ti) ∩ X̃1 ✐s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛t
♠♦st ǫ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ x̃ip✳✮ ❍❡♥❝❡ t❤❡
❝♦❛rs❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ A(Ti) ❛♥❞ A(Tj) ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R 7→ BR ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠
❝♦♥st❛♥t ǫ✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t A(Ti) ❛♥❞ A(Tj) ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t♦ N✳ ❇② tr❛♥s❧❛t✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡

t❤❛t N ⊂ S✳ ❇❡❝❛✉s❡ J | L✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t φ̃L(x̃ip) ❛♥❞ φ̃L(x̃jq) ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❧✐❢ts ♦❢ xi, xj t♦
N ⊂ S ❛♥❞ t❤✉s ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s Λip,Λjq t❤❛t ❞✐✈❡r❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♠❛♣ R 7→ BR✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ A(Ti) ❛♥❞ A(Tj) ❛r❡ ✭✉♥✐❢♦r♠❧②✮ ❝♦❛rs❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
ǫ✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ Λip ❛♥❞ Λjq✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✮✿ ▲❡t a ∈ Ṽ0 ❛♥❞ ❧❡t ✐ts ✐♠❛❣❡ ā ∈ V ❜❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ Ja✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱

❧❡t S ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜tr❡❡ ♦❢ Ṽ0 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ a ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡
s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ V ❧✐❢ts t♦ S ❛♥❞ ❧❡t e0, . . . , er ❜❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ V ✱ ✇✐t❤ ā ∈ e0✳ ▲❡t x−1 = ā✳ ❲❡
t❡♠♣♦r❛r✐❧② s✉❜❞✐✈✐❞❡ e0✱ ✇r✐t✐♥❣ e0 = e′−1e

′
0 ✇✐t❤ x−1 ∈ e′−1✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✽ t♦



❈❯❇❯▲❆❚■◆● ❋❘❊❊✲❇❨✲❈❨❈▲■❈ ●❘❖❯P❙ ✹✸

V ✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✈❡rt❡①✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts xi ∈ ■♥t(ei), 0 ≤ i ≤ r
s♦ t❤❛t✿ ❢♦r ❛❧❧ i, j ≥ −1 ❛♥❞ ❛❧❧ n ≥ 0✱ ❛♥② ❧✐❢ts x̃ip, x̃jq ♦❢ φn(xi), φ

n(xj) t♦ S s❛t✐s❢②
ρ(x̃ip) 6= ρ(x̃jq)✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ❧❡t J ❜❡ t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ xi✳

▲❡t L ≥ 0 ❛♥❞ ǫ > 0✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i ≥ 0 ❧❡t di ⊂ ■♥t(ei) ❜❡ ❛ ♣r✐♠❛r②
❜✉st s✉❝❤ t❤❛t di ⊂ N ǫ

̟L
(xi) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✇❛❧❧ W → X ✇✐t❤ t✉♥♥❡❧

❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts di✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Wa ♦❢ s✉❝❤ ✇❛❧❧s ✇✐t❤ J | L ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜✉st✲
q✉❛s✐❝♦♥✈❡① s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜✉sts ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✳
❆r❣✉✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ {xi} ❡♥s✉r❡s t❤❛t
Wa ❤❛s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❛❞❞❡r ♦✈❡r❧❛♣✱ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ L✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
✉♥✐❢♦r♠ ❜♦✉♥❞ k(a) ♦♥ 3δ + 2λ ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢♦r✇❛r❞ ❧❛❞❞❡rs✱ ♦♥❡ ❡♠❛♥❛t✐♥❣

❢r♦♠ ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ d̃ip ❛♥❞ ♦♥❡ ❢r♦♠ a = x̃0q✱ ✇❤❡♥❡✈❡r d̃ip ✐s ❛ ❧✐❢t ♦❢ s♦♠❡ di t❤❛t ✐s ❥♦✐♥❡❞

t♦ a ❜② ❛ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❦♥♦❝❦♦✉t ♦❢ W ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ φ̃L(a) ✐s ❛ ❧✐❢t ♦❢ ā t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡

♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢t φ̃L(x̃ip) ♦❢ xi✱ ✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤s ❡♠❛♥❛t✐♥❣

❢r♦♠ d̃ip ❛♥❞ a ❤❛✈❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦❛rs❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ a ❛♥❞ d̃ip
❧✐❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮✳ �

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✼✳ ▲❡t e0 ❜❡ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ V ❛♥❞ ❧❡t y ∈ ■♥t(e0)✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t {x0, . . . , xr}
♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts ✐♥ V s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✶✮ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ ei ♦❢ V ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t xi ✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳
✭✷✮ ❚❤❡ ♣♦✐♥t x0 ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ e0 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ y ❛♥❞ ❞e0(x0, y) < ǫ✳
✭✸✮ ▲❡t x̃ip 6= x̃jq ❜❡ ❧✐❢ts ♦❢ xi, xj ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ ❧✐❢t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ V − ∪i{xi}✳

❚❤❡♥ ρ(x̃ip) 6= ρ(x̃jq)✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t e1, . . . , er ❜❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ V ✱ ❡①❝❡♣t e0✳ ❯s✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts ✐♥ e0
✭▲❡♠♠❛ ✻✳✶✾✮✱ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥t x0 ∈ ■♥t(e0) s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✷✮✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts {xi ∈ ■♥t(ei)} ❢♦r 0 ≤ i < s✱ ❢♦r s♦♠❡ s ≤ r✱
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ρ(x̃i) 6= ρ(x̃j) ❢♦r i 6= j ❛♥❞ ❛♥② ❧✐❢ts x̃i, x̃j ♦❢ xi, xj t♦ S✳ ▲❡t ẽi1, . . . , ẽipi
❜❡ t❤❡ ❧✐❢ts ♦❢ ei t♦ S✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❧❡t x̃ij ❜❡ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ xi t♦ ẽij ✳ ❈❤♦♦s❡ xs ∈ ■♥t(es) t♦ ❜❡ ❛
♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ♥♦ ❧✐❢t ♦❢ xs t♦ S ❧✐❡s ✐♥ ∪i<s,jρ

−1({ρ(x̃ij)})✳ ■t❡r❛t✐♥❣
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡t {x0, . . . , xr}✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ s❛t✐s❢②
❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② x̃s1, . . . , x̃sps t❤❡ ❧✐❢ts ♦❢ xs t♦ S✱ ✇❡ s❡❡
t❤❛t ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✸✮ ❤♦❧❞s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ i 6= j✱ ❛♥❞ ❤♦❧❞s ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✺✳✭✺✮ ✇❤❡♥
i = j ❛♥❞ p 6= q✳ �

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✽✳ ▲❡t x−1 ∈ V ❜❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛♥ ❡❞❣❡ e−1 ❛♥❞ ❧❡t e0, . . . , er ❜❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ V ✳ ❚❤❡♥ ❢♦r 0 ≤ i ≤ r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts xi ∈ ■♥t(ei) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧
i, j ≥ −1, n ≥ 0 ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❞✐st✐♥❝t ❧✐❢ts x̃ip, x̃jq ♦❢ φn(xi), φ

n(xj) t♦ S✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ρ(x̃ip) 6=
ρ(x̃jq)✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛❧❧ i✱ ❛♥② t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧✐❢ts ♦❢ φn(xi) t♦ S ❤❛✈❡ ❞✐st✐♥❝t ✐♠❛❣❡s ✐♥ Y ❜② Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✻✳✺✳✭✺✮✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✣❝❡s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝❧❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❢♦r ♣♦✐♥ts x̃ip, x̃jq ✇✐t❤
i 6= j✳

❲❡ ❛r❣✉❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ r✳ ■♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ r = −1✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡✳
❙✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t x−1, . . . , xr−1 s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ xr✳ ❙✐♥❝❡ ρ
✐s ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❛♥❞ S ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❡❞❣❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts K ∈ N

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ y ∈ ρ(S)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ |ρ−1(y) ∩ S| ≤ K✳ ▲❡t

Q = |{ρ(x̃ip) : −1 ≤ i ≤ r − 1, 1 ≤ p ≤ pi}|,
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✇❤❡r❡ pi ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐❢ts ♦❢ xi t♦ S✳
❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts m ∈ N s✉❝❤ t❤❛t er ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ❧❡❛st KQ + 1 φ✲♦r❜✐ts ♦❢

m✲♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts m s♦ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ m✕♣❡r✐♦❞✐❝
♣♦✐♥ts ✐♥ er ✐s ❛t ❧❡❛st (KQ + 1)m✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❝❤♦♦s❡ C > 0 s♦ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ei ♦❢
V ✱ t❤❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ♣❛t❤ φk(ei) tr❛✈❡rs❡s er ❢♦r s♦♠❡ k ≤ C ✭s✉❝❤ ❛ C ❡①✐sts ❜② ✐rr❡❞✉❝✐❜✐❧✐t②✮✳
❋♦r ❛♥② n ∈ N✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛t❤s φn(er), φ

n+1(er), . . . , φ
n+C(er)✳ ❚❤❡s❡ ♣❛t❤s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②

❝♦♥t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st |φn(er)| ≥ ̟n ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ er✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ er ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ φn(er)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ C+1 s✉❝❤
♣❛t❤s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts k ≤ C s♦ t❤❛t φn+k(er) tr❛✈❡rs❡s er ❛t ❧❡❛st (C+1)−1̟n t✐♠❡s✳ ❆s
✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✾ ❜❡❧♦✇✱ ❇r♦✉✇❡r✬s ✜①❡❞✲♣♦✐♥t t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t er ❝♦♥t❛✐♥s ❛t
❧❡❛st (C + 1)−1̟n ♣♦✐♥ts ♦❢ ♣❡r✐♦❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ n+ k✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ m ∈ N

s♦ t❤❛t er ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st C ′̟m ♣♦✐♥ts ♦❢ ♣❡r✐♦❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ m✱ ✇❤❡r❡ C ′ = ̟−C

2(C+1) ✱ ❛♥❞ t❤❡

❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ❜②✱ ❡✳❣✳✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ m t♦ ❜❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡✳
❋♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ m✲♣❡r✐♦❞✐❝ u✱ ❛ ❧✐❢t❡❞ ♦r❜✐t ♦❢ u ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❧✐❢ts t♦ S ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts

φk(u) ✇✐t❤ 0 ≤ k < m✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ u, u′ ❛r❡ m✲♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❞✐st✐♥❝t φ✲♦r❜✐ts✱ t❤❡♥
t❤❡✐r ❧✐❢t❡❞ ♦r❜✐ts ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t s✐♥❝❡ t❤❡✐r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t♦ V ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t φ✲♦r❜✐ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❇② t❤❡ ♣✐❣❡♦♥❤♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ m✲♣❡r✐♦❞✐❝
♣♦✐♥t xr ∈ er ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ρ(x̃ip) ✇✐t❤ i < r r✉❧❡❞ ♦✉t ❛t
♠♦st KQ ♦❢ t❤❡ KQ+ 1 ❧✐❢t❡❞ ♦r❜✐ts✳ �

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✾✳ ▲❡t φ ❜❡ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✻✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ♦❢ V ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝

♣♦✐♥ts ♦❢ e ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ e✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ σ → X̃✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ χ ✇✐t❤ σ ⊂ N(χ)✳ ■❢ σ ✐s r❡❣✉❧❛r✱ t❤❡♥ χ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t
N(σ) = N(χ)✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥✱ ❧❡t e ❜❡ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ V ❛♥❞ ❧❡t α ❜❡ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❝❧♦s❡❞
s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ e✳ ❙✐♥❝❡ φ ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ tr❛✐♥ tr❛❝❦ ♠❛♣ ✭s❡❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✾✮✱ ❢♦r ❡❛❝❤ L ≥ 0✱ t❤❡ ♣❛t❤ φL(α) ✐s ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ V s❛t✐s❢②✐♥❣ |φL(α)| ≥
̟L|α|✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❛s L→∞✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts L s♦ t❤❛t φL(α) tr❛✈❡rs❡s ❛♥ ❡♥t✐r❡

❡❞❣❡ ♦❢ V ✳ ❙✐♥❝❡ φ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✱ t❤❡r❡ t❤✉s ❡①✐sts L′ ≥ L s♦ t❤❛t φL′

(α) tr❛✈❡rs❡s e ❛♥❞
❤❡♥❝❡ tr❛✈❡rs❡s α✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❇r♦✉✇❡r✬s ✜①❡❞✲♣♦✐♥t t❤❡♦r❡♠ t❤❛t α ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦✐♥t x
✇✐t❤ φL′

(x) = x✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡♥s❡ ✐♥ V ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t ❞✐st✐♥❝t ❢♦r✇❛r❞ r❛②s ❞✐✈❡r❣❡ ❛t ❛ r❛t❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ̟✳ ❋✐rst✱ ✐❢ σ st❛rts ❛t ❛ ✈❡rt❡①✱ t❤❡♥
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✱ σ ♠✉st ❛❝t✉❛❧❧② ❧✐❡ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤✳ ❍❡♥❝❡
❧❡t x ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ σ✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t x ✐s ♥♦t ❛ ✈❡rt❡①✱ ❛♥❞ ❧❡t n = |σ|✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ y t♦
❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st K

2̟n ❢r♦♠ x✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ y ✐♥ V ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✉❧❛r✱ ✇❤❡r❡
K ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ x t♦ ❛ ♥❡❛r❡st ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲n ❢♦r✇❛r❞ ♣❛t❤ σy ❢❡❧❧♦✇✲tr❛✈❡❧s

✇✐t❤ σ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ K
2 ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡rs ♦❢ σ, χ ❛r❡

❡q✉❛❧✳ �
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❈❯❇❯▲❆❚■◆● ❋❘❊❊✲❇❨✲❈❨❈▲■❈ ●❘❖❯P❙ ✹✺

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✉❝❤ Φ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❛♣ φ : V → V s❛t✐s❢②✐♥❣
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