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SVAZEK 18 (1973) APLIKACE MATEMATIKY ¢IsLo 6

KURVEN, WELCHE MIT DEN GESCHWINDIGKEITEN
DER n-DIMENSONALEN EUKLIDISCHEN BEWEGUNG
DES STARREN SYSTEMS VERBUNDEN SIND

KAREL DRABEK

(Eingegangen am 10. Februar 1973)

In der kinematischen Synthese ebener Mechanismen, in welcher als gegebene Ele-
mente die Beschleunigungskomponenten vorkommen, spielen die sog. Kreise von
Bresse (die Orte der nulligen Tangential-, bzw. Normalbeschleunigung in der gege-
benen Phase der Bewegung) eine bedeutsame Rolle. In der vorliegenden Arbeit
handelt es sich um eine Verallgemeinerung in zwei Richtungen: Einesteils ist statt
der nulligen Beschleunigungskomponenten eine gewisse allgemeinere Bezichung
zwischen ihren Komponenten gegeben, andernteils ist die Verallgemeinerung fiir
eine beliebige endliche Dimension durchgefiihrt. Damit verbreitet sich die Klasse der
Aufgaben von diesem Typus der kinematischen Synthese auf allgemeinere Daten
sowohl iiber die Beschleunigungen als auch auf die raumliche Synthese.

Erwégen wir die n-dimensionale Euklidische Bewegung des (starren) Gangraumes
(%) in dem Rastraume (S). Im Raume (Z), bzw. (S) wihlen wir ein orthonormiertes
Koordinatensystem X, bzw. S, welches mit dem Ursprung () und Einheitsvektoren
der Basis g, &, ..., &, bzw. mit dem Ursprung (0) und Einheitsvektoren der Basis
e, e,,..., e, festgelegt ist.

Dann gilt fiir den Punkt (X), welcher einesteils als Punkt (éj) des Gangraumes,
andernteils als Punkt (x) des Rastraumes (S) betrachtet wird, in der gegebenen Phase
(d. h. in der bestimmten Zeit t = t,) die Vektorengleichung

(1) x=b+ &,

wo b der Radiusvektor des Punktes (Q) in dem System S ist.

Setzen wir voraus, dafl der Vektor b und die Basisvektoren ¢;, i = 1,2,...,n
Funktionen derselben Verinderlichen (der Zeit) ¢ sind, daB sie auf dem gemeinsamen
Definitionsintervall () definiert werden und daB sie auf ihm mindestens der Klasse C,
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sind. Dann bestimmen wir die I-te Ableitung der Gleichung (1) und wir erhalten
@) x® = p® 4 B
wo b = b{Qe,, M = (Ee,)? ist.

Nach der gestellten Forderung an die Bewegung ist der Punkt (¢) ein fester Punkt
in dem Gangraume () und also ist

50 = &alh.

Die Gleichung (2) erwirbt nachher die Gestalt
(3) x® = bQe; + £e"
und wir sagen, daB sie die I-te Geschwindigkeit des sich bewegenden Punktes aus-

driickt.

Suchen wir diejenigen Punkte (X), welche als Punkte (£) des Raumes (X) in der
gegebenen Phase die Eigenschaft haben, daB3 ihre I-te Geschwindigkeit mit dem Vektor
& — %¢ kollinear ist; dabei ist der Punkt (°¢) ein beliebig gewihlter, aber weiter dann
schon fester Punkt des Raumes (Z).

Fiir die Punkte mit der verlangten Eigenschaft wird also

xB = )& — %) ; Areell,
gelten.
Deswegen brauchen wir die Ausdriicke fiir die I-ten Ableitungen der Einheits-
vektoren g;. Nachdem

n_1 R
& =loue; L,k=1,2,..,n

ist, wollen wir die Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten '¢;; finden.
Fiir I = 1 folgt (in Betracht des ¢; = a;;e;) aus der Beziehung

iJjvi
(4) &; = A;;€; = A;;A8 = Wi,
daB3
1 1 . . _
Ou =0y = —oy=—"¢, fir ik, 0;=0,

i,k=12,...,n.
Fiir I = 2 erhalten wir mit der Benutzung von (4), da8
g = (l(piksk). = 1‘/’2/&‘% + I(Pikgl.c = (1(0‘;'1: + 1(Pijl(/’jk) &>
also daB

2 1, 1 1 _ .
Pk = Qi T Qij Qi = Wy t+ 00k
ist.
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Aus dem bei der Ausrechnung fiir [ = 2 durchgefiihrten Verfahren ist ersichtlich,
daB fiir I = 1 die folgende Rekursionsformel gilt

141, _ 1 - Lo, L1,
Pik = Py + Pij Qs “Pij = ;.

Fiir die gesuchten Punkte (X) des Raumes (X) bekommen wir dann das System
von n Lineargleichungen

(5) (/wik - lQ’ik) & = bS(I)) +4° Ci s
Lk=12,..,n; 6=1 fir i=k, 6, =0 fiir i*k.
Wir setzen voraus, daB die Determinante Q(1) des Systems von Lineargleichungen

(5) von Null verschieden ist (und daB wir die Translationen und Rotationen ausge-
schlossen haben); dann erhalten wir fiir die Losung des Systems

&E=PN:01), i=12..,n,

wo Q(4) ein Polynom in A n-ten Grades, P(4) ein Polynom in A hdchstens n-ten
Grades ist. Dann gilt:

Die gesuchten Punkte (C) des Raumes (%), deren I-te Geschwindigkeiten kollinear
mit der Verbindungsgeraden dieser Punkte (&) mit dem gewdhlten Punkte (°¢)
sind, erzeugen in der gegebenen Phase allgemein eine algebraische Kurve n-ten
Grades.

Aus dem Gleichungssystem (5) kann man fiir diese Kurve (;) Hyperquadriken

(welche allgemein verschieden sind) bestimmen, die diese Kurve enthalten.

Das ganze Verfahren fiithren wir fiir den Fall | = 1 durch, wo wir zeigen, wie sich
die Gleichungen fiir die Punkte mit der verlangten Eigenschaft durch die Einfiihrung
eines neuen Koordinatensystems "X im Raume (Z) vereinfachen lassen.

Schreiben wir vorerst die Gleichungen (5) fiir I = 1 in der Matrixform
(6) . b* + Q¢ = (¢ - %)

wo Q die schiefsymmetrische Matrix mit den Elementen w;, ist.

Zu dem neuen System ‘X gehen' wir mittels der orthogonalen Koordinatentransfor-
mation mit demselben Ursprung (‘Q) = (2)

() ¢=D%

iiber, wo D die orthogonale matrix mit (bisher noch nicht bestimmten) konstanten
Elementen d;; ist.

Aus der Gleichung (6) erhalten wir
b+ QD¢ = AD(*¢ — ‘°¢),
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so daB
D™ 'b’ + DT'QDE = A& — %)
1st.
Die Matrix ‘Q = D™'QD ist ebenfalls eine schiefsymmetrische Matrix, denn in
der Folge der Orthogonalitit der Matrix D

D~'QD + D'Q'(D~')" = DR + QT)D =0
giit.
Wenn wir noch
\b- =D~ ]b.
bezeichnen, hat die Gleichung (6) nach der Transformation (7) die Form

(62) b RE = A(E - %),

In der orthogonalen Matrix D haben wir insgesamt (;) konstante Elemente, welche

wir wihlen kénnen. Machen wir es so, daB (nach dem Weglassen von Akzenten) im
Falle des geraden n fiir k = 1,2, ..., n/2, im Falle des ungeraden n fiir k = 1, 2, ...

cen(n =12
Wy-1.2¢ ¥ 0, andere w;; =0
gilt.
Damit haben wir im Falle des geraden, bzw. des ungeraden n insgesamt n(n — 2) :
: 2, bzw. (n — 1)? : 2 Bedingungen fiir die Festlegung der Elemente d,; erschopft, so
daB wir noch n : 2, bzw. (n - ]) :2 Wahlen von Elementen d;; zur vollstindigen
Bestimmung der Transformation (7) zur Verfiigung haben.

Die Gleichungen (6a) erhalten in dem System ‘X (die Akzente werden auf weiteres
weggelassen) fiir gerades n die Form

(8) Mot = Wape1 2bak = bhpog.0 + A%y s
D168 k-1 + Ao = bio + A%,
k=1,2,..,n:2
und die Kurve der gesuchten Punkte (¢) hat parametrische Gleichungen
(9) 52:(—1(12 + w22k—1,2k) =
= b3 _1,0 + W—1,26D200 T+ MA%k—y + @ 1,2%21)

52k('{2 + w§k~1,2k) =
= M’;k,o - ka—l,Zkb.Zk—l,O + /1('10621( - ka—1,2k0€2k—1) >

k=1,2,...,n:2.
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Die Determinante Q(2) des Gleichungssystems (8) ist
(22 + 0l,) (A2 + 03y) ... (22 + 0i—y,) +0

und die Losung (9) existiert also fiir alle 2 und die Kurve (9) ist infolgedessen allge-
mein eine algebraische Kurve n-ten Grades. Dabei ist

Sak—1 = P2k—](l) : QZk—l.Zk(A‘) >
Ean = PZk()“) : szq.n(’l) >

WO Q41 i(4) ein Polynom in 1 des zweiten Grades, P (2), bzw. P,,(2) ein Poly-
nom in A héchstens des zweiten Grades ist.

Aus den Gleichungen (8) folgen allgemein (fiir n > 4) insgesamt (g) Hyperquadri-

ken, auf denen die Kurve (9) liegt, deren Gleichungen die folgenden sind:

(10) (@an-1 2kEak—1 = bipo) (Eakmr — %an—y) +
+ (wzk—l,Zkuk + b;k—-l,o) (éZk - O’SZk) =0,
(11) (wzk—l,Zkfzk + b;k—1,o) (ézjﬂ - szjﬂ) -

- (w2j+1,2j+zfzj+2 + b'2j+1,0) (€1 — OéZk—l) =0,

(]2) (ka—1,2kfzk + b}k—uo) (fzju - szjn) +

+ (w2j+x,2j+zfzj+1 - b‘2j+2,0) (fzk~1 - OéZk—l) =0,
(]3) (0a0-1,2682%-1 — bik,o) (ézj+1 - 0é2j+l) +

+ (w2j+1,2j+252j+2 + b;j+1,0) (ka - 0521,) =0,
(14) (ka—1,2k€2k—1 - b.2k,0) (fzj+z - szj“) +

+ (w2j+1,2j+252j+1 - b;j+2,0) (fzk - 062’() =0.

In der Gleichung (10) lauft k = 1,2, ..., n : 2 durch, in den Gleichungen (11) bis
(14)ist j = kund j, k = 1,2,...,(n — 2) : 2. Wir haben also n : 2 Hyperquadriken
mit der Gleichung (10), Hyperquadriken mit den Gleichungen (11) bis (14) gibt es
je n(n — 2):8.

Fiir ungerades n tritt zu den Gleichungen (8), welche jetzt fiir k = 1,2, ..., (n — 1) :
: 2 gelten, noch die Gleichung

(8a) E, =0 +bo:d; L£0
hinzu.
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Die Determinante Q(1) = A(A* + 1,)... (A* + w}_, ,-,) ist also fiir alle A % 0
von Null verschieden. Die parametrische Darstellung der Kurve von Punkten (£) ist
durch die Gleichungen (9) fiir k = 1,2,...,(n — 1) : 2 und durch die Gleichung
(8a) gegeben. Aus denselben Griinden, wie bei geradem n, ist diese algebraische
Kurve (allgemein) n-ten Grades.

Dabei liegt sie wieder auf den. Hyperquadriken, welche man aus den Gleichun-

n
2
gen (8) und (8a) ableiten kann. Ihre Gleichungen fiir n > 5 haben die Form (10),
wok=1,2,...,(n—1):2, bzw. (11) bis (14) wo j = k, j,k = 1,2,...,(n — 3) : 2
ist und dazu liegt sie noch auf den Hyperquadriken mit der Gleichung

(15) b;o(éZk—l - 052k—1) - (ka—l,Zkézk + b;k—-l,o) (fn - Ofn) =0,

bzw.

(16) b;.o(fzk - 0521;) + (wu—l,z:cfzk—1 - b;zk,o) (‘fn - Oén) =0;

in beiden Gleichungen (15) und (16) ist k = 1,2,...,(n — 1) : 2.

In diesem Falle haben wir (n — 1) : 2 Hyperquadriken mit der Gleichung der Form
(10), Hyperquadriken mit der Gleichung der Form (11) bis (14) gibt es je (n — 1).
.(n — 3) : 8 und Hyperquadriken mit den Gleichungen (15) und (16) je (n — 1) : 2.

Es wire noch mdéglich die Translation des Ursprunges (‘Q) in einen Punkt, in
welchem z. B. by, = 0,k = 1,2, ..., n — 1, aber b,, = Oist, zu benutzen, aber damit
wiirden wir die parametrische Darstellung der gefundenen Kurve und der Hyper-
quadriken etwas komplizieren.

Bemerken wir noch, daB fiir I = 2 in dem System ‘X fiir *¢;; die Beziehungen

2 - 2 ) . .
Q= =@ =w;, 1¥],

2 _ 2 _ 2

Pok-1,2k-1 = Pok,2k = —Wop—1,2k

fiir gerades n und k = 1, 2, ..., n : 2 folgen, bzw. fiir ungerades n und k = 1, 2, ...
... (n = 1) : 2, wo noch die Beziehung %¢,, = 0 hinzutritt.

Weil wir noch die Méglichkeit der Wahl von n : 2, bzw. (n — 1) : 2 der Elemente d;;
(nach der Dimension des Raumes) in der Matrix D der Koordinatentransformation
(7) haben, konnen wir die Gleichungen, welche den Gleichungen (5) entsprechen,
noch weiter vereinfachen. Z. B. setzen wir 2¢,, = 0 fiir k = 1,2, ..., n : 2, bzw. fiir
k=1,2,..,(n—1):2.

Leicht iiberzeugen wir uns davon, daB (in diesem System ‘X) allgemein
‘q)ij = _’(Pji sy LFJ, ’(ka—l,Zk——l = I(sz,zk
fiirk = 1,2,..., n:2und gerades n, bzw. k = 1,2, ..., (n — 1) : 2 und ungerades n,
wenn noch ‘@,, = 0 hinzutritt, gilt. Die Vereinfachung der Gleichungen, welche den
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Gleichungen (5) dhnlich sind, durch die erginzende Wahl der iibriggebliebenen
freien Elemente d;; in der Matrix D der Koordinatentransformation (7), konnen wir
genau so wie im Falle | = 2 durchfiihren.
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Souhrn

KRIVKY SPJATE S RYCHLOSTMI n-ROZMERNEHO
EUKLIDOVSKEHO POHYBU NEPROMENLIVEHO UTVARU

KAREL DRABEK

V préci jsou ve fazi vyhledany body pohyblivého (ale neproménlivého) n-rozmér-
ného euklidovského prostoru, které za daného pohybu maji vlastnost, Ze jejich I-té
rychlosti jsou kolinearni s jejich spojnici s pfedem pevné zvolenym bodem pohybli-
vého prostoru. Tyto body lezi obecné na algebraické k¥ivce n-tého stupné tohoto

prostoru. Pro tuto kfivku bylo urfeno potom <g> nadkvadrik, které ji obsahuji.

Zv14sté je ukazano, jak je tomu v piipad& rychlosti (tj. pro I = 1). P¥itom bylo nutno
rozlisSovat sudou a lichou dimenzi prostoru, jak je tomu téméf pfi vSech problémech
n-rozmérného euklidovského pohybu.
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