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Das asymptotische Wachstum der Fische m ein Nonsens? 
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ABSTRACT: The asymptotic growth of fishes - a nonsense? Considering an incomplete 
growth curve of' the cod Gadus morhua, KNmHT (1968) questioned the asymptotic curvature 
of growth in fishes, which easily may be shown in complete growth curves ilIustrating the 
attainment of maximum size. It is also possible to calculate maximum size employing the 
FORD-WALrOI~D formula. Maximum size, calculated in this manner, may also be used in the 
BERTALANFFY function. For other mathematical growth formulations different maximum sizes 
would be obtained. The numerical value of the maximum size depends upon the mathematical 
interpretation of the growth process. Therefore it always represents a mathematical parameter 
without biological meaning. It is shown that data of KETC~N (FoRR~STER 1966) on growth 
in (~ d of the flat fish Eopsetta )ordani may be much better represented by the new growth 
formula (KI~/JG~R 1965) than by the BERTALANFFY function. 

E I N L E I T U N G  

Vor kurzem ver/Sffentlichte KNIC-HT (1968) eine Arbeit, in der er glaubt, die 
asymptotische Ann~iherung des Wachstums der Fische an einen Endwert als eine un- 
haltbare Annahme hinstellen zu k~Snnen. Die Frage ist dadurch bedeutungsvoll, dag bei 
den Versuchen zu einer mathematischen Darstellung des Fischwachstums eine Endgr6ge 
in mehreren Formulierungen als Parameter auftritt. 

Dieser Einwand eines Mathematikers ist ernster zu nehmen, da nut wenige Biolo- 
gen mit der Wachstumsmathematik so welt vertraut  sind, dag sie die Unzuliissigkeit 
dieser Behauptung aus eigener Erfahrung erkennen k/Snnen. Gegner einer mathemati- 
schen Behandlung biologischer Probleme k6nnen in ihrer ablehnenden Haltung dur& 
das Urteil eines scheinbaren Fa&mannes bekr~it~igt werden. 

KNIGHT zieht zum Vergleich und zur Besditigung seiner Ansicht eine menschliche 
Wachstumskurve heran, bei der er bereit ist, die Annaherung an einen Grenzwert an- 
zuerkennen. Er vers~iumt allerdings, den asymptotischen Charakter  dieser Ann~herung 
exakt zu belegen. In der Tat  l~igt das L~ingenwachstum der S~iugetiere wenigstens 
gr~igenordnungsm~igig die Ann~/herung an eine Endgr~Sge erkennen. Es ist dieses eine 
Erscheinung, die allgemein bekannt ist. Mit dem Einsetzen der Pubertiit wird die 
Wa&stumsges&windigkeit herabgesetzt, bis sie s&liegli& wahrscheinlich unmegbar 
gering wird. Das Wachstum des Mens&en und der S~iugetiere und anderer Formen mit 
begrenztem Wachstum l~igt sich aber bislang mit keiner der vorgeschlagenen Formulie- 
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rungen mit einheitlichen Parametern yon der Geburt bis zum Abschlui~ des Wachstums 
befriedigend darstellen. Die Schwierigkeit hierbei bereitet die Unstetigkeit zur Zeit der 
Pubert~it. Wollen wir mit einfacheren Formulierungen arbeiten, die keinen allzu hohen 
Aufwand an Parametern ben6tigen, bleibt kein anderer Ausweg tibrig, als eine Un- 
stetigkeit anzunehmen und das postnatale Wachstum der S~iugetiere in zwei Phasen zu 
unterteilen: das puerale (kindliche) und das postpuerale Wachstum nach der Pubert~it. 
Vom rein mathematischen Standpunkt gesehen, erscheint das vMleicht nicht als eine 
ideale L~Ssung. Der Aufwand an einzusetzenden Parametern ist abet immer noch gerin- 
ger, als er bei einem geeigneten Polynom w~ire. Die Unstetigkeit in den Wachstums- 
kurven der S~iugetiere bei der Pubert~it ist schon t~inger bekannt (vgl. z. B. Yon 
BERTALANFFY 1938). Ich babe sie selbst sp~iter best~itigt und gezeigt, datg man mit ihrer 
Annahme auch das mens&li&e Wa&stum befriedigend darstelIen kann (KaOGEV, I966). 
Dutch die Umstellung des Hormonhaushaltes zu dieser Zeit erscheint diese Unstetigkeit 
au& physiologls& verst,indli&. Wir miissen uns bei der mathematis&en Formulierung 
biologis&er Phiinomene - zun~ichst wenigstens - damit begniigen, bes&r~/nkte Bereiche 
zu erfassen. Nach beiden Seiten hin extrapolierbare Formulierungen besitzen wir no& 
ni&t. Sie sind wahrs&einlich au& eine Utopie. Auch die dur& ihre Exaktheit beispiel- 
hafien physikalis&en Formulierungen haben oi~ nur einen begrenzten Anwendungs- 
bereich. 

DAS UNBEGRENZTE WACHSTUM DER FISCHE 

Der andersartige Verlauf der Wachstumskurven der S~iugetiere verbietet es grund- 
s,itzlich, sie zum Vergleich mit Fischen heranzuziehen. Das Wachstum der Fische ver- 
l~iui~ nach dem AbschluI~ der larvalen Entwicklung ohne Unstetigkeit. Sie besitzen - 
wie seit langem bekannt - ein unbegrenztes Wa&stum, das heii~t, sie wachsen solange 
sie leben. Das bedeutet aber nicht, daf~ ein Goldfisch zu einer beliebigen GrtSf~e heran- 
wachsen kann. Das Wachstum jedes Fisches bleibt innerhalb artgebundener Dimen- 
sionen. 

KNIGHT (1968) sttitzt seine These von dem Fehlen einer Endgr6i~e bei Fischen auf 
eine Zahlenreihe yon GRAHAM (1933) ftir das Wachstum des Kabeljau (Gadus morhua), 
das er mit einem glei&miil~igen fihrlichen Zuwachs von etwa I4 cm befriedigend 
wiedergeben zu k6nnen glaubt. Re&net man nun aber mit einem solchen linearen Zu- 
wachs die theoretischen L~ingen fiir die einzelnen Altersstufen aus, so kommt man zu 
Abweichungen bis zu 16 % yon den beobachteten Werten, eine Abweichung, die bei 
einer so kurzen Zahlenreihe vollkommen unzul~issig ist, selbst wenn man die Unsch~irfe 
der Mef~daten beriicksichtigt. Die Erfahrung hat gezeigt, dai~ einfache lineare Beschrei- 
bungen des Fischwachstums ftir eine allgemeinere Anwendung ungeeignet sind. KNmHT 
kommt aber auf Grund seiner vollkommen unzul~ssigen Vereinfa&ung zu der An- 
schauung: . . . .  it is not at all evident from the data alone at what length the growth 
stops or even that it stops at a l t . . . "  

Wenn man zu befriedigenden Ergebnissen kommen will, daft man auf keinen Fall 
die in der Wachstumskurve vorhandene und auch yon dem Autor erw~ihnte Krtimmung 
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vernachl~issigen und an ihrer Stelle eine Gerade annehmen. Gerade in der Erfassung 
dieser Kriimmung liegt die Schwierigkeit, welche die mathematische Darstellung yon 
Wachstumskurven bereitet. Dem Autor wiire die Fehlerhaf~igkeit seines Vorgehens 
vielleicht eher bewui~t geworden, wenn er seiner Kritik nicht die sehr unvollsdindige 
Zahlenreihe von GRAHAM zugrunde gelegt h~itte, sondern eine Zahlenreihe benutzt 
h~itte, die eine wesentlich grSgere Altersspanne umfagt. Solche liegen in der Literatur 
vor. Abbildung 1 zeigt die graphische Darstellung des Wachstums des Kabeljau nach 
den Daten yon HANSEN (1949) iiber eine Spanne yon 14 Jahren. Diese Darstellung 
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Abb. 1: Lineare Darstellung des Wachstums des Kabeljau (Gadus morhua, ~)~_) nach Daten 
yon HANSON (1949) fiir den Julianehaab- und Frederikshaab Distrikt 

zeigt eindeutig die fiir Wachstumskurven charakteristische Kriimmung, und niemand 
kSnnte es mit gutem Gewissen verantworten, sie dutch eine Ausgleichsgerade zu er- 
setzen. Elbrigens wiirde die yon KNIGHT angenommene Wachstumsrate yon 14 cm je 
Jahr fiir die ~iltesten Fische der Kurve eine L~inge yon etwa 2 m ergeben. Kabeljau 
dieser Liinge sind no& nie beobachtet worden. 

Augerdem liefert die lineare Wachstumsdarstellung, auf der KNIGHT seine Kritik 
aufbaut, dadurch kein zutreffendes mathematisches Bild, da man die Zuwachsrate eines 
Organismus auf die jeweils gegebene GrSi~e beziehen mug. Bei einem Fisch yon 18 cm 
L~inge bildet ein Zuwachs yon 14 cm eine Streckung um 78 %, bei einem Fisch yon 
90 cm L~inge bedeutet der gleiche Zuwachs eine Streckung um nur 16 %. Hier wird die 
Abnahme der Wachstumsrate mit zunehmendem Alter deutlich. Sie mug in einer be- 
friedigenden Wachstumsbeschreibung enthalten sein; sie fehlt in einer linearen Darstel- 
lung. 

Graphisch stellt man die auf die jeweilige Ausgangsgr6ge bezogene Wachstumsrate 
sehr einfach dar, wenn man die Logarithmen der Dimension als Funktion des linearen 
Atterswertes wiedergibt. 
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DER MAXIMALWERT IN WACHSTUMSFUNKTIONEN 

Die Behauptung des Autors, das Fischwachstum zeige keine asymptotische An- 
n~herung an einen Grenzwert, l~il~t sich also schon dutch einfachste graphische Darstel- 
lungen widerlegen. Es bleibt die Frage zu kt~iren, ob die Einsetzung eines solchen End- 
wertes in mathematische Formulierungen gerechtfertigt ist. KNmHT beru~ sich hierbei 
auf eine kiirzlich erschienene Auswertung yon KZTCHEN & FORR~SVER (1966) fiir das 
Wachstum des Plattfisches Eopsetta jordani. Fiir diesen Fisch berechnen die Autoren die 
Parameter der BERTALANFvY-Funktion und erzielen vor allem bei den ~ einen sehr 
befriedigenden Anschlul~ an ihre Messungen. 

Die Autoren geben in ihrer Arbeit auch die WALmRD-Darstellung ihrer Daten, die 
ftir die ~?~ in sehr guter N~iherung eine Gerade liefert, bei den .~ ~ allerdings nur 
oberhalb der Altersstu£e 4. 

Wenn KNIGHT davon spricht, bei der WALmt~D-Darstellung wtirden die Werte auf 
eine Gerade gezwungen, so kann man diese Behauptung als Nonsens bezeichnen und sie 
ist unverst~indlich, da kurz vorher die sicher nicht auf einer Geraden liegenden Punkte 
ftir das Wachstum des Kabeljau vom Autor au£ eine Gerade gezwungen wurden. Der 
WALmRD-Darstellung liegt die Funktion zugrunde: 

l(n+i) = a q- b • 1~ (1) 

Die WALmRD-Beziehung besagt, dai~ bei gleichm~it~ig gew~ihlten Zeitabst~inden die Zu- 
wachsraten in zwei aufeinanderfolgenden Perioden in einem konstanten Verh~iltnis 
zueinander stehen. Die Richtigkeit dieses Prinzips i~if~t sich dutch eine sehr groi~e ZahI 
von Beispielen belegen und gestattet, gegebene Wachstumsreihen mit sehr groBer Ge- 
nauigkeit numerisch wiederzugeben. Falls KNmHT Zweifel an der Berechtigung der 
Geradlinigkeit gehabt h~.tte, w~re es richtiger gewesen, wenn er mit Hilfe der Korrela- 
tionsrechnung an gegebenen Beispielen gezeigt h~itte, daf~ die Darstellung der Mef~- 
werte durch eine Regressionsgerade unzul~issig ist. 

Die WAI.mRD-Darstellung schlie~t offensichtlich mathematische Prinzipien ein, die 
vieten Wa&stumsvorg~ngen zugrunde liegen. Gelingt es nun, quantitative Zusammen- 
h~inge, deren mathematischer Zusammenhang ungekl~irt ist, durch geeignete Variatio- 
hen der Koordinatenteilungen in eine Gerade zu iiber£1_ihren, so ist mit der Gleichung 
dieser Geraden ein SchliisseI zur Aufstellung der zugrundeliegenden Funktion gegeben. 
in der Physik ist das Prinzip, durch Variation der Koordinatenteilungen Kurven un- 
bekannter Funktion in eine Gerade zu iiberfilhren, ein bekanntes und mit Erfolg ange- 
wandtes Verfahren. Warum sollte es sich nicht auch in der Biologie als niitzlich erwei- 
sen? Wenn KNmHT bei seiner Modifikation der WatvORD-Darstellung zu einer Kurve 
kommt, so kann man diese Modifikation nur als einen Rtickschritt bezeichnen, es sei 
denn, er zeigt, dab die seiner Kurve zugrundeliegende mathematische Funktion eine 
bessere Ann~iherung an gegebene Mei~reihen gestattet, als die WAL~ORD-Formel. 

FORD (1933), der schon lange vor WALFORD (1946) diese Gesetzm~iSigkeit in der 
Folge yon Daten fiir das L~ingenwachstum aufdeckte, erkannte auch, da~ seiner Art der 
Darsteltung die geometrische Relhe zugrunde liegt: 

in = a (1 + b + b 2 -}- b 3 -l- . . .  b n-i) q- lo" b n (2) 
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(1 = L~inge, die Indizes o -  n geben das Alter an, b ist die Steigung der Regressions- 
geraden; a ist das additive Glied der FORD-WAI~ml~D-Formel.) 

Da der Weft yon b stets unter 1 liegt, hat die Summe der Exponentialglieder einen 
endlichen Grenzwert 

L e . 9  _ a.  l - b  (3) 

Die yon KNIGHT geleugnete Existenz eines Maximalwertes fiir das L~ingenwachstum 
geht also rein mathematis& aus der Giiltigkeit der FORD-WALrOI~D-Beziehung hervor. 
Diese ist nun dadur& interessant, dafg si& aus ihr die BF.I~TALANFFY-Funktion ableiten 
l~ifgt. Aus dieser Beziehung leitete vor kurzem HOHENDOr,~ (1966) ein einfa&es Ver- 
fahren zur Berechnung yon N~iherungswerten fiir die Parameter der BERTALANFFY- 
Funktion ab. Aus diesem Grunde kann man in ihr den Maximalwert der FORD-WAL- 
FoRI)-Formel gebrauchen. Eine gewisse Differenz zwis&en den beiden Funktionen liegt 
darin, daft die Regressionsberechnung far die FORD-WALrORI)-Formel die Summe der 
Quadrate der linearen Abwei&ungen zum Minimum ma&t; dem Wesen des Wachs- 
tumsprozesses kommt man aber n~iher, wenn man die relativen Abweichungen zum 
Minimum macht. 

Fiir die Daten yon KETCHEN & FORRESTEI~ (1966) fiir die ~ yon Eopsetta be- 
rechnete ich aus der Fol~D-WALt, oIm-Formel far die BERTALANFFY-Parameter Loo = 
59,97 und fiir K = 0,162. Es ergibt sich mit diesen Parametern - vor allem bei den 
~ittesten Fischen - ein etwas besserer Anschlut~ an die Megdaten, als ihn die Autoren 
erreichten. Die Differenz gegeniiber dem von den Autoren vorgeschlagenen Maximal- 
wert von 58,6 cm ist unbedeutend, vor atlem da auch der Weft ftir K gdindert wurde. 

Eine an&re Frage ist es, ob dem mathematischen Grenzwert eine biologische Be- 
deutung zukommt. Aus dem engen Zusammenhang zwischen FOr, D-WALFORI>Formel 
und B~RvAI~aNFFY-Funktion (KROc~R 1967) ergibt sich zwangsl~iufig, daf~ fiir beide 
Funktionen nahezu der gleiche Maximalwert giiltig ist. Die hier vorliegende 13berein- 
stimmung kann man also nicht als Beweis fiir seine biologische Giiltigkeit deuten. 

Die BEI~TAI~ANrFY-Funktion liefert in der Mehrzahi der F~ille erstaunlich gute An- 
n~iherungen an gegebene Megreihen, wie auch KNIGHT zugeben mug. Sie hat daher in 
der Fischereibiologie vMfache Anwendung erfahren. Sie stellt aber ni&t die einzige 
Wachstumsfunktion dar, die vorgeschlagen wurde. KNmm" erw~ihnt die logistische 
Funktion. Neben zahlreichen anderen w~ire vor allem die GoMwRTz-Funktion zu nen- 
nen. Ich selbst habe vor einigen Jahren ebenfalls eine neue Funktion in Vorschlag 
gebracht (KROoER 1962)" 

Ymax 
y ~ - ~ (5) 

N z+~ 

Auch sie enth~ilt einen Maximalwert. Grunds~itzlich ben&igt jede Wachstumsfunktion 
f'tir ihre zahienm~iBige Auswertung eine Bezugsgr~SBe, die entweder am Anfang der 
Wachstumsreihe steht, wie bei der FORD-WALFORD-Formel oder es dient als Bezug die 
Maximalgr6Be, die sich bei der Extrapolation auf den Alterswert c~ ergibt, wobei der 
zahlenm~f~ige Wert der MaxmialgraBe yon der mathematischen Interpretation der 
Wachstumskurve abh~ingt. Jede Funktion erfordert einen anderen Maximalwert. 
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VON BERTALANFFY (1934) war von dem Gedanken ausgegangen, in eine Wachs- 
tumsformulierung nur real beobachtete Zahlenwerte einzusetzen, erkannte abet sehr 
bald, dat~ etwas tiber den beobachteten Maximatwerten liegende Werte einen besseren 
Anschlut~ an gegebene Zahlenreihen gestatten. Damit fiihrte er die Maximalgr~it~e als 
rein mathematischen Parameter in seine Funktion ein. Fiir den praktischen Einsatz der 
Funktion erwies sich dieser Schritt als sehr wichtig, doch bestehen gegen die biologische 
Ausdeutung dieses Maximalwertes Bedenken. Auch in der yon KNIGHT zitierten Unter- 
suchung an Eopsetta jordani yon K~TCHEN & FORI~STEr. (1966) finden sich in den Ta- 
bellen fiir beide Geschlechter Individuen, die den aus den Durchs&nittswerten errech- 
neten Maximalwert betr~chtlich tiberschreiten. Auch andere LiteraturbeispieIe zeigen, 
daf~ der Maximalwert der BERTALANFFY-Funktion keineswegs die obere GrenzgrSf~e 
einer Art darstellt. Der Maximalwert der BEI~TALANFFY-Funktion h~ingt ab yon den der 
Auswertung zugrundegelegten Durchschnittswerten, ist also yon der Zusammensetzung 
der Zahlenreihen abh~ingig. Da aber der Maximalwert der B~r.TAI~ANFFY-Funktion sich 
nicht sehr welt yon real beobachteten Fischgr6i~en enffernt, erscheint seine Verwendung 
in weitergehenden Berechnungen durchaus vertretbar. 

Der zahlenm~t~ige Wert der Maximalgr~SBe h~ingt nun nicht nur yon der Formu- 
lierung und der Zusammensetzung der Mef~reihen ab, sondern schliet~Iich auch noch 
yon dem Verfahren, das man der Berechnung der Parameter zugrunde legt. Beruht 
dieses Verfahren auf einer linearen Ann~iherung an die Mef~werte, erh~ilt man einen 
anderen Maximalwert, als wenn man eine relative Anniiherung versucht. Immer stellt 
die Maximalgr6f~e nur einen mathematischen Parameter dar. Auf die Diskussion der 
iibrigen Parameter, die die spezielle Kurvengestalt bestimmen, m~Schte ich nicht ein- 
gehen. Gerade bei der Br~,TALANFrY-Funktion ist ihre Bedeutung wenig durchsichtig. 

Aber auch wenn die Maximalgr6i~e nicht einen ganz eindeutig zu bestimmenden 
Parameter darstellt, erfordert die zutreffende Beschreibung einer Wachstumsreihe die 
genaue Angabe der ermittelten Parameter - einschliei~lich des Maximalwertes. Aus 
diesem Grunde ist es nicht gleichgiiltig, ob ich anstelle yon 132 cm 130 oder 135 cm 
angebe, auch wenn die wirkliche Schwankungsbreite wahrs&einlich noch gr~if~er ist. 

Die prim~ire Aufgabe einer Wachstumsfunktion besteht darin, die Zahlenfolgen 
einer Wachstumsreihe m/Sglichst gut zu simutieren und dutch ihre Parameter wom~iglich 
den Kurvenverlauf zu charakterisieren. Eine weitere Aufgabe w~re es dann z. B., rnit 
Hilfe der gewonnenen Parameter quantitative Einblicke in Okosysterne zu erhalten, 
wie es Brwi~voN & HOLT (1957) versucht haben. Schon die erfolgreiche L&ung des 
ersten Problems stellt praktisch und wissenschafflich einen Gewinn dar, und die BEr,- 
TALANFFY-Funktion l&t diese Aufgabe fiir das L~ngenwachstum der Fische in recht 
guter Weise. 

Die Bedenken gegen die BERTALANFrx-Funktion betreffen andere EigenschaRen. 
Sie enth~ilt - ebenso wie die FORD-WALFORD-Funktion - keinen Wendepunkt. Da das 
L~ngenwachstum der Fische im allgemeinen keinen Wendepunkt einschlief~t, wird ihre 
Anwendung dadurch kaum beeintr~ichtigt. Mit anderen Parametern l~if~t sich die BrR- 
var~rFY-Funktion auch zur Beschreibung des Gewichtswachstums benutzen und ge- 
winnt dann auch einen Wendepunkt, jedoch lassen sich die Gewichtsparameter nicht 
yon den Liingenparametern ableiten, sondern sind erneut zu berechnen. Das Maximal- 
gewicht in der Gewichtsfunktion ist ein anderes, als es sich aus der maximalen L~inge 
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ergeben wtirde. Die Ursache liegt darin, dat~ die Parameter der BrRTALANrrY-Funktion 
keine definierte Beziehung zur allometrischen Funktion erkennen lassen. Daneben las- 
sen auch andere Eigenschafen, auf die ich an dieser Stelle nicht eingehen m/Schte, die 
BERTALANrrY-Funktion in ihrer mathematischen Gestalt nicht als ideale L/isung er- 
scheinen. 

Der Vorzug der yon mir vorgeschlagenen Wachstumsfunktion (Gleichung 5) liegt 
darin, dat~ sie in mathematisch definierter Beziehung zur allometrischen Funktion steht, 
so dat~ deren Parameter in sie eingesetzt werden k/Snnen. Im Aufbau ~ihnelt der neue 
Vorschlag der BERTALANFrY-Funktion, w~hrend aber in dieser die im Verlauf des 
Wachstums eintretende Verminderung der Wachstumsraten dutch den Abstand der 
gegebenen Dimension yon der Maximalgr~Sf~e beschrieben wird, tibernimmt in der 
neuen Funktion ein reziproker Alterswert diese Aufgabe. Es mug hierbei allerdings 
der in den Tabellen angegebene Alterswert (Z) um einen konstanten Wert (~) erh/Sht 
werden. Mathematisch ist der &Wert ein Kriimmungsparameter. Er schwankt fiir die 
verschiedenen Fischgattungen nut in retativ engen Grenzen und ist wenig kritisch ftir 
die numerischen Berechnungen. Bei der Unsicherheit aller Altersangaben ist diese 
Eigenschaff sehr vorteithaff. In der zahlenm~t~igen Auswertung ergibt rich eine min- 
destens ebensogute Ann~herung an gegebene Wachstumsdaten wie bei der BrRTA- 
LANrrx-Funktion. Die Parameter sind allerdings grunds~tzlich abweichend, der Maxi- 
malwert liegt durchweg wesentlich htSher. 

DIE MATHEMATISCHE WIEDERGABE DES WACHSTUMS VON 
EOPSETTA JORDANI 

Funktionen yon mathematisch sehr unterschiedlicher Gestalt k~nnen in dem engen 
Bereich, der ftir Wachstumsauswertungen im allgemeinen zur Verf~igung steht, einen 
sehr iihnlichen Verlauf zeigen. Fiir die Beurteilung der Giite der Wiedergabe yon 
Wachstumsdaten eignen sich daher besonders Meflreihen, die sich iiber eine m~Sglichst 
iange Altersspanne erstrecken. Aus diesem Grunde interessierten mich die Mei~reihen 
von K~TCH~N & FORRESTrR an Eopsetta jordani, die bei den ~ bei Beriicksichtigung 
der kommerziellen F~inge 22 Altersstufen umfassen und bei den ~ c~ immerhin nodl 
17 Altersstufen. 

Ftir die 99 erreichten die beiden Autoren mit der BERTALANrrY-Funktion einen 
ausgezeichneten Anschlul~ an ihre Messungen. Ihren theoretischen Werten sind in Ta- 
belle 1 die Zahlen gegeniibergestellt, die sich nach der neuen Funktion ergeben, wenn 
man einen ~:-Wert yon 1,7 zugrunde legt. Der zugeh/Srige Maximalwert errechnet sich 
zu 73,9 cm und schliei~t damit auch jene Fische ein, die den Maximalwert der BrR- 
TALANFrY-Funktion (60,0 cm) iiberschreiten. Der gr/5t~ere Abstand des Maximalwertes 
yon den Met~werten hat auch noch den Vorteil, daft er dutch Anderungen der beiden 
anderen Parameter nicht so stark beeinflut~t wird. 

Zur Beurteilung der Gtite der Wiedergabe find bei beiden Berechnungsweisen die 
prozentualen Abweichungen yon den theoretischen Werten angegeben. In einzelnen 
Bereichen ergibt die BERTALANrrY-Funktion - in anderen Bereichen die neue Funktion - 
eine bessere N~iherung. Im ganzen gesehen, l~it~t sich trotz des weiten Met~bereiches, 
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den dieses Beispiel bietet, kein erheblicher Unterschied im Kurvenverlauf und der Gate 

der Wiedergabe erkennen. 
Ein weniger befriedigendes Ergebnis lieferte die BERTALANFFY-Furlktion bei der 

Auswertung der Wachstumsdaten fiir die d (3, so dal~ die Autoren s&on das Vorliegen 

Tabelle 1 

Vergleich der Wiedergabe der Mei~werte yon K~Tc~N & FOI<R~ST~I~ (1966) ftir die 99  
yon Eopsetta jordani nach der B~ItTALaNFFr-Funktion und der neuen Wachstumsfunktion 

Alter 
Met~werte Bt~i~TaLANl~l~Y-Funktion Neue Wachstumsfunktion 

L~inge Loo = 600 mm Abwei&ung L~o = 73,89 Abweichung 
K = 0,162 (in %) logN = 2,21496 (in %) 

(mm) to = - -  0,2483 ~ = 1,7 

1 110 110 + 0 112 + 1,8 
2 190 183 - -  3,7 186 - -  2,1 
3 250 245 - -  2,0 250 + 0 
4 300 298 - -  0,7 302 + 0,7 
5 345 344 - -  0,3 345 + 0 
6 385 382 - -  0,8 381 - -  1,0 
7 415 415 _+ 0 411 - -  1,0 
8 440 442 + 0,4 437 - -  0,7 
9 460 466 + 1,3 459 - -  0,2 

10 477 486 + 1,9 478 ÷ 0,2 
11 492 503 + 2,2 495 + 0,6 
12 506 517 + 2,0 509 + 0,6 
13 519 530 + 1,9 522 + 0,2 
14 522 540 q- 3,5 534 + 2,3 
15 545 549 + 0,7 544 - -  0,2 
16 554 557 + 0,5 554 + 0 
17 563 563 + 0 563 _+ 0 
18 572 569 - -  0,5 570 - -  0,4 
19 582 574 - -  1,4 578 - -  0,7 
20 573 577 + 0,7 584 + 1,9 
21 589 581 - -  1,4 590 + 0,2 
22 599 584 - -  0,8 596 - -  0,5 

von Metgfehlern in Betracht ziehen. Bei der FORD-WALFORD-Darstellung fallen die 
Punkte fiir die drei ersten Altersstufen aus der geradlinigen Anordnung der iibrlgen 
Mel3punkte heraus. Daher war zu erwarten, daf~ sie sich auch durch die B~RTA~ANFFX- 
Funktion nicht befriedigend darstellen lassen, was die Zahlen der Autoren in Tabelle 2 
best~tigen. 

Im Gegensatz hierzu liet~en si& die Mef~werte fiir die d d beinahe ebensogut 
wiedergeben wie fiir die 99,  wie die geringen Abweichungen in Tabelle 2 zeigen. In  
diesem Falle weichen in den Altersstufen 1 bis 3 die beiden Funktionen stark vonein- 
ander ab. Zwischen den Altersstufen 4 und 17 verlaufen sie wieder parallel. Wenn im 
allgemeinen auch die Ergebnisse der beiden Funktionen nahe beieinanderliegen, erweist 
si& in diesem Fatle die neue Wa&stumsformulierung als anpassungsf~ihiger. 

I& kann nur versuchen, die an dieser Stelle auftretende Frage zu beantworten, 
weshalb in diesem Falle ein so ausgepr~igter Unters&ied im Verlauf der beiden Funk- 
tionen auftritt. Als Grundlage far die Parameterre&nung erhielt i& als N~iherungs- 
wert 0,7 £iir ~e far das Wachstum der (3 c~. Bei den 9 9  betrug der ~e-Wert 1,7. Wenn 
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auch im atlgemeinen bei den Fis&en der ~-Wert fiir die 9 9  h/Sher ist als bei den d d ,  
so habe ich einen so starken Geschle&tsunters&ied bislang no& ni&t  getroffen. 

Der niedrige Weft  fiir den Kriimmungsparameter ~ besagt, dat~ w i r e s  bei den 
d d mit einem Wa&stum zu tun haben, das anf~ingli& sehr stark ist, dann aber schon 

Tabelle 2 

Vergleich der Wiedergabe der Megwerte yon K~TC~rN & Fol~t~rsv~I~ (1966) far die c~ c~ 
yon Eopsetta jordani nach der BrRTALANFvY-Funktion und der neuen Wachstumsfunktion 

Alter 
Megwerte 

L~tnge 
(ram) 

B~RTALAN~rY-Funktion Neue Wa&stumsfunktion 
Loo = 490 mm Abweichung L~ = 55,72 Abwei&ung 

K = 0,160 (in %) IogN = 1,23822 
to = - -  2,60 ~ = 0,7 (in %) 

1 105 215 104 - -  1,0 
2 185 250 194 + 4,9 
3 260 285 258 - -  0,8 
4 315 315 + 0 304 - -  3,6 
5 346 345 - -  0,3 338 - -  2,3 
6 368 366 - -  0,5 364 - -  1,1 
7 385 385 + 0 385 + 0 
8 401 400 - -  0,2 402 + 0,2 
9 414 413 - -  0,2 415 + 0,2 

t0 425 425 + 0 427 + 0,5 
11 434 434 +_ 0 437 + 0,7 
12 442 443 + 0,2 445 + 0,7 
13 450 450 + 0 453 + 0,7 
14 458 456 - -  0,4 459 + 0,2 
15 463 461 - -  0,4 465 + 0,4 
16 468 465 - -  0,6 470 + 0,4 
17 473 469 - -  0,8 474 + 0,2 

auf friihen Altersstufen stark abklingt. Die harmonische Reihe, die der Kurvenbeschrei- 
bung der neuen Funktion zugrunde liegt, gestattet in ihrem Anfangsteil die Darstellung 
eines solch starken Ab£alls. Die Br:aTALANFrY-Funktion scheint diesen steilen AbfaI1 nur 
in bes&r~inktem Umfang wiedergeben zu k~innen. Der 8-Wert der ~ liegt mit 1,7 in 
der Grtigenordnung, die bei den meisten Fis&en angetroffen wird, auf die die BI~TA- 
LaNrVx'-Funktion mit Erfolg angewandt werden konnte. 

Eine Eigentiimli&keit,  die Wachstumskurven mit niederem ~-Wert auszei&net, 
ist die Erfahrung, dag sich bei ihnen der Maximal-Wert  sehr stark den h~i&sten Met~- 
werten n~ihert. Dadurch r i i&t  er in die N~ihe des Maximalwertes der BERTALANFFY- 
Funktion. Im Fall  der d d yon Eopsetta betr~igt der Maximalwert  55,7 cm gegeniiber 
49,0 cm bei der BERTALANFrY-Funktion. In  diesem Falle n~ihern sich also mathema- 
tische Bere&nungen und biologische Beoba&tung weitgehend. A u &  die Wa&stums- 
daten der d d yon Eopsetta lassen also auf der Basis der neuen Wa&stumsfunktion 
durchaus eine mathematis&e Interpretat ion zu. Ich glaube daher hi&t,  daig den Auto- 
ren bei ihrer offensi&tli& aut~erordentlich sorgf~iltigen Arbeit  Fehler unterlaufen sein 
k~Snnten. Die Kontrolle yon Megreihen anhand mathematis&er Wachstumsmodelle 
ist - wie man sieht - ein weiterer Gesichtspunkt, der fiir die Ausarbeitung m/Sgli&st 
teistungsf~ihiger Formulierungen spricht. 
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Trotz der sehr erheblichen Kritik yon KNIGHT (1968) liegen solche LSsungen schon 
vor. Man kann nut £eststellen, daf~ dieser Autor sich viel zuwenig mit den LSsungen 
und Problemen der Wachstumsmathematik beschiihigt hat. Aus diesem Grunde war es 
auch sehr leicht, seine Kritik an der Annahme eines oberen Grenzwertes beim Fisch- 
wachstum zu widerlegen, ebenso wie andere Thesen, die seine VerSffentlichung enth~h. 

Es ist sehr zu begriii~en, wenn sich Mathematiker der vielen Probleme annehmen, 
welche die Anwendung mathematischer Verfahren in der Biologie liefert. Eine ganz 
oberfl~ichliche Behandlung der Probleme und Ignorierung aller biologischer Gegeben- 
heiten dient aber niemandem; sie kann nur Verwirrung stiffen, nicht aber als eine 
fruchtbare Diskussionsbasis dienen. 

ZUSAMMENFASSUNG 

1. KNIGHT (1968) ~iuflerte aufgrund einer oberfl~ichlichen Auswertung einer unvoll- 
st~indigen Zahlenreihe fiir das Wachstum des Kabeljau (Gadus morhua) die Ansicht, 
da~ fiir das Fischwachstum kein oberer Grenzwert existiert und daher die Einset- 
zung eines solchen in eine mathematische Wachstumsformulierung ein Nonsens sei. 

2. Nun ist aber die Ann~iherung jeden Fischwachstums an eine artgem~if~e EndgrSf~e - 
wie bei allen Tieren - eine bekannte Tatsache. Der asymptotische Charakter dieser 
Ann~iherung geht mathematisch aus der FORD-WALFORD-Beziehung hervor, deren 
Giihigkeit entgegen der Ansicht yon KNIGHT als gesichert angesehen werden mug. 

3. Die in eine Wachstumsfunktion eingesetzte MaximalgrSfle stelh in jedem Falle einen 
mathematischen Parameter dar, der yon der Formulierung, den Mef~daten und der 
Berechnung abhgngt. Die biologische Deutung dieses Maximalwertes ist daher un- 
sicher. 

4. Eine yon KNmHT zitierte Untersuchung yon K~TCH~N & FORReSTER (1966) fiber 
das Wachstum yon Eopsetta jordani wird zur Priifung der neuen Wachstumsfunk- 
tion benutzt. Sie liefert - besonders deutlich erkennbar bei den d d - eine wesent- 
lich bessere Ann~iherung an die gegebenen Daten als die BeRTALANFFY-Funktion. 
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