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Аннотация. Проблема численного моделирования соударений балансов в 

корообдирочном барабане рассматривается как источник контактной задачи. 

Решение данной задачи необходимо для прогнозирования силы соударений 

балансов друг с другом и с корпусом корообдирочного барабана. С применением 

конечно-элементной модели контактная задача сведена к поиску решения 

линейной задачи дополнительности с положительно определенной матрицей 

коэффициентов. Динамика объекта исследования моделируется как множество его 

статических состояний, упорядоченных во времени с помощью метода конечных 

разностей. Обоснован новый алгоритм декомпозиции линейной задачи 

дополнительности с положительно определенной матрицей коэффициентов. На 

каждом шаге во времени численная реализация алгоритма сводится к 

исключениям Гаусса-Жордана с выбором разрешающего элемента по 

энергетическому критерию. Упомянутый критерий используется для поиска 

глобального минимума дискретного множества квадратичных функций, каждая из 

которых имеет одну переменную. С точки зрения механики энергетический 

критерий используется как критерий перехода односторонних связей из 

возможного состояния в действительное. Решение указанной выше линейной 

задачи дополнительности по новому алгоритму определяется за меньшее число 

шагов, чем при использовании описанных в литературе алгоритмов. 

Ключевые слова: негладкая динамика, соударения, корообдирочный барабан, 

численное моделирование, линейная задача дополнительности, энергетический 

критерий 
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Abstract: The problem of numerical simulation of pulpwood collisions in a debarking 

drum is regarded as the source of the contact problem. The solution of this problem will 

allow to predict the strength of pulpwood collisions with each other and with the drum 

body. The contact problem reduces to finding a solution of a linear complementarity 

problem with a positive definite matrix of coefficients if a finite element model is 

applied. The dynamics of the research object is modeled as a set of its static states and 

time-ordered by the method of finite differences. A new decomposition algorithm of a 

linear complementarity problem with a positive definite matrix of coefficients is 

substantiated. At each time step the algorithm numerical implementation reduces to 

Gauss-Jordan eliminations with the choice of the matrix main element by the proposed 

energy criterion. The energy criterion is used to find the global minimum of a discrete 

set of quadratic functions, where each one has a single variable. In terms of mechanics, 

the energy criterion at each step of the algorithm is used as the criterion for the 

transition of unilateral constraints from a possible state to a real state. The solution of 

the mentioned linear complementarity problem by the new algorithm is found in fewer 

steps in comparison to test examples known from the literature. 

Keywords: non-smooth dynamics, collision, debarking drum, numerical modeling, 

linear complementarity problem, energy criterion 
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1. Введение 

Необходимость моделирования соударений в механических системах часто появляется в 

инженерных приложениях [1,2]. Только одно из приложений кратко рассматривается в 

данной работе, чтобы проиллюстрировать применение предлагаемого алгоритма к 

исследованию соударений деформируемых тел. Это приложение  относится к прикладной 

механике технологических процессов дробления и разрушения, где использование 

численного моделирования соударений позволяет получить определенный технический 

эффект [4]. К данной области прикладных исследований относится многоплановая проблема 

моделирования соударений при очистке балансов от коры в установках барабанного типа [5]. 

В таких установках кора разрушается при соударениях балансов и посредством сил трения 

при их взаимодействии друг с другом и с корпусом барабана, в результате вращения 

последнего вокруг своей продольной оси. Именно эти два типа взаимодействия и приводят к 

очистке балансов от коры[6]. При этом технология очистки древесины с помощью 

корообдирочных барабанах остаётся доминирующей [7,8], развиваясь параллельно с другими 

технологиями окорки [9-11]. 

Для решения затронутой проблемы необходимы методы прогнозирования силы 

соударений балансов [5-7,12]. Если сила соударений избыточно велика, то разрушается не 

только кора, но и древесина, а также повреждаются торцы балансов [13]. Если уменьшить 

силу соударений, то увеличится продолжительность процесса или уменьшится степень 

очистки балансов [14]. Очевидно, величина силы соударений балансов должна находиться в 

определенном интервале значений [15]. Точное выполнение этого условия практически 

недостижимо по причинам вариабельности свойств древесины и случайного характера 

соударений балансов. Однако для определенного вида балансов можно экспериментально 

подобрать такие значения степени заполнения барабана и скорости его вращения, которые 

обеспечат наилучшее соответствие данному условию [8,16]. Для расширения появляющихся 

в этой связи возможностей уточнения технологических параметров окорки необходима 

методика численного прогнозирования сил контактного взаимодействия при соударениях 

балансов друг с другом и с корпусом корообдирочного барабана. 

Возможности экспериментальных исследований процесса соударений тел в реальных 

технологических процессах ограничены. Поэтому для определения сил взаимодействия при 

соударениях целесообразно использовать методы математического моделирования [17,18]. 

Алгоритмы решения таких задач представлены, например, в обзоре [19]. Новые результаты 

обсуждаются в статьях [5,20-22 и др.]. 

В данной работе рассматривается обоснование подхода, в котором задача о соударениях 

деформируемых тел сводится к поиску решения линейной задачи дополнительности. При 

этом для решения линейной задачи дополнительности предлагается алгоритм декомпозиции, 

базирующийся на идее работ [23-25]. В рассматриваемой далее проблеме соударений все или 

некоторая часть ограничений на перемещения тел являются односторонними [23,26]. Такие 
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ограничения (связи) в полукоэрцитивных контактах препятствуют взаимопроникновению 

тел, но не препятствуют появлению зазоров. Появление зазоров изменяет структуру 

механической системы. Коэрцитивный контакт не приводит к появлению зазоров и не 

изменяет структуру механической системы (Рис. 1). Более детально эти аспекты 

рассмотрены, например, в статье [20]. 

 

 

Рисунок 1. (a) Коэрцитивный контакт. (b) Полукоэрцитивный контакт 

Figure 1. (a) Coertive contact. (b) Semicoercive contact 

 

Для каждой односторонней связи возможны два состояния: «включено» («есть контакт») и 

«выключено» («нет контакта»). Реализуется только то состояние, в котором потенциальная 

энергия механической системы минимальна. Если в механической системе число 

односторонних связей равно  , то число возможных состояний модели механической 

системы равно   . Условие минимума потенциальной энергии позволяет выбрать из всех 

возможных состояний то действительное состояние, которое является единственным. Поиск 

действительного состояния односторонних связей представляет собой достаточно сложную 

проблему, которая исследуется многими авторами [19,20,22 и др.]. Известные в данной 

области алгоритмы не всегда удобны на практике (см., например, [27]). 

Сложность проблемы объясняется тем, что траектория движения каждого тела состоит из 

участков контактного и бесконтактного движения (рис. 1). Соударения сопровождаются 

изменениями структуры механической системы и, соответственно, появлением негладкой 

функции скорости. Решение можно найти, например, методом припасовывания, который 

сводится к поэтапному интегрированию уравнений движения на отдельно взятых участках, а 

начальные условия для участка определяются по конечным значениям переменных на 

предыдущем участке. Однако “практическое применение метода припасовывания 

осложняется тем, что моменты ударов заранее неизвестны, а само «припасовывание» может 

быть сложно выполнимым технически” [18, с. 4]. Многообразие методов негладкой 

динамики представлено в работах [2,19,22,27,28]. В частности, перебор всех возможных (  ) 

вариантов  применяются при небольших значениях  . 

𝐷 > 0;𝑁 = 0       𝐷 = 0;𝑁 > 0𝐷 = 0 

(a)                            (b) 

𝐷 
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Анализ литературы показывает, что проблема соударений многих тел сохраняет свою 

актуальность и требует продолжения исследований в инженерных приложениях. Цель 

данной работы: обоснование эффективного в вычислительном отношении алгоритма 

декомпозиции линейной задачи дополнительности и его применение в численном 

моделировании соударений деформируемых тел на примере определения верхних оценок сил 

контактного взаимодействия при соударениях балансов в корообдирочном барабане. 

2. Материалы и методы  

2.1. Физическая модель объекта исследования 

Определение сил контактного взаимодействия при соударениях балансов в 

корообдирочном барабане предполагает выбор физической модели объекта исследования. По 

причине сложности объекта исследования и различий целей работ в литературе [6,9,11,16, 

29,30] используются различные подходы к выбору физической модели взаимодействия 

балансов в корообдирочном барабане. В данной работе используется физическая модель в 

виде условного штабеля балансов, обоснование которой приведено в работе [15]. Некоторые 

результаты применения этой модели опубликованы в статье [5]. Предполагается, что: 

траектория движения каждого тела состоит из участков контактного и бесконтактного 

движения; соударения рассматриваются с применением модели центрального удара; 

деформации баланса при ударе существенно меньше его диаметра; масса каждого тела 

сосредоточена в центре тяжести; точки на границе тел «безмассовые»; перемещение этих 

точек относительно центра масс тела зависит от жесткости [31]. Изменениями массы 

балансов в процессе очистки от коры пренебрегаем. При соударениях тела без 

взаимопроникновения соударяются друг с другом. 

Величина зазора    (  =       для рисунка 2) и сила контактного взаимодействия    

связаны соотношением     = 0, где в соответствии с правилом знаков [17]    0,    0; 

равенство      = 0  моделирует то обстоятельство, что одна из величин (    или   ) 

обязательно равна нулю. Диссипация энергии при соударениях тел определяется 

коэффициентами вязкости    (  =     для рисунка 2). В фазе бесконтактного движения  

  = 0. 

Использование данной модели в работе [5] позволило численно уточнить некоторые 

детали взаимодействия еловых балансов неодинакового диаметра в корообдирочном 

барабане. Результаты работы [5] демонстрируют эффективность использованной методики 

численного моделирования и указывают на целесообразность развития данного направления 

прикладных исследований. Для обоснования математического описания физической модели 

необходимы нижеследующие предварительные замечания. 
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Рисунок 2. (a) Модель соударяющихся тел. (b) Номера узлов и перемещения 

Figure 1. (a) The model of colliding bodies. (b) The node numbers and movements 

2.2. Предварительные замечания 

Пусть в некоторой механической системе число возможных контактных пар равно n . В 

фазе контактного движения в некоторой контактной паре i  зазор   = 0 ; при этом сила 

контактного взаимодействия    0 . Сила считается неотрицательной в соответствии с 

правилом знаков, обычно используемым в контактных задачах [17]. 

Определение 1. Связь i  находится в состоянии «включено», если    0 и   = 0.  

Определение 2. Связь i  находится в состоянии «выключено», если   = 0 и    0. 

Следовательно, в любом состоянии односторонней связи i  выполняются соотношения 

   0,    0,     = 0. 

Утверждение 1. Двустороннюю связь можно интерпретировать как частный случай 

односторонней связи, которая всегда находится в состоянии «включено». 

Утверждение 2. Отсутствие связи можно интерпретировать как частный случай 

односторонней связи, которая всегда находится в состоянии «выключено». 

Из этих утверждений следует: если в механической системе действительное состояние 

каждой односторонней связи известно, то анализ (расчет) такой системы не отличается от 

анализа механической системы с двусторонними связями. 

Определение 3. Определим элементарное событие, которое с физической точки зрения 

представляет собой переход односторонней связи из состояния «включено» («выключено») в 

состояние «выключено» («включено»). 
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Элементарное событие сопровождается скачкообразным переходом системы из одного 

состояния в другое состояние, или с одного уровня потенциальной энергии механической 

системы на другой, что характерно для квантовых систем. 

Потенциальная энергия механической системы определяется деформациями тел, 

состоянием односторонних связей, зависит от внешних и внутренних сил. Условие 

минимума потенциальной энергии позволяет найти действительное состояние 

односторонней связи. Если  действительное состояние всех односторонних связей найдено, 

то дальнейший расчет может быть сведён к решению системы линейных алгебраических 

уравнений [17, с. 155]. Таким образом, основная проблема – определение действительного 

состояния односторонних связей. На этой проблеме фокусируется внимание в данной статье. 

Установление воздействия на механическую систему сопровождается, в общем случае, 

изменением состояния односторонних связей. В процессе установлении воздействия 

односторонние связи переходят из возможного состояния в действительное; состояние 

механической системы трансформируется так, что в любой точке процесса достигается 

минимум потенциальной энергии. Этот процесс рассмотрим как очередность указанных 

выше элементарных событий. 

Для обоснования предлагаемого далее алгоритма ключевую роль играет гипотеза о том, 

что элементарные события реализуются в определенной очередности [23]. Это означает, что 

на некотором достаточно малом отрезке времени осуществляется только одно 

элементарное событие. Взамен времени может быть использован другой подобный времени 

параметр, например, параметр нагрузки при однопараметрическом воздействии [23]. 

Определив эту очередность, мы найдем также действительное состояние каждой 

односторонней связи. На каждом отрезке времени между элементарными событиями 

механическая система представляет собой линейно деформируемую конструкцию, что 

позволяет использовать на данном отрезке хорошо известный метод конечно-элементного 

анализа механической системы с двусторонними связями, который сводится к решению 

системы линейных алгебраических уравнений [33,34]. 

2.3. Математическое описание физической модели 

В простейшем случае каждое тело моделируется двумя конечными элементами. Матрица 

жесткости   тела   (Рис. 2,  =    ) имеет стандартный вид [33]: 

 =   [

 - 0

-  - 

0 -  

]. (1) 

Физической модели с безмассовыми узлами 1 и 3, 4 и 6 на интерфейсной границе того же 

тела (Рис. 2) соответствуют нижеследующие диагональные матрицы масс   и 

демпфирования  : 
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 = [
0 0 0
0   0
0 0 0

] ;    = [
0 0 0
0   0
0 0 0

]. (2) 

В данном случае использована простейшая модель демпфирования. Более детально этот 

вопрос рассмотрен в [35]; в ряде случаев матрица демпфирования может быть представлена в 

виде линейной комбинации матриц масс и жесткости [34]. 

Выполнив в (1) и (2) перестановку строк и столбцов (что потребует изменения нумерации 

искомых величин), запишем: 

 =   [

 - - 

-  0

- 0  

];  = [
  0 0
0 0 0
0 0 0

] ;    = [
  0 0
0 0 0
0 0 0

]. (3) 

Перепишем (3) в виде блочных матриц: 

 = [
      

      
];   = [

    
  

] ;    = [
    

  
]. (4) 

Соответственно, перемещения наделённых массой узлов запишем в матрицу-столбец   ; 

перемещения безмассовых узлов, находящихся на границе тела, запишем в матрицу-столбец 

  . Для одного тела   ,  ( =     по рисунку 2), получим: 

   =      ;     =    
 =  -    -   

 ;     = [
  0
0   

] ; (5) 

   =      ;    =     ;   = [
  

  
];    =     ;    = [

   1

   1
]; (6) 

Для системы двух тел 1 и 2 (Рис. 2): 

   = [
  1 0
0   2

];    =    
 = [

- 1 - 1 0 0

0 0 - 2 - 2

];    = [

 1 0 0 0
0  1 0 0
0 0  2 0
0 0 0  2

]; (7) 

   = [
 1 0
0  2

];    = [
 1 0
0  2

];  = [
  

  
];    = [

 2

 5
];   = [

 1

 3

 4

 6

]. (8) 

Аналогично, для системы   тел запишем: 

   = [

  1 0  0
0   2  0
    
0 0     

];     =    
 =

[
 
 
 
 - 1 - 1 0 0  0 0

0 0 - 2 - 2  0 0
       

0 0 0 0  -  -  ]
 
 
 
 

;  (9) 
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   =

[
 
 
 
 
 
 
 1 0 0 0  0 0
0  1 0 0  0 0
0 0  2 0  0 0
0 0 0  2  0 0
       
0 0 0 0    0
0 0 0 0  0   ]

 
 
 
 
 
 

;   =

[
 
 
 
 
 
 

 1

 3

 4

 6

 
 3  2

 3 ]
 
 
 
 
 
 

;  (10) 

 

   = [

 1 0  0
0  2  0
    
0 0    

];    = [

 1 0  0
0  2  0
    
0 0    

];   = [

 2

 5

 
 3  1

];  = [
  

  
]. (11) 

Соответственно, вес каждого тела укажем в матрице-столбце   : 

   = [

 1

 2

 
  

]. (12) 

Здесь   =     , где  =         2. 

Проекции сил контактного взаимодействия   на оси неподвижной декартовой системы 

координат запишем в матрицу-столбец   =      Здесь   – матрица-столбец сил 

контактного взаимодействия;    – матрица направляющих косинусов, в которой число 

столбцов   равно числу зазоров, а число строк равно числу указанных выше безмассовых 

узлов: 

  =

[
 
 
 
 
 
 
 0 0  0

0 - 0  0
0  0  0

0 0 -  0
0 0   0
     

0 0 0  - ]
 
 
 
 
 
 

;   = [

 1

 2

 
  

] . (13) 

Для рассматриваемой конечно-элементной модели уравнение движения можно записать в 

часто используемой векторно-матричной форме [33,34]: 

     ̇+m ̈ =  . (14) 

Здесь  

 = [
  

  
]. (15) 

Необходимо подчеркнуть, что в стандартном уравнении вида (14) неизвестными являются 

только элементы вектора   [33,34]. В рассматриваемом случае неизвестными являются 

элементы векторов    и  . Поэтому, в дополнение к (14), необходимы соотношения между 
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силами контактного взаимодействия   и зазорами  , что усложняет решение проблемы. 

Кроме того,  затруднения при решении задачи появляются по той причине, что, как отмечено 

выше, перемещения, зазоры и силы контактного взаимодействия при соударениях тел друг с 

другом и с корпусом барабана изменяются скачкообразно; перемещения    и   , силы 

контактного взаимодействия   и зазоры   не являются гладкими функциями времени. 

Соотношение между перемещениями узлов    и зазорами   запишем, принимая во 

внимание геометрические аспекты задачи: 

 =   
       . (16) 

Здесь    – матрица-столбец начальных зазоров. 

Принимая во внимание структуру матриц       m (4), запишем соотношение (14) в виде 

системы двух равенств: 

          ̇      ̈       =   ; (17) 

           =     . (18) 

Поскольку взаимопроникновения тел при соударениях нет, то зазоры (16) не могут быть 

отрицательными: 

 =   
        . (19) 

По физическому смыслу задачи, как пояснено выше,  

   ;     ;     = 0. (20) 

Таким образом, формализованная задача сводится к решению системы равенств и 

неравенств (17)–(20). 

Систему равенств и неравенств (17)–(20) решим численно, применяя метод конечных 

разностей с шагом по времени  . Для этого скорость  ̇  и ускорение  ̈  на шаге   (т.е., при  

  =   ) выразим через перемещения    на шагах  ,  -  и  - , используя следующие конечно-

разностные соотношения первого порядка точности: 

 ̇ 
   

=
   

   1 
   

   

 
;   ̈ 

   
=

  
   2 

    
   1 

   
   

 2
  (21) 

Конечно-разностная аппроксимация большей точности требует использования 

перемещений   
   3 

 на шаге   -   и т. д., что для негладкой функции может оказаться 

некорректным. Более детально этот вопрос рассмотрен, например, в [35]. 

Применение центральных конечно-разностных схем целесообразно при  =0, что имеет 

место в фазе бесконтактного движения. Если имеет место соударение тел, то   0 и поэтому 

на шаге   в случае применения центральных конечных разностей конечно-разностный аналог 

системы равенств и неравенств (17)–(20), записанный для момента времени   =   , будет 

содержать неизвестные   
   1 

 и      для разных моментов времени. Препятствием к 

использованию величины     1  взамен      служит то обстоятельство, что при    1  и     
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могут быть неодинаковыми структура механической системы, фаза движения, а значит и 

структура матриц коэффициентов в соотношениях (17)–(20). 

Резюмируя, заметим, что применение односторонних конечно-разностных схем (21) для 

численного решения системы равенств и неравенств (17)–(20) позволяет построить алгоритм, 

который не требует заранее знать, в контактной или в бесконтактной фазе движется любое из 

рассматриваемого множества тел. При этом контактная и бесконтактная фазы движения 

моделируются одной и той же системой равенств и неравенств (17)–(20). Предлагаемый 

подход позволяет моделировать переход односторонних связей из возможного состояния в 

действительное. Реализуя этот подход, подставим (21) в (17). Получим после 

преобразований: 

(    
   

 
 

   

  )  
   

      
   

=    
   

 
  

   1 
 

   

  (   
   1 

   
   2 

). (22) 

Обозначим: 

   =     
   

 
 

   

  ;    
   

=    
   

 
  

   1 
 

   

  (   
   1 

   
   2 

). (23) 

Тогда, с учетом (22) и (23), взамен аналитических соотношений (17)–(20) получим их 

дискретные аналоги для момента времени   =   : 

     
         

   =   
   ; (24) 

     
         

   =    
   ; (25) 

    =   
   

        ; (26) 

      ;       ;          = 0; (27) 

Из (25) найдём: 

     
   =    

 1   
       

 1     
     (28) 

С учетом (28) из равенства (24) выразим   
   

: 

       
   =            

 1     1 (  
          

 1   
   ); (29) 

Подставим (25) в (28) и полученное при этом выражение   
   

подставим в (26). Получим: 

    =    
    

 1    
    

 1              
 1     1      

 1    
     

      
    

 1              
 1     1  

   
    

(30) 

Обозначим: 

 =    
    

 1    
    

 1              
 1     1      

 1   ; 

    =      
    

 1              
 1     1  

   
. 

(31) 

Тогда с учетом (27) перепишем систему равенств и неравенств (26) и (27) в виде: 
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    =           ; (32) 

      ;       ;           = 0  (33) 

Соотношения (32) и (33) моделируют все возможные состояния рассматриваемого объекта 

исследования на шаге  . Матрица-столбец      моделирует внешнее воздействие на объект; 

реакцию объекта на внешнее воздействие моделируют матрицы-столбцы зазоров      и сил 

контактного взаимодействия     ; структуру объекта моделирует (    )–матрица  ; 

структура объекта зависит также от зазоров, которые определены элементами матрицы-

столбца     . 

Система равенств и неравенств (32) и (33) представляет собой линейную задачу 

дополнительности (далее по тексту ЛЗД), которая появляется во многих приложениях [1,37] 

и для которой общепринято обозначение LCP (Linear Complementarity Problem) [36]. В 

задачах рассматриваемого класса матрица коэффициентов   в (32) положительно 

определенная. Алгоритмы решения линейной задачи дополнительности исследованы в [37,38 

и др.]. Для решения часто используется хорошо известный метод Lemke [39]. Однако в 

задачах рассматриваемого класса этот метод требует большого объема вычислений, на что 

обращено внимание, например, в статье [27]. Поэтому продолжаются поиски более 

экономичных алгоритмов решения линейной задачи дополнительности [38,40-42]. Анализ 

литературы показал, что остаются недостаточно исследованными перспективы применения 

декомпозиции и исключений Гаусса-Жордана при решении рассматриваемой задачи. 

3. Результаты 

3.1. Обоснование алгоритма декомпозиции линейной задачи дополнительности 

В ближайшем изложении, используя работы [23, 24, 25], рассмотрим новое 

формализованное обоснование алгоритма декомпозиции линейной задачи дополнительности 

(32), (33) с положительно определенной матрицей коэффициентов  . Для этого случая 

доказаны теоремы существования и единственности решения [37,43-45]. Однако 

продолжаются поиски алгоритмов решения, наиболее эффективных в вычислительном 

отношении [46,47]. 

В целях компактности дальнейшего изложения воспользуемся общепринятыми 

обозначениями [43,45], чтобы записать соотношения (32) и (33) в эквивалентном виде одной 

из возможных формулировок ЛЗД: для положительно определенной (   ) матрицы ( ) и 

(   ) вектора   найти векторы   и   такие, что 

 =     ; (34) 

  0;    0;    = 0  (35) 
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В силу положительной определенности матрицы   решение задачи (34), (35) для любого 

     существует и единственно [37,43]. 

Если   0, то  =  ; z=0. 

Рассмотрим случай, когда вектор   содержит отрицательные элементы. 

В силу неотрицательности   и   решение задачи (34), (35) не изменится, если условие 

   = 0 заменить требованием     = 0 [43]:   

    =      1 1    2 2              = 0     =         . (36) 

В данном случае   = 0 ,  =          не отвечает условию   0 . Следовательно, равны 

нулю выражения в скобках (36) и для задачи (34), (35) необходимо решить систему 

следующих уравнений и неравенств: 

 =     ; (37) 

  0;    0  (38) 

Если    =     (аналогично (32), (33)), то задача (37), (38) эквивалентна следующей задаче 

поиска координат точки условного минимума  

 =    ( 

 
        ) ;    0  (39) 

Рассмотрим возможные варианты эволюции объекта, для которого сформулирована 

задача (39). Моделируемым объектом может быть некоторый процесс или механическая 

система. Одна из таких систем рассмотрена выше (рис. 2). 

Ситуация 1. Предположим, что моделируемый объект принудительно переведен в 

возможное состояние, такое, что  = 0, т.е. что все   = 0,  =        . Тогда по (34)  =  . 

При этом, если   0, то данное состояние объекта является не только возможным, но и 

действительным. В этом случае объект, предоставленный самому себе, останется в данном 

состоянии:  = 0,  =  . 

Ситуация 2. Пусть объект принудительно переведен в возможное состояние, такое, что 

 = 0. Если при этом некоторые   элементов вектора   отрицательны, то вектор  =   не 

отвечает условию   0  (35). Предоставленный самому себе, объект будет 

трансформироваться из возможного состояния в действительное. Выполним декомпозицию, 

разбив процесс трансформации на отдельные стадии. Каждой стадии соответствует один шаг 

алгоритма. 

Пусть на старте шага 1 все   = 0,  =        . Пусть на финише шага 1 в векторе   

только один элемент    принимает новое значение, такое, что    0 ,      . Номер 

элемента  =    заранее неизвестен. Значение    определим, используя (39). Примем во 

внимание, что, согласно (35),   = 0;   = 0,  =              . 

Тогда   (39) является функцией одной переменной   : 

      =    ( 

 
     

2      ) ;    0  (40) 
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В стационарной точке производная функции (40) равна нулю:  

        = 0  (41) 

Из (41) определим   =         и найдем значение функции (40) в стационарной точке:  

  
 =  

  
2

    
  (42) 

В стационарной точке имеет место минимум функции (40), т.к. вторая производная равна 

   > 0 (в задачах рассматриваемого класса матрица   положительно определена). Таким 

образом, на финише рассматриваемого шага значение функции (40) может только 

уменьшаться на величину (42), что обеспечивает сходимость метода.  

Напомним, как указано выше, на старте шага    0. Если в векторе   больше одного 

отрицательного элемента, то для каждого    0  определяется значение локального 

минимума:   
 =  

  
 

2   
;   =        ;    0 Наименьшее из полученных значений 

(глобальный минимум) 

  =    ( (
  

2

    
)) ;   =        ;    0 (43) 

соответствует указанному выше индексу  =    того элемента   , который на финише шага 

принимает новое значение    0,      . 

Если для различных значений   получены одинаковые значения   , то используется любое 

из них (такой случай тестируется ниже). 

Нестрогое неравенство    0 означает, что если на старте шага   = 0, то на финише того 

же шага    0  и, следовательно,   = 0 . Таким образом, в предлагаемом алгоритме не 

исключается из рассмотрения случай, когда на финише шага   = 0 и   = 0. Этот случай в 

некоторых алгоритмах затрудняет поиск решения [37]. 

Очевидно, для выбора указанного выше  =    целесообразно использовать взамен (43) 

формулу 

  
 =  

  
2

   

 

  (44) 

Соответственно, задачу (43) можно записать в эквивалентной форме: 

   =    ( (
  

2

   
)) ;   =        ;    0 (45) 

Формула (45) есть не что иное, как критерий определения тех переменных    и      

которые при данном воздействии   переходят из возможного состояния в действительное. 

При этом действительное состояние моделируемого объекта определяется как состояние, в 

котором достигается глобальный минимум дискретного множества функций (40). 
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Дальнейшие вычисления сводятся к преобразованию равенства (34) по схеме одного шага 

исключений Гаусса-Жордана с разрешающим элементом    . Исключения Гаусса-Жордана 

представляют собой удобную схему реализации тождественных алгебраических 

преобразований; в данном случае выполняются преобразования системы уравнений (34). 

Применение исключений Гаусса-Жордана в алгоритме моделирования механических систем 

с односторонними связями рассмотрено в [23]. Другие приложения исследованы в [49]. 

3.2. Алгоритм решения линейной задачи дополнительности 

Один шаг исключений Гаусса-Жордана с разрешающим элементом     выполняется по 

следующей схеме. Из уравнения   системы (34) 

  =   1 1    2 2                  =           (46) 

выражается     и подставляется в остальные уравнения той же системы. Система 

уравнений (34) может быть представлена в виде следующей таблицы: 

  1             

 1  11    1     1   1 

              

     1                

              

     1                
 

(47) 

Из уравнения   выразим    и подставим в остальные уравнения. Получим: 

  1              

 1  11  1   1        1         1   1          1  1        

              

      1                                

              

     1      1                                             
 

(48) 

С учетом изложенного выше конкретизируем предлагаемый алгоритм решения ЛЗД.  

Шаг 1. Для всех    0 вычислить критерий    (45). С использованием данного критерия 

определяется разрешающий элемент     для одного шага исключений Гаусса-Жордана (48). 

Если для различных значений  получены одинаковые значения критерия (45), то 

используется любое из них. 

Шаг 2. Если преобразованный вектор    (48) содержит отрицательные элементы, то 

повторяется шаг 1. Если в преобразованном векторе    все элементы  неотрицательны, то 

преобразованные векторы   и   являются решением задачи. Иначе выполняется переход к 

шагу 1. 
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Резюмируя, отметим следующее. Предлагаемый алгоритм является шаговым алгоритмом. 

На каждом шаге решается выполняются преобразования (41). Таким образом, исходная 

задача линейной дополнительности (34), (35) с (    )–матрицей   редуцирована к 

последовательности задач определения стационарных значений квадратичной функции с 

одной переменной (40). Ключевую роль в предлагаемом подходе играет критерий (45), 

который можно назвать энергетическим критерием выбора разрешающего элемента в 

матрице коэффициентов линейной задачи дополнительности. Правомерность термина 

«энергетический критерий» обсуждается ниже. 

3.3. Ограничения на область применения алгоритма  

Данный алгоритм разработан для решения ЛЗД (34), (35) с симметричной положительно 

определенной матрицей коэффициентов  . Заметим, что к задачам такого класса сводятся 

многочисленные задачи прикладной механики [22,23,26,27,41], в том числе численное 

моделирование соударений балансов в корообдирочном барабане [5,31]. Это обстоятельство 

определяет достаточно большую область применения предлагаемого алгоритма, а также 

актуальность и практическую значимость выполненного исследования. 

3.3. Тестовые примеры 

Пример 1. Найти векторы   и  , такие, что  =     ;    0   0    = 0  где  

 =

[
 
 
 
  - 0 0

-  - 0

0 -  - 

0 0 -  ]
 
 
 
 

     = [

- 
 

- 
 

]. 

Известное решение  =   =   0  0   получено в статье [46] по итерационному 

алгоритму, который базируется на эквивалентности ЛЗД и нелинейного уравнения 

 (              = 0   При этом потребовалось три итерации. 

Рассмотрим применение предложенного нами алгоритма. Исходные данные и результаты 

вычислений представим в табличной форме по аналогии с (47) и (48). В отдельном столбце 

приведем значения   
  (45). 

  1  2   3  4     
  

 1      0 0       

 2         0    

  3 0               

 4 0 0         

Принимаем   =  1
 = -   Выполним один шаг исключений (48) с разрешающим 

элементом   11 =     
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  1  2   3  4     
  

 1 0    0    0 0    

 2  0            0    

  3 0               

 4 0 0         

Находим   =  3
 = -   Выполним один шаг исключений (48) с разрешающим элементом 

 33 =    

  1  2   3  4     
  

 1 0    0    0 0    

 2  0       0  0     0       

  3 0 0    0    0       

 4 0  0     0            

 Получаем:  1 = 0;   2 = 0;   3 = 0;   4 = 0;   1 =  ;   2 =  ;   3 =  ;   4 =  . 

Таким образом,  =  0  0    ;    =   0  0   Для решения задачи 

потребовалось два шага исключений Гаусса-Жордана с выбором разрешающего элемента по 

критерию (45). 

Пример 2. Найти векторы   и  , такие, что  =     ;    0   0    = 0  где 

 =

[
 
 
 
  00 - - - 

-  0 - - 

- -  00 -  

- - -   00]
 
 
 
 

     = [

 

- 
 

- 

]. 

Известное решение   = [0
4

 3
0

2

 3
]
 

 опубликовано в статье [40]. В данной статье 

линейная задача дополнительности сформулирована как задача квадратичного 

программирования и предложен итерационный метод решения сформулированной задачи.  

Решение    получено в [40] за 54 итерации.  

Рассмотрим применение предложенного нами алгоритма с применением энергетического 

критерия (45). Исходные данные и результаты вычислений представим в табличной форме 

по аналогии с (47) и (48). В отдельном столбце приведем значения критерия    (45). 

Незначащие нули далее не указываем. 

  1  1   1  4     
  

 1  00             

 1     0           0 0  

  1        00        

 1            00     0 0  



Resources and Technology 10 (2): 111-138, 2013 

ISSN 2307-0048 

http://rt.petrsu.ru 

                           

 

 

128 

Принимаем   =  2
 = -0 0   Выполним один шаг исключений (48) с разрешающим 

элементом  22 =  0  

  1  2   3  4     
  

 1        0 0              0     

 2 0 0  0 0   0    0    0 0   

  3        0                       

 4        0               0         0 0  0  

Выполним один шаг исключений (44) с разрешающим элементом  44 =     0 . Получим: 

  1  2   3  4     
  

 1           0 0  0             0 0     0         

 2 0 0  0   0 0 00    0        0 000 0  0 0  0    

  3           0                0 0         0      

 4 0 0   0   0 000 0  0 0      0 00 0   0 0   0   

 Таким образом,  1 = 0;   2 = 0;   3 = 0;  4 = 0; 

 1 = 0       ;   2 = 0 0  0  ;   3 =    0    ;   4 = 0 0   0 . 

 =  0 0 0  0  0 0 0   0   ;   =  0       0    0    0    

Для решения задачи потребовалось два шага исключений Гаусса-Жордана с выбором 

разрешающего элемента по критерию (45). 

Пример 3. Найти векторы   и  , такие, что  =     ;    0   0    = 0  где 

 =

[
 
 
 
  -  0

-  - 0

 -  - 

0 0 -  ]
 
 
 
 

     = [

- 
 

- 
0

]. 

Опубликованных решений данной задачи обнаружить не удалось. Особенность решения 

задачи  в том, что, как показано ниже, три пары переменных   ,      =        равны нулю. 

Такой случай затруднителен для некоторых известных алгоритмов [37].  

Рассмотрим применение предложенного нами алгоритма. Исходные данные и результаты 

вычислений представим в табличной форме по аналогии с (47) и (48). В отдельном столбце 

приведем значения критерия (45). 

  1  2   3  4     
  

 1        0       

 2         0    

  3                 

 4 0 0      0  
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По (45) находим:   =  1
 = -   Выполним один шаг исключений (45) с разрешающим 

элементом  11 =    

  1  2   3  4     
  

 1 0    0     0   0    

 2  0          0   0 0  

  3 0    0        0  

 4 0 0      0  

Получаем:   1 = 0;   2 = 0;   3 = 0;  4 = 0;   1 =  ;   2 = 0;   3 = 0;   4 = 0. 

Таким образом,  =   0 0 0  ;   =  0 0 0 0    

Для решения задачи потребовался один шаг исключений Гаусса-Жордана с выбором 

разрешающего элемента по критерию (45). 

Обсуждение и заключение. В данной работе рассмотрено применение предлагаемого 

алгоритма в конечно-элементной модели  соударений балансов в корообдирочном барабане. 

Простейший случай показан на рисунке 2. Результаты применения алгоритма для 

моделирования более сложных технологических ситуаций рассмотрены в статье [5].  

В данной работе приведено новое обоснование критерия (45). При этом отличительная 

особенность заключается в том, что для обоснования данного критерия использована только 

формулировка линейной задачи дополнительности (34), (35).  

Аналогичный критерий, анонсированный в сообщении [24], получен в работе [25]. Однако 

для его обоснования был использован принцип минимума потенциальной энергии упругой 

механической системы. Этот принцип находится вне рамок формулировки линейной задачи 

дополнительности (34), (35). Однако задача (40) эквивалентна задаче поиска условного 

минимума полной потенциальной энергии. 

Поскольку критерий (45) получен как результат поиска глобального минимума, то 

представляется возможным утверждение о предельной эффективности (простоте) 

предложенного алгоритма решения линейной задачи дополнительности (34), (35) с 

положительно определенной матрицей коэффициентов. Это означает, что, 

предположительно, число шагов (или итераций) в рассмотренных выше тестовых примерах 

невозможно уменьшить. Правомерность этого предположения позволит проверить 

публикация полученных результатов в журнале открытого доступа. 

Применение полученных результатов для численного моделирования взаимодействия 

еловых балансов неодинакового диаметра в корообдирочном барабане достаточно подробно 

рассмотрено в статье [5]. 

Перспективы дальнейших исследований в затронутом направлении численного 

моделирования технологических процессов могут быть связаны с прогнозированием степени 

очистки в зависимости от числа соударений и сил контактного взаимодействия балансов 

друг с другом и с корпусом барабана. Оценки числа соударений в начальной стадии 

обрушения массива балансов могут быть определены по результатам численного 
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моделирования [5]. Получение и анализ подобных данных в целях прогнозирования степени 

очистки с учетом характеристик древесины балансов (ель, сосна и др.) требует продолжения 

исследований с учетом известных в данной области результатов [15,52-59]. 

Представленный выше алгоритм решения линейной задачи дополнительности с 

положительно определенной матрицей коэффициентов, очевидно, может быть использован 

при моделировании контактного взаимодействия в двух- и трехмерных системах многих тел. 

При этом задача идентификации контактных пар может составить предмет отдельного 

исследования. 
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