
Publ i caci ons Mat emát i ques, Vol 33 ( 1989) , 485- 500 .

DEFORMATI ONS DES FEUI LLETAGES

TRANSVERSALEMENT HOLOMORPHES A TYPE

DI FFERENTI ABLE FI XE

Abst r act

A . EL KACI MI ALAOUI AND M. NI COLAU

Let I ' be a t r ansver sel y hol omor phi c f ol i at i on on a compact mani f ol d . We

show t he exi st ence of a ver sal space f or t hose def or mat i ons of . 7 whi ch

keep f i xed i t s di f f er ent i abl e t ype i f . 7 i s her mi t i an or i f F has compl ex

codi mensi on one and admi t s a t r ansver se pr oj ect abl e connect i on . We

al so pr ove t he exi st ence of a ver sal space of def or mat i ons f or t he compl ex

st r uct ur es on a Li e gr oup i nvar i ant by a cocompact subgr oup .

I nt r oduct i on

Une var i ét é compl exe compact e Mest obt enue en r ecol l ant un nombr e f i n¡
de domai nes de C" á 1' ai de de di f f éomor phi smes hol omor phes . Si on suppose

que ces r ecol l ement s dépendent d' un par amét r e t E] - T, T[ ( qui pour r ai t

ét r e par exempl e l e t emps) , al or s pour des pet i t es val eur s de t l a st r uct ur e
di f f ér ent i abl e sous- j acent e r est e l a méme ; par cont r e l a st r uct ur e compl exe
peut ét r e di f f ér ent e pour t aussi pr oche de 0 que Pon veut . On obt i ent ai nsi

une f ami l l e ( Mt ) de vaxi ét és compl exes compact es qu' on appel l e déf or mat i on de

M= Mo . I nt ui t i vement c' est l a var i ét é M( qui est t ouj our s l a mi me du poi nt

de vue di f f ér ent i abl e) qui var í e dans l e t emps ( en t ant que var i ét é compl exe)
ent r e 1' i nst ant - T et 1' i nst ant +T. L' obj et de l a t héor i e des déf or mat i ons est de
mesur er cet t e var i at i on pour des t pr oches de 0 . Une pr emi ér e ét ape consi st e á

ét udi er l es déf or mat i ons i nf i ni t ési mal es de l a st r uct ur e compl exe de M. Cel l es

l á sont décr i t es, á i somor phi sme pr és, par 1' espace vect or i el de cohomol ogi e
Hl ( M, 0) oú 0 est l e f ai sceau des ger mes de chames de vect eur s hol omor phes
sur M. Ce f ai sceau admet une r ésol ut i on el l i pt i que ; ce qui mont r e d' une par t

que 1' espace vect or i el H' ( M, 0) est de di mensi on f i ni e et ser t d' aut r e par t á

l a r éal i sat i on ef f ect i ve des déf or mat i ons de M. Cet t e t héor i e a ét é i ni t i ée et

devel oppée par K. Kodai r a. e t D. C . Spencer [ 111 et f i nal ement menée á t er me

Pendant 1' él abor at i on de ce t r avai l l e pr emi er aut eur a pr of i t é de t ' hospi t al i t é du Cent r e de

Recer ca Mat emat i ca de Bar cel one . 11 r emér ci e l es or gani sat eur s du Semest r e de Géomét r i e

Di f f ér ent i el l e auquel i l a, par t i ci pé pour l eur chal eur euse hospi t al i t é .
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par K. Kur ani shi [ 12] qui a démont r é 1' exi st ence d' un espace ver sel pour ces
déf or mat i ons .

I l est appar u al or s nat ur el d' ét udi er l es déf or mat i ons de st r uct ur es beaucoup

pl us génér al es que cel l e de var i ét é compl exe ; par exempl e Un f eui l l et age hol o-

mor phe . ' Encor e une f oi s K. Kodai r a et D. C. Spencer ont f r anchi l e pas . Pl us
t ar d T . Duchamp et M. Kal ka [ 5] ont abor dé l e cas d' un f eui l l et age t r ansver sal e-
ment hol omor phe sur une var i ét é non nécessai r ement compl exe . Leur démar che
ut i l i se 1' exi st ence d' un f eui l l et age t r ansver se, hypot hése un peu ar t i f i ci el l e . Ce
sont J . Gi r bau, A . Haef l i ger et D. Sundar ar aman [ 8] qui ont compl ét ement

él uci dé l e cas génér al .

Que peut - on al or s di r e des déf or mat i ons d' un f eui l l et age t r ansver sal ement
hol omor phe . F quand on f i xe son t ype di f f ér ent i abl e? . Dans cet t e si t uat i on
l es cl asses d' équi val ence de déf or mat i ons i nf i ni t ési mal es sont par amét r ées par
1' espace de cohomol ogi e basi que de Dol beaul t Hl ( A* , ó) á val eur s dans l e f i br é
hol omor phe nor mal á . F . Cet espace est de di mensi on f i ni e mai s l e compl exe
basi que de Dol beaul t

0- + A6> A¿~ . . . ~Ab - > 0

n' est pas el l i pt i que ; i l est seul ement t r ansver sal ement el l i pt i que . Si F est her -
mi t i en ( i . e . l e f i br é nor mal á í F est muni d' une mét r i que her mi t i enne i nvar i ant e
l e l ong des f eui l l es) i l exi st e une bonne t héor i e de Hodge pour ce t ype de com-
pl exe ( Cf . [ 6] ) . On ét abl i t al or s dans ce cas une ver si on f ai bl e de ver sal i t é
pour l es déf or mat i ons de F á t ype di f f ér ent i abl e f i xé . Une ét ude par t i cul i ér e
est f ai t e pour l es f eui l l et a. ges de Li e qui possédent une st r uct ur e t r ansver se ho-
l omor phe; de mani ér e pl us génér al e cel a r evi ent á ét udi er l es déf or mat i ons des
st r uct ur es compl exes sur un gr oupe de Li e ( r éel ) équi var i ant es par sous- gr oupe
cocompact . En f ai t dans ce ca. s pr éci s on a un espace ver sel au sens f or t .

Dans t out e l a. sui t e Mser a une var i ét é compact e muni e d' un f eui l l et age . F

déf i ni par un cocycl e f eui l l et é { Uá j i , N, y2 j } oú ( U¡ ) est un r ecouvr ement ouver t
de M, f : U¡ - - > N sont des submer si ons et . y ; ; des di f f éomor phi smes l ocaux de
Nvér i f i ant l a condi t i on f = yj j o f i .

1 . Pr él i mi nai r es et r appel s

L' obj et de ce par agr aphe est de r appel er l es not i ons de f eui l l et age t r ansver -
sal ement hol omor phe, de déf or mat i on et d' esqui sser l a const r uct i on de 1' espace
ver sel .

1 . 1 . Feui l l et ages t r ansver sal ement hol omor phes .
1 . 1 . 1 . Déf i ni t i on . Un e st r uct ur e compl exe r t r anver se au f eui l l et age F

est . l a donnée d' une st r uct ur e compl exe sur l a var i ét é modél e N pour l aquel l e
l es r ; sont des t r ansf or i nat i ons hol omor phes .

	

La pai r e ( F, T) ser a appel l ée



f eui l l et age t r ansver sal ement hol omor phe de codi mensi on compl exe n ( oú n est
l a di mensi on compl exe de N) .

Dans l e cas d' un f eui l l et age par poi nt s r n' est r i en d' aut r e qu' une st r uct ur e
compl exe sur l a var i ét é M.

1 . 1 . 2 . Exempl es .
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Soi ent A1 , . . . , An+1 des nombr es compl exes avec ReAj < 0 . Le f l ot ho-
l omor phe engendr é par l e champ vect or i el de Cn+'

Z
n+1

_ EAkz1-

k=1
azk

coupe t r ansver sal ement l a sphér e Szn+1

	

=

	

{ ( z1,
. . . , zn+1)

	

E

	

Cn+1 .
,

Ek±i 1 zA ( 2 = 1} et y i ndui t un f l ot r éel qui est t r ansver sal ement hol o-
mor phe de codi mensi on r i .

( i i ) Soi t M= Cx R - { ( 0, 0) } . Le f eui l l et age F sur Mdéf i ni par l e syst éme
di f f ér ent i el dz = 0 oú ( z, t ) sont l es coor données de C x R, est i nvaxi ant
par l a t r ansf or mat i on

compl exe f i xée r .

M- - + M

( z, t ) - + ( a z, at ) ,

oú a est un nombr e compl exe avec 0 < j a j < 1 et a est un nombr e

r éel avec 0 < a < 1 . Le f eui l l et age . ~ i ndui t un f eui l l et age t r ansver -
sal ement hol omor phe ( . F, T) de codi mensi on 1 sur l a var i ét é quot i ent

M= M/ ( z, t ) - ( az, at ) qui est di f f éomor phe á S2 x S1 .

Désor mai s nous supposer ons que l e f eui l l et age F est muni d' une st r uct ur e

1 . 2 . Déf or mat i ons des f eui l l et ages t r ansver sal ement hol omor phes .

Dans t out e l a sui t e ( T, 0) not er a l e ger me au poi nt di st i ngué 0 d' un espace
anal yt i que T qui pour r a ét r e non r edui t ( cf . [ 13] ) .

1 . 2 . 1 . Déf i ni t i on . Une déf or mat i on

	

de ( - ' F, 7- ) par amét r ée par
( T, 0) est déf i ni e par une f ami l l e di f f ér ent i abl e de submer si ons f ; : Ui - > N,
par amét r ée par ( T, 0) et qui dépendent hol omor phi quement de t pour x E Ui
f i xé, et une f al ni l l e hol omor phe ( - y ; , . ) de t r ansf or mat i ons hol omor phes de N
t el l es que f ; =, y! .

o f ~ avec f ° = f i et - 1ó = ¡ yi j

1 . 2 . 2 . Déf i ni t i on . Deux déf or mat i ons ( f t , T t ) et ( , r 7 " , 7- " ) de ( F, T) pa-
r amet r ées par l e méme espace ( T, 0) sont i somor phes s' i l exi st e une f ami l l e
di f f ér ent i abl e ( h

t
) de di f f éomor phi smes de 1V1 par amét r ée par ( T, 0) avec F" =

ht * Ft et T"
=

	

1( h' ) * 7- ' . Pl us pr éci sement si

	

t N

	

t

	

et U'

	

' t N

	

' t
,

	

{ U¡ , f i >

	

, yi j }

	

{

	

k , f k ,

	

, 7k! }
sont l es cocycl es f eui l l et és déf i ni ssant ( . Ft , Tt ) et ( . F' t , T' t ) al or s, pour chaque
x E Ui n Uk i l est possi bl e de t r ouver une f al ni l l e hol omor phe ( g ; k) de t r ansf or -
mat i ons hol omor phes l ocal es de N avec f ; o h' = gf k 0

f í t .
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1 . 2 . 3 . Remar que . Dans l e cas d' un f eui l l et age par poi nt s l es deux

déf i ni t i ons ant ér i eur es cor r espondent aux not i ons habi t uel l es de déf or mat i on

d' une st r uct ur e compl exe et d' i soi nor phi sme ent r e deux t el l es déf or mat i ons .

1 . 2 . 4 . Exempl es .

( i ) Si dans l es exempl es 1 . 1 . 2 ( i ) et ( i i ) on per t ur be ( ai , . . . , An+1) dans
En+' e t a dans C on obt i ent des déf or mat i ons de ces deux f eui l l et ages

par amét r ées r espect i vei nent par des pet i t s voi si nages de 0 dans Cn+i et

de 0 dans C.

( i i ) Soi ent B une var i ét é compact e et F une var i ét é compl exe compact e .

Tout e r epr ésent at i on

h : 7r 1 ( B) - > Aut c( F) ,

oú Aut e ( F) est l e gr oupe des aut omor phi smes hol omor phes de F, donne

l i eu par l e pr océdé st andar d de suspensi on á un f eui l l et age t r ansver sa-

l ement hol or nor phe . Les déf or mat i ons de ce f eui l l et age s' i dent i f i ent aux

déf or mat i ons h- équi var i ant es de l a st r uct ur e compl exe de F. ( cf . [ 8] et

1 . 3 Exi st ence de 1° espace ver sel .

Si ( . F t , 7- ) est une déf or mat i on de ( . F, r ) par amét r ée par ( T, 0) et cp

( T' , 0) - + ( T, 0) est un mor phi sme anal yt i que al or s ( f w( t ~~, T` ° l t ~l ) est une

déf or mat i on de ( . F, r ) par amét r ée par ( T' , 0) qu' on appel l er a l a déf or mat i on

i ndui t e par cp .

1 . 3 . 1 .

	

Théor éme [ 8] .

	

I l exi st e un ger me d' espace anal yt i que ( S, 0) qui

par amét r e une déf or mat i on ( F" , T' ) de ( F, T) ayant l a pr opr i et é sui vant e : Si

( F' , 7- ' ) est une déf or mat i on de ( . F, r ) par amét r ée par ( T, 0) al or s i l exi st e un

mor phi sme cp : ( T, 0) - + ( S, 0) t el que l a déf or mat i on ( F' P( t ) , . r w( t ) ) est i somor -

phe á ( . F, 7- ' ) . En pl us l ' appl i cat i on t angent e do cp de cp en 0 est uni que .

L' espace ( S, 0) est appel é 1' espace ver sel des déf or mat i ons de ( . F, r ) et i l

est uni que á i somor phi sme pr és .

1 . 3 . 2 . I dée de l a démonst r at i on . On not er a E l e sous- f i br é compl exe

de CTM= TMORC de codi mensi on compl exe n l ocal ement engendr é par l es

champs de vect eur s { - 2 . ,
aÚa

} oú ( z 1 , . . . , xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA� i , z 1 , . . . . z n ) sont des coor données

l ocal es de Mdans l esquel l es ( . F, T) est déf i ni par z a = const ant e pour a =

1, . . . , n. . Ce f i br é vér i f i e l es pr opr i ét és

( i ) CTM= E + 1J,
( i i ) [ F( E) , r ( E) ] C r ( E) oi t r ( E) est 1' espace des sect i ons C° ° de E.

Le f eui l l et age ( . F, r ) est compl ét ement dét er mi né par un t el f i br é E vér i f i ant

l es condi t i ons ( i ) et ( i i ) .

Soi t Ql , o l e f i br é nor mal hol omor phe de ( . F, r ) , Le. Ql , o =C TM/ E. On not e
AP l e f ai sceau des ger mes de sect i ons C° ° du f i br é APE* 0 Q1, o et AP Pespace

des sect i ons gl obal es . A Pai de d' une r éal i sat i on de Q1, o comme sous- f i br é de

CTMon peut r épr ésent er l es sous- f i br és compl exes E' de CTMde codi mensi on
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compl exe n qui sont pr oches de E par des mor phi smes de f i br és w : E - > Qi , o

pr oches de zér o, c' est á di r e par des él ément s de A1 pr oches de zér o, l e f i br é E'

n' ét ant r i en d' aut r e que l e gr aphe de w .

La donnée d' une mét r i que de Ri emann sur M( qui peut ét r e choi si e anal y-

t i que) per met de const r ui r e un pr odui t scal ai r e sur A* . Pour t out ent i er r

suf f i sanment gr and on not e ' A* l e , . - compl ét é de Sobol ev de A* pour ce pr o-

dui t et par r o un voi si nage de zér o dans 1' ensembl e des él ément s de r A l qui

r epr ésent ent des f i br és E' ver i f i ant l a, condi t i on ( i i ) ant ér i eur e ( et donc un f eui -

l l et age t r ansver sal ement hol omor phe j ' , T' ) pr oche de ( .1: 7
, T) pui sque l a con-

di t i on ( i ) est t ouj our s sat i sf ai t e si E' est suf f i sa. mment pr oche de E) . L' espace
r , A est muni d' une st r uct ur e d' espa. ce C- anal yt i que banachi que .Y'

Le gr oupe banachi que z.
+ 1 Di f f ( A7) des cl i f f éomor phi smes de Mde cl asse de

Sobol ev r + 1 ( oú, br i évement , de cl asse 7- 1r + 1 ) agi t de f a~on nat ur el l e sur

1' ensembl e des f eui l l et ages t r ansver sal ement hol omor phes de cl asse 7. . Cr sur l a

var i ét é Del . Cet t e act i on i ndui t une appl i cat i on hol omor phe

n
: r +1 Dxr V - - 4 r o

oú r +1D xr V est un voi si nage de ( i d, 0) dans r + 1 Di f f ( NI ) x r ¢ .

La démonst r at i on du t héor éme r epose essent i el l ement sur 1' exi st ence d' un

sl t i ce pour cet t e act i on ; avec pl us de pr éci si on : on peut choi si r une var i ét é

C- anal yt i que banachi que r +l S ( qui est une t r ansver sal e dans r + 1 Di f f ( M) du

gr oupe d' i sot r opi e de 0 Er ¢) et un sousespace C- anal yt i que S de r 0 ( qui est

de di mensi on f i ni e et t r ansver se á 1' or bi t e de 0 Er o) , et donnér une st r uct ur e

compl exe au pr odui t r +1£ x S de t el l e sor t e que l a r est r i ct i on

est un i somor phi sme d' espa. ces C- anal yt i ques banachi ques .

Les él ément s s de S sont des sol ut i ons d' une cer t ai ne équat i on el l i pt i que á

coéf f i t i ent s anal yt i ques r éel s i l s sont donc anal yt i ques r éel s et , en t ant qu' él é-

ment s de r 0, i l s déf i ni ssent une déf or mat i on ( . * F 9 , T s) de ( . F, r ) qui est l a déf or ma-

t i on ver sel l e cher chée .
1 . 3 . 3 . Remar ques et comment ai r es .

( 1) Le f i br é Eét ant i nvol ut i f , l a di f f ér ent i el l e ext ér i eur e d i ndui t un opér at eur

do : r ( A7' E* ) - + r ( A1) +l E* ) .

Comme Q1, o est un f i br é f eui l l et é hol omor phe, do s' ét end en un opér at eur

dE=do ®1 : An, An +1 .

On not e BF l e f ai sceau des ger mes de sect i ons ba . si ques hol omor phes de
Q' , o . L a sui t e

O ~Bf ~ Ao' dEA1' " E . . . ~Ani +nao
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est une r ésol ut i on f i ne de OF et l e compl exe des sect i ons gl obal es

0, Ae~A' ~ . . . - , A` +~~0

est el l i pt i que ( cf . [ 5] ) . I l en r ésul t e que l a cohomol ogi e de Má va-
l eur s dans OF , H* ( M, 6y) , qui s' i dent i f i e á cel l e du compl exe ( 2) , est de,
di mensi on f i ni e .

( i i ) L' espace t angent To S á 1' espace ver sel ( S, 0) s' i dent i f i e á H' ( M, B. W) .
( i i i ) Soi t r + l Di f f i ( M, . 7) l e sous- gr oupe de ' +' Di f f ( M) des di f f éomor phi s-

mes h de Mt el s que h( L) = L pour chaque f eui l l e L de F. Les cl asses
l at ér al es par r appor t á ce sous- gr oupe déf i ni ssent un f eui l l et age t r ansver -
sal ement hol omor phe sur r +' Di f f ( M) ( de di mensi on et codi mensi on i nf i -
ni es) t r ansver sal ement modél é, au voi si nage de i d, sur 1' espace de Banach
compl exe' +' A' . En f a, i t on peut i dent i f i er ( un voi si nage dé zér o dans)
' +' A' á une t r ansver sal e de r +' Di f f i ( M, . 17) dans r +' Di f f ( M) . L' espace
r +' £ est al or s choi si comme ét ant un suppl ément ai r e de H' ( M, Ow) dans
r +i Ao avec l a st r uct ur e compl exe i ndui t e par cel l e de ' +' Ao .

( i v) I l est possi bl e de choi si r 1' espace r +' £ dans r +' Di f f ( M) de t el l e sor t e
que si r ' > r on ai t r ' +' £ Cr +' i et l e di agr amme

r ' +' EXS - 1 TO

r +1£XS - n ) ¢

soi t commut at i f . Cel a i ndui t une i dent i f i cat i on

p : ' £XS- - 40

oú 0 =r o n A' et ° ° £ =r £ n Di f f ( M) .
( v) Dans 1' esqui sse de l a démonst r at i on xi ous avons sui vi , pour des r ai sons de

si mpl i ci t é, l a, démar che de Duchamp et Kal ka dans [ 5] . Cet t e appr oche
pr ésent e des di f l i cul t és t echni ques en r ai son desquel l es cés aut eur s sont
amenés á supposer 1' exi st ence d' un f eui l l et age F1 t r ansver se á F comme
hypot hése suppl ément ai r e . En pl us, dans [ 5] 1' appl i cat i on p : r +' £ x
S - 4r 0 est seul ement une i dent i f i cat i on ensembl i st e et on n' ar r i ve á
mont r er qu' une ver si on f ai bl e de l a ver sal i t é de l a f ami l l e ( F9 , T%ES:
pour t out f eui l l et age t r ansver sal ement hol omor phe ( F' , T' ) suf f i samment
pr oche de ( . F, 7) i l exi st e h E Di f f ( M) pr oche de i d et s E S t el s que
h* . F" = F' et h* T9 = T' .

Ces . di f f i cul t ées sont r el evées par Gi r bau, Haef l i ger et Sundar ar aman dans
[ 8] . A cet obj et i l s ut i l i sent une r ésol ut i on pl us sophi st i quée du f ai sceau 9w en
t er mes de dér i vat i ons de 1' al gébr e des f or mes di f f ér ent i el l es sur M. Cel a per -
met d' enl ever 1' hypot hése de 1' exi st ence de . F1 . D' aut r e par t l a consi dér at i on
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expl i ci t e de l a st r uct ur e compl exe de l a var i ét é de Banach r +1 E e t de l a st r uc-
t ur e d' espace anal yt i que non r édui t de S l eur per met de donner une st r uct ur e
compl exe au pr odui t r +1 E x S pour l aquel l e 1' appl i cat i on p dans ( 1) est un

i somor phi sme d' espaces C- anal yt i ques banachi ques d' oú découl e l a ver sal i t é

( au sens f or t ) de ( S, 0) . Le f ai t que 1' appl i cat i on ( 1) est un i somor phi sme est
pr ouvé á 1' ai de d' une cer t ai ne ver si on du t héor émé de l a f onct i on i nver se pour
des espaces C- anal yt i ques banachi ques di l e á Doua. dy [ 4] .

2 . Déf or mat i ons des f eui l l et ages t r ansver sal ement hol omor phes
á t ype di f f ér ent i abl e f i xé

A par t i r de mai nt enant nous ne nous i nt ér esser ons qu' aux déf or mat i ons du
f eui l l et age t r ansver sal ement hol omor phe ( r , r ) qui l e l ai ssent i nvar i ant en t ant

que f eui l l et age di f f ér ent i abl e, i . e . l es déf or mat i ons qui ne changent que l a st r u-

ct ur e compl exe t r ansver se r . Le but est d' obt eni r un espace ver sel pour ce t ype

de déf or mat i ons . Nous commencer ons d' abor d par donner l a

2 . 1 Posi t i on du pr obl éme .
2 . 1 . 1 . Déf i ni t i on . Une déf or mat i on ( - P, - r ' ) de ( , 17, 7- ) par amét r ée par

( T, 0) est di t e á t ype di f f ér ent i abl e f i xé s' i l exi st e une f ami l l e di f f ér ent i abl e ( ht )

de di f f éomor phi smes de Mpa, r amét r ée par ( T, 0) t el l e que ( h' ) * . F' = . - .

2 . 1 . 2 . Le compl exe basi que . On di r a que w E A* est basi que si í Xw =

i XdEW= 0 pour t out vect eur X t angent á , í T, oú i X est l e pr odui t i nt ér i eur
par X. On not er a A* l e sous- espace de A* f or mé des él ément s basi ques . I l est
cl ai r que si w est basi que i l en est de mi me pour dEw. La r est r i ct i on de dE á

Ab* n' est r i en d' aut r e que 1' opér at eur de Dol beaul t b t r ansver se . Le compl exe

n' est pas el l i pt i que mai s t r ansver sal emeni el l i pt i que ( cf . [ 6] ) et sa cohomol o-

gi e, en génér al , n' a á pr i or i aucune r ai son d' ét r e de di mensi on f i ni e . Tout ef oi s

Hl ( A* , a) s' i nj ect e de f agon nat ur el l e dans H1 ( M, Bs ) et i l est donc de di men-

si on f i ni e . En f ai t i l par amét r e l es déf or mat i ons i nf i ni t ési ma. l es de ( . P, r ) á t ype
di f f ér ent i abl e f i xé qui se déf i ni ssent de l a. f a. gon habi t uel l e ( cf . [ 10] ) .

Le sous- gr oupe r +
1 Di f f ( M, F) de r +

1 Di f f ( M) f or mé des di f f éomor phi s-
mes de Mqui pr eser vent l e f eui l l et age di f f ér ent i abl e . F agi t sur 1' ensembl e des
f eui l l et ages t r ansver sal ement hol omor hhes ( . F, r ' ) t el s que F' = F. Cel a i ndui t

une appl i cat i on

( 5)

	

p : r +1 Db xr
Vb - >r Y' b

oú " Ob
=r onA' , ' Vb est un voi si nage de zér o dans' Ob et r +1Db est un voi si nage

de i d dans T. +1 Di f f ( 1V1, . ~) .
Tout e déf or mat i on á t ype di f f ér ent i abl e f i xé ( . F' , - r ' ) de j , r ) par amét r ée

par ( T, 0) est uni voquement cl ét er mi née par une f ami l l e ( wt ) I ET d' él ément s
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de ~ C A1 qui en f ai t appar t i ennent á Ob = o f l Ab . Mont r er 1' exi st ence
d' un espace ver sel ( Sb, 0) pour l es déf or mat i ons de ( F, T) á t ype di f f ér ent i abl e
f i xé r evi ent á mont r er un t héor éme de sl i ce pour l ' appl i cat i on ( 5) de f agon
si mi l ai r e au cas esqui ssé en 1 . 3 . 2 . Mai s deux di f f i cul t és áppar ai ssent . D' abor d
1' opér at eur á : A6 - > A' n' est pas a pr i or i á i mage f ér mée : on ne peut pas
ut i l i ser l e t héor éme des f onct i ons i mpl i ci t es pour exhi ber 1' espace Sb . D' aut r e
par t on a besoi n de muni r l e gr oupe ' + 1Di f f ( M, . F) d' une st r uct ur e de var i ét é
banachi que model ée, au voi si nage de i d, sur 1' al gébr e r +i X( M, , F) des champs
de vect eur s sur M, de cl asse qui pr eser vent l e f eui l l et age di f f ér ent i abl e
. F. Cet t e seconde di f f i cul t é peut ét r e sur i nont ée si l e f eui l l et age . F posséde une
connexi on t r ansver se pr oj et abl e, ¡ . e . si l e f i br é t angent á l a var i ét é t r ansver se
módel e N suppor t e une connexi on i nvar i ant e par l es y ; ; . En ef f et , dans ce cas
1' exponent i el l e associ ée envoi e un chame f eui l l et é X E' - I - ' X( M, F) pr oche de
zér o sur un él ément de r + i Di f f ( M, . F) pr oche de 1' i dent i t é .

Ceci nous aanéne á nous r est r ei ndr e á des cl asses par t i cul i ér es de f eui l l et a-
ges t r ansver sal ement hol omor phes .

2 . 2 Un t héor éme de ver sal i t é f ai bl e pour l es f eui l l et ages her mi -
t i ens .

On di r a que l e f eui l l et age t r ansver sal ement hol omor phe ( . F, r ) est her mi t i en

si l a var i ét é ( compl exe) N est muni e d' une mét r i que her mi t i enne pour l aquel l e
l es t r ansf or mat i ons y2j sont des ¡ somét r i es . En par t i cul i er un t el f eui l l et age
admet une connexi on t r ansver se pr oj et abl e .

2 . 2 . 1 . Exempl es

( ¡ ) Dans l ' exempl e 1 . 1 . 2 ( i ) l e f eui l l et age ( . F, T) est her mi t i en si et seul ement
si ( AJA1 ) E 18 pour i = 1- . . , n+1. t andi s que dans 1 . 1 . 2 ( i ) l e f eui l l et age
n' est j amai s her mi t i en.

( i i ) Soi t ( . F, 7' ) l e f eui l l et age t r ansver sal ement hol omor phe obt enu par sus-
pensi on d' une r epr ésent at i on

h : 7r l ( B) - + Aut c( F)

oú B est une var i ét é compact e et F est une var i ét é compl exe compact e .
Pour une l a. r ge cl asse dé var i ét és F l e gr oupe Aut c( F) est f i n¡ ; par
exempl e si F est á pr emi ér e cl asse de Cher n, e l ( F) , négat i ve, ou si F est
hyper bol i que, ou si F est une var i ét é al gébr i que de t ype génér al . Dans
t ous ces cas l e f eui l l et age ( F, r ) est her mi t i en .

2 . 2 . 2 . Théor éme Si l e f eui l l et age ( . F, r ) es¡ her mi t i en i l exi st e une déf or -
mat i on á t ype di f f ér ent i abl e f i ar é ( . F 9 b, r s" ) de, ( , F, r ) par amét r ée par un ger me
d' espace anal yt i que ( Sb, 0) avec l a pr opr i ét é de ver sal i t é f ai bl e sui vant e :

	

si
( . F ' , 7- ' ) es¡ pr oche de J, r ) et . F' est di f f ér ent i abl ement conj ugué á . F al or s i l

exi st e h E Di f j ° ( Ai l ) pr oche de i d et sb E Sb t el s que F' = h* . F9' et T' = h* T9° .

En pl us, i l exi st e un voi si nage U de zér o dans H1 ( Ab* , 8) et une appl i cat i on
anal yt i que a : U - > H2 ( A* , a) , avec un j et d' or dr e 1 nul en zér o, t el s que ( Sb) 0)
est l e ger me en zér o de , Q- 1 ( 0) .
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I l découl e de cet t e descr i pt i on de ( Sb, 0) qu' i l a pour espace t angent Hl ( Ab,
D) et que si H2

( A* , D) est nul al or s Sb est un espace l i sse .

Démonst r at i on : Comme ( J17, 7- ) est her mi t i en et l e compl exe ( 4) est t r ans-
ver sal ement el l i pt i que on a, d' apr és [ 6] , une décomposi t i on de Hodge : Hb : _
ker Dn ker D* est de di mensi on f i ni e et on a une somme or t hogonal e

A¿ = Hñ ®I ?nd ®I md*

oú D* est 1' adj oi nt de D pour un pr odui t scal ai r e convenabl e sur Ab . Ce pr odui t
scal ai r e, qui peut ét r e ét endu a A* , ser a supposé f i xé et i l ser a ut i l i sé pour
const r ui r e l es r - compl ét és de Sobol ev ' A* , ' A* , . . . . La décomposi t i on ci -
dessus ent r ame que H* - H* ( Ab* , D) .

Comme ant ér i eur ment on not e Ob = 0 n Ab et T' Ob =' 0 n Ab . I I est f aci l e de
voi r que

' Ob={ wE' Al I 8w- z[ w, w1=o}

Le t héor éme des f onct i ons i mpl i ci t es mont r e que, dans un voi si nage de zér o,
E _ { w Er A¿ 2[ w, w] ) = 0} est une sous- var i ét é C- anal yt i que de
Banach de ' A'b , dont 1' éspace t angent en zér o est ker D, qui cont i ent ' Ob. De

l a méme mani ér e, sur un voi si nage de zér o, Hb : = E n ker D* est une var i ét é
C- anal yt i que qui peut ét r e décr i t e comet e

Hb = j w E TA¿ I 0 * ( ci w - - [ w, w] ) + cg¡ 9* w = 0} .

Cel a ent r ame que 1' espace t angent á Hb en zér o est H¿ ( qui est de di mensi on

f i ni e) et que l es él ément s de Hb sont de cl a, sse C° ° car i l s sont des sol ut i ons
d' une équat i on el l i pt i que á coéf f i t i ent s C° ° .

L' espace anal yt i que Sb = Hb nT Y' b = Hb n Ob peut ét r e décr i t , par un
ar gument anal ogue a. cel ui dans [ 12] , comet e

Sb = { w E Hb I H[ w, w] = par t i e har i noni que de [ w, w] = 0} .

I l en découl e que TOSb = H'

	

H' ( A* ,

La composi t i on de 1' i ncl usi on Sb C 0 avec l a pr oj ect i on i r : 0 - a S i ndui t e
par 1' i dent i f i cat i on p : ° ° E x S - + 0 ( cf . 1 . 3 . 3 ( i v) ) est un mor phi sme d' espaces
anal yt i ques

Wb : Sb` S

dont l ' appl i cat i on t angent e en zér o est 1' i ncl usi on nat ur el l e H1 ( Ab, D) y H1 ( M,
By) . Soi t ( 79 , , r 9 ) l a déf or mat i on ver sel l e de ( . F, , r ) par amét r ée par ( S, 0)
dont 1' exi st ence est ét abl i e par l e t héor éme 1 . 3 . 1 . Par const r uct i on l a f a-
mi l l e T9 " ) s, ES, i ndui t e de ( F- , r 9 ) par cp b est une déf or mat i on á t ype
di f f ér ent i abl e f i xé .
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I l est possi bl e de t r ouver une va, r i ét é banac1i i que R- anal yt i que
r - ' - 1£b

qui

est t r ansver sal e dans r + l Di f f ( M, F) au gr oupe d' i sot r opi e de 0 Er Ob . Un

ar gument anal ogue a cel ui dar es ( [ 14] , p . 172) mont r e que l a r est r i ct i on de ( 5) á
r +1

£b X Sb

( 6)

	

p : r +1
£b x Sb

- i r
Ob,

est sur j ect i ve, ce qui i mpl i que l a ver sal i t é f ai bl e de l a f ami l l e ( . F - " , 79" ) pa-

r amét r ée par ( Sb, 0) . E

2 . 2 . 3 . Remar que . Les cl a . sses l at ér al es dans r +' Di f f ( M, F)
par r appor t

á son sous- gr oupe r +l Di f f j ( M, F) ( cf . 1 . 3 . 3 ( i i i ) ) déf i ni ssent un f eui l l et age

sur r +1 Di f f ( M, 7) , mai s or e ne sa. i t pas s' i l est t r ansver sal ement hol omor phe

( i l devr ai t ét r e modél é t r ansver sal ement sur " ' A
b
' ) ce qui empéche de muni r

r +1
£b x Sb d' une st r uct ur e compl exe nat ur el l e ( i . e . d' une st r uct ur e pour l a-

quel l e l ' appl i cat i on ( 6) soi t hol omor phe) . Pour cet t e r ai son or e n' obt i ent que l a

pr opr i ét é de ver sal i t é f ai bl e pour l a f ami l l e ( F9
" , 7- s, ) .

2 . 2 . 4 . Cor ol l ai r e Supposons H1 ( A¿, D) = H1 ( M, 6F) et H2 ( A6, D) = 0.

Si ( F' , - r ' ) est un f eui l l et age t r ansver sal ement hol omor phe pr oche de ( . F, r ) al or s

F' es¡ di f f ér ent i abl ement conj ugué á . F.

Démonst r at i on : Les hypot héses ent r ai nent que l ' appl i cat i on t angent e dowb

de cpb en zér o est un i somor phi sme et que Sb est l i sse . Dans ce cas S doi t ét r e

aussi l i sse et cpb un i somor phi sme .

2 . 3 Et ude par t i cul i ér e pour l es f eui l l et ages de Li e .

On di r a que l e f eui l l et age . 17 est de Li e de gr oupe G( gr oupe de Li e si mpl ement

connexe) si N = G et l es t r a. nsf or ma. t i ons r ; sont des t r asl at i ons á gauche . La

st r uct ur e d' un t el f eui l l et age est donnée par l e

2 . 3 . 1 . Théor él ne ( ( 7] ) Le f eui l l et age . ~ r el evé de F au r evét ement un¡ -

G
n( y)

G

D

ver sel Mde Mes¡ déf i ni par une f i br at i on D : M- + G et une r epr ésent at i on

h : i r , ( M) ~- > C= t el l es que pour t oa¡ y E 7r , ( M) l e di agr ame

MyM

D1

soi t commut at i f .

Le sous gr oupe I ' = h( 7r 1 ( M) ) est appel é l e gr oupe d' hol onomi e de F. Son

adhér ence K dans Gest un gr oupe cocompact ( Le . f er mé avec K\ G compact ) .

Se donner une st r uct ur e compl exe t r ansver se á . F équi vaut á se donner une

st r uct ur e compl exe sur G i nvar i ant e par I ' , et done par K.

On est done amené, d' une f aeon nat ur el l e, t i consi dér er l e pr obl éme sui vant :

ét ant donnée une st r uct ur e compl exe r sur G qui est i nvar i ant e par un sous-

gr oupe cocompact K, décr i r e l es déf or mat i ons K- i nva. r i ant es de r . Dar es t out e

l a sui t e l e t r i pl et ( G, K, r ) ser a supposé f i xé .
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Pour g E G, l a t r ansl at i on á gauche Ly s' ét end en un di f f éomor phi sme de

G x ( T, 0) qui ser a encor e not é Lg et déf i ni par Lg( g' , t ) = ( gg' , t ) .

2. 3 . 2 . Déf i ni t i on . Un e déf or mat i on ( T t ) de T par amét r ée par ( T, 0) ser a
di t e K- i nvar i ant e si pour t out k E K l es t r ansf oxmat i ons Lk de Gx ( T, 0) sont
hol omor phes par r appor t á l a st r uct ur e compl exe sur G x ( T, 0) i ndui t e par l a

f ami l l e (
.r t

) .
2 . 3 . 3 . Déf i ni t i on . Deu x déf or mat i ons K- i nvar i ant es ( r t ) et ( r " ) de r

par amét r ées par l e mi me espace ( T, 0) ser ont di t es K- i somor phes s' i l exi st e un

i somor phi sme ( h t ) ent r e ces deux déf or mat i ons ( cf . 1. 2 . 2) t el que Lk o h, =

h` o Lk pour t out k E K.
2 . 3 . 4 . Théor éme I l exi st e un ger me d' espace anal yt i que ( Si , - , 0) qui pa-

r amét r e une déf or mat i on ( T 3 ) K- i nvar i ant e de r ayant l a pr opi ét é de ver sal i t é

sui vant e : Si ( r t ) es¡ une déf or mat i on K- i nvar i ant e de r par amét r ée par ( T, 0)

al or s i l exi st e un mor phi sme cp : ( T, 0) - 3 ( SI , 0) t el que l a déf or mat i on ( r w( t »

i ndui t e par cp est K- i somor phe a ( r ' ) . En pl us l ' appl i cat i on t angent e dot o de cp

en 0 est uni que .

Démonst r at i on : Soi t T l e f i br é t angent hol omor phe de G, S2r 1' espace des

sect i ons du f i br é BY = APT* ® T et 521 l e sous- espace de S2* f or mé des

él ément s i nvar i ant s par K. La. K- i nvar i ant e de l a st r uct ur e compl exe T en-

t r ai ne á( S2P, ) C S2t
+1 ;

d' oú on obt i ent l e compl exe di f f ér ent i el

0 , Pi K ~+S2f < á, . . .

	

A - - , 0 .

Les él ément s de 52I ~ pr oches de zér o par amét r ent l es st r uct ur es pr esque com-

pl exes sur G qui sont K- i nvar i ant es et pr oches de r . On not er a par OK un
voi si nage de zér o du sousensembl e de cel l es qui sont i nt égr abl es .

Les f i br és Bn ét ant t r i vi aux l e l ong des or bi t es de K se pr oj et t ent en des f i br és

B' l , sur l a var i ét é W= K\ G. L' opér at eur de Dol beaut c) se pr oj et t e aussi en

un opér at eur óp; i agi ssant sur l es espaes des sect i on S2¡ , , de Byl , . A 1' ai de

d' une mét r i que de Ri emann anal yt i que r éel l e sur Wet de pr odui t s her mi t i ens

anal yt i ques r éel s sur l es f i br és Bw on const r ui t un pr odui t scal ai r e sur 1' espace

S2* y et un adj oi nt aú, de ONU. Comme l e compl exe ( 52* , b) est el l i pt i que i l en
est de mi me pour l e compl exe

a1v a1v Q71 0 .

La var i ét é Wét ant compact e, on a une décomposi t i on de Hodge pour ce com-
pl exe ( 8) . Mai s l e compl exe ( 9* , 1, , cgmi ) s' i dent i f i e nat ur el ement au compl exe

( Q*A, , c9) ; on a donc une décomposi t i on en somme or t hogonal e

S2- 1t = HÍ f ®I mcg ® I 7, aá*

avec H*

	

: =

	

Ker 8 f l Ker D*

	

- H* ( S?* , b) de di mensi on f i ni e et oú a* c est
1' opér at eur i ndui t de 0x1, par 1' i dent i f i cat i on 521 - 52%1, .
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Soi t TSt F~ l e r - compl ét é de Sobol ev de SZ¡K et ' WK un voi si nage de zér o dans
1' ensembl e des él ément s i nt égr abl es de 521 . L' espace

HK = { w Er Q% 109 * ( c) w-
2

[ w, w» + 8aak- w = 0}

est , au voi si nage de zér o, une var i ét é G- anal yt i que dont 1' espace t angent en
zér o est H' . Ses él ément s sont anal yt i ques r éel s en t ant que sol ut i ons d' une
équat i on el l i pt i que á coéf f i ci ent s anal yt i ques r éel s . Le t héor éme de Fr obeni us
cl assi que dans l e cas anal yt i que r éel avec des paar amét r es compl exes mont r e que

1' espace anal yt i que Si : : = HI ;
nr

OK = HI , f l OK par amét r e une déf or mat i on
( r 9 ) K- i nvar i ant e de r .

On not er a par ( T9 ) l a f ami l l e des f i br és t angent s hol omór phes cor r espondant
á l a déf or mat i on ( T s ) et par ( y 9 ) l a sect i on nul l e de cet t e f ami l l e de f i br és .
L' act i on de K sur G i ndui t une act i on de K sur l a f ami l l e ( T9) . Pour mont r er
l a ver sal i t é de l a, déf or mat i on ( r 9 ) on aur a besoi n du

2 . 3 . 5 . Ler nme . I l exi st e un voi si nage U de l ¢ sect i on nul l e dans ( Ts) et

une appl i cat i on di f f ér ent i abl e I í - égi ci v¢r i ant e 0 : U - > G t el l e que

( i ) Pour t out x E G on a «- y° ( x) ) = x .

( ü) Soi t 0i l a. r est r i ct i on de 0 á l a f i br e T, ( 1 U; l a di f f ér ent i el l e de ?Px en

y ° ( x) es¡ Vi dent i t é de T, : .

( i i i ) 0z est un i somor pl ci sme hol omor phe sur son i mage muni e de l a st r uct ur e

compl exe i ndui t e par r 9 .

Démonst r at i on du Lemme: Soi t 7r : G - > W= K\ Gl a pr oj ect i on canoni que
et not ons par S l e f ai sceau sur Wdont l a f i br e en w E West f or mée des ger mes
en 7r - ' ( w) des appl i cat i ons di f f ér ent i abl es K- équi var i ant es 0 : V - > G, oú V
est un voi si nage de y° ( 7r - ' ( w) ) dans ( Ts ) , qui vér i f i ent l es condi t i ons du l emme .
Le f ai sceau S ét ant l oca . l ement mou est mou et i l admet une sect i on gl obal e .
l e r ésul t at découl e mai nt enant de l a compaci t é de Wet du t héor éme 3 . 3 . 1, p .
150 dans Godement [ 9] .

Fi n de l a démonst r at i on du t héor éme . Soi t r + l Di f f E; ( G) l e sous- gr oupe
de ' +' Di f f ( G) f or mé des di f f éomor pl l i smes de G qui commut ent avec 1' act i on
de K. On peut ut i l i ser l a. r est r i ct i on de 0 á TI f l U = Tf 1 U pour par amét r er un
voi si nage ` - 4- ' Dh de i d dans ` +' Di f f i ( G) par un voi si nage de zér o dans r +191

K)
qui i ndui t une st r uct ur e compl exe sur ' +' D<.

Soi t r + 1 CI ~- un suppl ément ai r e t opol ogi que de H° ; - H°
( SZ* K, ó) dans r + 1 QF{

et r + I
£K l e sous- espace de ' +' Di ; qui l ui cor r espond par 1' i dent i f i cat i on ant ér i eur e .

L' appl i cat i on V, per met aussi d' i dent i f i er r +' SK x SI <- avec r +1 CI < x SK ce qui
muni t r +' £K x SI ; d' une st r uct ur e compl exe ( qui n' est pas l a st r uct ur e compl exe
pr odui t ) . Un r ai sonement anal ogué á cel ui dans [ 4] mont r e que 1' appl i cat i on

p ; r +1
SI S x SK - r OK

est hol omor phe et , en f ai t , un i somor phi sme d' espaces G- anal yt i ques banachi -
ques, ce qui ent r a. i ne l a ver sal i t é de l a. déf or mat i on ( r 9 ) .
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( i ) Une descr i pt i on de 1' espa. ce SI ; anal ogue á cel l e de Sb dans 2 . 2 . 2 mont r e
que 1' espace t angent TO SI < s' i dent i f i e a H' ( S2} , ~i ) et que si H2 ( Q* { , a)
0 al or s SKest un espa. ce l i sse .

( ü) I l r ésul t e comet e cor ol l a. i r e du t héor éme 2 . 3 . 4 que, si l e f eui l l et age t r an-
sver sal ement hol omor phe ( . F, r ) est de Li e al or s l a déf or mat i on á t ype
di f f ér ent i abl e f i xé J` 1 , , r ` 1 ) const r ui t e dans 2 . 2 . 2 a une pr opi ét é de ver -
sal i t é au sens f or t de 2 . 3 . 4 .

2 . 3 . 7 . Exempl e . Soi t G = GA l e gr oupe des t r ansf or mat i ons af f i nes
de 18 qui pr éser vent 1' or i ent at i on . Le gr oupe GA peut s' i dent i f i er á R2 avec
1' opper at i on

( x, y) - ( x' , y , ) = ( x + x , , Ax y ' + y)

oú { x, y} sont l es coor donneés de R2 et A est un nombr e r éel posi t i f . Les champs
de vect eur s X = áx et Y = V ay sont i nvar i ant s á gauche et engendr ent
1' al gébr e de Li e ga .

Mal gr é que GA n' est pa. s un gr oupe de Li e compl exe i l admet une st r uct ur e
compl exe i nvar i ant e á gauche r , qui en par t i cul i er ser a i nvar i ant e par l e sous
gr oupe

K={ ( n, y) EGA1 ne7L}

de GA . Cet t e st r uct ur e compl exe est i ndui t e par l a st r uct ur e pr esque compl exe
J def i ni e par J( X) = Y et J( Y) = - X. Le f i br é t angent hol omor phe de GA
est al or s engendr é par l e cha. mp vect or i el Z = X - ¡ Y.

Le gr oupe GA est l e modél e t r ansver se d' un f eui l l et age de Li e sur l e t or e
hyper bol i que TA ( cf . [ 2] ) qui peut ét r e const r ui t de l a f agon sui vant e : Soi t
A E SL 2 ( Z) avec t r A > 2 . Les val eur s pr opr es de A sont des r éel s posi t i f s A et
1/ A . Soi ent u, v E R2

- { 0} des vect eur s pr opr es de A de val eur s pr opr es A et
1/ A r espect i vement . Le quot i ent R2 x 18/ - , oú - est l a r el at i on d' equi val ence
engendr ée par l es r él at i ons ( ( x, y) , t ) - ( A( x, y) , t +1) et ( ( x, y) , t ) - ( ( x+n, y+
n' ) , t ) pour t out n, n' E 71, est une var i ét é compact e not ée T9 . Les champs de

vect eur s X = - 1, Y = A t v et

	

_ . \ - t u. se pr oj et t ent en champs de vect eur s
- X, Y et ~ sur TÁ . Le f eui l l et age F associ é a. u $ot def i ni par ~ est un f eui l l et age
de Li e de gr oupe GA dont l e gr oupe d' hol onomi e f ' a. pour adhér ence l e gr oupe
cocompact K.

La const r uct i on ant ér i eur e déf i ni t une st r uct ur e compl exe T t r ansver se á . F .
L' espace ver sel ( Sb , 0) des déf or mat i ons á t ype di f f ér ent i abl e f i xé du f eui l l et age

t r ansver sal ement hol omor phe ( . F, r ) coi nci de avec 1' espace ver sel ( SK , 0) des
déf or mat i ons K- i nvar i ant es de l a st r uct ur e compl exe r sur GA.

Dans l e cas pr ésent l e compl exe ( 7) est r édui t á .

0 - > S2°
< a 521 , 0

et , si on not e par B 1' espa. ce des f onct i ons sur 18 2 qui ne dépendent que de
l a coor donée x et qui sont 1- per i odi ques, on a . QA, = { f - Z 1 f E B} et
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Qh. = { gw©Z

	

g E B} oi l cv = dx - Í A` dy . I l est f a, ci l e de voi r que

N. f - Z) _
ci r co®Z,

pour f Z E Qh, ce qui ent r a. i ne H1 ( 52¡ ~, 8) = C. La r emar que 2 . 3 . 6 ( i ) nous di t

al or s que ( Sb, 0) - ( Si , 0) ~- - - ( C, 0) .

2 . 4 Feui l l et ages de codi r nensi on un .

Dans ce par agr aphe nous r evenons á l a. si t uat i on de 2 . 1 . Pour l e cas par t i cu-

l i er des f eui l l et ages t r ansver sa. l ement hol omor phes ( , F, r ) de codi mensi on un l a

condi t i on d' ét r e her mi t i en peut ét r e l egér ement af f ai bl i e de sor t e qu' on obt i ent .

encor e un espace ver sel pour l es def or mat i ons á t ype di f f er ent i abl e f i xé. Pl us

pr éci sement on a l e
2 . 4 . 1 Théor éme : si l e f eui l l et age ( . F, r ) est . d e codi mensi on 1 et admet une

connexi on t r ansver se pr oj et abl e al or s i l y a un voi si nage Sb de 0 dans H1 ( Ab, á)

qui par amét r e une déf or mat i on á t ype di f f ér ent i abl e f sxé ( . F, r s " ) de ( F, ,r ) . qui a

l a pr opr i ét é de ver sal i t é sui vant e : si ( F, r t ) est une aut r e déf or mat i on de ( ' F, r )

á t ype di f f ér ent i abl e f i xé par amét r ée par ( T, 0) al or s i l exi st e un mor phi sme 6d-

anal yt i que cp : ( T, 0) - ~ ( Sb, 0) et une f ami l l e h t E Di f f ( M, . F) qui dépend

R- anal yt i quemeut . de t E ( T, 0) t el s que r t = ( ht ) * r w( ~> . En pl us l ' appl i cat i on

t angent e docp de cp en 0 est uni que .

Démonst r at i on : Dans cet t e si t uat i on l e compl exe ( 4) se r edui t á

0, Ab~A' - >0

et t ous l es él ément s de A' sont i nt égr abl es . Comme conséquence 1' espace ¢b

n' est pas si ngul i er mai s un voi si nage de zér o dans Al "

La f i ni t ude de H' ( A* , b) = Ho ( A1, 0~F) i mpl i que, d' apr és l e t héor éme de

Hal m- Banach, 1' exi st ence d' un suppl ément ai r e t opol ogi que de Ker c7 dans Ab .

On not er a Cb un pet i t voi si nage de zér o de ce suppl ément ai r e . D' aut r e par t , l a f i

ni t ude de H1 ( A6, c9) nous per met d' assur er , cl ' apr és l e t héor éme de l ' appl i cat i on

ouver t e, que 1' espace I mb est f er mé dans A¿ et qu' i l admet un suppl ément ai r e

t opol ogi que ( de di mensi on f i ni e) . Soi t Sb un pet i t voi si nage de zér o de ce su-

ppl ément ai r e .
Un r ésul t at de Ahl f or s et Ber s [ 11 mont r e que I ' espace Sb par amét r e une

f ami l l e ( r 9 ° ) de st r uct ur es compl exes t r ansver ses á . F qui dépend hol omor phi -

quement du par amét r e sb E Sb . De cet t e f acon on obt i ent une déf or mat i on

( , F, r 9 ' ) de ( . F, r ) á t ype di f f er ent i abl e f i xé .

On not er a ' Av, r - f - 1 Cb, . . .

	

l es compl et és de Sobol ev de A lb , Cb, . . .

	

par

r appor t á une l nét r i que f i xée . L' espace Sb ét ant de di mensi on f i ni e, on a

' Sb = Sb . L' i mage " + 1 £b C" +1 Di f f ( M, , F) de " + 1 Cb par 1' appl i cat i on exponen

t i el l e associ ée á l a connexi on t r ansver se pr oj et abl e est une var i ét é banachi que

81- anal yt i que . Un ca . l cul si mi l ai r e á. cel ui dar es ( [ 14) , p . 171) mont r e que l a

di f f ér ent i el l e de l ' appl i cat i on

P
; r ' 1

£b x, sb - ' Ob
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en ( i d, 0) est un i somor phi sme .

	

Qui t t e i i , r et r éci r son domai ne, 1' appl i cat i on
p est donc un i somor phi sme de var i ét és banachi ques . La commut at i vi t é des
di agr ammes

r ' +1
EbXSb

r
Ob

r +1Eb X Sb / '

	

' Ob

avec r ' > r , i ndui t un i somor phi sme de var i ét és banachi ques

oú ° ° Eb
=r +1 Eb n Di f f ( M, , 17) , ce qui ent r a. i ne l a. ver sal i t é de l a déf or mat i on

( . 1
-

, T s^ ) .

2 . 4 . 2 . Exempl e . Consi dér on s l e f eui l l et age t r ansver sal ement hol omor phe
( ,17 , ,T) sur S2 x S1 décr i t en 1' exempl e 1 . 1 . 2 ( i i ) . La t r ansf or mat i on de C

={ , \ dz0 1AEC} .

P : ' Eb X Sb - Ob,

f c( z) = ct z

l ai sse i nvar i ant e l a connexi on pl at e st andar d sur C. Le f eui l l et age F n' est pas
her mi t i en mai s i l admet une connexi on t r ansver se pr oj et abl e .

Les f eui l l es de F sont di f f éomor phes á R 5 1' except i on des deux cer cl es L+

et L - i ndui t s par l es sous- ensembl es { 0} x R+ et { 0} x l 8
-

de M. L' hol onomi e
de chacune de ces f eui l l es compact es est engendr ée par l a t r ansf or mat i on j e .
Remar quons en pl us que si f et y sont des f onct i ons sur C a. l or s M* ( f ( z) áz) _
a - 1 f ( cxz) áZ et m* ( g( z) dz á, ) = y( az) dz( ~ á . 11 découl e de ces consi dér at i ons
que

Ab = { f
az

	

. f E C' ( C) avec, f ( az) = af ( z) }

Ab - { ydz

	

óz I y E
C' ( C) a . vec y( az) = g( z) }

D' aut r e par t wa = . ~z

	

_ est un él ément de A° t el que c9wa = Ad ; : ® áz . D' oi 1
Hl ( A* , á) = 0 . Cel a nous di t que l e f eui l l et age t r ansver sa. l ement hol omor phe
( , T7 , 7- ) est r i gi de par déf or ma. t i ons á. t ype di f f er ent i abl e f i xé .
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