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0.  Introduction.  LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  X  be  a  finite- dimensional  CW- complex  and

KF(X)  the  group  of  stable  fibre  homotopy  classes  of  spherical  Hurewicz

fibrings over  X.  We  define  a degree- function  q on  the  subgroup  KFOT(X)

of  KF(X)  generated  by  orientable  fibrings  (i.e.  a  function  q: KFOT(X) —>

Z+).  The  degree- function  imposes  on  the  group  KF°\X)  an  additional
structure  and  is  related  to  the  usual  algebraic  structure  by  the  non-
degeneracy  condition:  [ξ]  =  0  in  KF0T(X)  if  and  only  if  q([ξ])   =  1.  The
geometric  significance  of  the  degree- function  derives  from  the  fact  that
some  geometric  problems  can  be  reduced  to  a  statement  about  q  of  the
multiples  of  the  Hopf  bundle  over  the  complex  protective  space  (e.g.
refer  to  [8,  Proposition  4.3]).

The  purpose  of  this  paper  is  to  study  the  relationship  between  the

degree  and  algebraic  order  functions  on  the  group  KF0T(X).  The  main
result  is  Theorem  4.14  which  states  that  the  degree  and  the order of an

element  of  KFOT(X)  are  divisible  by  the  same  set  of  primes.
The  paper  is  divided  into  five  sections.  The  first  and  the  second

contain  preliminaries  on  function  spaces  and  spherical  Hurewicz  fibrings.
They  are  based  upon  and  they  extend  the  results  of  [1]  and  [9]  respec-
tively.  In  Section  3  we  observe  that  Dold's  theorem  mod A; of  [1]  holds
not only  for  sphere  bundles  over  finite  complexes  but  more  generally  for
spherical  Hurewicz  fibrings  over  finite- dimensional complexes.  We  then
prove a converse  to  this  generalized  version.  In  Section  4  we  define  the
degree- function  q  on KFoΐ{X)  and  combine  the  generalized  Dold theorem
mod k and its  converse  in Theorem 4.14.  Corollary  4.16 gives  a  p- primary
decomposition  for  the  degree- function.  In  Section  5,  using  the  Adams
conjecture,  we  deduce a corollary  to the converse  of  Dold's  theorem  mod  ft
which  states  that  given  an  orientable  vector- bundle  ξ  over  a  finite com-
plex,  there  exists  a  fibrewise  S- map,  / : Eŝ - >  Es{ψk{ζ))  of  degree  k* at
each  fibre  (t ^  0)  where  ψk  is  the  Adams  operation.  If  L  is  a  complex
line bundle, this corollary  generalizes  the  existence  of  the fibrewise map,
f:  EL- >  ELk  of  degree  k  at  each  fibre  and  given  by  f(x)  =  x (x)  (x) x,
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forzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  xeEL.  We  then  compute  q of  certain  multiples  of  the Hopf  bundle
over  the complex  protective  space.

1.  Preliminaries  on  function  spaces.  1.1.  Notations  and  defini-
tions.  We  stick  mainly  to the notation of  [1].  We set:

H(n; ft) =  set  of  all  maps  from  S71'1  to S71"1 of  degree ft .

F(n;k)  =  subset  of  H(n; k) of  maps  which  fix  the north- pole .

H(n)  =  U  H(n; k)  and  F(n) =  \J F(n; k) .
kZ  kZ

J
keZ

Let  r  5j n  — 3.  I t  follows  from  the  exact  homotopy  sequence  of  the

fibration,  H(n; k) ——- > Sn~\  and  the  (n -   2)- connectedness  of  S71'1  that
for  h e F(n; ft), the groups  πr(H(n; ft), fe) and πr(F(n;  k), h) are isomorphic.
Let  ueF(n;  s) and veF(w;  ί).  The sum w +  veF (w; s +  ί)  is  defined  as
the  composite,

u  +  v:  S71- 1  - ^- >  Sn- 1  V  S7*- 1 ̂ ^  S71- 1  V  S71- 1  - ^- >  S 7 1"1

where  ^ '  is  a  base- point  preserving  map of  bi- degree  (1, 1) and Δf is the
co- diagonal.  This definition of  addition  turns  F(n)  into  an ίf- space  with
homotopy  unit  the  constant  map  cQ e F(n; 0)  which  sends  S71'1  to the
north- pole.  Using the ίZ- space structure on F(n), we identify  πr(F(n;  k)9 h)
with  πr(F(n;  0), c0)  and  the  latter  with  the  stable  r- stem  πξ.  Hence
πr(H(n; ft), h) is  identified  with  TΓ? throughout.  If / : (Sr, s0) - » (Jff(w; ft), Λ)
is  a map, then  its  homotopy  class  [/ ]  is  regarded  as  an  element  of  πf.
If  m ^ O  and  heH(n;k),  then  mheH(mn;km)  denotes  the m- fold  join,
#,*/&*  *ft, of  Λ with  itself.  If  / : (Sr, s0) ̂   (Jϊ(w; ft), λ)  is  a  map, then
mf:  (Sr, s0) - > (ίί(mw; ftm), mΛ) is  defined  by  (mf)(x)  =  m(f(x)),  x 6 S r.  We
add three more lemmas to the list  of  preliminary  lemmas  of  [1].  Lemma
1.2  is  both  an  analogue  of  [1, Lemma  2.2] and also  a  generalization  of
[1,  Lemma  2.1].  Let c: H(n; s) x  H(n; t) - > H(n; st),  (s, t e Z) be the com-
position map defined  by c(u, v){x) = u(v(x))f u e H(n; s), v e H(n; t), x e Sn~\
lίhe  H(n; s), then the map h: H(n; t) - > H(n; st), is defined by h(u) = c(h, u),
ueH(n;  t).

LEMMA  1.2.  If  ae  πr(H(n; s)),  β e πr(H(n;  t))  and  r  ^  n — 3,  then
c*(a +  β) = ta  +  sβ  in  πξ.

PROOF.  Since  c*  is  a  homomorphism,  it  suffices  to  prove  that
c*(a +  0) =  ta  and £*(() +  β) = sβ.  The case c*(0 + β) = sβ follows  from
[1,  Lemma  2.1]  and  a  parallel  argument  is  required  to  do  the  case
c*(α +  0) =  ta.
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From  now  onwards  we  adopt  the  notation  th at  ifzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  f,g:Dr- ^X  and
H:  S7"1  x  / - > X  are  such  that  Ho  = g\sr- i  and Hx  =  f\ sr- i  then µ (g,  H, / ) :

Sr  =   Sr- i  x  iu  Dr  x  I- ^X  is  the  map  defined  by

µ(g,  H,  f)   =

(g  on  Dr  x  (0)

i ϊ  on  S'- 1  x  I

f  on  Dr  x  (1) .

LEMMA  1.3.  Lei  / :  £ r  - > fΓ(w;  g),  # : D r  - » H(wfc; gfc)  αwd  iϊ :
gfc)  (r  <£ w — 3, fc ^  1)  6e  ŝ cfe  ίfeαί  ίf0  =  0ls» - i  απcί  ίfx

/ or  α^?/   fe e JF(W; &gfc)  ίfeere  exists  / ' : D r —> jff(w; kq1+k)  satisfying
(i)  / ' I , , . ,  =   ho(f\sr- ή  and  (ii)  [µ ((kh)og,  (kh)oH,  kf')]  = 0  in  πs

r.

PROOF .  Let  h e F(n;  kqk)  and  a:  (Dr,  S1"1)  - + (H(n; kqk), h).  Define
/ ' :  Dr  - > H(n;  kq1+k)  by  / '(a?)  =   a(x) o f(χ),  x e D\   Let  a9:  Sr  ~> H(n;  kqk)
be  given  by

h  on  S7 - 1  x / U f l r x ( 0 )

α  on  D r  x  (1) .

Then  [α '] =   [α]  in  ττ;s.  If_c: H(nk±_qk) x  H(wfc; kkqk2)- >  H(nk;  kkqka+k))  de-
notes composition, then µ ((kh)ogf  (kh)<>H,  kf')(x)  = c((ka')(x), µ (g,  H,  kf)(x)),
x G  S r.  Thus

-   gfe[A:α']  +   /bfcgfc2[^(^,  H, kf)]  by  [1,  Lemma  1.2]

=   qkk(kqk)k- ι[a f]  +  kkqk\µ (gf  H, kf)]  by  [1,  Lemma  2.4]

=   W ( [ α ]  +   [jeι(Λ  H, kf)])  .

Choose  [α] =   - [µ (g,  H, kf)]  and  this  makes  [µ (kh)og,  (jch)oH, kf)]  =   0.

LEMMA  1.4.  Let  g:  Dr  - >  H(m  +   n;  q),  f:  Dr  - >  ifO ;  g)  α^d  £Γ:  S7""1  x

I- >  H(m  + n  q),  (r  <*   n  — 2,  m  ^  0)  be  such  that  H(x,  0)  =   f(x)*lm  and
H(x,  1) =   g(x),  x e Sr~\  Then  there  exists  / ' : Dr  —•  jff(tι;  g)  βucfe  ί/ iαί  (i)

/ Ί ^ - i  =   / U - i  αwd  (ϋ)  [µ (g,  H,  f  *i j ]  -   o.

PROOF .  Let fe =  / (0) * lm  e iί(m +  w; β) and choose  a map θ: {D\   S7"1)- *
{H(m + n;  q), h) representing  the  element  —[µ (g,  H,  / *1J ]  e πr(H(m  + n; q)).
Define  / : Dr  - > iί(m  +  w; g)  by

f(  ) =  \θ(2x)  if  ||x||  ^1/ 2
ΆX)  l / ( ( 2 ||a j|| - l ) ί c ) *l .  if  \ \x\ \  ^  1/2  .

Then  clearly  f(x)  =   / (a;) * lm  for  #  e S r - 1  and  it  follows  from  the  definition
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of  addition in the groupzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA πr(H(m + n; q)) that  [µ (g, H, / )] =  [µ {g, H, f*l m)]  +
[θ]  =  0.  Regard  [f]eπr(H(m  +  n; q), H(n; q)) =  0,  i.e.  there  exists  / ' :
D'  -   H(n; q)  such  that  /   =  f  * lm .  Thus  µ (g, H, f  * 1J  = µ (g, H,  f)

τelSr~1

and  hence  the  result.

2.  Preliminaries  on  spherical  Hurewicz  fibrings.  2.1.  Notations
and  definitions.  Let  X  be  a  CTF- complex.  A  map p:E- >X,  is  said  to
define  a  Hurewicz  fibring  if  and only  if  it  is  locally  fibre homotopy equiva-
lent  to a product or  equivalently  if  and  only  if  it  has  the  weak  covering
homotopy property  (e.g.  see  [9,  Definition  5.1,  Theorem  6.4  and  Proposi-
tion  6.7]).  The  sum  ζ φ )y  of  two  Hurewicz  fibrings  ξ,  η  whose  fibres
are  of  the  homotopy  type  of  Sm - 1  and  S71'1  respectively,  is  constructed
by  taking  joins  at  each  fibre  and  is  thus  a  Hurewicz  fibring  whose  fibre
is  of  the  homotopy  type  of Sm+n~\  The total space of  a Hurewicz  fibring
ζ  is  denoted  by  Eζ  and  the  projection  by  pζ.  If  fx\  Eζl  —> EVι  and  / 2:
Eζ2 —> EV2  are  fibrewise  maps  between  spherical  Hurewicz  fibrings,  then
their  sum / x φ / 2  is also defined  by  taking  joins at  each  fibre.  If  / : Eξ  —> Ev

is  a  fibrewise  map,  define  kf:  Ekξ- ^Ekη  by  kf  =  /   φ  0 /   (k times).
m  denotes  the  trivial  spherical  fibration  with  fibre  Sm~\

2.2.  The group  KF(X).  Let  X  be  a  finite  dimensional CW- complex
and Hurs(X)  the set  of  all  Hurewicz  fibrings  over  X  whose  fibres  are  of
the  homotopy  type  of  spheres.  Define an equivalence  relation on H ur s(X)
as  follows:  For £, ηeΉ.uγs(X),  ζ~η  if  and  only  if  ς©m  and  ηφn  are

fibre  homotopy  equivalent  for  some m, n  ^  0.  Let KF(X)  denote the  set

of  equivalence  classes.  Then KF(X)  is a group.  The existence  of  inverses

follows  from  [7, Theorem 4.7].  Let  KFor(X)  be  the  subgroup  generated
by  orientable  fibrings.  The  following  are  well- known:

( i )  There  exist  classifying  spaces  BF  and  B™ such  that  KF(X)  =

[X; BF]  and  KFOT(X)  = [X; B?].  The  spaces  BF  and  BF

T  are constructed
as in [17, p. 60].  Let Hn  = H(n; 1) U  H(n;  - 1)  and Fn  = F(n;  1) U  F(n;  - 1)
be  the  associative  iϊ- spaces  (with  respect  to  composition  of  maps)  of  all
homotopy  equivalences  and  distinguished  point  preserving  homotopy
equivalences  of  S7*"1  respectively.  Let  BF{n.Λ),  BFn,  BmnX1)f  BHn  be  the
classifying  spaces  of  the corresponding  ίί- spaces.  The  set  of  fibre  homo-
topy  classes  of  S^- fibrations  over  X  is  classified  by  a  homotopy  set
[X; BHJ  and orientable ones by  [X; BH{n;1)].   There  are  natural  inclusions,
F(n;l)- +Fin+  1;1),  Fn- >Fn+1,  H(n; 1) - > H(n  +  1; 1)  and  Hn- ^Hn+1

and the induced inclusions, BF{n,1)  - > BF{n+VΛ),  BFn  - > BFu+1,  BH{n.Λ)  - >  BH{n+in)

and BHn  - > BHn+1.  Define BF  =  dir lim^oo BFn,  BF

T  =  dir lim , ^ BFin,1)f  BH  =
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dir lim^oozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA BHn  and  B£  =  άiτlimn^ooBH{n.i).  Then  as  in  [17, p. 60] we  have

KF(X)  =   [X;  BH]  and  KFOT(X)  =   [X;  Bg].  The  natural  inclusions,  Fn- +
Hn  —> Fn+1  an d  F(n;  1) —> H(n;  1) —> J^(n  +   1; 1)  give  r ise  t o  inclusions,

BFn  - > £ H w  - > JBF n + 1  an d  B F ( n ; 1 )  - > B H ( n ; 1 )  - > 5 J . ( n + 1 ; 1 )  an d  h en ce  BH  =  BF  an d

B°H

r  =   B F

T .

( ii)  The  image  of  the  J- homomorphism,  J:  KR(X)  —> KF{X),  which
assigns  to  a  vector- bundle  £  the  underlying  sphere- bundle  S(ξ),  is  the
group  J(X).

(iii)  XF (S r)  -   πs

r.λ  for  r  >  1  and  KFXS1)  =   Z2.

(iv)  F or  each  sequence,  A  —> X  —> X/ A,  where  j  is  the  inclusion  and

c  the  collapsing  map,  is  associated  an  exact  sequence,  KF(X/ A) ^- >

KF{X)  ^  KF(A).

( v)  KF{X)  is  a  torsion  group  with  the  following  finiteness  property:
F or  each keZ  there exists  an  in teger  ak  depending  only  on  the  dimension

of  X  such  t h a t  if  an  element  x e KF(X)  belongs  to  the  fe- torsion,  then
hakX  =  o.  (This  follows  by  induction  from  (iii),  (iv)  and  the  finiteness  of
the  stable  stems.)

D EF IN ITION   2.3.  Let  X  be  a connected topological  space  and  r:  X  ̂ A
a  deformation  retract ion  onto  a  subspace  A,  Let  £  and  η  be  H urewicz
fibrings  over  X.  Then  for  each  fibrewise  map  / :  pj\A)  —> Pη\A)f  we
define  a  fibrewise  map  θf;η

A(f):  Eξ- *Eη,  as  follows:  Let  j : AaX  be  th e
inclusion  map and H:  X  x  /—> X  be  the deformation,  Ho  =   lx  and Hx  =  jr.
By  [9,  Lemma  6.5]  there  exists  a  homotopy,  Rξ\EHHξ)  x  I- >EHHξ),  such
t h a t  the  maps  πξ\   EH* {ξ)  —> X,  pξ:  EHHξ)  —> I ,  r f :  ^ ^ ( ^ —> - Sff  to  defined  by
τre  =   Λ°Ϊ W) ,  ί>f =   J 2 o ^ ( f ) ,  rξ  = Rξo(l  x  ft)  (where  4 :  X  x  J - > X,  J 2:
X  x  I  —> /   denote  the  projections)  have  the  following  properties:

(  i )  2>H  (e> ° Rξ(e, t)  =   (τre(e),, ί) ,  e G JS^.^,,  ί e I
and

( ii)  r e  ^  1.
fibre

Define  h\ : E,  - »S r , ( f )  by  fc|(e)  =   «e((e, Pe(e), 0), 1),  e 6 # e .  ΛJ: ^ . ( s )  - > Et  by
λ.°f(e, *)  =   Rs((e,  x,  1), 0),  (e, x) eErH().  Similarly  define  Rη,  rη,  h\ ,  h°v.
θf'τf(f)  is  t h . e n  defined  to  the  composite,

LEMMA  2.4  (Extension  lemma).  θf;A(f)  has  the  following  properties:
( i )  Let  Be  A  and  Y  =  r'^B).  Then
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(ii)  / /  / ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g: pj\A)  —•  p^\A)  are  fibrewise  maps  and  H: pj\A)  X  I
is  a  fibrewise  homotopy such  that  f  = g,  then

H

where  HΊ  pi\A)  x  I- ±p^(A)  x  I   is  defined by  H'(e, t) = (H(e, ί), ί),  ee
PϊKA),  tel.

(iii)  For  a  fibrewise  map  f:Eξ- >Ev,  there exists  a fibrewise homo-
topy  Hf:Eζ  x  ! - > # „ such  that  f  = θj;v

A(f\ PjhA))-
(iv)  For  a  fibrewise  map  g: pj\A)  —>Pη\A),  there exists  a fibrewise

homotopy Kg:pj\A)  x  I- +pϊ\A),  such  that  g =  (θf;v
Λ(g)\p- iU)).

(v)  If  f:  pi\A)  - > pΐ\A)  and  g: pϊ\A)  - > pj\A)  are  fibre homotopy
inverses,  so  are  θf;η

A(f)  and  θf;ζ
A(g).

(vi)  Suppose  the  fibres  of  ξ  and  fj  are  both of  the  homotopy type  of
Sn~\

(a)  For  a  fibrewise  map  f:  pj\A)  - +pϊ\A),  f  and  θf;η
A(f)  are of  the

same degree.
(b)  1.  ^ m ι W e m ( f c / φ l J  =   fcfffi¥

4(/ )01..
2.  For  a  fibrewise  map  f\Eζ- >Eη,  Hkfφlm  = kHf  φ  lm  {where Hf  is

as  defined  in  (iii)).
3.  For  a  fibrewise  map  g: pj\A)  - •  pϊ\A)9  KkgΘlm  = kKg  0  lm (where

Kg  is  as  defined  in  (iv)).

PROOF.  Properties (i), (ii) immediately  follow  from  Definition  2.3  and
(v) from  [9, Corollary  6.6] which  states  that  h]  and  h°η are  fibre  homotopy
inverses  of  h\ and  h\  respectively.  To  prove  (iii),  let  T(ξ):EH* {ξ)  x I—>
EHHξ)  be  a  homotopy  such  that  T0(ξ) =  1  and  2\(£) =  rζ.  Let  T(η)  be
similarly  defined.  Define  Hf:Eξ  x  I- ^Eη  by

Vζ{e)
>
  0)

' ̂
 2t)   if

  ° = * ̂
 1/2

H  (e  t) = \

(iv)  is  proved  similarly,  (vi) (a)  follows  from  (iv)  and  (vi) (b)  from  the
fact  that  RkξζBm  = kRξ φ  lm .

2.5.  Obstruction  theory  for  spherical  Hurewicz  fibrings.  Suppose ζ
and  η  are  fibre  bundles  (i.e.  locally  trivial)  over  a  CW- complex  X  with
fibre  F  and  f:Eξ- +Evi&&   fibrewise  map defined  over  the (r  — l)- skeleton
Xr~\  For  each  r- cell  e\ of  X,  /   defines  an  obstruction  [/.]  e πr_1(F)  and
/   extends  to  a  fibrewise  map  over  Xr  if  and  only  if  all  the  [/ J  vanish.
This  straightforward  obstruction  theory  for  the  inductive  extension  of
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fibrewise maps  between  fibre  bundles  does  not  go  through  for  spherical
Hurewicz  fibrings.  The  vanishing  of  the  obstructions  is  necessary  but
no  longer  sufficient  for  the  extension  of  /   overzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Xr.  For  spherical
Hurewicz  fibrings,  we  can  only  develop  an  obstruction  theory  for  the
extension  of  /   in  the  homotopy  category;  i.e.  for  the  existence  of  a
fibrewise  map  /   defined  over  Xr  such  that  f\ v-

ι{Xr- i)  =   / .  To  do  this
ξ  fibre

we  define  a  canonical  neighbourhood  Nr  of  Xr~ι  and  using  (iv)  of  the
Extension  lemma,  we  extend  /   in  the  homotopy  category  to  a fibrewise
map  /   defined  over  Nr.  For  each  r- cell  er

i9 f  defines  an  obstruction
[/ J  eπf- i  and / Ip - ^r - i, extends  over  Xr  if  and  only  if  all  the [/ J  vanish
(e.g.  (i)  of  the  Obstruction  lemma).  Hence  the  vanishing  of  the  [/ J
is  a  necessary  and  sufficient  condition  for  the  extension  of  /   over  Xr  in
the  homotopy  category.

We  then  introduce  analogous  modifications  for  the obstruction theory
for  extending  fibrewise  homotopies  between  fibrewise  maps  (e.g.  (ii)  of
the  Obstruction  lemma).

Let  (el)ieIr  be  the  r- cells  of  X  given  by  characteristic  maps
ct:  (D

r, S1"1)  - > (X, Xr~ι)  where  we  assume  X  to  be  of  dimension  r.  Let

I.  Define  Nr  = X1"1  U  \Jieirct(A
r).  Then  Nr  is  a  closed  neighbour-

hood  of  X1"1  in  X  of  which  Xr~ι  is  a  strong  deformation  retract.
Suppose  £,  r]  are  Hurewicz  fibrings  over  X  whose  fibres  are  of  the

homotopy  type  of  S71'1  (r <L  n  — 3).  Choose  fibre  homotopy  equivalences

and

and  fibrewise  homotopies  M*(ξ),  M\η):Dr  x  Sn~ι  x  I  - > Dr  x  S71"1,  N\ξ):
Ec* iς )  x  / - >#<*(*) and N\η)\E-i{η)  x  / - ># ,;<„  such  that  Mi(ξ) =  1,  M}(ξ) =
Ψiiξ)Φi(ζ)>  Nt(ξ) =  1>  - W(£) =  Φi(ζ)Ψi(ξ)  and  similarly  for  η.  Suppose
/ : pj1(Nr)  —> pϊ\Nr)  is  a  fibrewise  map  of  degree  q  at  each  fibre.

I I .  Define  / .: Sl^1 - > H(n; q) as  follows:  Let

Then fi  is  the  map  obtained  from  Ft  by  fixing  the  first  coordinate.  I ts
homotopy  class  [/ J  6 π?_x  is  called  the  ith - obstruction  to  extending  / .
Note  that  [ ( &/ 01JJ  =  [fc/ ,© 1J  =  [kft]  and  [kfi\   = kqk~1[f i]  by  [1,
Lemma  2.4].



168  I .  DIBAG

I I I .  If  (i)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fi  has an extension f.  to D[ / 2 and (ii) g: Eξ —> Ev is a fibre-
wise  map  of  degree  q  at  each  fibre  such  that  # L - V)  = f»  then  define

ξ
  H

o(g, H, / .) G  π?  as follows:  Let

g..  JJll2  x £   >  i ^ c * ( ? j

and  gt: Ό
r

m - > ίΓ(n; g) be the map obtained  from  g.  by  fixing  the  first
coordinate.  Let

and  H^ Slϋ1 x  I- >H(n;q)  be the map obtained  from  J^ by fixing the
first  and  the third  coordinates.  Then  define

o(#, iϊ, / ^  is  called  the  ΐth - obstruction  to  extending  the homotopy  H.
The  terminology  is  justified  by the  following:

LEMMA  2.6 (Obstruction  lemma).  ( i )  Any family  of extensions (ft)
°f(fi)   to Ό r

m determines  an extension  φf,v(f,  (/*)) of  f\pj
ι

{xr- i)  to Eξ  which
is  also of degree q at each fibre.

(ii)  If  o(g, H, /<) =  0 for  all  i 6 I r,  then  there  exists  an  extension
Φf,v(g, H, (/<))  of  ίZ"|j, - i(xr- i)XJ  to Eξ x I   which  is  also of degree q at each
fibre  and  such  that  (ΦUg, H, (£)))„ =  g,  (Φf,η(g, H, (/ ,))), =  φUf, (/ ,)).

(iii)  (a)  tf«e.iMΘm(fc/ Θ  1., {kl 0  1J) =  JcφUf, (/ ,)) φ lm .
(b)  Φ ίeθ..«e.(*flr 0  1., AH φ 1., (fc/4 φ  1 J )  =  kΦf,η(g, H, (/ ,)) φ lm .
(iv)  If  Y  is  a subcomplex of X,  then
(a)  {φU  /   Λ
(b) (Φ ^(

PROOF.  ( i )  Let F .: Ar/ 2 x  S71"1 - +  Ar

/2 x S71"1 be  the corresponding
evaluation  map which  extends  i*V  Define f  : Ec* {ξ)- >Ec* {η)  by

2α 4(β)),  2α <(β))  if  at{e)  ^  1/2

for  eeE. w,  where  a,{e) =  1 -   ||pβjW)(β)||.  Then  Λ Ί ^ ^ - i )  =  cf(/ )
Hence  the map  / |p - i(χr- i)  and the family  (fi) ieir  fit  together  to define a
map  φffV(f, (fi)): Eξ- ^Eη  of  degree  g  at  each  fibre  and which  extends

f\ pj
l
(χr- ί)>

(ii)  Choose an extension µt of µ (gif Hu ft)  to Ar/2 x /  and let ύt: D[ j2 x
S71'1 x /  - > Ar/2 x S71"1 be the corresponding evaluation  map.  Define  a homo-
topy  H!:Ec* {ξ)  x  I- ^Ec* m  by
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'N\η)(c*(g)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o N'iξXe,  2t), 2ί)  if  min (1/2, α,(β)) ̂   ί

e
tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  t)  =

if  min (1/2, t) ^  α t(e)
), 2ί  -   1)  if  min (ί, at(e)) ^  1/2

for  eeEc* {ξ),  tel,  where  /3,(β, ί)  =   1  -   (1  -   ί)/ ||pβ< (€,(β)||.  Then
Hl\ p- i{ξ){sr- ί)  = c?(H).  Hence  the  homotopy  H\pji {χr- i)XI  and  the  family

(H )il Ir  fit  together  to  define  a  homotopy  Φf,η(g, H, (/ ,)): EςxI- ^Eη  which
is  of  degree  q  at  each  fibre,  extends  H\pji {zr- i)XI  and  such  that
(Φ£,(flr, H,  (/ 4)))0 =  βr  and  (Φ£,(βr, if,  (/*))>! =  ^ , ( / , (/ ,)).  Properties  (iii)
and  (iv)  are  readily  verified  from  the  definition.

3.  Converse  to Dold's theorem mod k.  We  first  state  the  generalized
form  of  Dold's  theorem  mod k  as  indicated  in  the  introduction.

THEOREM  3.1  (Dold's  theorem  modfc).  Let  ζ  be  a  Hurewicz  fibring
over  a  finite- dimensional  CW- complex X  and  whose fibre is  of  the homo-
topy  type  of  S7*"1  and  suppose  that  dim X  ^  n  — 3.  The  existence  of  a
fibrewise  map  f:Eξ- ^Xx  Sn - 1,  of  degree k  at  each  fibre  implies  the
existence of  fibre  homotopy equivalence g: Ektζ  —> I xS "^ " 1 ,  for  some non-
negative  integer  t  such  that  the  diagram:

ΎJl  **  "XT'  v  .   Π « f c ί  — 1

Jb
k
tξ  > Λ.   X  o

*KzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \
ixh

X  x S11**- 1

for  some h e Fink*; kkt),  is  fibre  homotopy  commutative.
We  do  not  attempt  to  prove  this  generalized  version  since  the proof

in  [1]  can  be  adapted  with  the  following  modifications:  The  induction
should  be  on  dimension  rather  than  the  number  of  cells  attached.  The
theorem  then  becomes  true  for  finite  dimensional  C ̂ - complexes  instead
of  finite  ones.  In  this  way  it  is  necessary  to  give  the  order  a  certain
increase  at  each  dimension  while  the  other  way  one  gives  the  order  this
same  increase  over  each  cell  of  the  same  dimension.  Hence  by  shifting
the  induction,  one  can  obtain  a  smaller  value  for  the  exponent  t.  Also
the  straightforward  obstruction  theory  for  fibre  bundles  used  in  [1]
should  be  modified  for  Hurewicz  fibrings  as  explained  in  2.5.

THEOREM  3.2  (Converse  to Dold's theorem mod&).  Let ξbea  Hurewicz
fibring  over  a  finite- dimensional  CW- complex X  and  whose  fibre  is  of
the  homotopy  type  of  S71"1  and  suppose further  that  ξ  is  orientable and
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thatzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  dim X  ^  n  — 3.  The  existence  of  a  fibre  homotopy  equivalence
g:  Ekξ  —> X  x  Snk~\  implies  the  existence  of  a  fibrewise  map  f:Eξ- *Xx
Sn~\  of  degree  kι  (t  ^  0)  at  each  fibre  and  such  that  the  diagram:

Jiι
kξ
  > Λ  X  b

X  x  Snk- 1

for  some  heF(nk;ktk),  is  fibre  homotopy  commutative.

P ROOF .  By  induction  on  r  — dim X.  I t  is  t rue  for  r  =   0 with  t  — 0.
Let  r  >  1 and  assume  it  for  (r  — 1).  By  the  induction  hypothesis,  there
exists  a  fibrewise  map  fQ:  pj\Xr~ι)  —> X r - 1  x  S71"1,  of  degree  k*  at  each
fibre  and  such  t h a t  kf0  =   (1  x  λ0) o (flr|p - i(xr- i,)  for  some  h0 e F(nk;  ktk).  By

fibre
  ξ

(ii),  (iii)  and  (vi)  (b) 1  of  the  Extension  lemma,  th is  implies  the  existence
of  a  fibrewise  map  / :  p7\Nr)  —> Nr  x  S71"1,  also  of  degree  kι  at  each  fibre
and  such  t h a t

I .  i / s ( l x  ft0)  o (g l, - ^^)).  Let  ft  e F(n;  kι+nk~ι)).  P ut
fibre  t

(1  if  r  =   1
U  ~  (1 +   tk  if  r  >  1 .

Define  ft  e F{nk\  kku)  and  / :  pi\Nr)  -  ̂Nr  x  S71'1  by

__  ίft if  r  =   1  (/   if  r  =   1

\ (kh)oh0  if  r > l  a Π  ' " | ( l x ί ) o /   if  r > l

I I .  &/   =   (1  x  h)o(g\p- i(Nr)).  Let  i ϊ  denote  the  homotopy  in  between.
fibre ι ^

Let  the  obstructions  [f t],   [/ J,  [g%] e πs

r^x to  extending  / , / ,  g,  respectively,  be
defined  with  respect  to  orientation  preserving  fibre  homotopy  equivalences

Φάξ)

Dr  χ
  s^^zzlE^

over  each  r- cell  e\  (ielr).  F or  r  =   1,  t  =   0  and,  since  £  is  orientable,
Image  (/<)  lies  in  a  single  path  component  iϊ(w;  1)  and  hence  extends  to
Dln.  F or  r  >  1,  it  follows  from  I ,  th e  definition  of  /   and  [1,  Lemmas
2.1  and  2.4]  t h a t

H ence  ft  has  an  extension  ft  to  Ar

/ 2.  Let  ftx  e F(w; &1+Mfc)  and  define  ft'  e
F(nk;  kkil+u+uk))  and  fibrewise  f'\pj\Nr)- >Nr  x  S ^ 1  by  ft'  =   (jfc^ofc  and
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III .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  kf  =   (1 x  h')o(g\ - ι(Nn)  where  the  homotopy  in  between  is
fibre  ξ  _  ^  _

H'  =  (1 x  khJoH.  Then  / /   =  h,o f.  and  / ,' =  hx<>   / ,  defines  an  extension
of  / /   to  D[n.  We  deduce  from  Lemma  1.3  (with  q = ku)  that  / /   has
another  extension  f-   to  Ό r

m  such  that  o((l  x  h')og9 H',  kf- )  =  0  in  πf.
Hence  by  (i),  (ii)  and  (iii) (a)  of  the  Obstruction  lemma,  there  exists  a
fibrewise  map / ' : Eξ  - > X  x  Sn~\  of  degree  k1+u+uk  at  each  fibre  and  such
that  kf  =   (1 x K')og.fibre

4.  Degree- function  q  on  the  group  KF0T(X).  4.1.  Notations  and
definitions.  Let  X  be  a  connected  CW- complex  of  dimension  r  and  f, 97
be  Hurewicz  fibrings  over  X  whose  fibres  are  of  the  homotopy  type  of
Sn~\  Let M(ζ, Ύ])  and  Mq(ζ, η)  denote  fibre  homotopy  classes  of  all  fibre-
wise  maps  from  Eξ  to  Eη  and  those  of  degree  q at  each  fibre  respectively
(qeZ).  Then  M(ζ, η) =  \JqeZMq(ξ,  η).  For  m  ^  0,  the  suspension  map
Σ:M(ζ9η)- *M(ξ@m,η®m),  is  defined  by  ί( [/ ])  =  [ / 0 1 J .  I 7  pre-
serves  degrees  and  its  restriction  to  Mq(ξ, rj)  thus  defines  Σq: Mq(ξ, η) —>
Mq(ξ 0 m , i ? φ  m).  Let M5(f,  97) =  dir lim w_  M(ξ 0 m , i ? φ  m), Mq

s(ξ, η) =
dir lim^co Mq(ξ 0  m, 77 0  m).  Then  M5(f,  η)  -   Uαez M/(£,  17).

OBSERVATION   4.2.  Lei  f,  57 and  7  6e  spherical  Hurewicz  fibrings
over  a  finite  dimensional  CW- complex X  and  whose  fibres  are  of  the
homotopy types  of  Sm~"\   S71"1 and  S*'1  respectively and such that  η φ  7 φ  r
is  ^6re  homotopy equivalent  to  the  trivial  fibration  (n + p  + r).  Then
there exist  maps

ocq\  Mq(ξ  φ % , ί φ m ) - ^  Mq((ξ  0 7 ) φ ( w  +   r ) , ( m  +   ί) - ί - w  +   r ) ) ,

βq:  Mq(ξ  φ  7,  (m  +   p))  - > ilfβ(f  φ  (w  +   p  +   r ) , 77 φ  (m  +   p  +   r) )

ŝ 6cfe  ί/ iα ί  ( ^  φ  2 r

7l+ r) °α g  =   l φ  2T

p + r  α ^d  (α ff φ   Σp+r)  °/ 3?  =   l ®  i ; n + r ,  / ^e^ce

inducing  as

q:  Mq

s(ξ  φ w , 5 ? φ m ) - ^ Λf/(f  φ  7,  (m  +   p))  and  βs

q:  Mq

s(ξ  φ  7,
(m  +   p)) - > lf/ (f  φ  ^,  77 φ   m)  such  that  as

q°  βs

q  = βs

q°a
s

q  =  I   and  similarly
for  as  and  βs  defined  by  as  — \Jqezoίq  and  βs  =   \Jqez  βq.

PROOF.  Straightforward  verification.

DEFINITION   4.3.  Let  ξ  be  a  spherical  Hurewicz  fibring  over  a  finite
dimensional  CW- complex  X  and  whose  fibre  is  of  the  homotopy  type  of
Sn~\  The  Thorn  complex  Xξ  of  ς  is  defined  by  Xξ  = E&MX),  where
s: X- >Eξ@1,  is  the section at  infinity.  Then X*®1  = SXζ.  Let  Uζ e  Hn(Xζ)
be the cohomology  Thorn class,  in  e Hn(Sn)  — Z  be  the  generator.  A  map
f:Xξ- ^Sn  is  called  a  map  of  degree  q  if  and only  if  the induced map  / *
on the cohomology  level satisfies:  / *(in)  =  qUξ.  Let  [Xς;  Sn]  and  [Xζ;  Sn]q

denote  the  homotopy  classes  of  all  base- point  preserving  maps  from  Xζ
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tozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Sn and those  of degree  q respectively.  Then  [Xξ; Sn] = \Jqez  [X*;  Sn]q.
Define

{X*;  Sn}  =  d ir lim [SmXξ;  Sm+n]  =  d ir lim [Xξ®m;  Sm+n]
m- *oo  m- >oo

{Z f  S"}, =  dir lim [X*® m; Sn+n]q  .

Then  {Xξ; S71} = \JqGZ {X
ξ; Sn}q.  We now quote the following result  which

appears  in [19, Proposition 3.7].

LEMMA  4.4.  Let ξ be a spherical  Hurewicz  fibrίng  over the suspen-
sion SX of an r- dimensional  CW- complex X  whose  fibre is of the  homo-
topy  type  of S71"1 with  n > r +  1.  Let a: X —> F(n +  1) be the  classifying

map ofξ and θ(a): SnX- >Sn  be its  adjoint.  Then  SnX- ^>  Sn - -̂ > (SX)ζ

is  a cofibration.

COROLLARY  4.5.  A degree q map f:  (SX)ξ —> Sn,  exists  if  and only if

q([ς \ ) = 0 in  KF(SX)  (n > r +  3).

PROOF.  Take  the exact  cofibration  sequence

[SnX; Sn]   ΘΆ  [Sn; Sn] J^- [(SXY; Sn]

and use the identity:  KF(SX)  = [SnX; Sn].

We now slightly  generalize  Lemma 4.4;

LEMMA  4.6.  Let f:X- +Y  be a base- point preserving  map of CW-
complexes with  mapping  cone Z =  CX Vf Y.  Let ξ be a spherical Hurewicz
fibring  over  Z  whose  fibre  is  of  the homotopy  type  of  S71"1  with  n >
d i m X+ 1  and which  is  fibre  homotopy  trivial  over  Y.  Let a:X- +
Y  x Fin +  1) be the classifying  map of  ξ  and θ{ά): SnX—> SnY  be its

adjoint.  Then  the sequence SnX—^- >SnY  > Zζ  is a cofibration.

PROOF.  pj^{CX)  S  CX x Sn  and PiUY)  = Y x Sn  and the  two
fibre fibre

pieces  are  identified  by  the  clutching- function  a: X- > Y x F(n +  1).
Hence  EξΘl  =  CX x S71 l)d Y x S71,  where  the map J: X x  Sn- >Y  x Sn,
is  the  evaluation- map  corresponding  to  a.  Thus  Zζ =  EξΘl/ s(Z) =

COROLLARY  4.7.  For n > r +  3, a degree q map f: Zξ - •  Sn,  exists

if  and  only  if  q([ξ])   -   0 in  KF(Z).

PROOF.  Take  the exact  cofibration  sequence

[S*X; S71] —  [SnY; Sn] S-  [Z ξ; Sn] ,
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and  use the identity:  subgroup  ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  KF(Z) of  fibrations  fibre  homotopy
trivial  over  Y = [SnX; Sn].

COROLLARY  4.8.  Let ξ  be a  spherical  Hurewicz  fibring  over an
r- dimensional  CW- complex X  whose fibre is of the homotopy type of S71'1

with  n > r +  2 such  that  the restriction  of ξ to X1"1  is  fibre  homotopy
trivial.   Then a degree q map  f:Xξ—>Sn  exists  if  and  only  if  q([ξ])  =  0

in  KF(X).

PROOF.  I t immediately  follows  from  Corollary 4.7.

LEMMA  4.9.  There  exist  bisections  ψ: {Xξ; Sn}  - •  Ms(ξ, n)  and ψq:
{Xξ;S%- >Mq

s(ξ,n).

PROOF.  Let ψς: EξΘl  —> Xξ be the quotient projection and ψf: [Xξ  Sn] —>
Af(f Θ 1, n +  1) be the induced  map.  The map Σ(ξ): M(ξ, n) - > M(ξ 0 1,
n + ΐ)   factors  through  [Xξ; Sn].   Let φξ: M(ζ, n) - > [Xξ; Sn] be the  unique
map  such  that

( i )  Σ(ξ) =   ψfoφξ.
If  Siξy.iX' S^^iX  ̂ S^1] is the suspension map, then

( ii)  S(ξ) =   φξΘlψ*.
Define  ψ: {Xξ; Sn} - + Ms(ξ,  n) and φ: Ms(ξ, n) - > {Xξ  Sn} by

ψ  =  dir  lim ψ*®m  and  φ =  dir  lim ^ f Θ m .
7Λ- »oo  m—>oo

I t  follows  from  (i) and (ii) that  ψφ =  1 and 0τ/r =  1.

LEMMA  4.10.  Lei X  be a  finite  dimensional  CW- complex and ξ be
a  Hurewicz  fibring  over  X  whose fibre is of the homotopy type  of S n - 1

and  suppose  that  ξ  is  orientable.  Then  there  exists  q ̂   1  such  that
Mq\ ξ,n)Φ  0 .

PROOF.  I t is  an immediate  consequence  of  the converse  to Dold's

theorem  modfc  and the fact  that  KF(X) is a torsion  group.

COROLLARY  4.11.  Let ξ, η be spherical  Hurewicz  fibrings  over a
finite  dimensional  CW- complex X and whose fibres are of the  homotopy

type of S w - 1  and  S71'1  respectively and such that  [ξ]  -   [η]  e KFOΐ(X).  Then
Mq

s(ξ(£>n,η®m)  Φ 0 .

PROOF.  I t is an immediate  consequence  of  Lemma  4.10 and Obser-
vation 4.2.

Motivated  by Corollaries  4.5,  4.7, 4.8 and Lemma  4.10,  we define  a

degree- function  q on the subgroup  KFOΐ(X)  of  KF(X).
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DEFINITION   4.12.  LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  X  be  a  finite  dimensional  CTΓ- complex  and  ξ
be  a  Hurewicz  fibring  over  X  whose  fibre  is  of  the  homotopy  type  of
S71"1  and  suppose  that  ξ  is  orientable.  q(ς )  is  defined  to  be  the  least
positive  integer  q such that Mq

s(ξ, n) Φ 0  (or, equivalently,  [Xs;  Sn]q  Φ  0) .
This defines  a  function  q: KF0T(X)  - > Z+,  which  we  shall  call  the  degree-
function  on  KF0T(X).

R E M A R K  4 . 1 3 .  L e t  S  =   {(u, v) eKF(X)  x  KF{X)\u  - veKFOΐ(X)}.
One  is  inclined  to  define  a  seemingly  more  general  degree- function
q:S^Z+  by  letting  q(ξ,η),  for  an  Sm"1- fibration  ς  and  an  S^- fibration
η,  to  be  the  least  positive  integer  q  such  that  M£(ζ 0  n, η φ  m) ^  0 .
However  an  immediate  consequence  of  Observation  4.2  is  the  following:

Translation  property.

q(u, v) = q(u — v)

which  makes  clear  that  it  suffices  to  study  q.
Let  πt:  Xζ  V Xξ  - > Xξ,  i  =  1, 2  denote  the  projections.  Let  / / : Xξ - +

Xζ  V l f  be  a  base- point  preserving  map  such  that  the  composites  πtµ
f

are  homotopic  to  the  identity  for  i  =  1, 2.  If  fu  f2:  Xξ  - > Sra  are  base-
point  preserving  maps  of  degrees  qx  and  q2,  respectively,  at  each  fibre,

then  the  composite  Xξ  - -̂ > Xξ  V Xξ  f- ^>  Sn V Sn  - ^- > S\  where  Δ'  is  the
co- diagonal,  is  a  base- point  preserving  map  of  degree  (q±  +  q2) at  each
fibre.  If  f:  Xζ  - > Sn  is  a  base- point  preserving  map  of  degree  q  at  each
fibre  and  heF(n;  —1),  then  the  composite  hf  is  a  base- point  preserving
map  of  degree  — q  at  each  fibre.  Hence  the  degrees  of  maps  / : XfΘ m  —>
Sm + n  (over  all  m  ^  0)  form  a  group  and  thus  if  /   is  such  a  map  of
degree  q,  then  q  is  a  multiple  of  q(ξ).

The  degree- function  has  the  following  properties:

( i  )  Non- degeneracy  condition:  For  u e KF0T(X),  u  =  0  if  and only
if  q(u) -   1.

(ii)  Multiplicative  property:  For  u, veKFOΐ(X),  q(u +  v)\q(u)q(v).
(iii)  N aturality:  If  / : X- *  Y  is  a  map,  then  ?(/ '(%)

TH EOREM  4.14.  27&e degrree  and  the  order  of  an  element  of  KF0T(X)
are  divisible  by  the  same  set  of  primes.

PROOF.  I t  is  an  immediate  consequence  of  the  generalized  Dold
theorem  mod A;  and  its  converse.

From  now  onwards  d  denotes  the  order  function  in  KF(X),  i.e.;  for

ξeKF(X),  d(ξ) denotes  its  order  is  KF(X).
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LEMMA  4.15.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Suppose  (p*)^^*.  is  a  set  of  distinct  primes  and  ξ =

Σf= i  ζi  is  a  decomposition  in  the  group  KFOT(X)  such  that  d(ζt)  is  a  power

of  Pi.  Then  the  prprimary  component  of  q(ξ) is  q(ξt)  and  q(ζ) =   Π<=i ?(&)•

P ROOF .  q(ξ) | Π*=i ?(&)  by  the  multiplicative  property.  d(ξt)  is  a
power  of  pt  and  hence  by  Theorem  4.14,  q(ξt)  is  a  power  of  pt.  Thus
the  ^ - p r im ary  component  of  q(ζ)  divides  q(ςt).  ξi  =  ξ  — Σ i*i?i>  and  by
the  multiplicative  property,  q(ζt)\q(ξ) Πy*< «( - &) .  F or  j  Φ i9  d(- ξd),  and
hence  by  Theorem  4.14,  q( — ξ/ )f  is  a  power  of  pά  and,  consequently,  pt

does  not  divide  ΐlJΦi  q( — ξj).  Thus  q(ζt)  divides  the p Γpr im ary component
of  q(ζ).

Let  us  recall  t h a t  if  n  =   Πf= iP?S f°r  distinct  primes  (pl)i< ii< ik (at  >  0),
then  the  finite  cyclic  group  Zn  of  order  n  decomposes  in to  a  direct  sum
Zn  =   Θf= i Zp*i,   where  Zp*i   is  the  cyclic  subgroup  of  Zn  generated  by

COROLLARY  4.16.  Let  ξeKFoτ(X)  and  write  I   =  jM= 1nixi  in  the

group  Zd{ξ)  relative  to  the  above  decomposition.  Put  ξt  =   n^ζ  so  that

ξ  =  yΣji=iξi  in  the  group  KF0V(X).  Then  the  p^primary  component  of

Q(ξ) ^  q(ξt)  and  q(ξ) =  Π ί= i9(fi) -

5.  Applications.  U sing  the  Adams  conjecture  (for  the  proof  refer
to  either  [6]  or  [13]),  we  obtain  the  following  corollary  to  the  converse
of  D old's  theorem  mod ft.

COROLLARY  5.1.  Let  ξ  be  an  orientable  vector- bundle  over  a  finite
CW- complex  X  and  keZ.  Then  there  exist  m,  t  >̂ 0 and  a  fibrewise  map
f:  ES(ξ+m)  - > Es{irk {ξ+m))  of  degree  k* at  each  fibre.

Let  us  note  t h a t  Corollary  5.1  is  also  proved  by  different  methods
in  [18,  Chapter  11].

Let  ηk_x  be  the  Hopf  line  bundle  over  complex  protective  space
Pfc- i(C).  Let  3£ jfc: πln^{Sln~2)  - > τt2n_2{Wn_uk_^  denote the boundary  operator
of  complex  Stiefel  fibring

n,k'  yy  n,k

Let  ir  e πr(S
r)  =  Z  be  the generator.  Then wnik  =   32,fc(i2n - i)  is  the  obstruc-

tion  to  cross- sectioning  pc

n>k.  Let  d(wn>k)  denote  its  order  in  the  group

^2n- 2\  ^f  n—l,k—l)'

PROPOSITION   5.2.  For  n  ^  2k  — 1,  d(wn,k)  =  q{—nηk_^.

P ROOF .  Straightforward  application  of  the  D uality  theorem  of  [4]
and  the  F reuden thal  suspension  theorem.
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LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Mk  =   Π P pv* ιMk)  be  the  Atiyah - Todd  number  defined  in  [5]  by

sup {r  +   v,(r);  1 £  r  £  [(fc  -   l)/ (ί> -   1)]}  if  p  ^  *

• '<**>   =   (0  if  P  >  *  .

PROPOSITION   5.3.  1/   vp(n)  ^  ^ ( M ^ ) ,  tfeew

=   \Vp{Mk)  "  ^ W  ^  ^ W  ~   Vp{Mk)

(θ  i /   v,(n)  >  vp(Jtf4)  .

P ROOF .  I t  is  an  immediate  consequence  of  Corollary  4.8  and  the
result  of  [3]  t h a t  J(ηk^)  is  of  order  Mk  in  J(Pk^(C)).

COROLLARY  5.4.  If  vp{n)  ^  v9{M k_^9  then

(vp(Mk)  -   vp(n)  if  vp(n)  ^  vp(Mk)  .

P ROOF .  I t  is  an  immediate  consequence  of  Propositions  5.2  and  5.3.
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