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Der Entwurf linearer Regelungssysteme im Zustandsraum®)

Von J. ACKERMANN, Oberpfaffenhofen

Es wird ein einfaches Verfahren zur Festlegung einer gewiinsch-
ten charakteristischen Gleichung fiir ein System x[k+1]=
=A x [k]+ b ulk] durch eine Zustandsvektor-Riickfiihrung
u=—k' x hergeleitet, das keine Transformation der Zustands-
gleichungen in eine kanonische Form erfordert. Das Ergebnis
ist: Man erhdlt k', indem man die gegebene Dynamik-Matrix A
in das gewiinschte charakteristische Polynom einsetzt undmit der
letzten Zeile der Inversen der Steuerbarkeitsmatrix vormulti-
pliziert. Das duale Ergebnis fiir die Beobachter der Ordnung n
und der Ordnung n— 1 wird gezeigt.

A simple method for obtaining a desired characteristic equation
for a system x[k+11=A x[k]+ b ulk] by state variable feed-
back u= —k’ x is derived. It does not require a transformation
of the state equations to a canonical form. The result is: Obtain
k' by substituting the given dynamic matrix A into the desived
characteristic polynomial and premultiplying by the last row
of the inverse of the controllability matrix. The dual result for
the observers of order n and n—1 is shown.

1. Einleitung

Mit Hilfe von Zustandsraum-Methoden kann die giinstigste
Struktur eines linearen Regelungssystems gefunden werden.
Es soll hicr cin Verfahren hergeleitet werden, mit dem die
freien Parameter in dieser Struktur auf einfache Weise so
bestimmt werden konnen, dall das Regelungssystem ecine
gewiinschte Dynamik erhalt.

Der Ubersichtlichkeit halber wird die Arbeit auf Systeme
mit einer EingangsgréBe # und einer Ausgangsgrofle y be-
schrinkt. AuBerdem werden hier nur diskrete Systeme be-
handelt; fiir kontinuierliche Systeme lassen sich alle Her-
leitungen vollig entsprechend durchfiihren, man muf} im
folgenden lediglich fTk] durch f(r), fTk+1] durch df(r)/dr
usw. sowie z durch s ersetzen.

Die Regelstrecke sei durch die Zustandsgleichungen

x[k+1]=Ax[k]+bu[k],
y[k]=¢x[k]

beschrieben, die Dimension der Dynamik-Matrix A sei n.n.
Es wird vorausgesetzt, daB die Regelstrecke (1) steuerbar
und beobachtbar ist, d. h. es sei

(D

det Qg=det[b, Ab... A" 'b]+0, 2)
”

det Qp=det _‘ *0. (3)
ear

Im folgenden wird zunédchst angenommen, der Zustand x
sei bekannt. Durch eine Zustandsvektor-Riickfiihrung kann
damit eine gegebenc charakteristische Gleichung erzeugt
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werden. Das nicht melbare x wird dann durch einen Schétz-

A

wert ¥ ersetzt, den ein ,,Beobachter** erzeugt, das ist ein
dynamisches System mit den Eingangsgrofien u und y.

2. Zustandsvektor-Riickfiihrung

Durch eine Zustandsvektor-Riickfiihrung

ulk]=—k'x[k] (4
erhilt das System (1) die Form
x[k+1]=(A-bk")x[k]=Fx[k]. (5)

Der Parametervektor k soll so gewihlt werden, daB das
System (5) eine vorgegebene charakteristische Gleichung

R(z)=det (zI—F)=det (zI — A + bk') =
=og+a z+...+4_2" ' +2"=0  (6)

erhilt. Ein konstruktiver Beweis dafiir, dal} dies bei steuer-
baren Systemen stets moglich ist, wurde von Bass und Gura
[1] gefiihrt. Thr Beweis ist jedoch recht aufwendig, und im
Ergebnis werden die Koeffizienten a; der charakteristischen
Gleichung von A bendétigt. Eine einfache Beweisfithrung
wird von Kalman [2] angegeben. Dabei werden die Zustands-
gleichungen zunéchst in die Regelungs-Normalform trans-
formiert, das Ergebnis ist dann leicht abzulesen. Es miissen
auch hierbei die a; berechnet werden. Wenn man in das ur-
spriingliche Koordinatensystem zuriick will, mul} aullerdem
die Transformationsmatrix invertiert werden. Fiir die prak-
tische Anwendung ist daher auch dieser Weg nicht besonders
vorteilhaft. Im folgenden wird eine neue Herleitung ange-
geben, die zu einem einfacheren Ergebnis fiithrt. Der beson-
dere Vorteil dieser Losung ist, dal3 die a; nicht berechnet
werden miissen.

Durch wiederholte Anwendung von GI. (1) erhélt man

x[k+1]=Ax[k]+bu[k],
x[k4+2]=Ax[Kk]+bu[k+1]+Abu[k],
: (7)
ulk+n—1]
x[k+n]=A"x[k]+[b,Ab,...A" "b]|u[k+n-2]|.

u [k]

Da das System nach GI. (2) steuerbar ist, kann es aus jedem
gegebenen Anfangszustand x[A] in jeden gewiinschten End-
zustand x [k +#] Giberfiihrt werden, und zwar mit einer Stell-
folge, die man durch Auflésung von GI. (7) erhilt:

ulk+n—1]

l:l [e+a—2] | Qs ' (x[k+n]—A"x[Kk]). (8)
u[k]

Die Stellfolge bezeichnet die Stufenhdhen der treppenférmi-

gen Stellgrofle.



Beim Einfiihren einer Riickfithrung will man im Gegensatz
zur Steuerung zum Zeitpunkt & noch nicht die gesamte Stell-
folge vorausberechnen, sondern nur u#[k] bestimmen, d. h.,
es wird nur die letzte Zeile von Gl. (8) bendotigt. Bezeichnet
man die letzte Zeile von Q5! mit €, so lautet die letzte Zeile
von Gl. (8)

ulk]=e (x[k+n]—A"x[k]). 9

Darin wird nach Gl. (5) x[k+#n]=F" x[k] eingesetzt und
F? mit Hilfe des Cayley-Hamilton-Theorems [3] ausgedriickt.
Dieses Theorem besagt, daB jede n. s Matrix ihre eigene
charakteristische Gleichung erfiillt, mit Gl. (6) also

R(F)=ool +o,F+...+a, F" "'+ F'=0. (10)

Damit wird

ulk]=—e' (ol + o, F+... +o,_F'" '+ A" x[k]. (11)
Die letzte Zeile von Qs ! Qs=1I lautet
e'[b,Ab... A" 'b]=[0...01]. (12)
In GI. (11) ist also
¢F=e¢(A—bk')=¢'A,
e’F’=.e’A(A—bk’}=e'A2, (13)

efF.n— 1 :.efArr—I
Das Regelgesetz erhilt damit die Form
u[k]l=—e (ool +o, A+ ... 4o, A" '+ 4" x[k], (14)
und mit der Schreibweise von Gl. (6) ist

ulkl=—e'R(A)x[k]=—k'x[k].
das heif3t

k'=e'R(A). (15)

In Worten: Man erhéilt den Parametervektor k” des Regel-
gesetzes (4), indem man die Dynamik-Matrix A4 in das ge-
wiinschte charakteristische Polynom R nach Gl. (6) einsetzt

und mit der letzten Zeile der Inversen der Steuerbarkeits-
matrix vormultipliziert.

3. Zustandsschiitzung durch einen Beobachter der Ordnung n

Da der Zustand x im allgemeinen nicht meBbar ist, wird
x[k] in dem Regelgesetz (4) durch einen Schitzwert £[k]
ersetzt. Luenberger [4] hat zu diesem Zweck einen Beobachter
entwickelt: Ein lineares dynamisches System der Ordnung n
mit den EingangsgréfBen # und y, allgemein also

R k+1]=F2[k]+gu[k]+hy[k]. (16)

Der Zustand # des Beobachters soll moglichst genau gleich
dem Zustand x der Regelstrecke (1) werden. Wir fiihren den
Schiitzfehler

(17)
ein und erhalten durch Subtraktion der Gl. (16) von GL. (1)
f[k+1]=F[k]+(A—F—he")x[k]+(b—g)u[k].(18)
Die Ruhelage der Fehlerdynamik (18) soll

lim #[k]=0

¥=x—2%

k= o
sein. Das wird erreicht mit
F=A—h¢' und g=b. (19)

AuBerdem muf das so entstehende System

F[k+1]=F%[k]=(A—h")%[k] (20)
stabil sein. Der Beobachter (16) erhilt die Form
R[k+1]=F2[k]+bulk]+hy[k]=

=AR[K]+buk]+h(y[k]—c'2[k])=
=A% [k]+bu[k]+he'%[k]. (21)

Der Beobachter ist also ein Modell der Regelstrecke, das
durch den meBbaren Fehler ¢’ ¥[k] angetriecben wird. Freie
Parameter sind die # Komponenten des Vektors h. Sie kon-
nen bei jedem beobachtbaren System so festgelegt werden,
daB sich in Gl (20) eine gewiinschte Fehlerdynamik ergibt.
Die Bestimmung von & kann auf die Losung (15) zuriick-
gefiihrt werden. Das charakteristische Polynom der Fehler-
gleichung (20) lautet

B(z)=det(zI —F)=det(zI —F')=det(zI — A’ +ch') =
=Po+Prz+ ...+ Py 2" +2". (22)

Fiir vorgegebene f; soll daraus h’ bestimmt werden, das ist
das duale Problem zu GI. (6). Es entsprechen einander A
und 4', b und ¢, k" und ', «; und f;, R und B. Die duale
Losung ist also nach GI. (15)

h'=f'B(Ad")=f'B'(4),
h=B(A)f.

Darin ist f* die letzte Zeile der transponierten inversen Beob-
achtbarkeitsmatrix

0L =g A% ..A™ ]~

[ ist folglich die letzte Spalte von @p~'. In Worten: Man
erhilt den Parametervektor /i des Beobachters, indem man
die Dynamik-Matrix A in das gewiinschte charakteristische
Polynom (22) einsetzt und mit der letzten Spalte der Inversen
der Beobachtbarkeitsmatrix nachmultipliziert.

(23)

4. Der Beobachter der Ordnung n—1

Man kann die Zustandsgleichungen (1) stets so transformie-
ren, dal die mel3bare AusgangsgroBe y eine ZustandsgroBe
ist. In dieser Form ist unmittelbar zu sehen, dal3 der Beob-
achter nur fur die iibrigen n— 1 ZustandsgréBen Schiitzwerte
bilden mul}. Luenberger [4] hat gezeigt, daB es fiir ein System
n-ter Ordnung einen Beobachter der Ordnung n—1 gibt. Er
benutzt zur Beweisfiihrung die Diagonalform der Zustands-
gleichungen. Kalman [2] transformiert das System zunéchst
in die Beobachter-Normalform und modifiziert diese dann
durch eine weitere Transformation, so dal}3 ein zu beobach-
tendes Teilsystem der Ordnung »— | entsteht. Im folgenden
wird ein anderer Weg in Anlehnung an die Arbeit von Kor-
tiim [5] angegeben, bei dem keine Transformation in eine
kanonische Form ausgefiihrt werden mulf3.

In der Zustandsgleichung (1) wird x in einen Vektor x* der
Dimension n—1 und in die verbleibende Komponente x,
zerlegt: x'=[x1, x2 ... xp]' =[x*, x,]. Mit entsprechender
Unterteilung von A, b und ¢ lautet GI. (1) dann

I*[k-i—l] A“ [ . x* [I\'] b$ '
[xu L+ 1]:|=[a,',1 a] [x" [k]}r[ ,J"]u [k, (24

e 78]

(25)



Dabei wird vorausgesetzt, dal} ¢, & 0, was bei einem beob-
achtbaren System gegebenenfalls durch Umnumerieren der
ZustandsgroBen im Vektor x stets erreicht werden kann. Es
wird zunéchst x, aus Gl. (25) berechnet und in GI. (24) ein-
gesetzt. Das entspricht einer linearen Transformation

I,_, 0 =i | By 0
- | M =" . 26
w=T;x L*, C"]x, T, [_c*' e, 1 /C,.jl (26)

Aus den Gln. (24) und (25) wird
wlk+1]=T AT 'wlk]+ Tibu[k]=

=[IP: g]w [k]+|:f ]u [k]
y[K]=[c* ¢, ] T "w[k]=[0...0 1]w[k].
Darin ist
P=A,,—a;c*lc,, qg=alc,,

’ £ ’ ¥ £ 34
r=c A11+Cnan17(c ﬂlra+cnann)c /Crn
t=c"b*+c,b,.

27)

s= C*'a 1n/crr 2 Ay >
(28)

In einer zweiten Transformation

v* I._, —h _y |41 B
— = P —| % —3 n 2
v l:v”:l w [0 I:IW, T, [0 i (29)

wird nun ein zunichst beliebiger Parametervektor h einge-
fiihrt. Man erhilt aus GI. (27)

v[k+1]=T, T AT ' T, ' v[k]+ T, T,bu[k]=
P—hy' Ph+q—hr'h—hs b* —ht

_I;" kg j,v[k]+|: ; :Iu [K],

y[k]=[0...0 1Je[k]=v,[k]. (30)

[n der Differenzengleichung wird vy, [k]=y[k] eingesetzt und
der Beobachter entsprechend Gl. (21) als Modell des Teil-
systems der Ordnung »— 1 aufgebaut:

¥ [k+1]=(P—hr') 3* [ k] +(Ph+q—hr'h—hs) y [k]+
+(b*—ht)u[k]. (31)
Durch Subtraktion vom ersten Teilsystem in der Differenzen-

gleichung (30) erhilt man fiir den Schitzfehler §*=p* — 9 *
die Beziehung

i [k+1]=(P—hr") ﬁ’“[fc]. (32)
Durch die Wahl von h kann wieder in der in den Gln. (22)

und (23) dargestellten Weise fiir die Fehlerdynamik jedes
gewlinschte charakteristische Polynom

B(z)=det(zI—P+hr)=y5+ .2+ ... 47,-22" 242}

(33)
erzeugt werden; es ist
¥ “ 19
h=B(P)- ';P &l (34)
J‘lPll -3 1

In dem zu schiitzenden Zustand # erhilt man die ersten n—1
Komponenten aus dem Beobachter (31), und die letzte ist
nach GL (30) vp=y. Im urspriinglichen Koordinatensystem
lautet der Schitzwert

ﬁ*
=TT, =11, ! =

N ™+ hy
a (_ C*’ﬁ*)lcn + (1 3=y C*"l)/C” )

Diese Gleichung kann mit der Unterteilung des £-Vektors
entsprechend Gl. (24) etwas einfacher in der folgenden Form
geschrieben werden:

=0*+ny,
"\)u =(y'"' C*’ﬁ*)/cn U

Man braucht also bei der Anwendung des Verfahrens die
Transformationen T; und T3 nicht auszurechnen. Man unter-
teilt vielmehr A, b und ¢ in der in Gl. (24) und (25) angege-
benen Weise und bestimmt daraus P, q, ¥, s und ¢ nach Gl.
(28). Nach GlI. (33) legt man das gewiinschte charakteristische
Polynom fest und bestimmt daraus h iiber Gl. (34). Damit
ist der Beobachter nach den Gln. (31) und (35) bestimmt.

(35)

5. Das Regelungssystem

Das Regelungssystem aus Regelstrecke, Beobachter und
Zustandsvektor-Riickfiihrung ist in Bild 1 dargestellt. Das

d
I Regelstrecke

ol Vorfilter > Gl (1) &
K £ Beobachter
= Gl (21) oder
Gin. (31) und (35)

Bild 1. Regelungssystem mit zwei Freiheitsgraden.

Fiihrungsverhalten von der Fiihrungsgréfe w zur Regel-
groBe y kann zusitzlich iiber ein Vorfilter beeinflult werden,
d. h. es wird eine Struktur mit zwei Freiheitsgraden [6] zu-
grunde gelegt. (Der T.eser mige die von den deutschen Nor-
men abweichende Bezeichnungsweise in Bild 1 entschuldigen.
Dort wurde y statt x und in GI. (1) & statt y benutzt, um mit
den international gebriuchlichen Bezeichnungen in Ubeiein-
stimmung zu bleiben.)

Am Eingang der Regelstrecke wird eine nicht meBbare Stor-
grole d angenommen. Damit lautet die vollstindige Glei-
chung der Regelstrecke

x[k+1]=Ax[k]+b(u[k]+d[k]),

y[k]=¢'x[k]. (36)
Mit
u=m—k't=m—k'x+k's (37)
wird
x[k+1]=(A—-bk')x[k]+bk'S[K]+b(d[k]+m[k]).
(38)

Verwendet man den Beobachter n-ter Ordnung nach GI. (21),
so erhdlt man entsprechend Gl. (20) den Schitzfehler ¥ =x— #
durch Subtraktion der Gl. (21) von (36):

#[k+1]=(A—he)&[k]+bd[k]. (39)

In der Beschreibung des Gesamtsystems benutzt man wie in
[2] den Schétzfehler X statt des Beobachterzustandes £. Die
Gln. (38) und (39) werden also zusammengefal3t zu

g 2 e

o]t

y[k]=c'x[k]. (40)



Die charakteristische Gleichung des Gesamtsystems lautet

det(zI —A+bk')-det(zI— A+ he')=

=(otg+ ..+, 2" '+ 2V (Bo+ .. + fu_ 12" 1 +27)=0.
(41)

Hier treten also sowohl die fiir die Regelung in Gl. (6) fest-
gelegten Eigenwerte also auch die Eigenwerte des Beobach-
ters nach GI. (22) auf. Gl. (46) zeigt, daf} der Beobachter und
die Zustandsvektor-Riickfithrung sich nicht gegenseitig be-
einflussen, sie liefert also nachtriiglich die Rechtfertigung fiir
den Ersatz von x durch £.

Eine wichtige Eigenschaft dieses Regelungssystems ist, daf3 der
Schitzfehler ¥ von der Fithrungsgrofle m bzw. w aus nicht
steuerbar ist, d. h. das f/-Polynom hat keinen EinfluB auf das
Fiihrungsverhalten. Mankannalsoz.B. durchein Vorfilter V(z)
und die Wahl des x-Polynoms die Fiihrungs-Ubertragungs-
funktion Y(z)/W(z) festlegen und danach die f-Koeffizienten
im Hinblick auf eine giinstige Storungsiibertragungsfunktion
Y(z)/D(z) wihlen. Wenn {iber die StérgroBe d zu wenig be-
kannt ist, kénnen die Beobachterpole auch wihrend des
Betriebs nachgestellt werden, ohne dal} sich das Fiihrungs-
verhalten dabei dndert. Das gleiche gilt gemil GI. (32) auch
fiir den Beobachter der Ordnung n—1.

6. Ein Beispiel

Die Regelstrecke in Gl. (1) sei gegeben durch

x[k+1]=[_(2)15 é’S]JC[k]-{'[(l)]u[k], (42)
yk]=[ 3 2 ]x[k].

Die Steuerbarkeits-Matrix Qs und die Beobachtbarkeits-

matrix Qp lauten
1 2 (i 32
ot 2], a5

Es ist det @s=—0,5 4 0 und det @p=2 = 0, das System
ist also steuerbar und beobachtbar.

Es soll ein Regelungssystem mit ag=a3=0, d. h. R(z)=2z2
und einem Beobachter der Ordnung »—1=1 mit einem Pol
bei z=0,3 entworfen werden.

Fiir die Zustandsvektor-Riickfithrung benétigen wir die letzte
Zeile von Qs7L. Sie lautet ¢'=[0—2]. Mit dem gewiinschten
charakteristischen Polynom R(z)=z2 erhilt man

k'=e'R(A)=e'A*=[2,5 0,5].

Beim Entwurf des Beobachters erster Ordnung kdnnen wir
die Reihenfolge der x-Komponenten beibehalten, da co=2
+= 0. In GL (24) ist An=2, aip=1, apn=-—0,5, ayn,=0,5,
b*=1, by=0, ¢*=3 und c;=2. Aus Gl (28) erhilt man
damit P=0,5, ¢=0,5, s=2, r=—1 und ¢=3. Mit dem
charakteristischen Polynom —0,3+z nach Gl. (33) wird A

nach (34) h=(—0,3+P)(—1y1=—0,2. Die Beobachter-
gleichungen (31) und (35) lauten also

0* [k+1]=0,3 6% [k]+0,84 y [k]+ 1.6 u [K] .

(43)
2*=0*-0,2y,
£,=(y—=3%9/2.
Das Regelgesetz u=m— k' £ erhiilt damit die Form
j_*
u=m—k'8=m—=k’' 4 =m-1,75"4+0,1y. (44)
2

In dem Regelungssystem von Bild 1 ist der Beobachter mit
der Zustandsvektor-Riickfiihrung zusammengefalt; sie wer-
den zusammen durch die Gin. (43) und (44) beschrieben.

Es sei hier angemerkt, dal} die Regelstrecke (42) instabil ist,
wie man anhand der charakteristischen Gleichung det(z I — A)
=z2=25z4+1,5=(z—1) (z—1,5) sieht. Die charakteristische
Gleichung der Regelstrecke wird jedoch fiir das Entwurfs-
verfahren nicht benotigt, und die Instabilitit der Regelstrecke
ist ohne Bedeutung.

7. SchluBbemerkungen

Der Entwurl von EingroBen-Regelungssystemen mit Beob-
achter und Zustandsvektor-Riickfiihrung wurde vereinfacht.
Nicht behandelt wurde dabei die Frage, wie die Regelungs-
pole und Beobachterpole zu wiihlen sind. Diese Frage wird
in [7] diskutiert. Dort wird auch die Erweiterung des Verfah-
rens auf MehrgroBensysteme untersucht. Fiir den Fall, daB3
die gewiinschte charakteristische Gleichung z?=0 ist, wurde
eine der GI. (15) entsprechende Losung fiir MehrgroBen-
systeme, bereits in [8, Gl. (20)] angegeben.
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