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Descente par éclatements en
K-théorie invariante par homotopie

Par DENIS-CHARLES CISINSKI

Résumé

Ces notes donnent une preuve de la représentabilité de la K-théorie in-
variante par homotopie dans la catégorie homotopique stable des schémas
(résultat annoncé par Voevodsky). On en déduit, grace au théoreme de
changement de base propre en théorie de I’homotopie stable des schémas,
un théoreme de descente par éclatements en K-théorie invariante par ho-
motopie.

Abstract

These notes give a proof of the representability of homotopy invariant
K-theory in the stable homotopy category of schemes (which was announ-
ced by Voevodsky). One deduces from the proper base change theorem
in stable homotopy theory of schemes a descent by blow-ups theorem for
homotopy invariant K-theory.

Introduction

La descente par éclatements pour la K-théorie invariante par homotopie
a été prouvée par C. Haesemeyer [7] pour les schémas de caractéristique nulle.
Il s’agit de I'un des ingrédients de la preuve de la conjecture de Weibel [23,
Question 2.9], d’annulation de la K-théorie négative au dela de la dimension
de Krull, pour les schémas de caractéristique nulle ; voir [4].

Nous prouvons ici la descente par éclatements pour la K-théorie invariante
par homotopie pour les schémas noethériens de dimension de Krull finie (sans
aucune restriction sur la caractéristique). L’argument invoqué ici n’utilise pas
de résolution des singularités, mais consiste & démontrer un résultat intéressant
en soit, annoncé par V. Voevodsky [20, Th. 6.9] : la représentabilité de la
K-théorie invariante par homotopie dans la catégorie homotopique stable des
schémas de Morel et Voevodsky par le S' A G,,-spectre KGL. La descente
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par éclatements en K-théorie invariante par homotopie est alors un simple
corollaire des théoremes de changement de base lisse et de changement de base
propre dans le cadre motivique, démontrés par J. Ayoub [1], et légérement
généralisés dans [3].

Pour terminer ces notes, en utilisant le fait que la K-théorie non-connective
est invariante par homotopie modulo la p-torsion pour les schémas de ca-
ractéristique p >0, on en déduit, sous 'hypothése de I'existence d’une résolution
des singularités locale pour les k-schémas de type fini, la conjecture de Weibel
en caractéristique positive modulo p-torsion (d’apres T. Geisser et L. Hessel-
holt [5], ainsi que A. Krishna [11], on peut aussi avoir des résultats a coeffi-
cients entiers, mais sous ’hypothese de ’existence d’une résolution des singu-
larités globale). Signalons que, depuis la rédaction de la premiere version de ces
notes, la conjecture de Weibel en caractéristique p > 0 modulo p-torsion a été
démontrée inconditionnellement par Shane Kelly [10], en utilisant les résultats
de représentabilité et de descente prouvés ici, ainsi que les raffinements ap-
portés par O. Gabber a la théorie des altérations de de Jong.

Dans ce qui suit, tous les schémas seront noethériens, de dimension de
Krull finie.

1. Spectres invariants par homotopie

1.1. Si E est un S'-spectre, on notera m,(E) son n-eme groupe d’homo-
topie stable. Lorsque nous aurons envie d’insister sur le point de vue cohomo-
logique, nous écrirons

H™Y(E) = 1_n(E).

1.2. Soit S un schéma. On considere la catégorie £(S) des préfaisceaux
simpliciaux sur la catégorie des S-schéma lisses, munie de la structure de
catégorie de modeles projective (voir par exemple [2, Prop. 4.4.16]). On désigne
par £ (S) sa variante pointée. On note Spgi(S) la catégorie de modeles stable
des Sl-spectres (symétriques) dans & (S) (ou encore, de maniére équivalente, la
catégorie de modeles projective des préfaisceaux en S'-spectres (symétriques)
sur la catégorie des S-schémas lisses). La catégorie homotopique correspon-
dante Ho(Spg1(.9)) est canoniquement munie d’une structure de catégorie tri-
angulée engendrée par ses objets compacts. Une famille génératrice est donnée
par la collection des (suspensions des) objets de la forme 3°°(X ), ou X par-
court la classe des S-schémas lisses. Si E est un S'-spectre dans &(S), on note,
pour tout entier n et pour tout S-schéma lisse X,

H"(E(X)) ~ Homp(sp, (5)) (27 (X4), X" E)

le n-eme groupe de cohomologie de X a coeflicients dans E. Un morphisme
E — F de Ho(Spg1(S)) est un isomorphisme si et seulement si, pour tout
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S-schéma lisse X, et pour tout entier n, il induit un isomorphisme de groupes
abéliens H"(E (X)) ~ H"(F(X)).

On dispose aussi de la sphere de Tate S A G, (ot le groupe multiplicatif
G, est considéré ici comme un préfaisceau pointé par 1). On notera T' tout
remplacement cofibrant de S* A G, dans &(S) de sorte que T ~ S' A G,
dans Ho(&.(5)).

1.3. Un préfaisceau en S'-spectres E est dit invariant par homotopie si,
pour tout S-schéma lisse X, et pour tout entier n, la projection X x Al — X
induit un isomorphisme

H"(E(X))~ H'(E(X x A)).

On note Hop1(Spg1(9)) la sous-catégorie pleine des S'-spectres invariants par
homotopie. Cette derniere catégorie peut étre décrite comme une localisation
de la catégorie triangulée Ho(Spgi(S)) comme suit. Désignons par A la sous-
catégorie localisante (i.e. stables par petites sommes quelconques, par suspen-
sions et cosuspensions, ainsi que par extensions) de Ho(Spgi(S)) engendrée
par les cones des morphismes X°°(X x Al) — £°°(X,) (induits par les
projections X x Al — X). Alors le foncteur vers le quotient de Verdier cor-
respondant
Ho(Spg1(S5)) — Ho(Spg1(5))/ A

admet un adjoint a droite pleinement fidele dont 'image essentielle est précisé-
ment la sous-catégorie pleine de Ho(Spg1(S)) formée des S'-spectres invariants
par homotopie. On peut calculer I'adjoint a gauche du foncteur d’inclusion

i: Hoa1(Spgi(S)) — Ho(Spg1(5))

de la maniere suivante. On rappelle que ’on dispose d’un S-schéma cosimplicial
A% défini par

& =S x Spec (Zlto, ... tn]/(to+ -+ +tn — 1)),

et qu’on a des isomorphismes (non canoniques) A% ~ A%. Si E est un préfais-
ceau de Sl-spectres sur la catégorie des S-schémas lisses, on note Ra1(E) le
Sl-spectre défini par la formule
Rai(E) = th RHom(X*° (A%, ), E),
AneAop

ou RHom désigne le hom interne de la catégorie Ho(Spg1(S)), et ou la co-
limite homotopique est indexée par la catégorie opposée de la catégorie des
simplexes). On vérifie immédiatement que Ra1(E) est invariant par homo-
topie, et que le foncteur Ra1 est I'adjoint a gauche du foncteur d’inclusion
ci-dessus. Autrement dit, le morphisme canonique

E —» Rp:(E)
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est le morphisme universel de E vers un préfaisceau de S'-spectres invariant
par homotopie.

On dira qu'un morphisme de Ho(Spg:(S)) est une Al-équivalence si son
image par le foncteur Ra1 est un isomorphisme. On peut donc décrire la
catégorie Hop1(Spg1(S)) comme la localisation de la catégorie Ho(Spgi(S))
par la classe des Al-équivalences (le foncteur Rp1 étant alors le foncteur de
localisation canonique).

LEMME 1.4. Soit C un objet compact de Ho(Spg1(S)). Le foncteur
RHom(C, —) : Ho(Spg1(S)) — Ho(Spg1(5))

respecte les A'-équivalences. En particulier, pour tout préfaisceau de S*-spec-
tres E, on a un isomorphisme canonique

Ra1(RHom(C, F)) ~ RHom(C, Ra1(E)).

Démonstration. Pour un S-schéma lisse X et un préfaisceau de S'-spectres
E, on notera
EX = RHom(XZ*®(X,), E).
Pour tout préfaisceau de S'-spectres E, la projection A}q — S induit une
A'-équivalence
E —s EAs,
En effet, le morphisme de multiplication u : Aé Xg Als — A}g induit un
morphisme
EAS —5 BAs*sAs — (BAS)As,
d’olt un morphisme
h:x®(AL L) AL EAS — BAL
lequel est une A'-homotopie de Iidentité de EA" avec le morphisme composé
EAS — E — EAs,
Désignons par A’ la sous-catégorie localisante de Ho(Spg1(.S)) engendrée
par les cones de morphismes de la forme C' — CAI, pour C' un objet com-
pact. La remarque précédente montre que A" C A (ou A est la sous-catégorie

localisante introduite au numéro 1.3). On a en fait 'égalité A = A’. En effet,
le morphisme de multiplication

YP(Ag L) AEF(Ag,) — BP(AgL)
induit, pour tout S-schéma lisse X, un morphisme

o0 o0 1
S2(Ak,) — BF(Ak, ),
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lequel est une A'-homotopie (en termes d’espace des chemins) de I'identité de
¥>°(Ak ) avec le morphisme composé

YX(Ak,) — IF(X1) — Z®(AkL).

Le méme type de considérations montre plus généralement que, pour tout
entier n > 0, et pour tout objet compact C' de Ho(Spg1(S)), le cone du mor-
phisme canonique C — CA% est dans A = A’. Etant donné que YO(AL +)
est compact, et que les objets compacts de Ho(Spgi1(S)) sont stables par pro-
duit tensoriel (smash produit), le foncteur £ — EAs commute aux sommes
quelconques, d’olt ’'on déduit que la classe A’ contient en fait tous les cones de
morphismes de la forme £ — EAs pour tout F.

Soit C' un objet compact de Ho(Spgi(S)). Pour montrer que le fonc-
teur correspondant RHom(C, —) respecte les Al-équivalences, il suffit donc
a présent de vérifier que ce foncteur envoie A’ dans A’. Soit E un objet de
Ho(Spg1(S)). On vérifie aussitot que

RHom(C, EA5) ~ RHom(C, E)As,

d’ott on déduit la premiere assertion du lemme.
Considérons a présent deux objets C' et E de Ho(Spgi(S)), avec C' com-
pact. Les Al-équivalences étant stables par produit tensoriel, le spectre

RHom(C, Rp1(E))
est invariant par homotopie, ce qui implique que le morphisme canonique
RHom(C, E) — RHom(C, Rp1(E))
induit un morphisme non moins canonique
Rai(RHom(C, E)) — RHom(C, Rp1(F)).

Le fait que ce dernier soit un isomorphisme résulte du fait que le morphisme ca-
nonique RHom(C, E) — RHom(C, Ra1(F)) est une A'-équivalence, ce qui
se voit de la maniere suivante : 'objet C étant compact dans une catégorie
homotopique stable, le foncteur RHom(C, —) commute aux colimites homoto-
piques, et donc ce morphisme est une colimite homotopique de morphismes de
la forme

RHom(C, E) — RHom(C, EAs) = RHom(C, E)A%,

lesquels sont tous des Al-équivalences. O
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2. Représentabilité de la K-théorie invariante par homotopie

2.1. On note K 'objet de Ho(Spg1(.S)) représentant la K-théorie au sens
de Thomason et Trobaugh [19, Déf. 3.1] (laquelle, d’aprés [19, Prop. 3.10],
coincide avec celle de Quillen pour les schémas admettant une famille ample
de fibrés en droites, en particulier, pour les schémas affines). On a donc, pour
tout S-schéma lisse X, un isomorphisme canonique de groupes abéliens

Homp(sp,, () (22 (X4), K(X)) =~ Ky (X)

(avec K, (X) = 0sin < 0). Le spectre de K-théorie est un spectre en anneaux
(un monoide commutatif dans Ho(Spg1(S))) via le produit tensoriel (dérivé)
des complexes parfaits.

On définit la K-théorie invariante par homotopie naive IK par la formule

K = Ra1(K).

La structure de spectre en anneaux sur K induit canoniquement une telle
structure sur IK, de telle fagon que le morphisme canonique K — IK soit un
morphisme de spectres en anneaux.

On choisit une présentation du groupe multiplicatif

G, = S x Spec Z[t, t71],

et on note b € K1(G,,) la classe associée a la section inversible ¢, laquelle
correspond a un morphisme

b:T=5"AG,, — RQ™(K)

dans Ho(&,(9)).
On dispose alors du cup produit par la classe b en K-théorie et en K-théorie
invariante par homotopie naive :

L

bU:T ALK s e AL P K
L

bU T AY I P e AL K K

2.2. Comme on le voit, on aura donc a considérer des couples (E,w), ou
E est un préfaisceau de S'-spectres, et ott w : T A" E — E est un morphisme
de Ho(Spgi(S)). On peut toujours supposer que E est a la fois fibrant et
cofibrant. Cela implique alors que les propriétés suivantes sont vérifiées (on
rappelle qu'on a rendu T cofibrant dans la catégorie E,(S) des préfaisceaux
simpliciaux pointés) :
(a) le morphisme canonique 7’ AV E — T A E est un isomorphisme dans
Ho(Spg1(S)) (puisque E est cofibrant) ;
(b) le morphisme w se releve en un morphisme w : TAE — E (car TAE
est cofibrant et E est fibrant).
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Dans la pratique, on notera par abus w = w, ce qui est justifé par la proposi-
tion 2.3 et la remarque 2.4 ci-dessous.

Si E et E' sont deux préfaisceaux de S'-spectres chacun munis de mor-
phismes w: TAE — E et w' : TAE" — E’, un morphisme de préfaisceaux
de S'-spectres f : E — E' sera dit T-équivariant si le diagramme suivant
commute :

TANE -2 s E

| |

TAE Y~ E
PROPOSITION 2.3. Soit E un préfaisceau de S'-spectres a la fois fibrant
et cofibrant, et soient w; : T NE — E, i = 0,1, deur morphismes de
préfaisceaux de S*-spectres tels que wo = wy dans Ho(Spgi1(S)). Alors il existe
un préfaisceau de S'-spectres cofibrant E', un morphisme de préfaisceaux w'
TANE —s E', et deux équivalences faibles T-équivariantes f; : E — E', pour
E muni de w;, 1 =0, 1.

Démonstration. Notons A' l'intervalle simplicial (vu comme un préfais-
ceau constant), et posons I = X>°(Al). La diagonale de A! et le morphisme
A — AY induisent une structure d’algebre de Hopf sur I; on notera ici A :
I — I AT la comultiplication, et n : I — %°°(S) la co-unité. Les inclusions
{i} ¢ Al, i = 0,1, induisent des cofibrations triviales d; : £>°(Sy) — I,
i1 =0, 1, de sorte que nd; = 1;. En particulier, comme E est cofibrant, TAE AT
est un objet cylindre de T'A E au sens des catégories de modeles. Comme E
est aussi fibrant, on en déduit qu’il existe un morphisme

h:TNEN] —FE

tel que h(1g Ad;) = w; pour i = 0,1. On pose E' = E A I, et on définit v’
comme le composé

TAENT TS P A B ATAT 2 BAT
On définit enfin f; =1 Ad; : E — E A I pour i = 0,1, et on vérifie aussitot
que cela donne la construction voulue. O

Remarque 2.4. Pour tout morphisme de préfaisceaux de Sl-spectres w :
T NE — FE et pour toute cofibration triviale de but fibrant ¢ : £ — E’,
comme T Ai : TNE — T AN E' est toujours une cofibration triviale, on
peut toujours trouver w’ : T'A E' — E’ de sorte que 4 soit un morphisme
T-équivariant. En particulier, dans la conclusion de la proposition 2.3, on peut
toujours imposer que E’ soit aussi fibrant.

Une variation de I'argument précédent s’applique a la catégorie de modeles
obtenue comme la localisation de Bousfield & gauche Lo1Spgi(S) de Spgi(.5)
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par les morphismes de la forme
YIER(Al x X)) — I"E®(X,)

pour X lisse sur S et n un entier (les équivalences faibles correspondantes sont
alors les morphismes induisant un isomorphisme dans Hoa1(Spg1(5))). On
en déduit que, pour tout préfaisceau de S'-spectres £ muni d’un morphisme
w: T NE — E, le morphisme canonique £ — Rp1(E) peut étre réalisé
comme une cofibration triviale de but fibrant dans L51Spg1(.9), de sorte qu'il
existe un morphisme w1 : T'A Rp1(E) — Ra1(F) faisant de E — R1(E)
un morphisme T-équivariant.

De méme, pour toute fibration triviale p : £/ — E de source cofibrante,
comme T A E’ est encore cofibrant, on voit qu’il existe un morphisme w’ :
T NE" — E' tel que le morphisme p soit T-équivariant.

2.5. Considérons a présent un objet E dans Spgi(S), muni d’un mor-
phisme w : T A E — E. On notera par abus encore w : T AV E — F le
morphisme induit par le morphisme canonique T AY E — T A E. A une telle
donnée, nous allons associer deux nouveaux spectres, notés respectivement £?
et E*, et nous verrons ensuite qu’ils sont A!l-équivalents ; voir le corollaire 2.11.
Ces constructions ont lieu dans la catégorie de modeles des préfaisceaux de
Sl-spectres (en particulier, on utilisera un certain nombre de fois des rempla-
cements fibrants et des remplacements cofibrants). On n’exprimera cependant
ces constructions que dans le language des foncteurs dérivés laissant au lecteur
le soin de vérifier qu’'une utilisation répétée de la remarque 2.4 donne bien un
sens aux objets considérés.

On commence par la construction de Bass-Thomason-Trobaugh EZ. Nous
allons construire par récurrence une famille de morphismes

EF=F—F 11—  —F—F.1— .

Pour un objet C' de Ho(Spg1(.5)), on note V(C) l'objet défini par le carré
homotopiquement cocartésien suivant :

C RHom(X%(AL,),C)

| |

RHom(X*(A},),C) V(O).

Par fonctorialité, le carré commutatif

G, —= Al

o

AL 5
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(ot 'une des inclusions G, C A! correspond a la présentation Al =Spec(Z[t]),
et I'autre & la présentation A' = Spec(Z[t~!])) induit un carré commutatif

C RHom(X>*(A%,),C)

| |

RHom(X* (A%, ),C) — RHom(2%(Gpry), C)
et par la, un morphisme canonique
V(C) — RHom(X*(Gpq ), C).

On note U(C) la fibre homotopique de ce dernier, ce qui donne, par définition,
un triangle distingué canonique

U(C) — V(C) — RHom (2% (Gyny), C) —s SU(C).

Si en outre on dispose d’un morphisme w : T A C — €, alors, pour tout
objet A de Ho(Spg1(S)), on a un morphisme canonique

T A¥ RHom(A, C') — RHom(A, C)
correspondant par adjonction & I'image par le foncteur RHom(A, —) du mor-
phisme C' — RHom(7', C) induit par w.
RHom(4, () — RHom(A4, RHom(T,C)) ~ RHom(T AY 4, C)

Cette construction étant fonctorielle en A (et le smash produit par 7' commu-
tant aux colimites homotopiques), on en déduit alors des morphismes naturels

TALV(C) — V(C) et TAMUC) — U(0).
Le morphisme w permet en outre de produire un morphisme canonique
C—U(C)
obtenu comme le morphisme composé
C — RHom(T,C) ¢ 2 HRHom(2® (G4 ),C)) — Z71ZU(C) = U(C)

(ot C — RHom(T,C) est obtenu par transposition de w, et ou 'inclusion
désigne le morphisme induit par la décomposition de £°(G,,+) en facteurs
directs X°°(Gp,y) = B°(S4) V S 71(T), obtenue via la section unité de G,).
Nous pouvons alors définir F}, par la formule

Fyoq = U(Fy).

On définit enfin la construction de Bass-Thomason-Trobaugh E? par la for-
mule
EP = LlimF_,.

n>0
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On a alors, par construction, un morphisme canonique
E — EP.

La construction de E* est plus directe. Le foncteur 7' A (—) induit des mor-
phismes canoniques

RHom (7", E) — RHom(T"\"*!, T Al E),
et le morphisme w induit des morphismes évidents
w, : RHom(T""*, T AY E) — RHom(T""*1 E).
On obtient donc une suite de morphismes
E — RHom(T, E) — --- — RHom(T"\", E) — RHom(T"""! E) — - -

On pose enfin
E* = Llim RHom(T"", E).

On dispose aussi, par construction, d’'un morphisme canonique
E — E.

2.6. Si on considere le couple (K, b) correspondant a la K-théorie (voir 2.1),
la construction de Bass-Thomason-Trobaugh nous donne, de maniere tautolo-
gique (en regard de la construction donnée dans [19, preuve du lemme 6.3]), le
résultat de représentabilité suivant.

PROPOSITION 2.7. Le spectre KB représente la K-théorie de Bass-Tho-
mason-Trobaugh. Autrement dit, pour tout S-schéma lisse X, et pour tout en-
tier n, on a un isomorphisme de groupes abéliens

Homigosp,, (s) (E"5%(X4), KP) ~ K7 (X),

ot KB(X) désigne le n-éme groupe de K -théorie de Bass au sens de Thomason
et Trobaugh [19, Déf. 6.4].

2.8. Le spectre de K-théorie invariante par homotopie (au sens de Wei-
bel [24, 19]) est, par définition :

KH = Rp1(KP).

On a donc, pour tout S-schéma lisse X, et tout entier n, un isomorphisme de
groupes

HomHo(Spsl (9)) (anoo(XJr)) KH) = KHn(X)
Afin de comprendre la K-théorie invariante par homotopie au sein de la théorie

de TI'homotopie des schémas, nous allons comparer le spectre KH et le
spectre IK f
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PROPOSITION 2.9. Soient E et F' deux objet de Spgi1(S), munis de mor-
phismesw : TANE — E etw' : TANF — F. On suppose donné un morphisme
T-équivariant ¢ : E — F. Si le morphisme ¢ : E — F est une A'-équi-
valence, alors il en est de méme des morphismes induits p? : EB — FB et
ot Bf — Ft

Démonstration. Cela résulte immédiatement du lemme 1.4. O

PROPOSITION 2.10. Sous les hypothéses de 2.5, si E est invariant par ho-
motopie, alors il en est de méme de EP et de E*, et on a alors un isomorphisme
canonique

EB ~ Et.

Démonstration. Les spectres invariants par homotopie forment une sous-
catégorie localisante de Ho(Spg1(.5)), et, si un spectre F' est invariant par ho-
motopie, il en est de méme de RHom(C, F') pour tout objet C' de Ho(Spg1(.59)).
On en déduit aussitot, par examen des constructions de EZ et de E¥, que ces
derniers sont invariants par homotopie des que c’est le cas pour F.

Si C est invariant par homotopie, on voit immédiatement que 1'objet V(C')
construit au numéro 2.5 est canoniquement isomorphe a C, de sorte que le
triangle distingué

U(C) — V(C) — RHom(X*(G,+),C) — XU (C)
s’identifie au triangle distingué
RHom(T',C) — C — RHom(X*°(G4),C) — YRHom(T, C)

(correspondant & la décomposition 3°°(Gy,y ) = £°(S,)VE~IT). Si, en outre,
on a un morphisme T A C — €, sous ces identifications, le morphisme
C — U(C) n’est autre que le morphisme C — RHom(7,C) induit par
adjonction. En appliquant ce qui précede aux objets C = RHom(T"\", E), on
en déduit que les spectres EP et E¥ sont canoniquement isomorphes. O

COROLLAIRE 2.11. Sous les hypothéses de 2.5, on a des isomorphismes
canoniques dans Ho(Spg1(S)) :

Ra1(EB) ~ Ra1(E)? ~ Ra1(E)* ~ Ra1(EF).

Démonstration. En vertu de la propositions 2.9 et de la premiere assertion
de la proposition 2.10, le morphisme EZ — R1(E)? (resp. B — R1(E)Y)
est une A'-équivalence dont le but est invariant par homotopie, et donc son
image par le foncteur Rp1 est un isomorphisme de méme but (& isomorphisme
canonique pres). Ce corollaire résulte donc de I'identification de Rp1(E)? et
de Ra: (E)ﬁ, donnée par la seconde assertion de la proposition 2.10. O
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COROLLAIRE 2.12. Il eziste des isomorphismes canoniques KH ~ IKP
~ IKF.

2.13. On rappelle qu'un préfaisceau de S'-spectres E sur la catégorie
des S-schémas lisses a la propriété de descente relativement a la topologie de
Nisnevich si E(2) ~ 0, et si, pour tout carré cartésien de S-schémas lisses

UxxV ——V

b

U X

J
avec j une immersion ouverte, et f un morphisme étale, induisant un isomor-
phisme f~1(X — U)peq =~ (X — U)yeq, le carré commutatif

E(U) —= E(U xx V)

est homotopiquement cartésien (on rappelle que cette condition est équivalente
a la propriété de descente cohomologique formulée en terme d’hyper-recouvre-
ments de Nisnevich ; voir [21], [22]).

On vérifie facilement que si F vérifie la propriété de descente relativement
a la topologie de Nisnevich, alors il en est de méme de RHom(C, E) pour tout
préfaisceau de S'-spectres C (il suffit de le vérifier dans le cas ot C' = (X))
pour X lisse sur S). En outre, les préfaisceaux de S'-spectres vérifiant la
propriété de descente relativement a la topologie de Nisnevich forment une
sous-catégorie localisante de Ho(Spgi1(S)). Cela implique que, si E vérifie la
propriété de descente relativement a la topologie de Nisnevich, il en est de
méme de Ra1(FE), ainsi que, lorsque cela a un sens, de EB et de Ef.

COROLLAIRE 2.14. Le spectre IK* vérifie la propriété de descente relati-
vement a la topologie de Nisnevich.

Démonstration. En vertu des théoremes d’excision et de localisation [19,
7.1 et 7.4], on sait déja que le spectre K2 (et donc aussi, d’apres ce qui précede,
KH) vérifie la propriété de descente relativement & la topologie de Nisnevich
(on pourrait aussi invoquer directement [19, Th. 10.8]). Le corollaire résulte
donc de lidentification de IK* avec KH. ([

2.15. Soit SpySpgi(S) la catégorie des T-spectres dans la catégorie des
préfaisceaux de S'-spectres Spgi1(S). Les objets de SppSpg:(S) sont des col-
lections E = (Ey,0n)n>0, OU, pour n > 0, E, est un objet de Spgi1(9), et
on: T NE, — E, est un morphisme de S'-spectres. On définit, & partir
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de la structure de catégorie de modeles stable sur Spgi(.5), une structure de
catégorie de modeles T-stable sur Sp;Spgi(S), de sorte la catégorie homoto-
pique Ho(SprSpg1(.9)) est canoniquement munie d’une structure de catégorie
triangulée ; voir [8], [2]. On note

QF : SprSpgi(S) — Spg1(S)

le foncteur d’évaluation en zéro E —— Fy. C’est un foncteur de Quillen a
droite, et donc, sont adjoint a gauche,

X7 Spgi(S) — SprSpsi(5)
est un foncteur de Quillen a gauche. On a donc une adjonction dérivée :
L% : Ho(Spg:1(S)) = Ho(SpySpg1(5)) : ROQF.

Par construction de Ho(SprSpgi(S)), le smash produit par T est une équi-
valence de catégories, ce qui donne un sens a lexpression T"" Al E pour
tout entier n < 0. Etant donnée une propriété P portant sur les objets de
Ho(Spg1(5)), on dira qu'un objet E de Ho(SpprSpgi(S)) a la propriété P si,
pour tout entier n, le préfaisceau en S'-spectres RQF (T AL'E) a la propriété
P dans Ho(Spg1(95)).

On désigne par SH(S) la sous-catégorie pleine de Ho(SpySpgi1 (S)) formée
des objets vérifiant la propriété d’invariance par homotopie ainsi que la pro-
priété de descente relativement a la topologie de Nisnevich. Le foncteur d’inclu-
sion SH(S) — Ho(SpySpg1(S)) admet un adjoint a gauche que nous noterons

v : Ho(SpyrSpg1(S)) — SH(S).

On vérifie aisément (par comparaison des propriétés universelles) que la caté-
gorie SH(S) est canoniquement équivalente a la catégorie homotopique stable
des schémas construite en termes de T-spectres ou encore de Pl-spectres dans
la littérature [9], [14], [2].

2.16. Soit E un préfaisceau de S'-spectres sur la catégorie des S-schémas
lisses, muni d’un morphisme w : T'A E — E. On lui associe un T-spectre

E = (Ena Un)nZO

en posant F, = E et 0, = w pour tout n > 0. Le morphisme w induit un
morphisme

w:TAN"E—E
dans Ho(Sp;Spgi(5)), lequel s’avere étre un isomorphisme. En outre, on a
alors un isomorphisme canonique

Ef ~ ROF(E)

dans la catégorie Ho(Spg1(S)) (cela résulte par exemple de [8, Props. 4.6 et 4.7],
ou bien encore de [2, Th. 4.3.61]). Il en découle que, étant donnée une propriété
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raisonnable P des objets de Ho(Spg:(S)) (par exemple, la propriété de descente
pour une topologie ¢, ou bien la propriété d’invariance par homotopie), pour
que E vérifie la propriété P en tant qu’objet de Ho(SprSpg:(S)), il faut et il
suffit que E* vérifie la propriété P en tant qu’objet de Ho(Spg1(S)).

En considérant le spectre de K-théorie (resp. le spectre de K-théorie in-
variante par homotopie naive) muni du cup produit par la classe b (cf. 2.1),
on obtient donc un objet K (resp. JK) dans Ho(SprSpgi1(S5)). On a ainsi des
isomorphismes :

Kf o ROF(K) et KH ~ K* ~ RO (IK).

On remarque que, en vertu des corollaires 2.11 et 2.14, le T-spectre IK vérifie les
propriétés de descente relativement a la topologie de Nisnevich et d’invariance
par homotopie, et qu’il représente la K-théorie invariante par homotopie dans
SH(SY).

On définit par ailleurs le T-spectre de K-théorie KGL par la formule

KGL = y(K).

Remarque 2.17. Lorsqu’on applique le foncteur d’espace de lacets infini
au préfaisceau de K-théorie, on obtient un préfaisceau de complexes de Kan
pointé RO (K) sur la catégorie des S-schémas lisses, lequel est le foncteur de
K-théorie & valeurs dans les espaces pointés (par opposition aux S!-spectres).
Le préfaisceau RQ*°(K) associe & un un S-schéma X le complexe de Kan
pointé RQ(wS Perf(X)), correspondant a I’espace des lacets de la construction
de Waldhausen appliquée a la catégorie des complexes parfaits sur X. Il résulte
du théoreme de Gillet-Waldhausen [19, Th. 1.11.7] que, pour tout S-schéma
lisse de type fini X, le morphisme canonique de S Vect(X) (la construction
de Waldhausen appliquée a la catégorie exacte des fibrés vectoriels sur X) vers
wS Perf(X) est une équivalence faible simpliciale localement pour la topologie
de Zariski (et donc de Nisnevich) : pour avoir une équivalence faible globale-
ment, il suffit que X admette une famille ample de fibrés en droites, puisqu’alors
les complexes parfaits sur X s’identifient aux complexes bornés de O x-modules
localement libres de rang fini; cf. [19, Cor. 3.9]. D’autre part, le morphisme ca-
nonique de B(II,,>0BGL;,) vers le préfaisceau simplicial i.S Vect (correspondant
a l'inclusion de la catégorie des fibrés vectoriels triviaux dans Vect) est lui aussi
une équivalence faible simpliciale localement pour la topologie de Zariski. En-
fin, en vertu de [12, Prop. 3.10, p. 139], on a une A'-équivalence de Z x BGLy,
vers RQ(B(I,>0BGL;,)). Autrement dit, on a un isomorphisme canonique

Z x BGLy ~ RO™(K)
dans la catégorie homotopique (instable) de Morel et Voevodsky.

Ce qui est désigné habituellement comme le P!-spectre de K-théorie en
théorie de I'homotopie des schémas [15], [16], [13], [17] admet la description
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suivante. ! La classe de Bott 3 = [Op1] — [Op1(—1)] dans le groupe Ko(P!) =
7o(RO%°(K)(P')) définit un morphisme 3 : P! — RO (K) dans Ho(&,(9)),
et induit donc un morphisme

B: Pl — RO™®(K) ~ Z x BGLy

dans la catégorie homotopique instable pointée He(S). Le Pl-spectre de K-
théorie usuel, que nous noterons ici K, est le P'-spectre périodique déterminé
par le cup produit par la classe 3, c’est-a-dire le Pl-spectre déterminé par la
collection de préfaisceaux simpliciaux

(Z x BGLoo, Z X BGLso, . .., Z x BGL., ...)

avec SU : P A (Z x BGLy) — Z x BGL4, pour morphismes structuraux
(ou on a pris implicitement un remplacement fibrant de Z x BGLy et un
remplacement cofibrant de P! dans &(9)).

Lorsqu’on travaille localement pour la topologie de Nisnevich (en fait,
Zariski suffit) et modulo A!-équivalence, on a l'identification S' A G,, ~ P!
(ot P! est considéré comme un espace pointé). Cela permet de décrire la
catégorie SH(S) en termes de Pl-spectres; cf. [2, Th. 4.3.40]. C’est ce qui
donne un sens a ’énoncé suivant.

PRrROPOSITION 2.18. L’équivalence de catégories entre la catégorie homo-
topique stable des T-spectres et la catégorie homotopique stable des P-spectres
envoie KGL sur K.

Démonstration. La catégorie homotopique stable des P!-spectres de pré-
faisceaux simpliciaux est canoniquement équivalente & celle des P!-spectres
de S'-spectres. Comme Z x BGLy et RQ™(K) sont Al-équivalents, cette
équivalence de catégories identifie le P'-spectre K introduit au numéro 2.17
avec le Pl-spectre donné par la collection de S'-spectres (K, K,...,K,...)
munie des morphismes structuraux fU : P! A K — K correspondant au
cup produit par la classe f§ = [Op1] — [Op1(—1)]. 1l suffit donc de voir que
l'identification P! ~ S' A G,, identifie (au signe pres) la classe 3 ci-dessus
avec la classe b introduite au numéro 2.1. En outre, il suffit de traiter le cas ou
S = SpecZ (par fonctorialité de la K-théorie, puisque les deux classes b et 3
sont bien définie sur Z). Or, dans ce cas, la classe b correspond au choix d’'un
générateur de la partie libre du groupe abélien

K\(Z[t,t7Y]) ~ K1(Z) ® Ko(Z) ~ Z/2Z @ Z,

1. Nous insistons sur le fait que ce P'-spectre de K-théorie n’est pas défini en tant qu’il
représente quoi que ce soit dans la catégorie homotopique stable des schémas : il faut plutot
le voir comme un analogue purement formel du spectre de K-théorie topologique en théorie
de ’homotopie des schémas. On verra plus loin que ce spectre représente en fait la K-théorie
invariante par homotopie ; cf. proposition 2.18 et théoreme 2.20.
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et la classe 8 induit un isomorphisme canonique
Ko(Py) ~ Ko(Z) ® BKo(Z) ~Z & Z.
En outre, il est bien connu que le Bockstein 0 dans la suite exacte fondamentale
0 — K1(Z) — Ki(Z[t]) © Ki(Z[t ™)) — Ki(Z[t, ') -2 Ko(Z) — 0

admet une section induite par la classe b. Comme la suite exacte de Mayer-
Vietoris

Ki(Z[t]) ® K1 (Z[t7Y]) — K1 (Z]t,t7']) — Ko(P})

identifie 'image de K1(Z[t,t!]) avec BKo(Z), on en déduit aussitot la propo-
sition. g

PRrROPOSITION 2.19. Les T-spectres KGL et IK sont canoniquement iso-
morphes dans SH(S).

Démonstration. Comme IK vérifie les propriétés de descente relativement
a la topologie de Nisnevich et d’invariance par homotopie, on a un isomor-
phisme canonique v(IK) ~ IK. Le morphisme K — IK étant une Al-équi-
valence terme a terme, il induit, d’apres [2, Lemme 4.3.59], un isomorphisme
apres application du foncteur de localisation KGL = ~(K) ~ vy(K) ~ IK, ce
qui implique 'assertion. O

THEOREME 2.20 (Voevodsky). Le T-spectre KGL représente la K -théorie
invariante par homotopie dans SH(S) : pour tout S-schéma lisse X, et tout
entier n, on a un tsomorphisme de groupes

Homgy(s)(S"S5° (X1 ), KGL) ~ KH,(X).

Démonstration. Cela découle aussitot de la proposition précédente et du
numéro 2.16. O

Remarque 2.21. Ce théoreme de représentabilité permet de décrire la K-
théorie invariante par homotopie comme la théorie cohomologique orientée
universelle avec loi de groupe formelle multiplicative ; voir [17], [13]. Il permet
aussi de décrire la K-théorie invariante par homotopie comme la théorie co-
homologique représentée par le T-spectre de Snaith X5 (P)[371] dans SH ;
voir [17], [6].

Remarque 2.22. Bien que le théoreme 2.20 montre que le T-spectre de
K-théorie KGL représente la K-théorie invariante par homotopie dans SH(.S),
lorsque S n’est pas régulier, nous ne savons rien de ce que I'objet Z x BGL
représente dans la catégorie homotopique instable 7 (S) (on s’attend cependant
a ce que cela ait un rapport avec la K-théorie de Karoubi-Villamayor).
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COROLLAIRE 2.23. 57 q > 1 est nilpotent dans Og, alors, pour tout
S-schéma lisse X, et pour tout entier n, on a un isomorphisme de groupes

Homgys) ("S5 (X,), KGL) ® Z[1/q) ~ K (X) @ Z[1/q].

Démonstration. Il s’agit d’'une conséquence immédiate du théoreme pré-
cédent et de [19, Th. 9.6]. O

3. Descente par éclatements abstraits

3.1. En vertu de [2, §4.5], les catégories homotopiques stables SH(S)
forment un 2-foncteur homotopique stable SH au sens de [1, Déf. 1.4.1] (et
méme un dérivateur algébrique homotopique stable au sens de [1, Déf. 2.4.13)).
Etant donné un morphisme de schémas f:8 — S, on a donc un couple de
foncteur adjoints

Lf*: SH(S) 2 SH(Y) : Rf.
(avec Lf* adjoint a gauche de Rf,.). Le foncteur Lf* est essentiellement
déterminé par le fait qu’il commute aux colimites homotopiques et qu’il cor-
respond au foncteur de changement de base par f : pour tout S-schéma lisse
X, en posant X' = S' xg X, on a
L SF(X) = SR (X)),
Lorsque f est en outre lisse, le foncteur Lf* a aussi un adjoint a gauche
Lfy: SH(S") — SH(S)
essentiellement déterminé par le fait que, pour tout S’-schéma lisse X, on a
L5 (X4) = 57 (X5).
Nous utiliserons de maniere essentielle les faits suivants.
THEOREME 3.2 (Localisation). Soit i : Z — S une immersion fermée,

d’immersion ouverte complémentaire j : U — S. Pour tout objet E de SH(S),
le carré commutatif

Lj;Lj*(E) T
0 Ri,Li*(E)

est homotopiquement cocartésien. Autrement dit, on a alors un triangle dis-
tingué canonique

LjLj*(F) — E — Ri,Li*(F) — S Lj;Lj"(E).
En outre, les foncteurs

Lj; : SH(U) — SH(S) et Ri,: SH(Z) — SH(S)
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sont pleinement fidéles. En particulier, le foncteur
(Lyj*, Li*) : SH(S) — SH(U) x SH(Z)
est conservatif.
Démonstration. Voir [2, §4.5.3]. O

COROLLAIRE 3.3. Pour tout schéma X, l'immersion i : Xyeq — X in-
duit une équivalence de catégories

Li* : SH(X) — SH(Xred)-

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théoreme précédent, puis-
que l'ouvert complémentaire de I'immersion fermée i est vide (sachant que
SH(2) ~0). O

THEOREME 3.4 (Changement de base lisse). Pour tout carré cartésien

dans la catégorie des schémas,

X Lt X

J )
Y/ ? Y
si le morphisme v est lisse, alors, pour tout objet E de SH(Y"), le morphisme
canonique
Luy Lg*(E) — Lp* Luy(E)
est un isomorphisme dans SH(X).
Par transposition, pour tout objet E de SH(X), le morphisme canonique

Lv* Rp.(F) — Rg. Lu*(E)
est un isomorphisme dans SH(Y').

Démonstration. Voir [2, Prop. 4.5.48]. O

THEOREME 3.5 (Changement de base propre). Pour tout carré cartésien
de schémas,

X' s X
|
Y/ ? Y
si le morphisme p est propre, alors, pour tout objet E de SH(X), le morphisme
canonique
Lv* Rp.(F) — Rg. Lu*(FE)

est un isomorphisme dans SH(Y').



DESCENTE PAR ECLATEMENTS 443

Démonstration. Voir [1, Cor. 1.7.18] pour le cas ou p est projectif. Le cas
général en découle grace au lemme de Chow ; voir [3, Prop. 2.3.11]. O

3.6. On rappelle qu'un morphisme de schémas p : X’ — X est un
éclatement abstrait de centre Z si p est propre, et si Z est un sous-schéma
fermé tel que le morphisme induit

P HX = Z)ea — (X — Z)rea

soit un isomorphisme. La topologie cdh est la topologie de Grothendieck sur la
catégorie des schémas engendrée par les recouvrements de Nisnevich et par les
recouvrements de la forme ZI1X' — X pour tout éclatement abstrait X' — X
de centre Z. Nous renvoyons le lecteur & [18, Lemme 5.8 et Prop. 5.9] (dont
les énoncés et les preuves sont tout-a-fait valables en inégales caractéristiques)
pour une description civilisée des recouvrement cdh (& raffinement pres).

Un préfaisceau de S'-spectres E sur la catégorie des schémas vérifie la
propriété de descente relativement a la topologie cdh si et seulement s’il vérifie
la propriété de descente relativement a la topologie de Nisnevich (2.13) et si,
pour tout éclatement abstrait p : X’ — X de centre Z, en posant Z' =
p~1(Z), le carré commutatif évident

E(X) —— E(X')

L

E(Z)—— E(Z")
est homotopiquement (co)cartésien ; voir [21], [22].
PROPOSITION 3.7. Soit p: X' — X un éclatement abstrait de centre Z.

On considére le carré cartésien de schémas correspondant ci-dessous :

Z/ i} X/

7

On note enfin r = pk = iq: Z' — X. Alors, pour tout objet E de SH(X), le
carré commutatif

E Rp. Lp*E

| |

Ri.Li*E — Rr.Lr*'E

est homotopiquement cocartésien.
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Démonstration. Soit j : U = X — Z — X l'immersion ouverte complé-
mentaire de i. Par le théoreme de localisation et par le théoreme de changement
de base lisse, I'image du carré considéré par le foncteur Lj* est le carré

Lj*E —= Lj*E

L

0 —0,

et, de méme, en vertu des théoremes de localisation et de changement de base
propre, son image par le foncteur Li* est le carré

Li*E —> Rq, L¢* Li*E

:l l:

Li*E — = Rq, Lg* Li*E.

Les deux carrés ci-dessus étant trivialement homotopiquement cocartésiens, et
les foncteurs Li* et Lj* formant une famille conservative de foncteurs exacts
(3.2), cela prouve la proposition. O

PROPOSITION 3.8. Pour tout morphisme de schémas f : S — S, le
morphisme canonique

Lf*(KGL) — KCL
est un isomorphisme dans SH(S’).

Démonstration. On a un isomorphisme canonique
Lf*(Z x BGLy) ~ Z x BGL

dans la catégorie homotopique instable H(S") (car Z x BGL«, est une colimite
homotopique de schémas lisses de la forme GL,,, x --- x GL,, ). La proposition
résulte donc aussitot de la description de KGL comme le P'-spectre périodique
associé au morphisme de Bott P! — Z x BGLq, ; voir la remarque 2.17 et la
proposition 2.18. O

THEOREME 3.9. La K-théorie invariante par homotopie vérifie la pro-
priété de descente relativement a la topologie cdh.

Démonstration. On sait que KH vérifie la propriété de descente relative-
ment a la topologie de Nisnevich. Pour vérifier la descente cdh, il suffit donc de
montrer la propriété de Mayer-Vietoris relativement aux éclatements abstraits ;
or, en vertu de la proposition précédente et du théoreme 2.20, cela résulte de
I’évaluation en X du carré homotopiquement (co)cartésien de la proposition 3.7
appliquée & F = KGL. O
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COROLLAIRE 3.10. Pour tout entier ¢ > 0, la K-théorie de Bass-Thoma-
son Trobaugh a coefficients dans Z[1/q] (resp. dans Z/qZ) vérifie la propriété
de descente relativement d la topologie cdh pour les Z/qZ-schémas (resp. les
Z[1/q]-schémas).

Démonstration. Cela résulte du théoreme 3.9 et de [19, Th. 9.6]. O

En guise d’application, on en déduit la forme faible suivante de la conjec-
ture de Weibel en caractéristique positive, sous 'hypothese de 'existence lo-
cale de résolutions des singularités (on rappelle que cela n’est connu qu’en
caractéristique nulle).

THEOREME 3.11. Soit k un corps. On suppose que k admet une résolution
locale des singularités dans le sens ou, pour tout k-schéma de type fini X,
il existe un recouvrement cdh X' — X avec X' régulier. Alors, pour tout
k-schéma S de dimension de Krull < d, et pour tout S-schéma lisse X, on a

KH;(X)=0 pour touti < —d.

Si, sous les mémes hypothéses, le corps k est de caractéristique p > 0, on a
donc

KB(X)®Z[1/p| =0 pour tout i < —d.

Démonstration. Notons E le préfaisceau de S'-spectres sur la catégorie
des S-schémas de type fini défini par

U+ KH(U xg X).

On déduit du théoreme 3.9 que, pour tout k-schéma de type fini U, on a, pour
tout entier n, un isomorphisme canonique

Hiw (U, E) = KH (U x5 X),

ou H}yy (U, E) désigne I'hyper-cohomologie cdh de U a coefficients dans le
faisceau cdh de S'-spectres associé & E. On dispose donc de la suite spectrale
ci-dessous

EYT = Hey, (S, HY(E)) = KH_p_¢(X),

ou HY(FE) désigne le préfaisceau de groupes abéliens U — KH _,(U xg X), et
ou H}, (S, F) désigne la cohomologie de S a coefficients dans le faisceau cdh
associé a F'. La dimension cohomologique cdh étant majorée par la dimension
de Krull (voir 'appendice de [18]), on a EY? = 0 des que p > d, et la suite
spectrale ci-dessus converge fortement. Or, pour ¢ > 0, le faisceau cdh associé a
H1(FE) est isomorphe & zéro : comme on a supposé que k admet une résolution
des singularités locale, il suffit de vérifier que KH _,(Y) = 0 pour Y régulier,
ce qui est bien connu. Cela implique que EY? = 0 dés que p+ ¢ > d, et acheve
donc la démonstration de la premiere assertion.
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Dans le cas tres hypothétique ot k est un corps de caractéristique p > 0

qui admet une résolution des singularité locale au sens ci-dessus, on obtient la

seconde assertion a partir de la premiere grace a [19, Th. 9.6]. ([
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