
❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛

●P❯✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ▼✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t♦r

❉ ✐ s s ❡ r t ❛ t ✐ ♦ ♥

③✉r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡s ❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ●r❛❞❡s

❉r✳ r❡r✳ ♥❛t✳

❛♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ✉♥❞ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥

❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♠❜✉r❣

❡✐♥❣❡r❡✐❝❤t ❜❡✐♠

❋❛❝❤✲Pr♦♠♦t✐♦♥s❛✉ss❝❤✉ss ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ✈♦♥

●✉♥♥❛r ❙❡❧❦❡

❛✉s ❍❛♠❜✉r❣

❏✉❧✐ ✷✵✶✸



✕ ❦♦rr✐❣✐❡rt❡ ❋❛ss✉♥❣ ✕

●✉t❛❝❤t❡r Pr♦❢✳ ❉r✳ ❉✐❡t♠❛r P✳ ❋✳ ▼ö❧❧❡r

P❉ ❉r✳ ●✉✐❞♦ ▼❡✐❡r

Pr♦❢✳ ❉r✳ ❙t❡♣❤❛♥ ❖❧❜r✐❝❤

❉❛t✉♠ ❞❡r ❉✐s♣✉t❛t✐♦♥ ✷✳ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✹



❆❜str❛❝t

▼✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦rs ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝

♥❛♥♦✲ ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❢❛st ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠

✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r✉♥s ♦♥ ❈P❯s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts ✭●P❯s✮✳ ■ts

❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ●P❯s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t

❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s s♦❢t✇❛r❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✇❛s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ str♦♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜② t❤❡ ✉s❡rs t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ✉s❛❜✐❧✐t②✳ ❋❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧

❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❇② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts✱ ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✉♣ t♦ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

▼♦❞❡r♥ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs ❛❧❧♦✇ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦♥ ❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts✳

●P❯s ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✉s

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ ♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ●P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❙❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ●P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✱ ❡①t❡♥❞❛❜✐❧✐t②✱ ✉s❛❜✐❧✐t②✱ ♣♦r✲

t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥

❛♥❞ ❈✰✰✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ s♦❢t✇❛r❡ ❡①t❡♥❞❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ P②✲

t❤♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲s♣❡❡❞✲❝r✐t✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛rts✳ ▲✐❦❡✇✐s❡

t❤❡ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✇r✐t❡ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣ts ✐♥ P②t❤♦♥✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

t❤❛t ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r t❤❛t ❤✐❞❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞

●P❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤✐s s♣❡❡❞✲❝r✐t✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ❧❛②❡r

✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ❈❯❉❆ ❈✳

❙❡✈❡r❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ r♦✉t✐♥❡s ❛r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❆s ❛ ✉s❡ ❝❛s❡✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈♦rt❡①✲❝♦r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

✐



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

▼✐❦r♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t♦r❡♥ s✐♥❞ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❲❡r❦③❡✉❣❡✱ ✉♠ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ▼✐❦r♦✲

✉♥❞ ◆❛♥♦str✉❦t✉r❡♥ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✱ ❡✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥✲

t❡r ♠✐❦r♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡r ❙✐♠✉❧❛t♦r✱ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉❡r ❙✐♠✉❧❛t♦r ❧ä✉❢t s♦✇♦❤❧ ❛✉❢ ❈P❯s ❛❧s

❛✉❝❤ ❛✉❢ ●r❛✜❦♣r♦③❡ss♦r❡♥ ✭●P❯s✮✳ ❉✐❡ ❤♦❤❡ P❡r❢♦r♠❛♥③ ❛✉❢ ●P❯s ❡r❧❛✉❜t ❞✐❡ ❉✉r❝❤✲

❢ü❤r✉♥❣ ✈♦♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦❤❡r ♥✐❝❤t ❜❡r❡❝❤❡♥❜❛r ✇❛r❡♥✳ ❱♦♥ ❆♥❢❛♥❣

❛♥ ✇✉r❞❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✉♥t❡r stä♥❞✐❣❡♠ ❋❡❡❞❜❛❝❦ s❡✐♥❡r ❇❡♥✉t③❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ✉♠ ❡✐♥❡

❤♦❤❡ ❇❡♥✉t③❜❛r❦❡✐t ③✉ ❣❛r❛♥t✐❡r❡♥✳

❙❝❤♥❡❧❧❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ♠✐❦r♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ✜♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥

▼❡t❤♦❞❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ◆✉t③✉♥❣ ✈♦♥ ●r❛✜❦♣r♦③❡ss♦r❡♥ ✇✐r❞

❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❈P❯ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsst❡✐❣❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❜✐s ③✉ ③✇❡✐ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥

❡rr❡✐❝❤t✳

▼♦❞❡r♥❡ ●r❛✜❦❦❛rt❡♥ ❡r❧❛✉❜❡♥ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ Pr♦❣r❛♠♠✐❡r✉♥❣ ✐❤r❡r ●r❛✜❦♣r♦③❡ss♦r❡♥✳

❉✐❡ Pr♦③❡ss♦r❡♥ ❤❛❜❡♥ ✈✐❡❧❡ ❘❡❝❤❡♥❦❡r♥❡✱ ✉♥❞ ✐❤r Pr♦❣r❛♠♠✐❡r♠♦❞❡❧❧ ✐st ✈♦♥ ◆❛t✉r ❛✉s

♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❉❛❞✉r❝❤ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡✈♦r s✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ●P❯✲

❆r❝❤✐t❡❦t✉r ♣♦rt✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ▼❡❤r❡r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡ ❙♦❢t✇❛r❡✲❊♥t✇✉r❢s♠✉st❡r ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡

●P❯✲❆r❝❤✐t❡❦t✉r ❛❞❛♣t✐❡rt ✉♥❞ ❛✉❢ ❞❛s ♠✐❦r♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳

❉✐❡ ❙♦❢t✇❛r❡✲◗✉❛❧✐täts❦r✐t❡r✐❡♥ P❡r❢♦r♠❛♥③✱ ❑♦rr❡❦t❤❡✐t✱ ❊r✇❡✐t❡r❜❛r❦❡✐t✱ ❇❡♥✉t③✲

❜❛r❦❡✐t✱ P♦rt❛❜✐❧✐tät ✉♥❞ ❲❛rt❜❛r❦❡✐t s✐♥❞ ❡r✇ü♥s❝❤t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❉❡r ❙✐♠✉❧❛t♦r ✇✉r✲

❞❡ ✐♥ P②t❤♦♥ ✉♥❞ ❈✰✰ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❙♦❢t✇❛r❡✲❊r✇❡✐t❡r❜❛r❦❡✐t ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢

✐♥t❡r❡st ✐♥ ❜❛s✐❝ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥❞✉str②✳ ■♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞

t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❡♠♣❧♦② ♠✐✲

❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❋❡rr♦♠❛❣♥❡ts ♣♦ss❡ss ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉r✲

r❡♥ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❜✐♥❛r② st❛t❡ ✐♥s✐❞❡ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❢❡rr♦♠❛❣✲

♥❡ts ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♥❛♥♦♠❡t❡rs ✉♣ t♦ s♦♠❡ ♠✐❝r♦♥s✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞

❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ■❢ ❛ ❝✉rr❡♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❢❡rr♦♠❛❣✲

♥❡ts✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡

s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦✲

♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❛r❞✲❞✐s❦ r❡❛❞ ❤❡❛❞s ❡①♣❧♦✐t ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦

❤❛r❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❧✐❦❡ ✐r♦♥✱ ❝♦❜❛❧t✱ ❛♥❞ ♥✐❝❦❡❧✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t ♠❛❣♥❡t✐❝

♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❆ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ ❛ s♦❢t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s P❡r♠❛❧❧♦② ✭Ni80Fe20✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦✲

♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦♥❝❡♣ts

t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥❝❡♣ts

❞✐✛❡r ✐♥ ❤♦✇ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❜✐♥❛r② st❛t❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡ r❡❛❞ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞✳

■♥ t❤❡ ♥✐♥❡t✐❡s t❤❡ ▼❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈❡ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r② ✭▼❘❆▼✮ ✇❛s ✐♥✈❡♥t❡❞✳ ■t

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✿ ✭❛✮ ▼❛❣♥❡t♦r❡s✐st✐✈❡ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r② ✭▼❘❆▼✮ ❝❡❧❧✱ ✭❜✮ ❱♦rt❡① ▼❡♠♦r②
❝❡❧❧ ✭❱❘❆▼✮ ✭❘❡♣r✐♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶❪✳ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✵✽✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢
P❤②s✐❝s✳✮✱ ✭❝✮ ❘❛❝❡tr❛❝❦ ♠❡♠♦r②✳

✇❛s ✜rst s♦❧❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ✐♥ ✷✵✵✼✳ ❆ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛♥ ▼❘❆▼❬✷❪✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✵✳✶ ✭❛✮✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢

❛ st❛❝❦ ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② st❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r❡❡ ❧❛②❡r✳ ■♥ ❛ ❢r❡❡ ❧❛②❡r

t❤❡ ❜✐♥❛r② st❛t❡ ✐s st❛❜❧❡ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❝✉rr❡♥t ♦r ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ❜✐♥❛r② st❛t❡ ✐s r❡❛❞ ♦✉t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

r❡s✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ●✐❛♥t ▼❛❣♥❡t♦

❘❡s✐st❛♥❝❡ ♦r ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ▼❛❣♥❡t♦ ❘❡s✐st❛♥❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❧♦✇ r❡s✐st❛♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛

✶



❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✿ ❋❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s s♦rt❡❞ ❜② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠✐st✐❝ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ t♦♣✳ ❚❤❡
♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻❪✮✳

❜✐♥❛r② ③❡r♦✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ r❡s✐st❛♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❜✐♥❛r② ♦♥❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♥❡✇ ♠❡♠♦r② ❞❡✈✐❝❡

✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❛❝❡ tr❛❝❦ ♠❡♠♦r②❬✸✱ ✹❪✳ ❍❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜✐ts ❛r❡ st♦r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❛❧♦♥❣

❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♥❛♥♦✇✐r❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✵✳✶ ✭❝✮✳ ❆ ❜✐t✲✇✐s❡ ♦♥❡ ♦r ③❡r♦ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦✇✐r❡✳ ❆ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t

✐s ✉s❡❞ t♦ s❤✐❢t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥❛♥♦✇✐r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❡ ❜✐t

✉♥❞❡r t❤❡ ✜①❡❞ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❤❡❛❞s✳ ❚❤✐s ✇❛② ❛ s❤✐❢t r❡❣✐st❡r ✐s r❡❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♥❛♥♦✇✐r❡

♠❛② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ st♦r❛❣❡

❞❡♥s✐t②✳ ❆ ❱♦rt❡① r❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡ss ♠❡♠♦r② st♦r❡s t❤❡ ❜✐♥❛r② st❛t❡ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ ✈♦rt❡①❬✶✱ ✺❪✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✵✳✶ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② st❛t❡ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞

❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛rr❛② t♦

r❡❛❧✐③❡ ❛ ✇♦r❞ ❛♥❞ ❛ ❜✐t ❧✐♥❡ ❧✐❦❡ ✐♥ ❛ ▼❘❆▼✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛♥ ▼❘❆▼ ❧❡ss ❡♥❡r❣② ✐s

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✇r✐t✐♥❣ ❛ ❜✐t ❛♥❞ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢❛st❡r✳

❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇r✐t✐♥❣✱ ❛♥❞ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❜✐♥❛r② st❛t❡s ✐♥

st♦r❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦st❧② ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥

str♦♥❣❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♥❛♥♦✲ ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝✲

t✉r❡s✱ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐❝

❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②

s✐③❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ♦♥❧②✳ ■♥ ✶✾✸✺✱ ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ▲✐❢s❤✐t③ ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜♦❞② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥t❡r❛❝t ❜② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s✳ ❆♥

❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡✲

t✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋♦r ♠♦st ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥

❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ■♥ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜♦❞② ✐s

❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞✳ ❚②♣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤✉s ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳

❈♦♠♠♦♥ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❈P❯s r✉♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❖❢t❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

✷



❛❝❤✐❡✈❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r s✐③❡ t❤❛♥ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡

♠✐❝r♦♠❡t❡r r❛♥❣❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❞❛②s t♦ ♠♦♥t❤s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦

❞❡✈❡❧♦♣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ❛s ❡✣❝✐❡♥t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦rs ❢♦r ✉s❡ ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t②

❤❛r❞✇❛r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ s❡❡ ❚❛❜✳ ✵✳✶✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② t❤❡✐r ✉s❡ ♦❢ ❛

✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞❬✼✱ ✽✱ ✾❪✱ ❛ ❤②❜r✐❞ ✜♥✐t❡✴❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞❬✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸❪✱

❛ ❢❛st ♠✉❧t✐♣♦❧❡❬✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻✱ ✶✼❪✱ ♦r ❛♥♦t❤❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲

▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t♦rs t❤❛t ❡♠♣❧♦② t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

♠❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♠❡t❤♦❞

❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s t❤❡② ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✈❡r② ❢❛st✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❢t✇❛r❡

❧✐❜r❛r✐❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❞✐s✲

❝r❡t✐③✐♥❣ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✇❤❡♥ ♥♦♥✲r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞✴♦r ✐rr❡❣✉❧❛r s❛♠♣❧❡s

❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ♠♦st ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ❛ ✜♥✐t❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡ ❖❜❥❡❝t ❖r✐❡♥t❡❞ ▼✐❝r♦▼❛❣♥❡t✐❝ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✭❖❖▼▼❋✮❬✶✾❪✳ ■t

r✉♥s ♦♥ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ t❤❡ ❚❝❧ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t♦rs ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❡s❤❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡❬✷✵❪✳ ▼❡s❤❡s ✇✐t❤ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦st

✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠❬✶✸❪✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠s

✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥②

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡❛❞✐❧② ✉s❛❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛♥✲

❞❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧②✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✉s ❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✲s❤❛♣❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✉s✉❛❧❧② ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t♦r

✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❊st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦rs t❤❛t ❡♠♣❧♦② ❛ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡

❛r❡ ◆▼❛❣❬✷✶✱ ✷✷❪ ❛♥❞ ▼❛❣P❛r❬✷✸❪✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✉s❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈✰✰✱ ❖❈❛♠❧ ❛♥❞ P②t❤♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦♥ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts ✭●P●P❯✮

❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ●r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚❤❡✐r

♠❛♥② ❝♦r❡s ❡♥❛❜❧❡ t❤❡♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❤✐❣❤❧② ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ●P❯s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞❬✸✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞

✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞❬✸✶❪✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦rs

✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ●P❯s✱ ❜♦t❤ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✱ ❤❛✈❡

❡♠❡r❣❡❞❬✷✻✱ ✷✹❪✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ s✐♠✉❧❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡❬✸✷❪ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ♣r♦❥❡❝t❬✸✸❪✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■t ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧② ♦♥

✸



◆❛♠❡ ▲✐❝❡♥s❡ P❛r❛❧❧❡❧
❡①❡❝✉t✐♦♥

■♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❙❝r✐♣t✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡

❖♥❧✐♥❡

❋✐♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ s✐♠✉❧❛t♦rs
●P▼❛❣♥❡t❬✷✹❪ ❝♦♠♠✳ ●P❯ ♥✴❛ ♥✴❛ ✭✶✮
❏❛▼▼ P❉ ♥♦ ❏❛✈❛ ♥✴❛ ✭✷✮
▲▲● ❝♦♠♠✳ ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛ ✭✸✮
▼✸❙❬✷✺❪ ♥✴❛ ♥♦ ▼❛t❧❛❜ ▼❛t❧❛❜ ♥✴❛
▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ●P▲ ●P❯ ❈✰✰✱ P②t❤♦♥ P②t❤♦♥ ✭✹✮
▼✐❝r♦▼❛❣✉s ❝♦♠♠✳ ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛ ✭✺✮
♠✉▼❛①❬✷✻❪ ●P▲ ●P❯ ●♦ ②❡s ✭✻✮
♠✉▼❛① ✷ ●P▲ ●P❯ ●♦ ②❡s ✭✼✮
❖❖▼▼❋❬✶✾❪ P❉ ❙▼P ❚❝❧✱ ❈✰✰ ❚❝❧ ✭✽✮
❘❑▼❆● ♥✴❛ ♥♦ ❋❖❘❚❘❆◆ ♥✴❛ ✭✾✮
❨❆▼▼❙ ●P▲ ♥♦ ❏❛✈❛ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t ✭✶✵✮

❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ s✐♠✉❧❛t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞s
▼❛❣❋❊▼✸❞ ●P▲ ♥♦ ❋❖❘❚❘❆◆ ✲ ✭✶✶✮
▼❛❣P❛r❬✷✸❪ ●P▲ ▼P■ ❈✰✰ ✲ ✭✶✷✮
◆▼❛❣❬✷✶✱ ✷✷❪ ●P▲ ▼P■ ❖❈❛♠❧✱

P②t❤♦♥
P②t❤♦♥ ✭✶✸✮

❋❛st ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✴ ♠✉❧t✐❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞ s✐♠✉❧❛t♦rs
❆❧❛▼❛❣❬✷✼❪ ●P▲ ♥♦ ❈✰✰ ✲ ✭✶✹✮
❋❛st▼❛❣❬✷✽❪ ♥✴❛ ●P❯ ♥✴❛ ♥✴❛ ✭✶✺✮

❚❛❜❧❡ ✵✳✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t♦r t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡ ✭♣✉❜❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✭P❉✮✱ ●◆❯ ●❡♥✲
❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡❬✷✾❪ ✭●P▲✮✱ ♦r ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❧✐❝❡♥s❡✮✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s✉♣♣♦rt ✭❙②♠♠❡tr✐❝
♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❙▼P✮✱ ♦♥ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts ✭●P❯✮✱ ♦r ✉s✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭▼P■✮✮✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❜
s✐t❡✱ ✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐s ❧✐st❡❞✳ ✭❚❛❜❧❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪✳✮

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣♦♣❛r❛❧❧❡❧✳♥❡t✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✴❣♣✲s♦❢t✇❛r❡
✷❤tt♣✿✴✴❥❛♠♠✳✉♥♦✳❡❞✉✴
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✹❤tt♣✿✴✴♠✐❝r♦♠❛❣♥✉♠✳✐♥❢♦r♠❛t✐❦✳✉♥✐✲❤❛♠❜✉r❣✳❞❡
✺❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠✐❝r♦♠❛❣✉s✳❞❡
✻❤tt♣✿✴✴❝♦❞❡✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴♣✴♠✉♠❛①
✼❤tt♣✿✴✴❝♦❞❡✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴♣✴♠✉♠❛①✷
✽❤tt♣✿✴✴♠❛t❤✳♥✐st✳❣♦✈✴♦♦♠♠❢✴
✾❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r❦♠❛❣✳❝♦♠
✶✵❤tt♣✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝✲❛❜✐r❞✴②❛♠♠s❴❝♦r❡
✶✶❤tt♣✿✴✴♠❛❣❢❡♠✸❞✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t✴
✶✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛❣♣❛r✳♥❡t✴
✶✸❤tt♣✿✴✴♥♠❛❣✳s♦t♦♥✳❛❝✳✉❦✴♥♠❛❣✴
✶✹❤tt♣✿✴✴❢❛❝✉❧t②✳♠✐♥t✳✉❛✳❡❞✉✴⑦✈✐ss❝❤❡r✴❆❧❛▼❛❣✴
✶✺❤tt♣✿✴✴❝❡♠✳✉❝s❞✳❡❞✉✴✐♥❞❡①❴❢✐❧❡s✴❢❛st♠❛❣✳❤t♠❧

✹

http://www.goparallel.net/index.php/gp-software
http://jamm.uno.edu/
http://llgmicro.home.mindspring.com/
http://micromagnum.informatik.uni-hamburg.de
http://www.micromagus.de
http://code.google.com/p/mumax
http://code.google.com/p/mumax2
http://math.nist.gov/oommf/
http://www.rkmag.com
http://github.com/c-abird/yamms_core
http://magfem3d.sourceforge.net/
http://www.magpar.net/
http://nmag.soton.ac.uk/nmag/
http://faculty.mint.ua.edu/~visscher/AlaMag/
http://cem.ucsd.edu/index_files/fastmag.html
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❋✐❣✉r❡ ✵✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❢♦r 107 s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣s ❞✉r✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛♥ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❳✺✻✺✵ ❈P❯ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❛♥ ◆✈✐❞✐❛ ▼✷✵✺✵
❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦r ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❆ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✉♣
t♦ ✹✵ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈P❯✳

◆✈✐❞✐❛ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

❧❛♥❣✉❛❣❡s ❈✰✰❬✸✹❪✱ ❈❯❉❆ ❈❬✸✺❪ ❛♥❞ P②t❤♦♥❬✸✻❪✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠

❢r♦♠ t❤❡ ❈P❯ t♦ t❤❡ ●P❯✱ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s♣❡❡❞✉♣ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✸ ❣✐✈❡s ❛

✜rst ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ t❤❛t ✐s ❣❛✐♥❡❞ ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠❀ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❡s✉❧ts

❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♠♦❞❡r♥ ❈P❯✱ ❛ s♣❡❡❞✉♣

♦❢ ✉♣ t♦ ✹✵ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♣❡❡❞✉♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡s❤ ✐s t✇♦✲ ♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ ❛♥❞

t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡✐t❤❡r ✸✷✲❜✐t ♦r ✻✹✲❜✐t ♦♥ t❤❡ ●P❯✳ ❙♦♠❡

❦✐♥❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ✻✹ ❜✐t ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❦✐♥❞s t♦❧❡r❛t❡ ✸✷✲❜✐t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❞❡✲

s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❋❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❈P❯s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦✲

❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❢r❛♠❡✇♦r❦ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❍❡r❡ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❆s ❛ ✉s❡✲❝❛s❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✈♦rt❡① ♠♦t✐♦♥❬✸✼❪✱ ✇❤✐❝❤

❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ ✈♦rt❡① r❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡ss ♠❡♠♦r②✳
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▼✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts

❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛rt t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ s♣✐♥ ❝✉rr❡♥ts

✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■ts ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✶ ▼✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▼♦❞❡❧

■♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❧✐❣♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

✐♥tr✐♥s✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t r❡♠❛✐♥s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥

❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ ❛t♦♠✐st✐❝ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ♠♦❞❡❧❬✸✽❪ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥

t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳ ❯s✉❛❧❧② t❤✐s s♣❛t✐❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✶✾✸✺✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝

♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ▲✐❢s❤✐t③❬✸✾❪ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s

♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥

❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧s❬✹✵❪ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝

✈♦rt✐❝❡s❬✹✶✱ ✹✷❪✳

■♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛

❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs

~M(~r) =

∑
µB

V
✭✶✳✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ❇♦❤r ♠❛❣♥❡t♦♥ µB = e~/(2me) = 9.27 · 10−24Am2✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡

❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛s t❤❡ ✉♥✐t A/m✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ✐s t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ Ms = | ~M | ❛♥❞ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡

❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts µB ♣❡r ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M ✜❡❧❞ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ~r ❛t t✐♠❡ t✳

✼



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ●②r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲
▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ❛rr♦✇
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ t❡r♠✳

✶✳✶ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡

▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥❬✸✾✱ ✹✸❪ ✭▲▲●❊✮✱

d ~M

dt
= −γ ~M × ~Htot −

γα

Ms

~M × ( ~M × ~Htot). ✭✶✳✷✮

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ~Htot✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐✲

t✐♦♥ ~r ❛♥❞ t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐s t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✐❧❜❡rt ❞❛♠♣✐♥❣

❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ t✇♦ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣

t❡r♠✱ ❝❛✉s❡ ❛ ❞❛♠♣❡❞ ❣②r❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✳ ❚❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ t❡r♠

✇❛s ❛❞❞❡❞ ❜② ❚✳ ▲✳ ●✐❧❜❡rt ❬✹✹✱ ✹✺❪ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❇♦t❤ t❡r♠s ✐♥❝❧✉❞❡

t❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ γ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧

●✐❧❜❡rt ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳ ❲✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs

❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❧✐❣♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞✳

✶✳✷ ❊✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ t❡r♠s

■♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②❬✻❪ ♦❢ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t

E = Eexch + Edemag + Eaniso + Eext

= µ0

∫ [

A(~∇ ~M)2 +
1

2
~Hdemag

~M + k~a ~M + ~Hext
~M

]

dV ✭✶✳✸✮

✽



✐s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞

t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ µ0 ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧

❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② Eexch ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥st❛♥t A ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡

q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s♣✐♥s✳ ■t ❝❛✉s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t ♠❛❣♥❡✲

t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs t♦ ❛❧✐❣♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ~Hdemag ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❚❤✐s ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛✉s❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts t♦ ♣r❡❢❡r ❛♥ ❛♥t✐ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥✲

♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝❛✉s❡s t❤❡ t♦t❛❧

♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t t♦ r❡❞✉❝❡✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡♥❡r❣② Eaniso ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣② ♣❡♥❛❧t② ❞✉❡ t♦

t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ❢❛✈♦rs t❤❡ ❛❧✐❣♥✲

♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs t♦ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡❛s② ❛①✐s ~a✳ ❚❤❡

❛♥✐s♦tr♦♣② ❝♦♥st❛♥t k ✐s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ♣❡♥❛❧t②✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ~Eext ✐s t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ~Hext ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡♥❡r❣② t❡r♠s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲

●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✶✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

~Htot = −
1

µ0

δE

δ ~M
. ✭✶✳✹✮

❙❡✈❡r❛❧ t❡r♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❣✐♥s ♦❢ t♦t❛❧

❡♥❡r❣②✿
~Htot = ~Hexch + ~Hdemag + ~Haniso + ~Hext ✭✶✳✺✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❢♦✉r ✜❡❧❞s ✐♥ ❊q✳ ✶✳✺ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✶✳✷✳✶ ❊①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤✲

❜♦r✐♥❣ s♣✐♥s✳ ■t ❝❛✉s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs t♦ ❛❧✐❣♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✹ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞

~Hexch =
2A

µ0M2
s

∆ ~M ✭✶✳✻✮

✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ st✐✛♥❡ss ❝♦♥st❛♥t A ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ Ms✳

✶✳✷✳✷ ❉❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥ts t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❞✉❝❡ t♦

~∇× ~H = 0 ✭❆♠♣❡r❡✬s ❧❛✇✮ ✭✶✳✼✮

❛♥❞
~∇ · ~B = 0 ✭●❛✉ss✬ ❧❛✇✮. ✭✶✳✽✮

✾



❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~H ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② ~B ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜②

~B = µ0( ~M + ~H). ✭✶✳✾✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✶✳✼ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ φ✿

~H = −~∇φ. ✭✶✳✶✵✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✾ ❛♥❞ ❊q✳ ✶✳✶✵ ✐♥t♦ ❊q✳ ✶✳✽ ②✐❡❧❞s

µ0
~∇ · ( ~M + ~H) = µ0

~∇ · ( ~M − ~∇φ) = 0 ✭✶✳✶✶✮

❛♥❞ t❤✉s
~∇ · ~M = ∆φ ✭✶✳✶✷✮

✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❖✉ts✐❞❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ∆φ = 0✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❛❣✲

♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M ✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ φ ✐s ❬✹✻❪

φM(~r) = −
1

4π

∫

V

∇′ · ~M(r′)

|~r − ~r′|
dV ′ +

1

4π

∫

∂V

~n · ~M(r′)

|~r − ~r′|
dS ′. ✭✶✳✶✸✮

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

~Hdemag = −~∇φM . ✭✶✳✶✹✮

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ t❡r♠s ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ str❛② ✜❡❧❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧②✳

✶✳✷✳✸ ❆♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞

▼❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣♦ss❡ss ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

♠♦♠❡♥ts t❡♥❞ t♦ ❛❧✐❣♥ ♣❛r❛❧❧❡❧② t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡❛s②

❛①❡s❬✻❪✳ ❖♥❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❍❡r❡ t❤❡

❝❛s❡s ♦❢ ♦♥❡ ❡❛s② ❛①✐s ❛♥❞ t❤r❡❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❛①❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡❛s②

❛①✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡♥❡r❣② ②✐❡❧❞s t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞

~Huni =
2k

µ0M2
s

( ~M · ~a)~a, |~a| = 1, ✭✶✳✶✺✮

✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ~a ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❛s② ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝♦♥st❛♥t k✱ ✇❤✐❝❤

✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❡❛s② ❛①❡s

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡♥❡r❣② ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞

~Hcub =
2k

µ0Ms

(
α(β2 + γ2)~a1 + β(α2 + γ2)~a2 + γ(α2 + β2)~a3

)
. ✭✶✳✶✻✮

✶✵



■t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❤r❡❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❡❛s② ❛①❡s ~a1✱ ~a2✱ ❛♥❞ ~a3✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α✱ β✱ ❛♥❞ γ

❛r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ❛①❡s ✭s✉❝❤ t❤❛t α~a1+β ~a2+γ ~a3 =

~m(~r)✮✳

✶✳✷✳✹ ❊①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞

■♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞

~Hext ✭✶✳✶✼✮

✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞✳

✶✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r s♣✐♥ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥ts

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐✲

❝❛❧ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ✐t✐♥❡r❛♥t ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①❡rt ❛ t♦rq✉❡ ♦♥ t❤❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s s♣✐♥ t♦rq✉❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳

❋♦r ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ t♦rq✉❡ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ t❤❛t

✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝✉rr❡♥t✳

✶✳✸✳✶ ❙♣✐♥✲t♦rq✉❡

■❢ ❛ ❝✉rr❡♥t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♥♦❧❛②❡r ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ ✐t✐♥❡r❛♥t

❡❧❡❝tr♦♥s ♣♦✐♥ts ✉♣ ✭♦r ❞♦✇♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐t✐♥❡r❛♥t ❡❧❡❝tr♦♥

s♣✐♥s ♦❢ ❛ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❡①❡rt ❛ t♦rq✉❡ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ s♣✐♥ t♦rq✉❡ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❡r❣❡r❬✹✼❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞

❜② ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐❬✹✽✱ ✹✾❪✳ ❚❤✐s t♦rq✉❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲t♦rq✉❡ t❡r♠

ST ( ~M,~j) = −(1 + ξα)
bj

Ms(1 + α2)
~M × ( ~M × (~j · ~∇) ~M)

−(ξ − α)
bj

M2
s (1 + α2)

~M × (~j · ~∇) ~M ✭✶✳✶✽✮

t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝✐t②

❝♦♥st❛♥t ξ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t bj✳

✶✳✸✳✷ ▼❛❝r♦❧❛②❡r s♣✐♥✲t♦rq✉❡

■♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ s♣✐♥ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥

❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡r❬✺✵❪✳ ■❢ ❛ ❝✉rr❡♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛❝❦

♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❛②❡rs ❧✐❦❡ ✐♥ ❛♥ ▼❘❆▼ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ✐t✐♥❡r❛♥t ❡❧❡❝tr♦♥

✶✶



s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①❡rt ❛ t♦rq✉❡

ST ( ~M,~j) = −
γajj

Ms(1 + α2)
~M × ( ~M × ~P ) +

γαaj
1 + α2

~M × ~P ) ✭✶✳✶✾✮

♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r❡❡ ❧❛②❡r✳ ■♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❧❛②❡r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐✲

③❛t✐♦♥ ❝❛♥ r♦t❛t❡ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧❛②❡rs ♦❢ ❛♥ ▼❘❆▼✲❝❡❧❧ t❤❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ ❜②✱ ❡✳❣✳✱ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts t♦ ♣♦❧❛r✐③❡ t❤❡ s♣✐♥ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤✐s t♦rq✉❡

t❡r♠ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③ ●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s

t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t aj✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ✳

✶✳✸✳✸ ❈✉rr❡♥t ♣❛t❤s

❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝✉rr❡♥t✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥✲

t❛❝ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢♦✇ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦♥t❛❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t

♣❛t❤s s❤♦✇ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s s❤❛♣❡✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Φ ❛t ❜♦t❤ ❝♦♥t❛❝ts r❡s✉❧ts ✐♥

❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ~E = −~∇Φ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ~j ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✉❡ t♦

❖❤♠✬s ❧❛✇
~j = σ ~E = −σ~∇Φ. ✭✶✳✷✵✮

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ t❡♥s♦r σ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s

t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ t❡♥s♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t❡♥s♦r σ = ρ−1✳ ❚❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t❡♥s♦r ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦❤♠✐❝

r❡s✐st❛♥❝❡ ρΩ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ ρAMR✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡

ρ = ρ⊥ + (ρ|| − ρ⊥) cos
2(θ(~j, ~M)) = ρ⊥ +∆ρ cos2(θ(~j, ~M)) ✭✶✳✷✶✮

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ( ~M,~j) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉rr❡♥t

❞❡♥s✐t② ~j ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✐st❛♥❝❡ ρ|| ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t

♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛❣✲

♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ cos2(θ(~j, ~M))✳ ■♥ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t❡♥s♦r r❡❛❞s❬✺✶❪

ρ =






ρ⊥(m
2
x +m2

z) + ρΩ ∆ρmxmy ∆ρmxmz

∆ρmxmy ρ⊥(m
2
x +m2

z) + ρ||m
2
y + ρΩ ∆ρmymz

∆ρmxmz ∆ρmymz ρ⊥(m
2
x +m2

y) + ρ||m
2
z + ρΩ




 .

✭✶✳✷✷✮

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥

∂ρ

∂t
= ~∇ ·~j ✭✶✳✷✸✮

✶✷



✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ρ✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✷✵ ✐♥t♦ ❊q✳ ✶✳✷✸✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠
∫

V
~∇ ·~j dV =

∮

S
~j · ~n dS ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t S ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

~n ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❝❛s❡ ∂ρ
∂t

= 0 ②✐❡❧❞s

∫

dS~nσ~∇Φ = 0. ✭✶✳✷✹✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r σ✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✈❡❝t♦r ❊q✳ ✶✳✷✹ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t ✐♥ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ▲✐♥❡❛r ❙❡t ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ▲❙❊

❣✐✈❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ❊♠♣❧♦②✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✷✵ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j✳

✶✳✸✳✹ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞

❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥ts ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❖❡r✲

st❡❞ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✇❡❛❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❞❡♠❛❣♥❡✲

t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s✱ ✐ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt✐❝❡s❬✺✷❪✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ~j(~r) ✐♥s✐❞❡ ❛ ✈♦❧✉♠❡ V ✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❇✐♦t✲❙❛✈❛rt

❧❛✇
~HOersted(~r) =

1

4π

∫

V

~j(~r′)×
~r − ~r′

|~r − ~r′|3
dV ′. ✭✶✳✷✺✮

✶✸



✷ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❯♥t✐❧ ♥♦✇ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ✐t ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ s♣❛t✐❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❡❧❧s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱

t❤❡ t✐♠❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ st❡♣s ❜② ✉s✐♥❣ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s♦❧✈❡rs✳

✷✳✶ ❋✐♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧❧② s✐③❡❞

❝✉❜♦✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ t❤❡ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤s lx✱ ly ❛♥❞ lz ❛❧♦♥❣

❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ nx✱ ny ❛♥❞ nz ❝❡❧❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛

t♦t❛❧ ♦❢ n = nxnynz ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞❡① i ❝♦✉♥t✐♥❣ ❢r♦♠ 0 t♦

(n− 1)✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s Vi ❛♥❞ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝❡❧❧ ♠✐❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ~ri✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ~Mi ❛t ❝❡❧❧ i ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❛t ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡✱

~Mi =
1

lxlylz

∫

Vi

~M(~r) dV. ✭✷✳✶✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❡❛❝❤ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜②

~Heff,i =
1

lxlylz

∫

Vi

~Hx(~r) dV. ✭✷✳✷✮

❆❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s Ms✱ A✱ ❛♥❞ α ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❡r ❝❡❧❧ ❛s ✇❡❧❧✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡②

❛r❡ ❡✐t❤❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ♦r ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❙♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝

♠♦❞❡❧✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❝❡❧❧✳ ❚❤✉s ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ s✐③❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ❧❡♥❣t❤ lex =
√

A
2Ms

t♦ r❡s♦❧✈❡ ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧❬✻❪✳ ■t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ st✐✛♥❡ss ❝♦♥st❛♥t A ❛♥❞

s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ Ms✳

■♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s✐③❡ (nx, ny, nz) s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛rr❛② ❡♥tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ♦❢

✈❡❝t♦rs

~M [m,n, o] = ~Mi where ~ri =

(

lx(m+
1

2
), ly(n+

1

2
), lz(o+

1

2
)

)

, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ✭[✱ ]✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛♥② ♦t❤❡r

✜❡❧❞s ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♣❡r ❝❡❧❧ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛rr❛②s✳

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ✭❛✮ ▼❛❣♥❡t✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
♠❡s❤✳ ✭❜✮ ▼❛❣♥❡t✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤✐♥ ❧✐♥❡s
❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ s✐③❡s✱ t❤❡ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t✐❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ t✐❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡② t✐❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✳

✷✳✶✳✶ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤✉s ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡

♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♥❞❧❡ ❛ ✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❝♦♠✲

♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♣❡♥

❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❲✐t❤ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✷✳✶ ✭❛✮✮✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s

✜♥✐t❡ ✐♥ s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡

♦♥❧② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡s❤✳

❲✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✷✳✶ ✭❜✮✮✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣✲

♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ r❡♣❡❛ts ✐ts❡❧❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡

♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ t✐❧❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t✐❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ◆♦♥✲r❡♣❡❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ✇✐t❤ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❢ s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r ♦♥❡ t✐❧❡ ♦♥❧②✳

✷✳✶✳✷ ❊①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s

∆ =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

. ✭✷✳✹✮

■♥ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡

♦♣❡r❛t♦r ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉s✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ q✉♦t✐❡♥ts✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❛①✐s ✇✐t❤ ❝❡❧❧ s✐③❡ lx✱

∂2

∂x2
f(x, y, z) =

f(x+ lx, y, z)− 2f(x, y, z) + f(x− lx, y, z)

l2x
+O(l2x). ✭✷✳✺✮

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚✇♦ ✈♦❧✉♠❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ✜❡❧❞✳ ~M ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛❣♥❡t✐✲
③❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ τ2✱ ❛♥❞ ~H ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❡❧❞ s❡❡♥ ✐♥ τ1 t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② τ2✳

❋♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ lx t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r s❝❛❧❡s ✇✐t❤ l2x✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✸❪✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r

s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✺ ✐s ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍❛✈✐♥❣

❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s (lx, ly, lz)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✉s ✉s❡

Hexch,k[i] =
2A[i]

µ0Ms[i]l2k

∑

j∈NN(i),
Ms[j]>0

(mk[i]−mk[j]) , k ∈ {x, y, z}, ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ NN(i) r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐① ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❝❡❧❧ i ✐❢ i ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛rr❛②

✭❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ s✐① ✐♥❞✐❝❡s ✇❤❡♥ i ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r✮✱ ❛♥❞ ~m ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳

❋✐♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ Ms ✐s ③❡r♦ ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠✳

P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❲✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♠❛❦❡

s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ NN ✐♥ ❊q✳ ✷✳✻ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜②

✇r❛♣♣✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣r✐❞ ❜♦r❞❡rs ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✷✳✶✳✸ ❉❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

❍❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ❤♦❧❞s ❛ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❡❡♥ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ τ1 ❞✉❡

t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ r❡❣✐♦♥ τ2 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞❬✺✹❪ ❛s

~Hτ1←τ2 = −N · ~Mτ2 , ✭✷✳✼✮

❍❡r❡ (Nij) ✐s t❤❡ ✏❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✑ ❛♥❞ ❤❛s 3× 3 ❡♥tr✐❡s✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s

♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s τ1 ❛♥❞ τ2 ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛

✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤✱ ❛❧❧ r❡❣✐♦♥s τi t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ❝✉❜♦✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ s✐③❡✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧ ♣❛✐r (i, j) ✇✐t❤ ♠✐❞♣♦✐♥ts ~ri ❛♥❞ ~rj t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✼

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
~Hj←i = −N(~ri − ~rj) · ~Mi. ✭✷✳✽✮

✶✻



■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ t♦t❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ r❡❛❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧ j✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✜❡❧❞s

❢r♦♠ ❛❧❧ ❝❡❧❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❡❧❧ j✱ ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣✱

~Hj =
n−1∑

i=0

~Hj←i = −
n−1∑

i=0

N(~ri − ~rj) · ~Mi. ✭✷✳✾✮

❚❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ♠❛❞❡ ✉♣ ❜② ❛❧❧ ~Hj ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡

t♦t❛❧ ✜❡❧❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤✐s ✜❡❧❞✱ t❤❡ t❡♥s♦rs N(~ri − ~rj) ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r

t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t✲t♦✲♠✐❞♣♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ~ri − ~rj ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝❡❧❧s i ❛♥❞ j✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡s❡ t❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳

◆❡✇❡❧❧ ❡t ❛❧✳❬✺✹❪ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐♥ ❊q✳ ✷✳✾ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤✐s

✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✺❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝✉❜✐❝✳ ■♥ ❛

s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✱ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✻❪ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦rs ❢♦r ♣r✐s♠✲s❤❛♣❡❞ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✺❪

❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✶✸ ✐♥❝❧✉❞❡s ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞

s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❇② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ ❢♦r♠

φ(~r) =
1

4π
~Mj ·

∫

V ′

j

~∇′(
1

|~r − ~r′|
) dV ′j ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐s ✉s❡❞✳ ❍❡r❡

V ′ ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ~∇′ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ~r′✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❡❧❞

r❡❛❝❤✐♥❣ ❝❡❧❧ i ✐s t❤❡♥

~Hi←j =
1

Vi

∫

Vi

[

−~∇φ
]

dVi

=
1

Vi

∫

Vi

[

−~∇
1

4π
~Mj ·

∫

V ′

j

~∇′(
1

|~r − ~r′|
) dV ′j

]

dVi

= −N · ~Mj, ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r N ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Nαβ = −
1

4πVi

∫

Vi

dV

∫

V ′

j

~∇′α~∇
′
β(

1

|~r − ~r′|
) dV ′j ✭✷✳✶✷✮

✉s✐♥❣ ~∇(1/|~r−~r′) = −~∇′(1/|~r−~r′|)✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧s

✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✱

Nαβ =
1

4πV

∫

S

dS~nα

∫

S′

dS ′~n′β
|~r − ~r′|

. ✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ S ❛♥❞ S ′ ❛r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ✈♦❧✉♠❡s✳ ❋♦r ♣❛✐rs ♦❢ ❝✉❜♦✐❞s

♦❢ s✐③❡ (∆X,∆Y,∆Z) t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✉♠ ♦❢

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❙✉r❢❛❝❡s ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ (X,Y, Z) t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ ❛
t♦t❛❧ ♦❢ ❢♦✉r s✉r❢❛❝❡ ♣❛✐rs t♦ ✭❛✮ Nxx✱ s❡❡ ❊q✳ ✷✳✶✹✱ ❛♥❞ ✭❜✮ Nxy✱ s❡❡ ❊q✳ ✷✳✶✼✳ ❙✉r❢❛❝❡ ♣❛✐rs ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ✭s❛♠❡✮ s✐❣♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ t❡r♠✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✺✹❪✳✮

✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✉❜♦✐❞s✳ ■♥ t♦t❛❧ t❤✐s s✉♠ ❤❛s 6× 6 = 36

✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❋♦r Nxx✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r ❢❛❝❡ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥

❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❚❤✉s ♦♥❧② ❢♦✉r ✐♥t❡❣r❛❧s r❡♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✶✸ ❜❡❝♦♠❡s

Nxx =
1

4πV
(2F (X, Y, Z)− F (X +∆X, Y, Z)− F (X −∆X, Y, Z)), ✭✷✳✶✹✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❬✺✹❪

F (X, Y, Z) =

∫ ∆z

0

∫ ∆y

0

∫ ∆z

0

∫ ∆y

0

dz dy dz′ dy′
√

X2 + (y + Y − y′)2 + (z + Z − z′)2
. ✭✷✳✶✺✮

❘♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

Nyy(X, Y, Z,∆X,∆Y,∆Z) = Nxx(Y,X, Z,∆Y,∆X,∆Z)

Nzz(X, Y, Z,∆X,∆Y,∆Z) = Nxx(Z, Y,X,∆Z,∆Y,∆X). ✭✷✳✶✻✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r Nxy ❛♥② ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r ❛ ❢❛❝❡ ♣❛✐r ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❢❛❝❡ ❤❛s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡

①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❆❣❛✐♥ ❢♦✉r

✐♥t❡❣r❛❧s r❡♠❛✐♥ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✶✸ ❜❡❝♦♠❡s

Nxy =
1

4πV
(G(X, Y, Z)−G(X−∆X, Y, Z)−G(X, Y +∆Y, Z)+G(X−∆X, Y +∆Y, Z)),

✭✷✳✶✼✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ✭❜✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

G(X, Y, Z) =

∫ ∆z

0

∫ ∆y

0

∫ ∆z

0

∫ ∆x

0

dz dy dz′ dx′
√

(X − x′)2 + (Y + y)2 + (z + Z − z′)2
. ✭✷✳✶✽✮

❘♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

Nxz(X, Y, Z,∆X,∆Y,∆Z) = Nxy(X,Z, Y,∆X,∆Z,∆Y )

Nyz(X, Y, Z,∆X,∆Y,∆Z) = Nxy(Y, Z,X,∆Y,∆Z,∆X). ✭✷✳✶✾✮

✶✽



❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

Nαβ = Nβα. ✭✷✳✷✵✮

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ❊q✳ ✷✳✶✺ ❛♥❞ ❊q✳✷✳✶✽ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❝❡❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s❬✺✹❪✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦rs

❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♠✐❞♣♦✐♥t✲t♦✲♠✐❞♣♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❊q✳ ✷✳✾ ❢♦r t❤❡ ①✲

❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ②✲ ❛♥❞ ③✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ r❡❛❞s

−Hdemag,x(~ri) =
∑

j

Nxx(~ri − ~rj) ·Mx(~rj)

+
∑

j

Nxy(~ri − ~rj) ·My(~rj)

+
∑

j

Nxz(~ri − ~rj) ·Mz(~rj). ✭✷✳✷✶✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡

✜❡❧❞s ✐♥ ❊q✳ ✷✳✷✶ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛rr❛②s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❛rr❛②s A ❛♥❞ B ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

(A ∗B)[l,m, n] =
nx−1∑

i=0

ny−1∑

j=0

nz−1∑

k=0

A[i, j, k] · B[l − i,m− j, n− k], ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ 0 ≤ l < nx✱ 0 ≤ m < ny ❛♥❞ 0 ≤ n < nz✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

t❡♥s♦r Nαβ(~r) ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (2nx − 1, 2ny − 1, 2nz − 1)✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤

❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ~r ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❛rr❛② ✐♥❞✐❝❡s (i, j, k) ✉s✐♥❣

Nαβ[i, j, k] ↔ Nαβ(lx((nx + i) mod (2nx − 1)− nx),

ly((ny + j) mod (2ny − 1)− ny),

lz((nz + k) mod (2nz − 1)− nz)), ✭✷✳✷✸✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ❍❡r❡ t❤❡ s❡❧❢✲❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s (0, 0, 0)✳

❊q✳ ✷✳✷✶ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛rr❛②s ❛s

−Hdemag,x = Nxx ∗Mx +Nxy ∗My +Nxz ∗Mz

−Hdemag,y = Nyx ∗Mx +Nyy ∗My +Nyz ∗Mz

−Hdemag,z = Nzx ∗Mx +Nzy ∗My +Nzz ∗Mz ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ (∗) ✐s t❤❡ ❛rr❛② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✷✷✳

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ✭❛✮ ❉❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛②✳ ✭❜✮ ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ✭❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s✮ t♦
✐♥❞✐❝❡s ✭s♠❛❧❧ r❡❝t❛♥❣❧❡s✮ ❢♦r t❤❡ ❛rr❛②s ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❲✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

s✉♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✈♦❧✉♠❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ r❡♣❡❛ts ✐ts❡❧❢ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s st♦r❡❞

✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s✉♠ ✐s

− ~Hdemag,p[j] =
∑

k,l,m

(
∑

i

N(~ri − ~rj + offset(k, l,m)) · ~M [i]

)

✭✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ k, l,m ∈ Z ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞

offset(k, l,m) = kLx ~ex + lLy ~ey +mLy ~ez ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ t✐❧❡ ❛t k, l,m ❢r♦♠

t❤❡ t✐❧❡ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✷✺ ②✐❡❧❞s

− ~Hdemag,p[j] =
∑

i

Np(~ri − ~rj) · ~M [i] ✭✷✳✷✻✮

✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❢♦r ❛ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡

Np(~ri − ~rj) =
∑

k,l,m

N(~ri − ~rj + offset(k, l,m)). ✭✷✳✷✼✮

❆❣❛✐♥ t❤❡ t❡♥s♦r ✜❡❧❞ Np ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛s ✐t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ■♥

♥✉♠❡r✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✷✼ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❛rt

♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♦♥❡ t✐❧❡ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ✇✐t❤ t❤❡

sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❧② ♥❡❛r t✐❧❡s ✉♣ t♦ ❛ ❧✐♠✐t✱ s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✺✼❪✳

✷✳✶✳✹ ❉❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✮

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ✇❛② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧

✜❡❧❞ Φ ✜rst✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥ ~H = −~∇Φ✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

✷✵



s❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② ❤❡r❡ t♦♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r

♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡q✉✐r❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②

❢❛st❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❝❧♦s❡❧②

t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❆ ❋❛st ❋✐♥✐t❡✲❉✐✛❡r❡♥❝❡ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ▼✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝s ❯s✐♥❣ t❤❡ ▼❛❣♥❡t✐❝

❙❝❛❧❛r P♦t❡♥t✐❛❧ ❜② ❈✳ ❆❜❡rt✱ ●✳ ❙❡❧❦❡✱ ❇✳ ❑rü❣❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ ❉r❡✇s❬✺✽❪✱ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✷

■❊❊❊✳ ❙✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✐♥❣ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✾❪✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✳✶✸ ❛♥❞ ✶✳✶✹ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

~Hdemag(~r) = −~∇φ = −~∇

∫

S(~r − ~r′) ~M(~r′) d~r′. ✭✷✳✷✽✮

❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ S ❛ss✉♠✐♥❣ ❝✉❜♦✐❞ ❝❡❧❧s ②✐❡❧❞s

S(~ri − ~rj) =
1

4π

∫

Vj

∇′
1

|~r − ~r′|
❞3~r′

∣
∣
∣
∣
~r=~ri

✭✷✳✷✾✮

✇❤❡r❡ Vj ✐s t❤❡ ❝✉❜♦✐❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❞❡♠❛❣✲

♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ~ri − ~rj ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❛r❣❡t ❝❡❧❧ j ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ❝❡❧❧

i✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

φ(~ri) =
∑

j

S(~ri − ~rj) ~M(~rj) ✭✷✳✸✵✮

◆♦✇ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r S ✐♥ ❊q✳ ✷✳✷✾ ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛ ❝✉❜♦✐❞ ✈♦❧✉♠❡ Vj ✇✐t❤ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤s lx✱

ly✱ ❛♥❞ lz✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ②✐❡❧❞s

Sz =
1

4π

∫

∂V

~n′ · ~ez

|~r − ~r′|
dA′ ✭✷✳✸✶✮

❢♦r t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ S✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ~n′✱ ❛♥❞ ~ez
✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❤❛s ♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❢❛❝❡s ✐♥

t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡✿

Sz =
∑

±
±

1

4π

∫ lx/2

−lx/2

∫ ly/2

−ly/2

❞x′❞y′
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z ∓ lz/2)2
✭✷✳✸✷✮

✷✶



✇✐t❤ ~r = (x, y, z)✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ②✐❡❧❞s

F (x, y, z) =
1

4π

∫ x

0

∫ y

0

❞x′❞y′
√

x′2 + y′2 + z′2
✭✷✳✸✸✮

=
1

4π

{

− x+ z arctan
(x

z

)

− z arctan

(

xy

z
√

x2 + y2 + z2

)

+ y ln
[

2
(

x+
√

x2 + y2 + z2
)]

+ x ln
[

2
(

y +
√

x2 + y2 + z2
)]
}

. ✭✷✳✸✹✮

◆♦✇ t❤❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞✿

Sz(~r) = −
∑

i,j,k

ijkF (x+ i lx
2
, y + j ly

2
, z + k lz

2
),

Sx(~r) = −
∑

i,j,k

ijkF (y + i ly
2
, z + j lz

2
, x+ k lx

2
),

Sy(~r) = −
∑

i,j,k

ijkF (z + i lz
2
, x+ j lx

2
, y + k ly

2
). ✭✷✳✸✺✮

✇✐t❤ i, j, k ∈ {−1,+1}✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✸✺ ❢♦r S(~r) t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧

❛t ❛♥② ♣♦✐♥t r ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②

♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ❝✉❜♦✐❞ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts rk ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡

s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t

Φ(~r) =
∑

~rk

S(~r − ~r′) · ~M(~rk) ✭✷✳✸✻✮

♦r

Φ = Sx ∗Mx + Sy ∗My + Sz ∗Mz. ✭✷✳✸✼✮

✇❤❡r❡ ∗ ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ Φ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳

✷✳✶✳✺ ❆♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦

t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧❧② ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛t ❝❡❧❧ i ✐s

~Huni[i] =
2k[i]

µ0Ms[i]
(~m[i] · ~a)~a, ✭✷✳✸✽✮

✇❤❡r❡ ~a ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛s② ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❝✉❜✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②

✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

~Hcub[i] =
2k[i]

µ0Ms[i]

(
α(β2 + γ2)~a1 + β(α2 + γ2)~a2 + γ(α2 + β2)~a3

)
. ✭✷✳✸✾✮

✇✐t❤ α = ~m[i] · ~a1✱ β = ~m[i] · ~a1✱ ❛♥❞ γ = ~m[i] · ~a1✳

✷✷
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ Φ ♦❢ ❛ ❝✉❜❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
♦❢ s✐③❡ 1 nm× 1 nm× 1 nm✳ ❚❤❡ ✐♥❧❛② s❤♦✇s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠
❘❡❢✳ ❬✺✽❪✱ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✷ ■❊❊❊✳✮

P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❆s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✱ ♥♦ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤✉s ❊q✳ ✷✳✸✽✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✸✾ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳✶✳✻ ❊①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞

❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐s s✐♠♣❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✱

Hext[i] = Hext,i. ✭✷✳✹✵✮

P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ◆♦ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

✷✳✶✳✼ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞

❋♦r t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ t❤❡ ❇✐♦t✲❙❛✈❛rt ❧❛✇ ❤❛s t♦ ❜❡

❞✐s❝r❡t✐③❡❞✳ ❆s t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡

✐s ✉s❡❞✳
~HOer[i] =

1

Vi

∫

Vi

~HOersted(~r) dVi, ✭✷✳✹✶✮

✇❤❡r❡ Vi ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❝❡❧❧ i✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

~HOer, j =
∑

i

K(~rj − ~ri) ·~j(~ri) ✭✷✳✹✷✮

✷✸



✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r K ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② j✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✵❪✳

P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❚❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ✉♥❞❡r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ s❡❡ ❛❧s♦

❘❡❢✳ ❬✻✵❪✳

✷✳✶✳✽ ❈✉rr❡♥t ♣❛t❤s

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✷✸ ✐s s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st ❤♦❧❞ ❢♦r ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

i = 0, 1, . . . (n− 1) ❡q✉❛t✐♦♥s ∫

Si

σi
~∇Φi~n dS = 0. ✭✷✳✹✸✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r σi ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Φi ❛r❡ ♥♦✇ ❛ss✉♠❡❞ ♥♦♥✲

❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s s✐① ❝❡❧❧ s✉r❢❛❝❡s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

lylz(σxx Dx Φi + σxy Dy Φi + σxz Dz Φi)

+lxlz(σyxDx Φi + σyy Dy Φi + σyz Dz Φi)

+lxly(σzx Dx Φi + σzy Dy Φi + σzz Dz Φi) = 0 ✭✷✳✹✹✮

❛s t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ Dd ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ♣❛rt✐❛❧ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ◆♦✇ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r♠ ❛ s②st❡♠ ♦❢

n ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②❬✻✶❪ ❢♦r Φi✱ i = 0..(n− 1)✳

A~Φ = (0, 0, . . . , 0)T ✭✷✳✹✺✮

✇❤❡r❡ A ✐s ❛ n × n ♠❛tr✐① ❛♥❞ ~Φ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ n ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✶✳✷✵ t♦

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ~Φ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳

P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

❝✉rr❡♥t ♣❛t❤s ❛r❡ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✷ ❚✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M0✱ t❤❡ ▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r♠s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

♣r♦❜❧❡♠❬✻✷❪ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ i = 0 . . . (n− 1)✱

~M(~ri, t = 0) = ~M0(~ri)

d ~M(~ri, t)

dt
= f(t, ~M(~ri, t)) ✭✷✳✹✻✮

✷✹



✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

~M(~ri, t) = ~M(~ri, t0) +

∫ t

t0

fi(τ, ~M(~ri, τ)) dτ. ✭✷✳✹✼✮

❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡

✐♥t❡❣r❛❧ ✉s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ t✐♠❡ st❡♣s✳

❊①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❡①♣❧✐❝✐t ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✷✳✹✼ ✐s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❙t❛rt✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ✉♣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r

~M(r, t) = ~M(r, t0) +
d ~M(r, t0)

dt
· (t− t0) +O((t− t0)

2) ✭✷✳✹✽✮

t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s h := t− t0 ❛♥❞ t := t0 ②✐❡❧❞

~M(ri, t+ h) = ~M(ri, t) + h · f(t, ~M(ri, t)) +O(h2) ✭✷✳✹✾✮

❢♦r ❡✈❡r② ❝❡❧❧ i ✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✷✳✹✾ ✇✐t❤

❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❡♣s tκ ②✐❡❧❞s

~M(ri, tκ+1) ≈ ~M0(r) +
∑

k∈{1,2,...κ}
h · f(tk, ~M(ri, tk)), ✭✷✳✺✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✷✳✹✼✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

M(r, tκ+1✮ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s

t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛ ♦♥❡✲st❛❣❡ ♠❡t❤♦❞✳

✷✳✷✳✶ ❊①♣❧✐❝✐t ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s❝❤❡♠❡s

❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✼ ❝❛♥ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s❝❤❡♠❡s✳ ❊①♣❧✐❝✐t ❘✉♥✲

❣❡✲❑✉tt❛ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ s st❛❣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

~yn+1 = ~yn + h
s∑

i=1

bi~ki ✭✷✳✺✶✮

✇✐t❤ t❤❡ st❛❣❡ ✈❡❝t♦rs

~k1 = f(tn, ~yn), ✭✷✳✺✷✮

~ki = f(tn + ci, ~yn +
i−1∑

j=1

ai,j~kj), 2 ≤ i ≤ s ✭✷✳✺✸✮

✷✺



❆ ❝♦♥❝r❡t❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai,j✱ bi ✭1 ≤ i ≤ s✮✱ ❛♥❞

ci ✭2 ≤ i ≤ s✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇✉t❝❤❡r t❛❜❧❡❛✉✱

0

c2 a2,1
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

cs as,1 · · · as,s−1

b1 · · · bs

✭✷✳✺✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci ✐♥ ❊q✳ ✷✳✺✷ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts bi ✐♥ ❊q✳ ✷✳✺✶ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aij ✐♥ ❊q✳ ✷✳✺✷

✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✳ ❋♦r ❡①♣❧✐❝✐t ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ st❛❣❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐①

(ai,j) ✐s ❧♦✇❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛r✳ ❍❡r❡ t❤❡ st❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ~k ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s✉❝❝❡ss✐♦♥✱ ❛s ~ki
❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ~k0, ~k1, . . . , ~ki−1✳ ❆❢t❡r t❤❡ st❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞

✐♥ ❊q✳ ✷✳✺✶ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳

❈❧❛ss✐❝❛❧ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t

❢♦✉r✲st❛❣❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r st❡♣ ❡rr♦r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❆

✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❢♦✉r st❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ~kn ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s

✈❛❧✉❡ ~M(ti) t♦ t❤❡ ♥❡①t ✈❛❧✉❡ ~M(ti+1)✱

~M(ti+1) = ~M(ti) +
1

6

(

~k1 + 2~k2 + 2~k3 + ~k4

)

+O(h5)

✇✐t❤ ti+1 = ti + h ✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡

❣✐✈❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r st❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ st❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

k1 = h · f(tn, yn) k2 = h · f(tn +
1

2
h, yn +

1

2
k1)

k3 = h · f(tn +
1

2
h, yn +

1

2
k2) k4 = h · f(tn + h, yn + k3). ✭✷✳✺✺✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❜✉t❝❤❡r t❛❜❧❡❛✉ ✐s

0

1/2 1/2

1/2 0 1/2

1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

. ✭✷✳✺✻✮

❚❤❡ st❡♣ ❡rr♦r ✐s O(h5)✳

✷✻



❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ~eabs✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ~erel✱
❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ~yn✱ ~yn+1✱ ❛♥❞ ~y∗n+1 ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ st❡♣ s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧✳

❊♠❜❡❞❞❡❞ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ st❡♣ s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧ ❊♠❜❡❞❞❡❞

❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞s tr② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ st❡♣✳ ❚❤✐s

❡rr♦r ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ h✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❤❛✈✐♥❣

t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❇✉t❝❤❡r t❛❜❧❡❛✉✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❡rr♦r ♦r❞❡r p ❛♥❞ ♦♥❡

✇✐t❤ ❡rr♦r ♦r❞❡r p− 1✳ ❚❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ (p− 1)✲♦r❞❡r st❡♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

~y∗n+1 = ~yn + h

s∑

i=1

b∗i
~ki. ✭✷✳✺✼✮

■t ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ st❛❣❡ ✈❡❝t♦rs ~ki t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ p✲♦r❞❡r st❡♣✱ ❜✉t ✉s❡s ❛

❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♥❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts b∗i ✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t st❡♣✱

~eabs = ~yn+1 − ~y∗n+1, ✭✷✳✺✽✮

s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦r ✐♥ ❊q✳ ✷✳✺✽ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡①t

st❡♣✱ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ h ♠❛② ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ st❡♣

s✐③❡ ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❢❛st✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ h ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ st❡♣ ❡rr♦r✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ st❡♣

s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❞❥✉sts t❤❡ st❡♣ s✐③❡ t♦ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐s ✇✐t❤✐♥

❛ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❡rr♦r ♠❛r❣✐♥✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✺✽ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜s♦❧✉t❡

❡rr♦r ♣❡r ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ st❡♣✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❢♦r t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛ s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t② t❤❛t

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆♥ ♦❜✈✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r

✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts t❤❡ ✏✇♦rst ♦✛❡♥❞✐♥❣✑ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡rr♦r✱ ❡✳❣✳

eabs = ||~eabs||max. ✭✷✳✺✾✮

✷✼



❚❤✐s ♥♦r♠ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❆♥♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ♥♦r♠ ✐s t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥

♥♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♦♥❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞✳ ■t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ~eabs t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

st❡♣ ✈❡❝t♦r✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ✇♦rst ♦✛❡♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉s✐♥❣

~erel = eabs/||~yn+1 − ~yn||max. ✭✷✳✻✵✮

❚❤❡ st❡♣ s✐③❡ t♦ t❤❡ (s + 1)✲t❤ ♣♦✇❡r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r✱ hs+1 ∼ eabs✳

❚❤❡ ♥❡✇ st❡♣ s✐③❡ hnew ✐s ♥♦✇ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡

t♦❧❡r❛t❡❞ ❡rr♦r eabs,tol✳ ❆s h
s+1
new ∼ eabs,tol✱ t❤❡ ♥❡✇ st❡♣ s✐③❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s

hs+1
abs,new = Shs+1

old

eabs,tol
eabs

⇔ habs,new = hold

(
eabs,tol
eabs

)1/(s+1)

✭✷✳✻✶✮

❍❡r❡ S ≤ 1 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❡♣ ❤❡❛❞r♦♦♠✳ ■t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s S = 0.85✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐s ♦❢

♦r❞❡r s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ st❡♣ s✐③❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s

hrel,new = hold

(
erel,tol
erel

)1/s

. ✭✷✳✻✷✮

❋♦r t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r✱ ♠♦r❡ ✑♣❡ss✐♠✐st✐❝✏ st❡♣ s✐③❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦

♥❡✇ st❡♣ s✐③❡s t❤❛t ✇❡r❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r✿

hnew = min(habs,new, hrel,new) ✭✷✳✻✸✮

■❢ ❛t t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ st❡♣ s✐③❡✱ ❛ t♦♦ ❤✐❣❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦r r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✱

t❤❡ st❡♣ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡tr✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r h✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r h ❊qs✳ ✷✳✻✶

❛♥❞ ✷✳✻✷ ❛r❡ ✉s❡❞✳

❆ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♦r❞❡rs ✺ ❛♥❞ ✹ ✐s t❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✲❋❡❤❧❜❡r❣ ♠❡t❤♦❞❬✻✸❪✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡❛✉✿

0

1/4 1/4

3/8 3/32 9/32

12/13 1932/2197 −7200/2197 7296/2197

1 439/216 −8 3680/513 −845/4104

1/2 −8/27 2 −3544/2565 1859/4104 −11/40

16/135 0 6656/12825 28561/56430 −9/50 2/55

25/216 0 1408/2565 2197/4104 −1/5 0

✭✷✳✻✹✮

❚❤❡ ✜rst r♦✇ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✭bi✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣✐✈❡s

t❤❡ ✜❢t❤✲♦r❞❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✭b∗i ✮✱ ❜♦t❤ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✺✶ t♦ t❤❡ s❛♠❡ st❛❣❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❖t❤❡r

✷✽



❡①♣❧✐❝✐t ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ❉♦r♠❛♥❞✲Pr✐♥❝❡❬✻✹❪ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉s❡s ❛ ✜❢t❤✲♦r❞❡r

st❡♣ t♦ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r st❡♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r

❈❛s❤✲❑❛r♣❬✻✺❪ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❢♦✉rt❤✲♦r❞❡r st❡♣✳

✷✳✷✳✷ ❚✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ st❡♣✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛②

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r r❡t❛✐♥s ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ Ms ❛t ❛♥② t✐♠❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞

❜② t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❙t♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛ st♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❛t ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❛ ♣❛rt t❤❡r❡♦❢ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❲❤✐❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ st♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡

♠❡t ✇❤❡♥

• ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞

• ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞

• ❛ r❡❧❛①❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ♦❢ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❆ r❡❧❛①❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t

❛ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❲✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s st❛t✐❝✳

❚❤✉s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t s✉❝❤ ❛ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠✱ t❤❡ st♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥

r❛❞✴s✱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛①❡s✳ ●✐✈❡♥ t♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❡♣s i ❛♥❞

i+ 1 s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡ st❡♣ h✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

θ(~rn) ≈
1

h
arctan

|~mi+1(~rn)− ~mi(~rn)|

|~mi(~rn)|
≈

|~mi+1(~rn)− ~mi(~rn)|

h
. ✭✷✳✻✺✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s r❡❧❛①❡❞✱ ✐✳❡✳

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞ ⇔ max
n=1..n

θ(~rn) < θtolerance. ✭✷✳✻✻✮

❆ ❝♦♠♠♦♥❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r θtolerance ✐s ✶ ❞❡❣r❡❡ ♣❡r ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞✳

✷✾



✸ ❋❛st ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲

●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❝✉rr❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭❊q✳ ✷✳✾✮✱

t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✭❊q✳ ✷✳✻✮✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ✭❊qs✳ ✷✳✸✽✱ ✷✳✸✾✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞

✭❊q✳ ✷✳✹✵✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s

t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

♠♦st t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣❛rt ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✳

✸✳✶ ❉❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ ❡✐t❤❡r t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥

−Hdemag,x =Nxx ∗Mx +Nxy ∗My +Nxz ∗Mz

−Hdemag,y =Nxy ∗Mx +Nyy ∗My +Nyz ∗Mz

−Hdemag,z =Nxz ∗Mx +Nyz ∗My +Nzz ∗Mz ✭✸✳✶✮

✭❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② Nαβ = Nβα✮ ♦r ✐♥ ✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥

~Hdemag = ~∇ (Sx ∗Mx + Sy ∗My + Sz ∗Mz) . ✭✸✳✷✮

✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲▲●❊✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❊q✳ ✸✳✶ ❛♥❞ ❊q✳ ✸✳✷ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♠✉❧t✐✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛❧❛r ❛rr❛②s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐s❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✭+✮ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❧✐♥❡❛r

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✭∗✮✳ ❚❤✉s ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞

✈❡r② s✐♠✐❧❛r❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛❧❧ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ✉s✐♥❣ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✇❤✐❧❡ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

t❡♥s♦r ✜❡❧❞ N✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ S ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M ✳

✸✳✶✳✶ ❋❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❊qs✳ ✸✳✶ ❛♥❞ ✷✳✸✼ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡

✐t❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ O(n2)✱ ✇❤❡r❡

n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❞ ✉♣ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠

A ∗B ↔ Â · B̂, ✭✸✳✸✮
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✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛t ❛❝❝❡♥t s②♠❜♦❧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠s❬✻✻❪ ✭❋❋❚s✮ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ ❋❋❚s✱ t❤❡

❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ O(n log n) t✐♠❡✳ ■❢ n ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤

t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①tr❡♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ O(n2) ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞

s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦rs❬✶✾✱ ✻✼✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✶✼❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

❋❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❡①✲

❡❝✉t❡ ✐♥ O(n log n) t✐♠❡✳ ❍❡r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❛❞✐①✲✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ✐s s❤♦rt❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❉❋❚ ♦❢ ❛♥ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♣✉t

s❡q✉❡♥❝❡ xk ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ✱ 0 ≤ k < N ✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ♦✉t♣✉t x̂k ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

x̂i =
N−1∑

j=0

xj · ω
−ij
N , where ωk

N = e2π
√
−1k/N . ✭✸✳✹✮

❍❡r❡ ωk
N ✐s t❤❡ Nth r♦♦t ♦❢ ✉♥✐t② r❛✐s❡❞ t♦ t❤❡ k✲t❤ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ r❛❞✐①✲✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠

r❡q✉✐r❡s t❤❛t N ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r p s♦ t❤❛t 2p = N ✳ ❚❤❡

✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ x ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s x′k = x(2k) ❛♥❞ x′′k = x(2k+1) ♦❢ ❧❡♥❣t❤

n = N/2✱ 0 < k ≤ n✳ ❚❤❡ s✉♠ ✐s ♥♦✇ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t✇♦ s✉♠s✱

x̂i =
n−1∑

k=0

x′k · ω
−i(2k)
N +

n−1∑

k=0

x′′k · ω
−i(2k+1)
N

=
n−1∑

k=0

x′k · ω
−ik
n + ω−iN ·

n−1∑

k=0

x′′k · ω
−ik
n . ✭✸✳✺✮

❚❤❡ s✉♠s ❢♦r♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s x′ ❛♥❞ x′′ ♦❢ ❧❡♥❣t❤

N/2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s

x̂i =

{

x̂′i + ω−iN · x̂′′i , i < n

x̂′i−n − ω
−(i−n)
N · x̂′′i , i ≥ n.

✭✸✳✻✮

❋♦r t❤❡ i ≥ n ❝❛s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ωk
N = ωk+N

N ❛♥❞ ωk
N = −ω

k+(N/2)
N ✇❡r❡ ✉s❡❞✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥

②✐❡❧❞s t❤❡ r❛❞✐①✲✷ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② s♣❧✐t

✉♥t✐❧ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t s✐③❡ N = 1 ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✇❤❡r❡ x̂0 = x0✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t

t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ tr❛♥s❢♦r♠ s✐③❡ N = 2p ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡
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✐s ❛❧✇❛②s r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r p r❡❝✉rs✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐st✐♥❣ ✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ r❛❞✐①✲✷ ❋❋❚

❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶ ❞❡❢ ❢❢t❴r❡❝✭①✮✿

✷ ✧✧✧

✸ ❘❡t✉r♥s t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ✬①✬✳

✹ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❧❡♥❣t❤ ♠✉st ❜❡ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦✳

✺ ✧✧✧

✻ ❞❡❢ r♦♦t✭♥✱ ❦✮✿ r❡t✉r♥ ❡①♣✭✷✯♣✐✯✶❥✯❦✴♥✮

✼ ◆ ❂ ❧❡♥✭①✮

✽ ✐ ❢ ◆ ❂❂ ✶✿

✾ r❡t✉r♥ ①

✶✵ ❡ ❧ s❡ ✿

✶✶ ①❴❡ ❂ ❢❢t❴r❡❝ ✭❬①❬✐✯✷ ❪ ❢♦r ✐ ✐♥ r❛♥❣❡✭◆✴✷✮❪✮ ★ ①❴❡ ❂ ❢❢t✭① ✬✮

✶✷ ①❴♦ ❂ ❢❢t❴r❡❝ ✭❬①❬✐✯✷✰✶❪ ❢♦r ✐ ✐♥ r❛♥❣❡✭◆✴✷✮❪✮ ★ ①❴♦ ❂ ❢❢t✭① ✬✬✮

✶✸ ❢♦r ✐ ✐♥ r❛♥❣❡✭◆✴✷✮✿

✶✹ ①❬✐ ❪ ❂ ①❴❡❬✐❪ ✰ r♦♦t✭◆✱ ✲✐✮ ✯ ①❴♦❬✐❪

✶✺ ①❬✐✰◆✴✷❪ ❂ ①❴❡❬✐❪ ✲ r♦♦t✭◆✱ ✲✐✮ ✯ ①❴♦❬✐❪

✶✻ r❡t✉r♥ ①

▲✐st✐♥❣ ✶✿ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐①✲✷ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ❧✐♥❡ ✾✕✶✵ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡ N = 1✱ ✇❤✐❝❤ st♦♣s t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱

✐♥ ❧✐♥❡s ✶✷ ❛♥❞ ✶✸ t❤❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r

tr❛♥s❢♦r♠s ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r♦♦ts ♦❢ ✉♥✐t②✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r♦♦t✱

❛r❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t✇✐❞❞❧❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣ ❛t ❧✐♥❡s ✶✻✕✶✽ ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ x̂k ❢r♦♠ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✻✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦t❛❧ r❡❝✉rs✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐s

p = log2 N ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ r❡❝✉rs✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❞♦ ✇♦r❦ ❧✐♥❡❛r ✐♥ N ✱ t❤❡

t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(N logN)✳

❋♦r ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ✐❞❡❛❧✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t❡♠♣♦r❛r② st♦r❛❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st♦r❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞

♦❞❞ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❛✐❧✲r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥

♥♦t ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ✐♥✲♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢

t❡♠♣♦r❛r② st♦r❛❣❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♦✉t♣✉t ✐s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② s♣❧✐t ✐♥t♦ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ♣❛rts✱ s❡❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜✉tt❡r✢②

❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ✭❛✮✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s s♣❧✐t ✉♣✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t✇✐❞❞❧❡ ❢❛❝t♦rs✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ✭❜✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ s♣❧✐ts✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

✐♥♣✉t ✐s r❡♦r❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜✐t✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r✳ ■♥ ❜✐t✲r❡✈❡rs❡❞

♦r❞❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛② X ✐s ♣❡r♠✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡① ♠❛♣♣✐♥❣

f(i) = (b(n−1)b(n−2) . . . b1b0)2 ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 0 t♦ 2n−1 ❛♥❞ (b0b1 . . . b(n− 2)b(n− 1))2 ✐s t❤❡ ❜✐♥❛r②

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ i✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❛❞✐①✲✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t✇♦ st❡♣s✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

❞♦♥❡ ✐♥✲♣❧❛❝❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❡♠♣♦r❛r② st♦r❛❣❡✳

✸✷



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❉❛t❛ ✢♦✇ ♦❢ ❛ r❛❞✐①✲✷ ❋❋❚ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N = 8 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡rs ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐t❡♠ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡✳ ✭❛✮ ❘❡❝✉rs✐✈❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥t♦
❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ♣❛rts ✇❤❡r❡ d ✐s r❡❝✉rs✐♦♥ ❞❡♣t❤✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❜✐t✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r ❛t d = 3✳ ✭❜✮
▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t✇✐❞❞❧❡ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❚❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❜✉tt❡r✢② ❞✐❛❣r❛♠✳

✭❛✮ r❡♦r❞❡r t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❜✐t✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r✳

✭❜✮ tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ❜✉tt❡r✢② ❞✐❛❣r❛♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ✭❜✮✮ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✳

❚❤❡ ❧✐st✐♥❣ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❜✐t r❡✈❡rs❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ st❡♣ ✭❛✮✳

✶ ❞❡❢ ❜✐t❴r❡✈❡rs❡✭①✮✿

✷ ✧✧✧

✸ ❈♦♥✈❡rts t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✬①✬ t♦ ❜✐t ✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r✳

✹ ✧✧✧

✺ ♥ ❂ ❧❡♥✭①✮

✻ ❥ ❂ ✵ ★ ❥ ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ✉♣ ✐♥ ❜✐t ✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r✳

✼ ❢♦r ✐ ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥✲✶✮✿ ★ ✐ ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ✉♣ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ♦r❞❡r✳

✽ ★ ❙✇❛♣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐ ❛♥❞ ❥ ✭❜✉t s✇❛♣ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦♥❧② ♦♥❝❡✦✮

✾ ✐ ❢ ❥ ❃ ✐✿

✶✵ ①❬✐❪✱ ①❬❥❪ ❂ ①❬❥❪✱ ①❬✐❪

✶✶

✶✷ ★ ■♥❝r❡❛s❡ ❥ ❜② ♦♥❡ ✐♥ ❜✐t ✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r ✱ ❡✳❣✳ ✶✶✵✵✶ ✲❃ ✵✵✶✵✶✳

✶✸ ❦ ❂ ♥ ❃❃ ✶

✶✹ ✇❤✐❧❡ ❦ ❁❂ ❥✿

✶✺ ❥ ✲❂ ❦

✶✻ ❦ ❃❃❂ ✶

✶✼ ❥ ✰❂ ❦

▲✐st✐♥❣ ✷✿ P❡r♠✉t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ t♦ ❜✐t✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r✳

❍❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ✐s tr❛✈❡rs❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s i ❛♥❞ j✳ i ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ✉♣ ✐♥ ♥♦r♠❛❧

♦r❞❡r✱ ❛♥❞ j ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ✉♣ ✐♥ ❜✐t✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ✐♥ ❧✐♥❡s ✼✕✶✽✱ t❤❡

✸✸



s❡q✉❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛t i ❛♥❞ j ❛r❡ s✇❛♣♣❡❞ ✭❧✐♥❡ ✶✵✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ j > i ❛t ❧✐♥❡ ✾ ❡♥s✉r❡s

t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣❛✐r ✐s ♦♥❧② s✇❛♣♣❡❞ ♦♥❝❡✳ ▲✐♥❡s ✶✷✕✶✼ ✐♥❝r❡❛s❡s j ❜② ♦♥❡ ✐♥

❜✐t✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❧✐st✐♥❣ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❛❞✐①✲✷ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ st❡♣ ✭❜✮✳

✶ ❞❡❢ ❢❢t✭①✮✿

✷ ✧✧✧

✸ ❈♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ✬①

✬✳

✹ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❧❡♥❣t❤ ♠✉st ❜❡ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦✳

✺ ✧✧✧

✻

✼ ❞❡❢ r♦♦t✭◆✱ ❦✮✿ r❡t✉r♥ ❡①♣✭✷✯♣✐✯✶❥✯❦✴◆✮

✽

✾ ◆ ❂ ❧❡♥✭①✮

✶✵ ❜✐t❴r❡✈❡rs❡✭①✮

✶✶

✶✷ ❢❢t❴♥✉♠ ❂ ◆✴✷

✶✸ ❢❢t❴❧❡♥ ❂ ✷

✶✹ ✇❤✐❧❡ ❢❢t❴♥✉♠ ❃ ✵✿

✶✺ ❢♦r ♠ ✐♥ r❛♥❣❡✭❢❢t❴❧❡♥ ✴✷✮✿

✶✻ ❲ ❂ r♦♦t✭❢❢t❴❧❡♥ ✱ ✲♠✮

✶✼ ❢♦r ✐ ✐♥ r❛♥❣❡✭♠✱ ◆✱ ❢❢t❴❧❡♥✮✿

✶✽ ❥ ❂ ✐ ✰ ❢❢t❴❧❡♥ ✴✷❀

✶✾ ①❬✐❪ ❂ ①❬✐❪ ✰ ❲ ✯ ①❬❥❪❀

✷✵ ①❬❥❪ ❂ ①❬✐❪ ✲ ❲ ✯ ①❬❥❪❀

✷✶ ❢❢t❴♥✉♠ ❃❃❂ ✶

✷✷ ❢❢t❴❧❡♥ ❁❁❂ ✶

▲✐st✐♥❣ ✸✿ ■t❡r❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐①✲✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ❧✐♥❡ ✾✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ N ✐s ♣❡r♠✉t❡❞ ✐♥ ❜✐t✲r❡✈❡rs❡❞ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣ st❛rt✐♥❣

❛t ❧✐♥❡ ✶✸ ✐t❡r❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ ❜✉tt❡r✢② ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ✭❜✮ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ✇✐t❤ ❛

t♦t❛❧ ♦❢ log2(N) ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣s ❛t ❧✐♥❡s ✶✹ ❛♥❞ ✶✻ ✐t❡r❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ s✉❜❛rr❛②s ✐♥ t❤❡

❜✉tt❡r✢② ❞✐❛❣r❛♠✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢❢t❴♥✉♠ s✉❜❛rr❛②s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❢❢t❴❧❡♥ ✐♥ ❧✐♥❡s ✶✽✕✶✾✳ ❚❤❡

✐♥❞✐❝❡s ✐ ❛♥❞ ❥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐♥ t❤❡ ❜✉tt❡r✢②

❞✐❛❣r❛♠✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❛❞✐①✲✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♦❧❡②✲❚✉❦❡② ❢❛st ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❈♦♦❧❡②✲❚✉❦❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛s ✐t s♣❧✐ts ❛ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ❧❡♥❣t❤ N = N1 · N2 ✐♥t♦ N1 tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N2 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜②

t❤❡ t✇✐❞❞❧❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ x̂k =
∑N−1

j=0 xjω
−jk
N ✱ t❤❡

s✉❜st✐t✉t✐♦♥s j = j1n2 + j2 ❛♥❞ k = k1 + k2n1 ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦

x̂k1+k2n1
=

n2−1∑

j2=0

[(
n1−1∑

j1=0

xj1+n2
ω−j1k1n1

)

ω−j2k1N

]

ω−j2k2n2
. ✭✸✳✽✮

▲✐❦❡ t❤❡ r❛❞✐①✲✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ N2 = 2✮✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✇❤❡♥ N

✐s ♥♦t ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❲❤❡♥ ❛ ♣r✐♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ♦♥❡

✸✹



❤❛s t♦ r❡s♦rt t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❛t s✉❜tr❛♥s❢♦r♠✳ ❖♥❡ ✇❛② ✐s t♦ s✐♠♣❧②

❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❊q✳ ✸✳✹ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s t♦ ✉s❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♣r✐♠❡✲❧❡♥❣t❤ tr❛♥s❢♦r♠

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧✐❦❡ t❤❡ ❘❛❞❡r✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠❬✻✽❪ ♦r t❤❡ ❇❧✉❡st❡✐♥✬s ❝❤✐r♣✲③ ❛❧❣♦r✐t❤♠❬✻✾❪✳

❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ x̂ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t x ♦❢ s✐③❡ (nx, ny) ✐s

x̂i,j =
nx−1∑

k=0

ny−1∑

l=0

xk,l · ω
−ik
nx

ω−jlny
✭✸✳✾✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s❬✼✵❪✳ ❚❤❡ ♠♦st

str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍❡r❡ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s✲

❢♦r♠s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ s❡r✐❡s ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✾ ❧❡❛❞s t♦

x̂i,j =

ny−1∑

l=0

[
nx−1∑

k=0

xk,l · ω
−ik
nx

]

ω−jlny
✭✸✳✶✵✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❋❚ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ nx ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱

❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❋❚ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ny ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❝♦♠✲

♣✉t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✷✲❉ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ Ny ✶✲❉ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Nx ✐t❡r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s

Nx ✶✲❉ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Ny ✐t❡r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ✶✲❉ tr❛♥s❢♦r♠s

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝

r✉♥ t✐♠❡ ✐s ✐♥

O(ny(nx log nx) + nx(ny log ny)) = O(nxny log nxny) = O(n log n) ✭✸✳✶✶✮

❢♦r n = nxny t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s✲

❢♦r♠s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✐✳❡✳

x̂i,j,k =
nx−1∑

l=0

ny−1∑

m=0

nz−1∑

n=0

xl,m,n · ω
−il
nx

ω−jmny
ω−knnz

✭✸✳✶✷✮

❍❡r❡ t❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤r❡❡ ✐t❡r❛t❡❞ ✶✲❉ tr❛♥s❢♦r♠s✿ ❋✐rst✱ nynz tr❛♥s✲

❢♦r♠s ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❝♦♥❞✱ nxny tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐r❞✱ nynz tr❛♥s❢♦r♠s

✐♥ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ✐s ✐♥ O(n log n) ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳

❯♥t✐❧ ♥♦✇ ♦♥❧② ❢♦r✇❛r❞ tr❛♥s❢♦r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠

✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ ♦♥❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n ✐s

xi =
1

n

N−1∑

j=0

x̂j · ω
+ij
N . ✭✸✳✶✸✮
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y y y

(0, 0, 0)(0, 0, 0) x (0, 0, 0) xx

z z z

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤r❡❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜tr❛♥s❢♦r♠s✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✼✶❪✳✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡✲

q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡

xi,j =
1

nxny

nx−1∑

k=0

ny−1∑

l=0

x̂k,l · ω
+ik
nx

ω+jl
ny

✭✸✳✶✹✮

❛♥❞

xi,j,k =
1

nxnynz

nx−1∑

l=0

ny−1∑

m=0

nz−1∑

n=0

x̂l,m,n · ω
+il
nx

ω+jm
ny

ω+kn
nz

. ✭✸✳✶✺✮

❆s t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ tr❛♥s❢♦r♠s ✐s t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣❧✉s s✐❣♥✱

t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s

❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈♦♦❧❡②✲❚✉❦❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✇✐t❤

♦♥❧② ♠✐♥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❢❛st ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❉✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ Z =

X ∗ Y ♦❢ t✇♦ N ✲❧❡♥❣t❤ ❛rr❛②s X ❛♥❞ Y ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Zk =
N−1∑

j=0

Xj · Y(N+j−k) mod N , k = 0..(N − 1). ✭✸✳✶✻✮

❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♣r♦❞✉❝t (·) ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱

Z = X ∗ Y ⇔ Ẑ = X̂ · Ŷ . ✭✸✳✶✼✮

✸✻



❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤

X̂k · Ŷk =
N−1∑

l=0

Xl · ω
−kl
N ·

N−1∑

m=0

Ym · ω−kmN =
N−1∑

l=0

N−1∑

m=0

Xl · Ym · ω
−k(l+m)
N , ✭✸✳✶✽✮

s✉❜st✐t✉t✐♥❣ l +m := p ✭❛♥❞ t❤✉s m = p− l✮ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ s✉♠s ❣✐✈❡s

X̂k · Ŷk =
N−1∑

p=0

(
N−1∑

l=0

Xl · YN+p−l) mod N

)

︸ ︷︷ ︸

X∗Y =:Z

·ω−kpN = Ẑk. ✭✸✳✶✾✮

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

t❤❡♦r❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s Z = X∗Y ❜② t❤❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ X ❛♥❞ Y ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s X ❛♥❞ Y ♦❢ s✐③❡ (nx, ny) ✐s

(X ∗ Y )kx,ky =
nx−1∑

jx=0

ny−1∑

jy=0

Xjx,jy · Y(nx+jx−ky) mod nx,(ny+jy−ky) mod ny
. ✭✸✳✷✵✮

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶✼ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ❍❡r❡

t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡

❢❛st t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❢❛st

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇♦r❦s ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❋❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ✐♥♣✉ts ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

❧❡♥❣t❤ N t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❤❛s ❝♦♥❥✉❣❛t❡ s②♠♠❡tr② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t

⌈N
2
⌉✱ ✐✳❡✳ X̂k = X̂N−k, k ∈ {1, 2, . . . N}✳ ❯s✐♥❣ exp(x) = exp(−x) ②✐❡❧❞s

X̂N−k =
N−1∑

j=0

Xj · ω
−j(N−k)
N =

N−1∑

j=0

Xj · ω
−Nj
N
︸ ︷︷ ︸

=1

ωjk
N =

N−1∑

j=0

Xj · ω
−jk
N = X̂(k). ✭✸✳✷✶✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ st♦r❡ ♦♥❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦✉t♣✉t✳

❆ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t❤❛t ❞♦❡s t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❡❛❧✲t♦✲❝♦♠♣❧❡① ✭❘✷❈✮ tr❛♥s❢♦r♠✳

■t t❛❦❡s ❛ r❡❛❧ ✐♥♣✉t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ⌈N+1
2

⌉ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣❧❡①✲t♦✲r❡❛❧ ✭❈✷❘✮ tr❛♥s❢♦r♠ t❛❦❡s ⌈N+1
2

⌉ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s

N r❡❛❧ ♦✉t♣✉ts✳ ▼♦st ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❈♦♦❧❡②✲❚✉❦❡② ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ♣r♦❞✉❝❡

❛ ❘✷❈ ❛♥❞ ❛ ❈✷❘ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s s❛✈❡s r♦✉❣❤❧② ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆s

t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ s②♠♠❡tr②✱ ✐✳❡✳

(z1z2) = z1 z2, z1, z2 ∈ C✱ t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡❛❧ ✐♥♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜②

✸✼



✉s✐♥❣ ❘✷❈ ❛♥❞ ❈✷❘ tr❛♥s❢♦r♠s✳ ❖♥❧② ⌈N+1
2

⌉ ♣r♦❞✉❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r

❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ❛❜♦✉t t✇♦ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛st

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ✐♥♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t✇♦ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦

✐♥♣✉ts X✱ Y ♦❢ s✐③❡ (Nx, Ny) ✐s✿

✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t X ❛♥❞ Y ✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✷✲❉ ❘✷❈ ❋❋❚✱

• ❈♦♠♣✉t❡ Ny ❘✷❈ ❋❋❚s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Nx ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛

❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (⌈Nx/2 + 1⌉, Ny)✱

• ❈♦♠♣✉t❡ ⌈Nx/2 + 1⌉ ❋❋❚s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Ny ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ⌈Nx/2 + 1⌉ ×Ny ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱

✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✷✲❉ ❈✷❘ ❋❋❚ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts✿

• ❈♦♠♣✉t❡ ⌈Nx/2 + 1⌉ ✐♥✈❡rs❡ ❋❋❚s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Ny ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱

• ❈♦♠♣✉t❡ Ny ✐♥✈❡rs❡ ❈✷❘ ❋❋❚s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Nx ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣

t❤❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ r❡s✉❧t ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (⌈Nx/2 + 1⌉, Ny)✳

❋❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

✸✳✶✳✷ ❋❛st ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s t♦ t❤❡ ❛rr❛②

Y ❛r❡ ✏✇r❛♣♣❡❞ ❛r♦✉♥❞✑ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧♦ ♦♣❡r❛t♦r✱ s❡❡ ❊qs✳ ✸✳✶✻ ❛♥❞ ✸✳✷✵✳ ❆ ❞✐r❡❝t

✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡

♥♦♥✲♣❤②s✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧t t❤❡s❡ t❡r♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤✐s

✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ✇✐t❤ ③❡r♦s ✐♥ ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱

~M∗[k0, k1, k2] =

{
~M [k0, k1, k2] ✐❢ k0 < nx ∧ k1 < ny ∧ k2 < nz

(0, 0, 0)T , ❡❧s❡
, ✭✸✳✷✷✮

s♦ t❤❛t ❛❧❧ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❡r♠s ❜❡❝♦♠❡ ③❡r♦✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ♠❛❣✲

♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛rr❛② ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡

(nx, ny, nz) ✐s ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (2nx − 1, 2ny − 1, 2nz − 1) ❜❡❢♦r❡ ❊qs✳ ✸✳✷✸

❛♥❞ ✸✳✷✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ❤❛s s✐♥❣✉❧❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✐s ❛♥

❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♥❡✲ ♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②✱ ♥♦ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s ♥❡❡❞❡❞

❛s 2ni − 1 = 1✳

✸✽



❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ 3× 3 ✉s✐♥❣ ❛ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ 5× 5✳ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❡①❡♠♣❧❛r②
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉♠ ❢♦r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ❛t x = 0, y = 0 ❛♥❞ x = 1, y = 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❝♦❧♦rs ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ✐♥♣✉ts t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♦♥❧② ③❡r♦✲✈❛❧✉❡❞ t❡r♠s t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
✭②❡❧❧♦✇✮✱ t❤❡ ✐♥♣✉ts t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♥♦♥✲③❡r♦ t❡r♠s t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭♦r❛♥❣❡✮✱ t❤❡ ❡♥✲
tr✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❝✉t ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛rr❛② ✭❣r❛②✮✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥
✜❡❧❞ ✭r❡❞✮✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❊q✳ ✸✳✶ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

−Ĥ∗x = N̂xx · M̂
∗
x + N̂xy · M̂

∗
y + N̂xz · M̂

∗
z

−Ĥ∗y = N̂yx · M̂
∗
x + N̂yy · M̂

∗
y + N̂yz · M̂

∗
z

−Ĥ∗z = N̂zx · M̂
∗
x + N̂zy · M̂

∗
y + N̂zz · M̂

∗
z ✭✸✳✷✸✮

❛♥❞ ❊q✳ ✸✳✷ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

~H = ~∇Φ

Φ̂∗ = Ŝx · M̂
∗
x + Ŝy · M̂

∗
y + Ŝz · M̂

∗
z ✭✸✳✷✹✮

✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ t❤❡

t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts N̂αβ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ŝα ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞

t❤❡♥ ✉s❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s s✐① tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥

❊q✳ ✸✳✷✸ ❛♥❞ ❢♦✉r tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ ❊q✳ ✸✳✷✹✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱

❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ~H ❤❛s t♦

❜❡ ❝✉t ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦✉t♣✉t ~H∗ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✷✸✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳ ■♥ ❊q✳ ✸✳✷✹✱ Φ ❤❛s t♦

❜❡ ❝✉t ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ Φ∗✳

✸✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ ✭❛✮ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s♣❛rs❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ✭♠❛❣❡♥t❛✮
❛rr♦✇s ❞❡♥♦t❡ ✐t❡r❛t❡❞ ✶✲❉ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ②❡❧❧♦✇ ❛r❡❛
❞❡♥♦t❡s ③❡r♦✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥♣✉t✱ ✐♥♣✉t✱ t❤❡ ❣r❡② ❛r❡❛s ❞❡♥♦t❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳

❋❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❋♦r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ✐s ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡

❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❝✉t ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦✉t♣✉t ❛rr❛②✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ s♣❛rs❡ ❞❛t❛✿

• ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ✐s ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞✱ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❋❋❚s✳

• ❖♥❧② t❤❡ ✉♥♣❛❞❞❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋❋❚ ♦✉t♣✉t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡♠❛❣♥❡✲

t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♣❛❞❞❡❞ ♣❛rts ❝♦♥t❛✐♥ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉♠s ✇✐t❤♦✉t ♣❤②s✐❝❛❧

♠❡❛♥✐♥❣✳ ❚❤✉s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋❋❚ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♣❛rs❡✳

■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ tr❛♥s❢♦r♠ ❤❛s ❛♥ ✐♥♣✉t t❤❛t ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞

tr❛♥s❢♦r♠ ❤❛s ❛♥ ♦✉t♣✉t t❤❛t ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✉♥♥❡❡❞❡❞✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ s♣❛rs❡

tr❛♥s❢♦r♠s t❤❛t ❡①♣❧♦✐t t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡✐r ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t

t❤❛♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❋❋❚s ❜② ❧❡❛✈✐♥❣ ♦✉t r❡❞✉♥❞❛♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s♣❛rs❡ ❋❋❚s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆✲❉ s♣❛rs❡ ❢♦r✇❛r❞ tr❛♥s❢♦r♠s✱ t❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✲

✐✜❡❞ t♦ ❧❡❛✈❡ ♦✉t t❤❡ ✶✲❉ s✉❜tr❛♥s❢♦r♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ ③❡r♦✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ✭❛✮✳ ❚❤❡

♦♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜tr❛♥s❢♦r♠s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ③❡r♦✲✈❛❧✉❡❞

s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ③❡r♦✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ✭❜✮✳

❍❡r❡ t❤♦s❡ s✉❜tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡ ❧❡❢t ♦✉t t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧✱ ❝✉t ♦✉t r❡s✉❧t✳

✹✵



■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✷✲❉ ✐♥♣✉ts✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥

x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

t✐♠❡ ❜② 25%✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ✸✲❉ ✐♥♣✉ts✱ ❛❜♦✉t ✸✴✹ ♦❢ t❤❡ ①✲tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞ ✶✴✷ ♦❢ t❤❡

②✲tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜② ❛❜♦✉t 40%✳

❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥✴♦❞❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Nij ❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✜❡❧❞ N(~r)

✇✐t❤ ~r = (x, y, z) ✐s r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

• Nxx(x, y, z)✱ Nyy(x, y, z) ❛♥❞ Nzz(x, y, z) ❛r❡ ❡✈❡♥ ✐♥ x✱ y ❛♥❞ z✱

• Nxy(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ x ❛♥❞ y✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ z✱

• Nxz(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ x ❛♥❞ z✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ y✱

• Nyz(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ y ❛♥❞ z✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ x✳

❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ❛♥❞ g ✐♥

❘❡❢✳ ❬✺✹❪ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡✲

tr✐❡s✱ ❡❛❝❤ t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥✴♦❞❞

♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛rr② ♦✈❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱

• N̂xx(x, y, z)✱ N̂yy(x, y, z) ❛♥❞ N̂zz(x, y, z) ❛r❡ ❡✈❡♥ ✐♥ x✱ y ❛♥❞ z✱

• N̂xy(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ x ❛♥❞ y✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ z✱

• N̂xz(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ x ❛♥❞ z✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ y✱

• N̂yz(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ y ❛♥❞ z✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ x✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞♦♠❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❝t❛♥t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ st♦r❡❞✱ ❛s s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥

t❤❡ ✢② ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❧s♦✱ ♥♦ ✐♠❛❣✐♥❛r②

♣❛rts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ st♦r❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛❜♦✉t 6N ✢♦❛t✐♥❣

♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤✉s s♣❡❞

✉♣ ❛ ❧✐tt❧❡ ❛s ♦♥❡ ❢❛❝t♦r ✐s ♥♦✇ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ S(~r) ✐s r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

• Sx(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ x ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ y ❛♥❞ z✱

• Sy(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ y ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ x ❛♥❞ z✱ ❛♥❞

• Sz(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ z ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ x ❛♥❞ y✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥

❛♥② ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ✈❛♥✐s❤✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥✴♦❞❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❣❛✐♥ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞♦♠❛✐♥✿

✹✶



• Ŝx(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ x ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ y ❛♥❞ z✱

• Ŝy(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ y ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ x ❛♥❞ z✱ ❛♥❞

• Ŝz(x, y, z) ✐s ♦❞❞ ✐♥ z ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ x ❛♥❞ y✳

❚❤✉s✱ t❤❡ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ❛rr❛② ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♠♦✉♥ts t♦

2N ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤

❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛♥❞s M ❛♥❞ N✱

t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♠✐①❡❞✲r❛❞✐① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠ s✐③❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❋❋❚❲ ❧✐❜r❛r② ❬✼✷✱ ✼✸✱ ✼✹✱ ✼✺❪ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❋❋❚s ❛♥❞

✐♥✈❡rs❡ ❋❋❚s ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢

♣r✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤✐rt❡❡♥❬✼✵❪✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈♦♦❧❡②

❛♥❞ ❚✉❦❡②✱ t❤❡ n✲❧❡♥❣t❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ n0 tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n1

✇❤❡r❡ n = n0 · n1✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ st♦♣s ❡✐t❤❡r ✇❤❡♥ n ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ♦r ✇❤❡♥ ❛ ❤❛r❞ ❝♦❞❡❞

❝♦♥st❛♥t✲❧❡♥❣t❤ tr❛♥s❢♦r♠ r♦✉t✐♥❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ ♣r✐♠❡✲❧❡♥❣t❤ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛✐✈❡ O(n2) ❉❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❛❞❡r✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠❬✻✽❪✱

♦r ✇✐t❤ ❇❧✉❡st❡✐♥✬s ❝❤✐r♣ ③✲❛❧❣♦r✐t❤♠❬✻✾❪✳ ❋❋❚❲ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ❤❛r❞ ❝♦❞❡❞✱ ❤✐❣❤❧②

♦♣t✐♠✐③❡❞ r♦✉t✐♥❡s ❢♦r ❝♦♥st❛♥t✲❧❡♥❣t❤ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ s✐③❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t 30✳ ❚❤✉s✱

✇❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛♥s❢♦r♠ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ s♠❛❧❧ ♣r✐♠❡s✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❈♦♦❧❡②✲❚✉❦❡②

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r❞ ❝♦❞❡❞ r♦✉t✐♥❡s ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✉s❡❞✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❧❡♥❣t❤s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝

s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪✳ ❆s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣❛❞❞✐♥❣ s✐③❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥

tr❛♥s❢♦r♠ s✐③❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚♦♦ ♠✉❝❤ ♣❛❞❞✐♥❣ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞

❛❣❛✐♥ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲✐t❤ ♥♦ ❡①tr❛ ♣❛❞❞✐♥❣✱ (l̃x, l̃y, l̃z) ❤❛s ❛ s✐③❡ ♦❢

(2lx − 1, 2ly − 1, 2lz − 1)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❡✈❡♥ ❛♥❞ t❤✉s ❝❧❡❛r❧② ❛ ❜❛❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❆♥ ♦❜✈✐♦✉s

str❛t❡❣② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ tr❛♥s❢♦r♠ ❧❡♥❣t❤ ✉♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❡✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ■♥

❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❧❡♥❣t❤s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r♦✉♥❞❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡❣❡r t❤❛t ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡

♦❢ ✷✱ ✹✱ ✽✱ ❛♥ s♦ ♦♥✳ ❆♥ ❡①tr❡♠❡ str❛t❡❣② ✐s t♦ r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✉♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣♦✇❡r

♦❢ t✇♦✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❖❖▼▼❋❬✶✾❪ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② r❛❞✐①✲

✷ tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r str❛t❡❣② ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❧❡♥❣t❤

✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② ♦♥❡ ✉♥t✐❧ ❛♥ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs✱ ♣r❡❢❡r❛❜❧② ❢❛❝t♦rs ♦❢ ✷✱ ✐s

r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t

str❛t❡❣② ✐s s❡t t♦ r♦✉♥❞❴✹✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ♠♦st ❣r✐❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ✐s r❡s✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛rr❛②s ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s✳

❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛r❜✐tr❛r② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

✹✷



❙tr❛t❡❣② ❘♦✉♥❞ ♠♦❞❡ ✭i ∈ x, y, z✮

♥♦♥❡ ◆♦ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣✿ l̃i = 2li − 1

r♦✉♥❞❴✷ ❘♦✉♥❞ t♦ ❡✈❡♥ s✐③❡✿ l̃i = 2li
r♦✉♥❞❴✹ ❘♦✉♥❞ l̃i t♦ ♥❡①t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✹

r♦✉♥❞❴✽ ❘♦✉♥❞ l̃i t♦ ♥❡①t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✽

r♦✉♥❞❴P❖❚ ❘♦✉♥❞ t♦ ♥❡①t ♣♦✇❡r✲♦❢✲t✇♦✿ l̃i = 2m > 2 · li − 1 > 2m−1

r♦✉♥❞❴♣r✐♠❡s✭♥✮ ❘♦✉♥❞ ✉♣ ✉♥t✐❧ ✐♥t❡❣❡r ✇✐t❤ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs ≤ n ✐s r❡❛❝❤❡❞

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❩❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❡✈❡♥✴♦❞❞♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❡♥tr✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ■❢

(ex, ey, ez) ❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣

str❛t❡❣② ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳✶✱ t❤❡ t❡♥s♦r ✐♥❞❡① ♠❛♣♣✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✷✸ ❜❡❝♦♠❡s

Nαβ[i, j, k] ↔ Nαβ(lx((nx + i) mod (ex)− nx),

ly((ny + j) mod (ey)− ny),

lz((nz + k) mod (ez)− nz)). ✭✸✳✷✺✮

❊♥tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❡❧❧✲t♦✲❝❡❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣

♠❡s❤ ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❡✈❡♥✴♦❞❞♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳

✸✳✶✳✸ ❋✉❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❢❛st

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✐t ✉s❡s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ s♣❛rs❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥

♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋❋❚ ✐♥t♦ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋❋❚s✳ ❊♠✲

♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❢❛st❡st ✇❤❡♥ ✐ts ✐♥♣✉t

❛♥❞✴♦r ♦✉t♣✉t ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❝♦♥t✐❣✉♦✉s❧②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❡♠♦r② ✜ts

✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r t❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥

♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ y✲ ❛♥❞ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜②

r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❞❛t❛ ❛rr❛② ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ s♦ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐r❡❝✲

t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② st♦r❡❞ ❞❛t❛✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛rr❛②s ❛r❡ st♦r❡❞

✐♥ ❝♦❧✉♠♥✲♠❛❥♦r ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✜rst ❞✐♠❡♥s✐♦♥ x ✐s ❝♦♥t✐❣✉♦✉s✳ ❚❤✐s ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶❉ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠s

✐♥ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛② ✐s r♦t❛t❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② s♦ t❤❛t t❤❡ y✲❞✐♠❡♥s✐♦♥

❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥t✐❣✉♦✉s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❋❋❚s ✐♥ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s♣❛rs❡ ❢♦r✇❛r❞

tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥ s✉❜st❡♣s ✐♥❝❧✉❞❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t

✹✸



❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ s♣❛rs❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡

❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥ s✉❜st❡♣s ✐♥❝❧✉❞❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝✉tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥✲

t✐❣✉♦✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✺✮✳ ❚❤✐s ✇❛② ❛❧❧ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ✶❉✲❋❋❚s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✵✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥

✶✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ str❛t❡❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜✳ ✸✳✶✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛✲

t✐♦♥ ❛rr❛②s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s (nx, ny) ❛♥❞ ✐ts ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s (ex, ey)✳

✷✳ Pr❡❝♦♠♣✉t❡✱ ♥❡❣❛t❡✱ ③❡r♦✲♣❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ (2nx − 1, 2ny − 1✮ t♦ s✐③❡ ♦❢

(ex, ey✮✱ tr❛♥s♣♦s❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥✲

s♦r ❛rr❛②s Nαβ✳

■✳ ❋♦r✇❛r❞ tr❛♥s❢♦r♠ ❡❛❝❤ ♦❢ Mx✱ My✱ Mz✿

✭❛✮ ③❡r♦✲♣❛❞ Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (ex, ny)✳

✭❜✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠ ny ✶❞ r❡❛❧✲t♦✲❝♦♠♣❧❡① ❋❋❚s ❛❧♦♥❣

t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (⌈ex/2 + 1⌉, ny)✳

✭❝✮ ③❡r♦✲♣❛❞ Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦s❡ ✐t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①

❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (ey, ⌈ex/2 + 1⌉)✳

✭❞✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠ ⌈ex/2 + 1⌉ ✶❞ ❋❋❚s ❛❧♦♥❣

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

■■✳ ✭❡✮ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✸✳✷✸✳

■■■✳ ■♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❡❛❝❤ ♦❢ Hx✱ Hy✱ Hz✿

✭❢✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠ ⌈ex/2 + 1⌉ ✶❞ ■❋❋❚s ❛❧♦♥❣

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✭❣✮ ❝✉t Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦s❡ ✐t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛② ♦❢

s✐③❡ (⌈ex/2 + 1⌉, ny)✳

✭❤✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠ ny ✶❞ ❝♦♠♣❧❡①✲t♦✲r❡❛❧ ❋❋❚s ❛❧♦♥❣

t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (ex, ny)✳

✭✐✮ ❝✉t Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (nx, ny)✳

❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s

r❡q✉✐r❡ ✸✲❉ tr❛♥s❢♦r♠s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ z ❞✐r❡❝t✐♦♥

s✉❜st❡♣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st s♣❛rs❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥✳

✵✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥

✹✹



❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ✭❛✮ ✕ ✭✐✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st❡♣s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ~H ❢r♦♠ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M ♦♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛② ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ✜❧❧❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞❡♥♦t❡
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛rr❛②s t❤❛t s❡r✈❡ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ st❡♣s✳ ❇❧✉❡ ❛rr❛②s
❝♦♥t❛✐♥ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡ ❛rr❛②s ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ♥✉♠❜❡rs✳

✶✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ str❛t❡❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜✳ ✸✳✶✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡✲

t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛②s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s (nx, ny, nz) ❛♥❞ ✐ts ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s

(ex, ey, ez)✳

✷✳ Pr❡❝♦♠♣✉t❡✱ ♥❡❣❛t❡✱ ③❡r♦✲♣❛❞ ❢r♦♠ (2nx − 1, 2ny − 1, 2nz − 1✮ t♦ (ex, ey, ez✮✱

r♦t❛t❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛rr❛②s

Nαβ✳

■✳ ❋♦r✇❛r❞ tr❛♥s❢♦r♠ ❡❛❝❤ ♦❢ Mx✱ My✱ Mz✿

✭❛✮ ③❡r♦✲♣❛❞ Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (ex, ny, nz)✳

✭❜✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲ ❛♥❞ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♣❡r❢♦r♠ nynz ✶❞ r❡❛❧✲t♦✲❝♦♠♣❧❡①

❋❋❚s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (⌈ex/2 +

1⌉, ny, nz)✳

✭❝✮ ③❡r♦✲♣❛❞ Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t❡ ✐t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛②

♦❢ s✐③❡ (ey, ⌈ex/2 + 1⌉, nz)✳

✭❞✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ①✲ ❛♥❞ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♣❡r❢♦r♠ ⌈ex/2 + 1⌉nz ✶❞

❋❋❚s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✭❡✮ ③❡r♦✲♣❛❞ Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t❡ ✐t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛②

♦❢ s✐③❡ (ez, ⌈ex/2 + 1⌉, ⌈ey/2 + 1⌉)✳

✭❢✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♣❡r❢♦r♠ ⌈ex/2+1⌉⌈ey/2+1⌉

✶❞ ❋❋❚s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

■■✳ ✭❣✮ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✸✳✷✸✳

✹✺



❙✉❜r♦✉t✐♥❡ ▲✐st✐♥❣ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷

③❡r♦♣❛❞ ✭✷✵✮
✉♥♣❛❞ ✭✷✶✮

r♦t❛t❡✲③❡r♦♣❛❞ ✭✷✷✮
r♦t❛t❡✲❝✉t ✭✷✸✮

❋❋❚i ✭✷✹✮
❋❋❚i ✭r❡❛❧✲t♦✲❝♦♠♣❧❡①✮ ✭✷✺✮
❋❋❚i ✭❝♦♠♣❧❡①✲t♦✲r❡❛❧✮ ✭✷✻✮

♣r♦❞✉❝t ✭✷✼✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ st❡♣s ✭❛✮✕✭✐✮ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛♥❞ ✭❛✮✕✭♠✮ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻

✳

■■■✳ ■♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❡❛❝❤ ♦❢ Hx✱ Hy✱ Hz✿

✭❤✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♣❡r❢♦r♠ ⌈ex/2+1⌉⌈ey/2+1⌉

✶❞ ■❋❋❚s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡

(ez, ⌈ex/2 + 1⌉, ⌈ey/2 + 1⌉)✳

✭✐✮ ❝✉t Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t❡ ✐t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛②

♦❢ s✐③❡ (⌈ey/2 + 1⌉, ⌈ex/2 + 1⌉, nz)✳

✭❥✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ①✲ ❛♥❞ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♣❡r❢♦r♠ ⌈ex/2 + 1⌉nz ✶❞

❝♦♠♣❧❡①✲t♦✲r❡❛❧ ❋❋❚s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①

❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (ey, ⌈ex/2 + 1⌉, nz)✳

✭❦✮ ❝✉t Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t❡ ✐t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡

(⌈2/ex + 1⌉, ny, nz)✳

✭❧✮ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♣❡r❢♦r♠ nynz ✶❞ ❝♦♠♣❧❡①✲t♦✲

r❡❛❧ ❋❋❚s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡

(ex, ny, nz)✳

✭♠✮ ❝✉t Mi ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (nx, ny, nz)✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ✭❛✮✕✭✐✮ ❢♦r t❤❡ ✷✲❉ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✭❛✮✕✭♠✮ ❢♦r t❤❡ ✸✲❉ ❝❛s❡ ❛r❡

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✱ s❡❡ ❚❛❜✳ ✸✳✷✳

P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ■❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❛❜❧❡❞✱ t❤❡ ❝②❝❧✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱

t❤❡ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞❬✺✼❪✳

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❛❞❞❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛②❬✼✻✱ ✼✼❪✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❣r❡❛t❧②

r❡❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✐s ❤❛❧✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✷✲❉ ❛♥❞ ✸✲❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛♥❞ ✐♥
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❋✐❣✳ ✸✳✻ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s

t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛rr❛② Nαβ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❬✺✼❪ ♦❢ ❊q✳ ✷✳✷✼✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ (ex, ey, ez)✳

✸✳✶✳✹ ❙❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞

❋♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ❊q✳ ✸✳✷✹ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ t❤❡ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ Φ✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡

♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✈❡❝t♦rs✳ ❆s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❝❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❢♦r

❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✮✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧②

❢♦✉r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐① tr❛♥s❢♦r♠s✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❡♥s♦r

♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t

②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ■♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✐❣❤t ❝❡❧❧ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

♦♥ ❛❧❧ ❝❡❧❧ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦r✱ t❤❡

✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉r ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛t ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❆s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❤❛s ❧✐♥❡❛r r✉♥

t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ r✉♥ t✐♠❡ ✐s ✐♥ O(n log n)✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ t❡♥s♦r ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✉♣ t♦ 50 % ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ❢♦✉r

✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐① ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳✷ ❊①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✻ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♥ ❡❛❝❤

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ❜② ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❡①❝❤❛♥❣❡ st✐✛♥❡ss A ❛♥❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ Ms

❛t ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛t ❛❧❧ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ▲❛♣❧❛❝❡

♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❦❡r♥❡❧✳

❋♦r ❛ ♠❡s❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✷✲❉ ❛rr❛② ♦❢ ❝❡❧❧s✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❤❛s s✐① ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

❜❡❝♦♠❡s

L(lx, ly) =
1

l2x






0 0 0

1 −2 1

0 0 0




+

1

l2y






0 1 0

0 −2 0

0 1 0
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✇❤❡r❡ lx ❛♥❞ ly ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❋♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s✱ L(lx, ly, lz) ❤❛s

t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 3 × 3 × 3 ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r✱

t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③✐♥❣ ✜❡❧❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡

❦❡r♥❡❧ L ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✜❡❧❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝
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t❡♥s♦rs

N
′ =






Nxx Nxy Nxz

Nxy Nyy Nyz

Nxz Nyz Nzz




−

2A

µ0M2
s






L 0 0

0 L 0

0 0 L
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❍❡r❡ L ♠✉st ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ❡♥tr②

♦❢ L ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r t❡r♠s✳ ❆s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❡♥s♦rs ❛r❡

♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✏❢♦r ❢r❡❡✑ ❛❧♦♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢

♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡

♥♦t ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛rr❛②✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♣❡r✐♦❞✐❝

✐♥ t❤❛t ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t ✐s ✇❛♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s

✇❡❧❧✳ ❆ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs A ❛♥❞ Ms ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡

❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱

❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡r ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳✶✳✹✱ ❛s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳

✸✳✸ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞

❆s s❤♦✇ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✵❪✱ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦t✲❙❛✈❛rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✶✳✷✺ ♦♥

r❡❣✉❧❛r✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤

❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦rs✱

~HOersted(~rk) =
N−1∑

l=0

K(~rk − ~rl) ·~j(~rl) =
(

K ∗~j
)

(~rk), ✭✸✳✷✽✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❢❛st

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ O(n log n) t✐♠❡✳ ❚❤❡ 3× 3 ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r K ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Kij(R) =
2

4πV

∫

V

d3r

∫

V ′

d3r′
R + r − r′

|R + r − r′|3
· (~ei × ~ej) ✭✸✳✷✾✮

❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡s V ❛♥❞ V ′✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ R = |~r − ~r′|✱ ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s ~ei ❛♥❞ ~ej✱ i, j ∈ {①✱②✱③}✳ ❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞❬✻✵❪✳

❆❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② ❢♦r t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

❜② s❤❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞

✹✾



✜❡❧❞✱

−Ĥ∗combined,x = N̂xx · M̂
∗
x + N̂xy · M̂

∗
y +Nxz · M̂

∗
z − K̂xy · ĵ

∗
y − K̂xz · ĵ

∗
z

−Ĥ∗combined,y = N̂yx · M̂
∗
x + N̂yy · M̂

∗
y +Nyz · M̂

∗
z + K̂xy · ĵ

∗
x − K̂yz · ĵ

∗
z

−Ĥ∗combined,z = N̂xz · M̂
∗
x + N̂yz · M̂

∗
y +Nzz · M̂

∗
z + K̂xz · ĵ

∗
x + K̂yz · ĵ

∗
y. ✭✸✳✸✵✮

❍❡r❡ ĵ∗x/y/z ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞✱ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❛rr❛②✳ ❚❤❡

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ t♦

r♦✉❣❤❧② 50% ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t✐♠❡✳

✸✳✹ ❈✉rr❡♥t ♣❛t❤s

❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✷✳✹✺ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡

s♦❧✈❡r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✻✶❪✳

✺✵



P❛rt ■■

P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

▼✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ▼♦❞❡❧

❚❤✐s ♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s❤♦rt❧②

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦♥

❈❯❉❆ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts✳

✹ P❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

❆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡❛❝❤ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss t♦ s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

✐s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❛✉s❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

✐s ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ●P❯

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s ❛❝❝❡ss ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣

❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡①❛♠✲

♣❧❡ ❛t t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳✸ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ●P❯ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✉♣ t♦ ✻✻ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❈P❯✳

■♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠✱ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❛s❦✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦❢

t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ♦r ❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤

❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❡q✉❛t❡ t✐♠❡✳ ❍❡r❡ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ s♣❡❡❞✉♣ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛r❡ ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❛t❡r ✉s❡❞ t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇

t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲

●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ t❡r♠s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠✳

✺✶



✹✳✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t r✉♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss

♣❡r❢♦r♠s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛t

❧❡❛st t✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❍♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t❡r❛❝t ❜② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦❝❡ss❡s ❚❤❡ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✲

♣❛ss✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ t❤❡ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✭s❤❛r❡❞✮

✇♦r❦✐♥❣ ♠❡♠♦r②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✈✐❡✇✱ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s♦❢t✇❛r❡

t❤r❡❛❞s✳ ❚❤r❡❛❞s ✉s✉❛❧❧② r✉♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ s②st❡♠ ♠❡♠♦r②✳ ❈♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤r❡❛❞s ❛r❡ ❖♣❡♥▼P❬✼✽❪ ❛♥❞ P❚❤r❡❛❞s❬✼✾❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ♦t❤❡rs ❡①✐st✳

■♥ ●P●P❯ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t r✉♥s ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞

✉s✐♥❣ t❤r❡❛❞s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❬✸✺❪ ❜② ◆✈✐❞✐❛ ✐s ✉s❡❞✳

❚❤❡ ❖♣❡♥❈▲❬✽✵❪ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❛r❣❡ts t❤r❡❛❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ ❈P❯s ❛♥❞ ●P❯s✳

■♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✈✐❛ ✐♥t❡r♣r♦❝❡ss

♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡r✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②

t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❧❛t❡♥❝② ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈✐❛

♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❖♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛② ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞

❛❝r♦ss t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ▼❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r✱ ✇❤❡♥ t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣

♣r♦❝❡ss❡s r✉♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡✱ ✈✐❛ ❝♦♣✐❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♠❡♠♦r②✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞

♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭▼P■❬✽✶❪✮✳

❍❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ t❤r❡❛❞s ❆ t❤r❡❛❞ ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r

✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❆ s♦❢t✇❛r❡ t❤r❡❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉♥♥✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✳

❙♦❢t✇❛r❡ t❤r❡❛❞s ❛r❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦ r✉♥ ♦♥

t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❆ ❤❛r❞✇❛r❡ t❤r❡❛❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ✐s

❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦r❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❈P❯ ♣r♦❝❡ss♦r

❡❛❝❤ ❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥❡ ❤❛r❞✇❛r❡ t❤r❡❛❞✳ ❆ ♠♦❞❡r♥ ●P❯ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢

❤❛r❞✇❛r❡ t❤r❡❛❞s✳

P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❝♦♥✲

❝✉rr❡♥t ♣❛rts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❦✐♥❞s✱ ❞❛t❛ ❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ t❛s❦ ❧❡✈❡❧

♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

• ❉❛t❛✲❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✿ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❝❤✉♥❦s✳ ❊❛❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss

♦♣❡r❛t❡s ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤✉♥❦s✳

✺✷



• ❚❛s❦✲❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✿ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜♣r♦✲

❣r❛♠s✳ ❊❛❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜♣r♦❣r❛♠s✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣❡r✲❡❧❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❇♦t❤

❛rr❛②s ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n/2 ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②

❜② t✇♦ ❞❛t❛✲♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②s✳ ❇♦t❤ ♣r♦✲

❝❡ss❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t ♣r♦❝❡ss ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤✉♥❦s ♦❢ ❞❛t❛✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ t❛s❦✲❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜♣r♦✲

❣r❛♠s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❛s❦ ❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦♦❦ ■♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ t♦ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❜② ●r❛♠❛ ❡t ❛❧✳❬✽✷❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛

♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐ts r✉♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r✉♥ t✐♠❡ ♦♥ ❛

❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ n ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ❝❛❧❧❡❞ Tpar(n)✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st

s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ Tseq✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞✉♣ S ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞

♦♥ n ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

S =
Tseq

Tpar(n)
✭✹✳✶✮

❋♦r ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛❧❧ r✉♥ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡

s❛♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡✳❣✳ ✇❤❡♥ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥

❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❡❞✉♣ ✐s ❧✐♠✐t❡❞

❜② ❆♠❞❛❤❧s ❧❛✇✳ ■t ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ♣❛rt ❛♥❞ ❛

s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ♣❛rt✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♣❡❞

✉♣ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ♠❛♥② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■❢

P ✐s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ (1− P ) t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡

s♣❡❡❞✉♣ ❢♦r n ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s

S(n) =
1

(1− P ) + P/n
. ✭✹✳✷✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❡❞✉♣ ✐s t❤✉s Smax = 1/(1 − P ) ❢♦r n → ∞✳ ■t ✐s ❧✐♠✐t❡❞

❜② t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ S∗(n) ♦♥ n

♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣

P ∗ =
1/S∗(n)− 1

1/n− 1
. ✭✹✳✸✮

▼✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t✐♠❡ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ P ❛s ❤✐❣❤ ❛s

♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆♠❞❛❤❧s ❧❛✇✱ ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs r❛r❡❧② ❤❛❧✈❡s

✺✸



t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② E(n) ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ n

♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❛♥❞ n✱

E(n) =
S(n)

n
. ✭✹✳✹✮

✹✳✷ P❛r❛❧❧❡❧ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥

❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧②✳ ❋r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛✲

t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐ts t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳

d ~M/dt = f( ~M) ✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ f( ~M) ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ~M ✳

✹✳✷✳✶ ❊✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞

❚❤❡ ▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❡r♠s✱

❡✳❣✳
~Htot = ~Hexch + ~Hdemag + ~Haniso + ~Hext + . . . . ✭✹✳✺✮

◆❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥② t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤

t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐s ❛♥

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❛s❦ ❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡

s✉❜t❛s❦s ❛r❡ ♥♦t ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✕ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❡ t❛❦❡s ❛t ❧❡❛st 60 %

♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ r✉♥ t✐♠❡✳ ❚❤✉s ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ❡✈❡♥❧② ❛❝r♦ss ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss♦rs

❜❡❝♦♠❡s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♣✐♥ t♦rq✉❡ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s✳

d ~M

dt
= LLG( ~M, ~H) + ST ( ~M,~j) ✭✹✳✻✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♣✐♥ t♦rq✉❡ t❡r♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ■❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ s♣✐♥ t♦rq✉❡ t❡r♠ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳

✹✳✷✳✷ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❡❧❞ t❡r♠s

❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st t✐♠❡✲❡①♣❡♥s✐✈❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ t❡r♠✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

P❛r❛❧❧❡❧ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t tr❛♥s❢♦r♠s ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Mx✱ My ❛♥❞

✺✹



Mz✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱

s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡✲

t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Hx✱ Hy ❛♥❞ Hz ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤✐s ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

P❛r❛❧❧❡❧ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❚❤❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✽✸❪ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❝♦♠♠♦♥ ♥✉♠❡r✐✲

❝❛❧ t❛s❦s ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡s t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤✐rt❡❡♥ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r

♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❛s❦s ✐♥ ♦♥❡ ❝❧❛ss ❡①❤✐❜✐t ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✇❛s

s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧✲♠❡t❤♦❞s ❣r♦✉♣✳ ■t r❡q✉✐r❡s ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♠❡♠♦r②✲❜♦✉♥❞

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡ r❡✲

q✉✐r❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮✱ ❛❧❧ ✐t❡r❛t❡❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

tr❛♥s❢♦r♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st❡♣s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✻ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✳

❍❡r❡ t❤❡ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥ st❡♣s ❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♥♦❞❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❜❛s✐❝ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♥❛♠❡✲

❧② t❤❡ ❜✐♥❛r②✲❡①❝❤❛♥❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✽✷❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✶✲❉ tr❛♥s❢♦r♠s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ✇❛rr❛♥t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝

s✐♠✉❧❛t♦r✱ ♦♥❧② t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ❛r❡ ♠✉❝❤

❡❛s✐❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦✇✲

❝♦❧✉♠♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❞❛t❛✲♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❡t❤♦❞✳

P❛r❛❧❧❡❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❆❢t❡r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡✲

q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✳ ❆❧❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❝❛♥

t❤✉s ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❞❛t❛ ❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

✹✳✷✳✸ ▲♦❝❛❧ ✜❡❧❞ t❡r♠s

■♥ ❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡✐r ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♥❡✐❣❤✲

❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②

❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

✜❡❧❞ ❛r❡ ❧♦❝❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♥♦t✳ P❛r❛❧✲

❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ✐♥✈♦❧✈❡ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

✺✺



✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐ts

●r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ✐♥t♦ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ❤✐❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡

❤✐❣❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ✐♠❛❣❡r②✳ ●r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞s t❤❛t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ t✐♠❡ ✐♠❛❣❡s ❜❡❝❛♠❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✵s✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦♥ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞s ♠❛✐♥❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ r❛st❡r✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❡①t✉r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ▼❛♥② ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ ♠❡♠♦r② ♦♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ t❡①t✉r❡ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ P❈■ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✳ ▲❛t❡r ♣r♦✲

❝❡ss♦rs ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs ✇❡r❡ ❞❡✲

s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♠❛ss✐✈❡❧② ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ ❛ ❤✐❣❤ ♠❡♠♦r②

❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✐ts ♦♥✲❜♦❛r❞ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❤❛❞❡r

❧❛♥❣✉❛❣❡s❬✽✹✱ ✽✵✱ ✽✺❪ ✐♥ t❤❡ ✷✵✵✵s ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❤❛❞❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❝♦✉❧❞ ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❡①t✉r❡ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s

♣r♦❝❡ss♦rs✬ t❡①t✉r✐♥❣ ✉♥✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ s❤❛❞❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇❡r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦

♣r♦❞✉❝❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❡✛❡❝ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ❣❛♠❡s✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①♣❧♦✐t ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✲

♣✉r♣♦s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✷✵✵✵s t❤❡ ♠❛❥♦r ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❜❡❣❛♥

t♦ ♠❛❦❡ t❤❡✐r ♣r♦❝❡ss♦rs ♠♦r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦♦❧s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✲

♣✉r♣♦s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❈❯❉❆ ❝♦♠♣✉t❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❬✸✺❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②

◆✈✐❞✐❛ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❤✐s ●P❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❛ s✉♣❡rs❡t ♦❢ t❤❡ ❈

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❙tr❡❛♠ ❙❉❑ ❢r♦♠ ❆▼❉ ❛❧❧♦✇s ❢r❡❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

✉s✐♥❣ ❖♣❡♥❈▲✱ ❛♥♦t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❈✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ●P❯s ✐♥

r❡❝❡♥t ②❡❛rs ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳

✺✳✶ ❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❈❯❉❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts

❛❝r♦ss t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆✈✐❞✐❛✳ ❈❯❉❆ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❈ ❛♥❞ ❈✰✰ ♣r♦❣r❛♠✲

♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ ♥❡✇ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐ts ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❈❯❉❆ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ❦✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❈❯❇▲❆❙❬✽✻❪✱ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❧✐♥❡❛r

❛❧❣❡❜r❛ s✉❜♣r♦❣r❛♠s❬✽✼❪✱ ❈❯❋❋❚❬✽✽❪✱ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✱ ❛♥❞

s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❧✐❜r❛r✐❡s t❛r❣❡t❡❞ ❛t st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇

♦❢ t❤❡ ❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥✉♠❡r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜✲

❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✽✾❪✳

❚❤❡ ✜rst ❈❯❉❆✲❡♥❛❜❧❡❞ ●P❯s ✇❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ●✽✵ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ✜rst

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ●❡❢♦r❝❡ ✽✽✵✵ ❧✐♥❡ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞s✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r✱ ❛s s❡r✈❡r ❤❛r❞✇❛r❡ t❛r✲

❣❡t❡❞ ❛t s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ❚❡s❧❛ ❈✽✶✵ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞s✳ ❖♥❡ ●P❯ ❝♦♥t❛✐♥s

♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ str❡❛♠✐♥❣ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ✭▼P✮✳ ❊❛❝❤ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡❛❦ ✸✷ ❜✐t ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✭❋▲❖P❙✮ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
◆✈✐❞✐❛ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❢♦♦t♥♦t❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞ ♠♦❞❡❧s✳
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✷●❡❢♦r❝❡ ✼✾✵✵ ●❚❳
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✾❚❡s❧❛ ▼✷✵✺✵ ✴ ▼✷✵✼✵ ✴ ❈✷✵✺✵ ✴ ❈✷✵✼✵
✶✵❚❡s❧❛ ▼✷✵✾✵ ✴ ●❡❢♦r❝❡ ●❚❳ ✺✽✵
✶✷●❡❢♦r❝❡ ●❚❳ ✻✽✵
✶✸●❡❢♦r❝❡ ●❚❳ ❚✐t❛♥
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♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭❙P✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ●✷✵✵ ❝❤✐♣ ♦♥ t❤❡ ❚❡s❧❛ ▼✷✵✺✵ ❝❛r❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t t♦t❛❧ ♦❢ ✹✹✽ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦r❡s

✐♥s✐❞❡ ✶✹ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐t❤ ✸✷ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ❡❛❝❤✳ ❊❛❝❤ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦r

❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❧♦❣✐❝ ✉♥✐t ✭❆▲❯✮✳ ❆❧❧ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ❛♥❞ t❤✉s ❛❧✇❛②s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦❞❡

♣❛t❤✱ ✐✳❡✳ ❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ♣r♦❝❡ss❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞

♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✐♥❣❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✴♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛ ✭❙■▼❉✮ ✐♥ t❤❡ ❋❧②♥♥ t❛①♦♥♦♠②

♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡rs❬✾✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ♠❛② ❡①❡❝✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❝♦❞❡ ♣❛t❤s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛s ❡❛❝❤ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♥t❛✐♥s ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t✱ t❤❡ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥s✐❞❡ ♦♥❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❛❧s♦ s❤❛r❡

❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡♠♦r②✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ♠❡♠♦r② ✐s ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❦✐❧♦❜②t❡s

s♠❛❧❧✱ ❜✉t ✈❡r② ❢❛st✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs

✇✐t❤♦✉t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞

❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✲♠❛♥❛❣❡❞ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❜② ❞✐✛❡r❡♥t

str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦

tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●P❯ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜❧♦❝❦ tr❛♥s❢❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞

❝♦❛❧❡s❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♠❡t✳ ❖♥ ❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r✱ t❤❡r❡

❛r❡ ❛❧✇❛②s ✸✷ t❤r❡❛❞s t❤❛t ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❜② ✐ts str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤✐s

♣❛❝❦❛❣❡ ♦❢ ✸✷ t❤r❡❛❞s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✏✇❛r♣✑✳ ❆ ✇❛r♣ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❤❛❧❢✲✇❛r♣s✱

❡❛❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✶✻ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✶✻ t❤r❡❛❞s ♦❢ ❛ ✇❛r♣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆t ❈❯❉❆

❝♦♠♣✉t❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✳✵✱ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♦❢ ♦♥❡ ❤❛❧❢✲✇❛r♣

❛r❡ ❝♦❛❧❡s❝❡❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡✐r ❛❞❞r❡ss❡s ❢❛❧❧ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ t❤❛t ✜ts ❛ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ tr❛♥s❢❡r✶✳

■❢ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♥♦t ♦r ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ♠❡t✱ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ tr❛♥s❢❡rs ❛r❡

❝❛✉s❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■t ✐s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②

t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛s ❢❡✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❧♦❝❦ ♠❡♠♦r②

tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ❝❛✉s❡❞✳

●r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤✐❞❡ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ❜② ❢❛st t❤r❡❛❞ s✇✐t❝❤✐♥❣✳ ❖♥

t❤❡ ●✽✵ ●P❯✱ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❛❝❤❡❞ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❧❛t❡♥❝② ♣❡♥❛❧t② ♦❢

❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ ●✽✵ ●P❯ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ✹✹✽ ❤❛r❞✇❛r❡ t❤r❡❛❞s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❚❤❡ t❤r❡❛❞s ❛r❡ ❧✐❣❤t✲✇❡✐❣❤t✱ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ✈❡r② ❢❛st✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❞❡ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✱

s♦❢t✇❛r❡ t❤r❡❛❞s t❤❛t ❛r❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉s♣❡♥❞❡❞ ✇✐t❤

❛ ✈❡r② ❧♦✇ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ t❤r❡❛❞s✳ ▲❛t❡r ●P❯s

❧✐❦❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ●❋✶✵✵ ●P❯ t❛r❣❡t❡❞ ❛t s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❛❞❞ ❛ ▲✶ ❛♥❞ ❛ ▲✷ ❝❛❝❤❡ ✐♥

♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❧❛t❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ▲✶ ❝❛❝❤❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❤❛r❡❞

♠❡♠♦r② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s t❤❛t ❝❛♥

❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✳

✶●P❯s ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✷✳✵ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✈❡♥ str✐❝t❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣ ♠❡♠✲
♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳

✺✽



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❍❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐t ♦❢ ◆✈✐❞✐❛ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞✳ ❚❤❡
●P❯ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ✭▼P✱ ②❡❧❧♦✇✮ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs
✭❙P✱ ❣r❡❡♥✮ t❤❛t s❤❛r❡ ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥✐t✳ ❊❛❝❤ ▼P ❤❛s ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❙P ❤❛s ❛ s❡t
♦❢ r❡❣✐st❡rs✳ ❚❤❡ ●P❯ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

❣✉✐❞❡❬✸✺❪✳✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ▼✉❧t✐✲●P❯ s❡t✉♣ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞s ❛r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ ❛ ❤♦st ❝♦♠♣✉t❡r✳
❚❤❡ ●P❯s ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st s②st❡♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✈✐❛ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❜✉s ✭P❈■ ❡①♣r❡ss ❜✉s✮✳

✺✾



✺✳✷ ▼✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❯❉❆

❋♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ●P❯✿

• ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛rr❛②s

✕ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s✱ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛②✱ ❡t❝✳

✕ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞s ❧♦❝❛❧ t♦ ♦♥❡ ❝❡❧❧✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞

✕ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠✴❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛♥ ❛rr❛②

• ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✴ ❖❡rst❡❞

✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

✕ ❆rr❛② r♦t❛t✐♦♥

✕ ▼❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t

✕ ■t❡r❛t❡❞ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s

• ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷✲❉ ♦r ✸✲❉ ❛rr❛② ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ✜①❡❞✲s✐③❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ●P❯ ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞✳

✺✳✷✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❧♦♦♣ ♦✈❡r ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts

❙✐♠♣❧❡ ❛rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲❜②✲❡❧❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦♦♣✿

✶ ✈♦✐❞ ❛❞❞✭ ❢ ❧ ♦❛ t ✯❞st ✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯sr❝ ✱ ✐♥t ◆✮

✷ ④

✸ ❢♦r ✭ ✐♥t ✐❂✵❀ ✐❁◆❀ ✰✰✐✮ ④

✹ ❞st❬✐❪ ✰❂ sr❝❬✐❪❀

✺ ⑥

✻ ⑥

▲✐st✐♥❣ ✹✿ ❆❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s ✐♥ ❈

❍❡r❡ t❤❡ ❛rr❛② sr❝ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❛rr❛② ❞st✳ ❙✐♠♣❧❡ ❧♦♦♣s ❧✐❦❡ t❤✐s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞

❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❯❉❆

❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s ✸✷ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤ ✶✷✽ t❤r❡❛❞s ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ 32 · 128 = 4096 ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②

♣❛r❛❧❧❡❧ t❤r❡❛❞s✳ ■❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②s ✐s N ✱ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❡①❡❝✉t❡s N/4096 ✐t❡r❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✳

✶ ❝♦♥st ✐♥t ●❘■❉❴❙■❩❊ ❂ ✸✷✱ ❇▲❖❈❑❴❙■❩❊ ❂ ✶✷✽❀

✷

✸ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴

✻✵



✹ ✈♦✐❞ ❛❞❞❴❦❡r♥❡❧✭ ❢ ❧ ♦❛ t ✯❞st ✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯sr❝ ✱ ✐♥t ◆✮

✺ ④

✻ ❝♦♥st ✐♥t t✐❞ ❂ ❜❧♦❝❦❉✐♠✳① ✯ ❜❧♦❝❦■❞①✳① ✰ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✼

✽ ❢♦r ✭ ✐♥t ✐❂t✐❞❀ ✐❁◆❀ ✐✰❂ ●❘■❉❴❙■❩❊✯❇▲❖❈❑❴❙■❩❊✮ ④

✾ ❞st❬✐❪ ✰❂ sr❝❬✐❪❀

✶✵ ⑥

✶✶ ⑥

✶✷

✶✸ ✈♦✐❞ ❛❞❞✭ ❢ ❧ ♦❛ t ✯❞st ✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯sr❝ ✱ ✐♥t ◆✮

✶✹ ④

✶✺ ✴✴ ❝❛❧❧ ❈❯❉❆ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✷✯✶✷✽ ❂ ✹✵✾✻ t❤r❡❛❞s✳

✶✻ ❛❞❞❴❦❡r♥❡❧ ❁❁❁●❘■❉❴❙■❩❊ ✱ ❇▲❖❈❑❴❙■❩❊ ❃❃❃✭❞st ✱ sr❝ ✱ ◆✮❀

✶✼ ⑥

▲✐st✐♥❣ ✺✿ ❆❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s ✐♥ ❈❯❉❆ ❈

❚❤❡ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❞❴❦❡r♥❡❧ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✻✱ t❤❡ t❤r❡❛❞ ✐♥❞❡①

❢r♦♠ 0 t♦ 4095 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❊❛❝❤ t❤r❡❛❞ t❤❡♥ ❡♥t❡rs t❤❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ❧✐♥❡s ✽✖✶✵✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣ ✐s

♣❛r❛❧❧❡❧② ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❛❞s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❢❛s❤✐♦♥✱ s❡❡ ❧✐♥❡ ✽✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t

t❤❡ ❛❝❝❡ss❡s t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❛r❡ ❝♦❛❧❡s❝❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❤❛❧❢✲✇❛r♣ ♦❢ t❤r❡❛❞s ❛❝❝❡ss❡s

♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss❡s t❤❛t ❧✐❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ ♠❡♠♦r②✳

■♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧♦♦♣s ♦♥ t❤❡ ●P❯ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s✐♠♣❧❡ ❛rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

• ❡❧❡♠❡♥t ✇✐s❡ ❛rr❛② ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞✐✈✐s✐♦♥

• ❛ss✐❣♥ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ t♦ ❡❛❝❤ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥t

• ♥♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✈❡❝t♦rs

• ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞s ❧♦❝❛❧ t♦ ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✿ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②

✜❡❧❞✱ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞

✺✳✷✳✷ ❘❡❞✉❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥

■♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s♦♠❡ ❞❛t❛

str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ✉♣ ❛ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ r❡❞✉❝❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ n ♥✉♠❜❡rs p0, p1, . . . pn ❛♥❞ ✉s❡ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ ❧❡❢t✲❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊗ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t (p0⊗ (p1⊗ (p2⊗ . . . ) . . . )✳

■❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡❞

✉s✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛② ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ n ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡

r❡❞✉❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

r❡s✉❧t ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ n✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❞✉❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t r❡♠❛✐♥s✳

■♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♠❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛rr❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛

r❡❞✉❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ✐s t❤❡ ❛rr❛② r❡❞✉❝t✐♦♥

✻✶



✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ a⊗ b 7→ a+ b✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❞✉❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❢♦r ❈❯❉❆ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❞✉❝❡ ♣❛tt❡r♥✑❬✾✶❪✳ ❍❡r❡✱ ❛ ❈❯❉❆ ❦❡r♥❡❧ ✐s r❡♣❡❛t❡❞❧②

❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛rr❛②✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t r❡♣❡t✐t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ t❤r❡❛❞

❜❧♦❝❦ ❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛rr❛②✱ t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t st❡♣ ❜②

st❡♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✉♥t✐❧ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t r❡♠❛✐♥s✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡♥❞ r❡s✉❧t✳

■♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧

r❡❞✉❝❡ ♣❛tt❡r♥✿

• ❈♦♠♣✉t❡ s✉♠✴❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts✳

• ❋✐♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st✴❧❛r❣❡st ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛rr❛②✳

• ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s✳

• ❋✐♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ❛rr❛②✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧✐st✐♥❣ ✻ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❞✉❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❈❯❉❆✳

✶ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴

✷ s t❛ t ✐ ❝ ✈♦✐❞ ❦❡r♥❡❧❴s✉♠❴r❡❞✉❝❡✭❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯✐♥✱ ❢ ❧ ♦❛ t ✯♦✉t ✱ ✐♥t ◆✮

✸ ④

✹ ❴❴s❤❛r❡❞❴❴ ❢ ❧♦❛ t s❤ ❬✷✺✻❪❀ ✴✴ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦ s✐③❡ ✐s ✭✷✺✻ ✱✵ ✱✵✮

✺ ❝♦♥st ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t ❜✐❞ ❂ ❣r✐❞❉✐♠✳① ✯ ❜❧♦❝❦■❞①✳② ✰ ❜❧♦❝❦■❞①✳①❀

✻ ❝♦♥st ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t t✐❞ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✼ ❝♦♥st ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t ✐ ❂ ❜✐❞ ✯ ✷✺✻ ✰ t✐❞❀

✽

✾ ✐ ❢ ✭✐ ❁ ◆✮ ④

✶✵ s❤❬t✐❞❪ ❂ ✐♥❬✐❪❀

✶✶ ⑥ ❡ ❧ s❡ ④

✶✷ s❤❬t✐❞❪ ❂ ✵✳✵❀

✶✸ ⑥

✶✹ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✶✺

✶✻ ✐ ❢ ✭t✐❞ ❁ ✶✷✽✮ s❤❬t✐❞❪ ✰❂ s❤❬t✐❞ ✰✶✷✽❪❀

✶✼ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✶✽

✶✾ ✐ ❢ ✭t✐❞ ❁ ✻✹✮ s❤❬t✐❞❪ ✰❂ s❤❬t✐❞ ✰✻✹❪❀

✷✵ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✶

✷✷ ✐ ❢ ✭t✐❞ ❁ ✸✷✮ ④

✷✸ ✈♦ ❧❛ t ✐ ❧ ❡ ❢ ❧ ♦❛ t ✯s♠❡♠ ❂ s❤❀

✷✹ s♠❡♠❬t✐❞❪ ✰❂ s♠❡♠❬t✐❞ ✰✸✷❪❀ s♠❡♠❬t✐❞❪ ✰❂ s♠❡♠❬t✐❞ ✰✶✻❪❀ s♠❡♠❬t✐❞❪ ✰❂

s♠❡♠❬t✐❞✰ ✽❪❀

✷✺ s♠❡♠❬t✐❞❪ ✰❂ s♠❡♠❬t✐❞✰ ✹❪❀ s♠❡♠❬t✐❞❪ ✰❂ s♠❡♠❬t✐❞✰ ✷❪❀ s♠❡♠❬t✐❞❪ ✰❂

s♠❡♠❬t✐❞✰ ✶❪❀

✷✻ ⑥

✷✼

✷✽ ✴✴ ✇r✐t❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤✐s ❜❧♦❝❦ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②

✻✷



✷✾ ✐ ❢ ✭t✐❞ ❂❂ ✵✮ ♦✉t❬❜✐❞❪ ❂ s❤❬✵❪❀

✸✵ ⑥

▲✐st✐♥❣ ✻✿ ❆❞❞ ✉♣ ❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❛♥ ❛rr❛② ✐♥ ❈❯❉❆ ❈

❚❤❡ ❦❡r♥❡❧❴s✉♠❴r❡❞✉❝❡ ❦❡r♥❡❧ t❛❦❡s ❛♥ ✐♥♣✉t ❛rr❛② ✐♥ ♦❢ s✐③❡ ◆ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡✲

❞✐❛t❡ r❡❞✉❝❡ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛rr❛② ♦✉t ♦❢ s✐③❡ ◆✴✷✺✻✳ ■t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r✉♥ ♦♥ ◆✴✷✺✻

t❤r❡❛❞s✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ r❡❞✉❝❡s ✷✺✻ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ♦♥❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✷✺✻ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉♠

♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s✐③❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❢r♦♠ ❈✰✰ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐st✐♥❣ ✼✳

✶ ❢ ❧ ♦❛ t ❝✉❞❛❴s✉♠✭❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯sr❝ ✱ ✐♥t ◆✮

✷ ④

✸ ✴✴ ❆❧❧♦❝❛t❡ t❡♠♣♦r❛r② st♦r❛❣❡

✹ ❢ ❧ ♦❛ t ✯❜✉❢✶ ✱ ✯❜✉❢✷❀

✺ ❛❧❧♦❝❴r❡❞✉❝❡❴❜✉❢❢❡rs ✭✫❜✉❢✶ ✱ ✫❜✉❢✷ ✱ ◆✮❀

✻

✼ ✴✴ ❋✐rst ✐t❡r❛t✐♦♥

✽ ④

✾ ❝♦♥st ✐♥t ❇ ❂ ✭◆✰✷✺✺✮ ✴✷✺✻❀

✶✵ ❦❡r♥❡❧❴s✉♠❴r❡❞✉❝❡ ❁❁❁❇✱ ✷✺✻❃❃❃✭sr❝ ✱ ❜✉❢✶ ✱ ◆✮❀

✶✶ ◆ ❂ ❇❀

✶✷ ⑥

✶✸

✶✹ ✴✴ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s

✶✺ ❢ ❧ ♦❛ t ✯✐♥ ❂ ❜✉❢✶ ✱ ✯♦✉t ❂ ❜✉❢✷❀

✶✻ ✇❤✐❧❡ ✭◆ ❃ ✶✮ ④

✶✼ ❝♦♥st ✐♥t ❇ ❂ ✭◆✰✷✺✺✮ ✴✷✺✻❀

✶✽ ❦❡r♥❡❧❴s✉♠❴r❡❞✉❝❡ ❁❁❁❇✱ ✷✺✻❃❃❃✭✐♥✱ ♦✉t ✱ ◆✮❀

✶✾ ◆ ❂ ❇❀ st❞✿✿s✇❛♣✭✐♥✱ ♦✉t✮❀

✷✵ ⑥

✷✶ ❝❤❡❝❦❈✉❞❛▲❛st❊rr♦r✭✧❦❡r♥❡❧❴s✉♠❴r❡❞✉❝❡ ✭✮ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢❛✐❧❡❞✧✮❀

✷✷

✷✸ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t r❡s✉❧t ❂ ❞♦✇♥❧♦❛❞❴❢❧♦❛t✭✐♥✮❀ ✴✴ r❡s✉❧t ✐s st♦r❡❞ ❛t ✐♥❬✵❪

✷✹ ❢r❡❡❴r❡❞✉❝❡❴❜✉❢❢❡rs ✭✫❜✉❢✶ ✱ ✫❜✉❢✷✮❀

✷✺ r❡t✉r♥ r❡s✉❧t❀

✷✻ ⑥

▲✐st✐♥❣ ✼✿ ❚❤❡ ❈✰✰ ❝♦❞❡ t❤❛t ❝❛❧❧s t❤❡ ❦❡r♥❡❧❴s✉♠❴r❡❞✉❝❡ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚✇♦ ❜✉✛❡rs ❝❛❧❧❡❞ ❜✉❢✶ ❛♥❞ ❜✉❢✷ ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡② ❤♦❧❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛② ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡

❜✉❢✶ ❜✉✛❡r ♦❢ s✐③❡ N/256✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✐t❡r❛t✐♦♥

✐s r❡❞✉❝❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② ✉♥t✐❧ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t r❡♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛rr❛② s✉♠✳ ❚❤❡ t✇♦

❜✉✛❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❜✉✛❡rs✳

✻✸



✺✳✷✳✸ ❆rr❛② r♦t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢✉❧❧ ✷✲❉ ❛♥❞ ✸✲❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻ ✐♥t❡r✲

♥❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡♠♦r② ❢♦r t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r

❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❧✐❡ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❆❧❧

❛rr❛②s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❋❖❘❚❘❆◆ ♦r❞❡r ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ str✐❞❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ❛♥ ❛rr❛② ❤❛s t❤❡ s✐③❡

(Nx, Ny, Nz)✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t (x, y, z) ❤❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡① i = x + yNx + zNxNy✳ ❚❤❡

❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥ t❤✉s ♣❡r♠✉t❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✐♥♣✉t ❛rr❛②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

r♦t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞✱

✶✳ r♦t❛t❡ ❧❡❢t✿ ♣❡r♠✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢r♦♠ (Nz, Nx, Ny) t♦ (Nx,Ny,Nz) ✭s❡❡ ❧✐st✐♥❣ ✷✷ ❢♦r

❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮

✷✳ r♦t❛t❡ r✐❣❤t✿ ♣❡r♠✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢r♦♠ (Ny, Nz, Nx) t♦ (Nx,Ny,Nz) ✭s❡❡ ❧✐st✐♥❣ ✷✸

❢♦r ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❡❢t r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❤❛s t♦ ❜❡ ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ❛❧♦♥❣ Nx✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱

❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ r✐❣❤t r♦t❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛② ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♥♣❛❞❞❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♦♥❧②

t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷✲❉ ❝❛s❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❍❡r❡ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐① tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✉♥♣❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❧❛t❡r ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣✱ t❤❡

tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝❡♣ts ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② str✐❞❡ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ②✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡

✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛rr❛②✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ str✐❞❡s ❛rr❛② ❝♦♥t❡♥ts

t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥♣❛❞❞❡❞✴③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ❝❛♥ ❜❡ s❦✐♣♣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t✳

❚❤❡ ❦❡r♥❡❧❴tr❛♥s♣♦s❡❴✷❞ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✽ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦s❡s ❛ ✷✲❉ ❛rr❛② ♦♥ t❤❡ ●P❯✳

■t t❛❦❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛② ✭❞✐♠❴①✱ ❞✐♠❴②✮✱ ♣♦✐♥t❡rs t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞

♦✉t♣✉t ❜✉✛❡rs ✭✐♥✱ ♦✉t✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t str✐❞❡s ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✐♥❴str✐❞❡❴②✱

✐♥❴str✐❞❡❴①❀ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ✷✯s✐③❡♦❢✭❢❧♦❛t✮✮✳ ❆ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t str✐❞❡ ♦❢ ✶ ✐♥ t❤❡

①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❆s ❦❡r♥❡❧❴tr❛♥s♣♦s❡❴✷❞ ✐s ❛ ❈❯❉❆ ❦❡r♥❡❧✱ ✐t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞

❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛②✳ ❊❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦ ❝♦♣✐❡s ❛♥ ♦♥❡ t✐❧❡ ♦❢

s✐③❡ 16 × 16 t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ✐♥ tr❛♥s♣♦s❡❞ ♦r❞❡r✳ ❆ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦ ❤❛s 256 t❤r❡❛❞s✳

❆❝❝❡ss❡s t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❛r❡ ♠❛❞❡ ❝♦❛❧❡s❝❡❞ ❜② ❛❝t✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥

✐♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳

✶ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴

✷ ✈♦✐❞ ❦❡r♥❡❧❴tr❛♥s♣♦s❡❴✷❞✭

✸ ❝♦♥st ✐♥t ❞✐♠❴① ✱ ❝♦♥st ✐♥t ❞✐♠❴② ✱

✹ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯ ✐♥ ✱ ❝♦♥st ✐♥t ✐♥❴str✐❞❡❴② ✱

✺ ❢ ❧ ♦❛ t ✯♦✉t ✱ ❝♦♥st ✐♥t ♦✉t❴str✐❞❡❴②✮

✻ ④

✼ ❝♦♥st ✐♥t ◗ ❂ ✷❀ ✴✴ ■♠♣r♦✈❡s s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❦ ❝♦♥❢❧✐❝ts✳

✽ ❴❴s❤❛r❡❞❴❴ ❢ ❧♦❛ t s❤ ❬✷✯✶✻✯✭✶✻✰◗✮❪❀

✾

✶✵ ✴✴ ▼♦✈❡ t♦ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞❡st t✐❧❡s✳

✶✶ ❝♦♥st ✐♥t ❜❛s❡❴① ❂ ✶✻✯❜❧♦❝❦■❞①✳①✱ ❜❛s❡❴② ❂ ✶✻✯❜❧♦❝❦■❞①✳②❀

✶✷ ✐♥ ✰❂ ✷✯✭ ❜❛s❡❴① ✰ ✐♥❴str✐❞❡❴②✯❜❛s❡❴②✮❀ ✴✴ ❙r❝ t✐❧❡ ❅ ✭❜❛s❡❴① ✱

❜❛s❡❴②✮

✻✹



❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❈❯❉❆ ❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡❞
♠❡♠♦r②✳ ❨❡❧❧♦✇ ❜♦①❡s✿ ❚❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♠❛tr✐① t✐❧❡s✳ ●r❡② ❜♦①❡s✿ ❙❤❛r❡❞
♠❡♠♦r② ❛r❡❛ ♦❢ ❛ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡s✿ ▼❡♠♦r② r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ●r❡❡♥ ❧✐♥❡s✿ ▼❡♠♦r② ✇r✐t❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ❝♦❛❧❡s❝❡❞ ♠❡♠♦r② tr❛♥s❢❡rs✳

✶✸ ♦✉t ✰❂ ✷✯✭ ❜❛s❡❴② ✰ ♦✉t❴str✐❞❡❴②✯❜❛s❡❴①✮❀ ✴✴ ❉❡st t✐❧❡ ❅ ✭❜❛s❡❴② ✱

❜❛s❡❴①✮

✶✹

✶✺ ❝♦♥st ❜♦♦❧ ❛t❴❜♦r❞❡r ❂ ✭ ❜❧♦❝❦■❞①✳① ❂❂ ❣r✐❞❉✐♠✳①✲✶

✶✻ ⑤⑤ ❜❧♦❝❦■❞①✳② ❂❂ ❣r✐❞❉✐♠✳②✲✶✮❀

✶✼ ✐ ❢ ✭✦ ❛t❴❜♦r❞❡r✮ ④

✶✽ r❡❛❞❴❛♥❞❴st♦r❡❴tr❛♥s♣♦s❡❞❴✷❞ ❁✶✻❃✭✐♥ ✱ ✐♥❴str✐❞❡❴② ✱ s❤ ✱ ✶✻✰◗✮❀

✶✾ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✵ r❡❛❞❴❛♥❞❴st♦r❡❴✷❞ ❁✶✻❃✭s❤✱ ✶✻✰◗✱ ♦✉t ✱ ♦✉t❴str✐❞❡❴②✮❀

✷✶ ⑥ ❡ ❧ s❡ ④

✷✷ ✐♥ ✰❂ ✷✯✭ t❤r❡❛❞■❞①✳① ✰ ✐♥❴str✐❞❡❴②✯t❤r❡❛❞■❞①✳②✮❀

✷✸ ♦✉t ✰❂ ✷✯✭ t❤r❡❛❞■❞①✳② ✰ ♦✉t❴str✐❞❡❴②✯t❤r❡❛❞■❞①✳①✮❀

✷✹ ✐ ❢ ✭❜❛s❡❴① ✰ t❤r❡❛❞■❞①✳① ❁ ❞✐♠❴① ✫✫ ❜❛s❡❴② ✰ t❤r❡❛❞■❞①✳② ❁ ❞✐♠❴②✮ ④

✷✺ ♦✉t❬✵❪ ❂ ✐♥❬✵❪❀

✷✻ ♦✉t❬✶❪ ❂ ✐♥❬✶❪❀

✷✼ ⑥

✷✽ ⑥

✷✾ ⑥

▲✐st✐♥❣ ✽✿ ▼❛tr✐① tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❈❯❉❆ ❈✳

■♥ ❧✐♥❡s ✶✶✖✶✸✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❜✉✛❡r ♣♦✐♥t❡rs ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞

❞❡st✐♥❛t✐♦♥ t✐❧❡ ❛❞❞r❡ss❡s✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✶✺✱ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦

♣r♦❝❡ss❡s ❛ t✐❧❡ t❤❛t ❧✐❡s ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✳ ❆ ❜♦r❞❡r t✐❧❡ ❝❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ t❤❡ ❛rr❛② ❛♥❞

✐s t❤✉s ♣r♦❝❡ss❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥♥❡r t✐❧❡s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✭❧✐♥❡s ✶✽✖✷✶✮✱

❛♥❞ ❜♦r❞❡r t✐❧❡s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦✇❡r ❞✐r❡❝t ❝♦♣② ✭❧✐♥❡s ✷✷✲✷✼✮✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❋♦r

t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♣②✱ t❤❡ ✬✐♥✬ ❛♥❞ ✬♦✉t✬ ♣♦✐♥t❡rs ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❣❛✐♥ t♦ ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞

❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❜✉✛❡r ✭❧✐♥❡s ✷✷✖✷✸✮✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r②

♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡♥tr② ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♣✐❡❞ ✭❧✐♥❡s ✷✺✖✷✻✮✱ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛rr❛② ❜♦r❞❡r ✇❛s ♣❛ss❡❞

♦✈❡r ✭❧✐♥❡ ✷✹✮✳ ❚❤❡ ❢❛st s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡

❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❛❞❴❛♥❞❴st♦r❡❴tr❛♥s♣♦s❡❞❴✷❞ ❛♥❞ r❡❛❞❴❛♥❞❴st♦r❡❴✷❞✳

✶ t❡♠♣❧❛t❡ ❁ ✐♥t ❜❧♦❝❦❴s✐③❡❴① ❃

✻✺



✷ ❴❴❞❡✈✐❝❡❴❴ ❴❴✐♥❧✐♥❡❴❴ st❛t ✐ ❝ ✈♦✐❞ r❡❛❞❴❛♥❞❴st♦r❡❴tr❛♥s♣♦s❡❞❴✷❞✭

✸ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯ ✐♥ ✱ ❝♦♥st ✐♥t ✐♥❴str✐❞❡❴② ✱

✹ ❢ ❧ ♦❛ t ✯♦✉t ✱ ❝♦♥st ✐♥t ♦✉t❴str✐❞❡❴②✮

✺ ④

✻ ✴✴ ✶✮ ❘❡❛❞ ❛t ✭①✱②✮

✼ ❝♦♥st ✐♥t ① ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①✱ ② ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳②❀

✽ ✐♥ ✰❂ ✷✯②✯✐♥❴str✐❞❡❴②❀ ♦✉t ✰❂ ✷✯②❀

✾

✶✵ ✴✴ ✷✮ ❙t♦r❡ ❛t ✭②✱①✮

✶✶ ❝♦♥st ✐♥t ✐♠❛❣ ❂ ✭① ✫ ✶✮ ❄ ✭✲♦✉t❴str✐❞❡❴② ✰✶✮ ✿ ✵❀

✶✷ ♦✉t❬✭①✰ ✵✮✯♦✉t❴str✐❞❡❴② ✰ ✐♠❛❣❪ ❂ ✐♥❬①✰ ✵❪❀

✶✸ ♦✉t❬✭①✰❜❧♦❝❦❴s✐③❡❴①✮✯♦✉t❴str✐❞❡❴② ✰ ✐♠❛❣❪ ❂ ✐♥❬①✰❜❧♦❝❦❴s✐③❡❴① ❪❀

✶✹ ⑥

✶✺

✶✻ t❡♠♣❧❛t❡ ❁ ✐♥t ❜❧♦❝❦❴s✐③❡❴① ❃

✶✼ ❴❴❞❡✈✐❝❡❴❴ ❴❴✐♥❧✐♥❡❴❴ st❛t ✐ ❝ ✈♦✐❞ r❡❛❞❴❛♥❞❴st♦r❡❴✷❞✭

✶✽ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯ ✐♥ ✱ ❝♦♥st ✐♥t ✐♥❴str✐❞❡❴② ✱

✶✾ ❢ ❧ ♦❛ t ✯♦✉t ✱ ❝♦♥st ✐♥t ♦✉t❴str✐❞❡❴②✮

✷✵ ④

✷✶ ❝♦♥st ✐♥t ① ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①✱ ② ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳②❀

✷✷ ✐♥ ✰❂ ✷✯②✯✐♥❴str✐❞❡❴②❀ ♦✉t ✰❂ ✷✯②✯♦✉t❴str✐❞❡❴②❀

✷✸ ♦✉t❬①✰ ✵❪ ❂ ✐♥❬①✰ ✵❪❀

✷✹ ♦✉t❬①✰❜❧♦❝❦❴s✐③❡❴①❪ ❂ ✐♥❬①✰❜❧♦❝❦❴s✐③❡❴① ❪❀

✷✺ ⑥

▲✐st✐♥❣ ✾✿ ❍❡❧♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛rr❛② tr❛♥s♣♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❈❯❉❆ ❈✳

❲❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞❴❛♥❞❴st♦r❡❴tr❛♥s♣♦s❡❞❴✷❞ r❡❛❞s ❛

t✐❧❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❝♦❛❧❡s❝❡❞ ♠❡♠♦r② tr❛♥s❢❡rs✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡s t❤❡ t✐❧❡ ✐♥ tr❛♥s♣♦s❡❞ ♦r❞❡r ✐♥t♦ ❛

t❡♠♣♦r❛r② ❜✉✛❡r✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❧♦❝❦❴s✐③❡❴① s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞

❜❧♦❝❦ ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ✇r✐t❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦❛❧❡s❝❡❞✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜✉✛❡r ♠✉st ♣♦✐♥t t♦

s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ r❡❛❞❴❛♥❞❴st♦r❡❴✷❞✱ ✇❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦✱ ❝♦♣✐❡s ❛ t✐❧❡

❢r♦♠ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ✐♥♣✉t ❜✉✛❡r t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜✉✛❡r✳ ❍❡r❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s ❛r❡

❝♦❛❧❡s❝❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢❛st s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② tr❛♥s♣♦s❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱

✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❜✉✛❡r ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦✳

❚❤❡ ✸✲❉ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡s❤✳ ❍❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❢t r♦t❛t❡ ❛♥❞ t❤❡

r✐❣❤t r♦t❛t❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥s ❝❛♥

❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦❛❧❡s❝❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛s ✇❡❧❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞

♣♦✐♥t❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❜❡❝♦♠❡s q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

✺✳✷✳✹ ■t❡r❛t❡❞ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s

❚❤❡ ❢✉❧❧ ✷✲❉ ❛♥❞ ✸✲❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻ ✐♥t❡r✲

♥❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ ✐t❡r❛t❡❞ ✶✲❉ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❢♦r t❤❡ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡

♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ t❤❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❧❛✐❞ ♦✉t ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥

♠❡♠♦r② ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❡

✻✻



st♦r❡❞ ✐♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛❝❦❡❞ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t

❛r❡ st♦r❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥t❧② ✐♥ t✇♦ ✸✷✲❜✐t ✢♦❛t ❝❡❧❧s✳ ❆❧❧ ❛rr❛②s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❋❖❘❚❘❆◆ ♦r❞❡r

✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ str✐❞❡✿ ■❢ ❛♥ ❛rr❛② ❤❛s t❤❡ s✐③❡ (Nx, Ny, Nz)✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t (x, y, z) ❤❛s

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡① i = x+ yNx + zNxNy✳ ❆♥ ✐t❡r❛t❡❞ ❋❋❚ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

❛rr❛②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st♦r❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✇♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ NyNz tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ ❧❡♥❣t❤

Nx✱ st❛rt✐♥❣ ❛t ❡❧❡♠❡♥t (0, 0, 0)✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ str✐❞❡✱ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠

✐s ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡①t ✐♥♣✉t ✐♥ ♠❡♠♦r②✳

■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ N ✐t❡r❛t❡❞

❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ M ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t s❡q✉❡♥❝❡s

❛r❡ st♦r❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥ ♣❛❝❦❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❛t ✭s❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐t❡r❛t❡❞❴❢❢t ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❛❞✐①✲✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✸ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ t②♣✐❝❛❧❧② ✇♦r❦ ✐♥✲♣❧❛❝❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s

♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛✱ t❤✉s s❛✈✐♥❣ ♠❡♠♦r②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ r❡❛❧✲t♦✲

❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✲t♦✲r❡❛❧ ✐t❡r❛t❡❞ ❋❋❚s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ♦r t❤❡

♦✉t♣✉t ❤❛s r❡❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳

■♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐s

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❯❋❋❚ ❧✐❜r❛r②❬✽✽❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❈❯❉❆ ❙❉❑❬✸✺❪✳ ❈❯❋❋❚

s✉♣♣♦rts ✐t❡r❛t❡❞ ✐♥✲♣❧❛❝❡ ❋❋❚s✱ ✐♥✈❡rs❡ ✐♥✲♣❧❛❝❡ ❋❋❚s✱ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛❝❡ ❘✷❈ ❋❋❚s✱ ❛♥❞

♦✉t✲♦❢✲♣❧❛❝❡ ❈✷❘ ❋❋❚s✳ ❈❯❋❋❚ ❝♦♥t❛✐♥s ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢

❧❡♥❣t❤s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦✱ s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❈❯❋❋❚

❢♦r ❈❯❉❆ ●P❯s ✇❤✐❝❤ ❝❧❛✐♠s t♦ ❜❡ ❢❛st❡r ❢♦r s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✷❪✳

❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❋❚s ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❘❡❢✳ ❬✾✸❪✳

✺✳✷✳✺ ▼❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t

❚❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛st ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ s❡❡

❊q✳ ✸✳✷✸✳ ❚❤❡ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧❴♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥❴s②♠♠❡tr✐❝ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✵

r❡❝❡✐✈❡s ♣♦✐♥t❡rs t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛rr❛②s ◆①①r✱ ◆①②r✱ ◆①③r✱

◆②②r✱ ❛♥❞ ◆②③r✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❡♥s♦r ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ s❡❡ ❊q✳ ✷✳✷✵✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②

r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥✲♣❧❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛rr❛②s ▼①✱ ▼②✱ ❛♥❞ ▼③✳ ❚❤❡s❡ ❛rr❛②s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ♣❛❝❦❡❞ ♦r❞❡r✳ ❆s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r

❡❛❝❤ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❛rr❛②s ❛r❡

tr❡❛t❡❞ ❛s ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳

✶ ❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞ ❦❡r♥❡❧❴♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥❴s②♠♠❡tr✐❝✭

✷ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯◆①①r ✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯◆①②r ✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯◆①③r ✱

✸ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯◆②②r ✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯◆②③r ✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯◆③③r ✱ ✴✯✐♥✯✴

✹ ❢ ❧ ♦❛ t ✯▼①✱ ❢ ❧ ♦❛ t ✯▼②✱ ❢ ❧ ♦❛ t ✯▼③✮ ✴✯ ✐♥♦✉t ✯✴

✺ ④

✻ ❡①t❡r♥ ❴❴s❤❛r❡❞❴❴ ❢ ❧♦❛ t s❤❬❪❀

✼

✻✼



✽ ❝♦♥st ✐♥t ✐❴❜❛s❡ ❂ ✷✺✻ ✯ ✭❜❧♦❝❦■❞①✳① ✰ ❜❧♦❝❦■❞①✳②✯❣r✐❞❉✐♠✳①✮❀

✾ ❝♦♥st ✐♥t ✐❴♦❢❢s ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀ ✴✴ ✵✳✳✷✺✺

✶✵ ❝♦♥st ✐♥t ✐ ❂ ✐❴❜❛s❡ ✰ ✐❴♦❢❢s❀

✶✶ ❝♦♥st ✐♥t ❥❴❜❛s❡ ❂ ✷✯ ✐❴❜❛s❡❀

✶✷

✶✸ ✴✴ ✭❛✮ ❧♦❛❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r

✶✹ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ◆①①❴r❡ ❂ ◆①①r❬✐❪✱ ◆①①❴✐♠ ❂ ✵✳✵❀

✶✺ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ◆①②❴r❡ ❂ ◆①②r❬✐❪✱ ◆①②❴✐♠ ❂ ✵✳✵❀

✶✻ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ◆①③❴r❡ ❂ ◆①③r❬✐❪✱ ◆①③❴✐♠ ❂ ✵✳✵❀

✶✼ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ◆②②❴r❡ ❂ ◆②②r❬✐❪✱ ◆②②❴✐♠ ❂ ✵✳✵❀

✶✽ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ◆②③❴r❡ ❂ ◆②③r❬✐❪✱ ◆②③❴✐♠ ❂ ✵✳✵❀

✶✾ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ◆③③❴r❡ ❂ ◆③③r❬✐❪✱ ◆③③❴✐♠ ❂ ✵✳✵❀

✷✵

✷✶ ✴✴ ✭❜✮ ❝♦♣② ▼①✱▼②✱▼③ t♦ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②

✷✷ s❤ ❬✵✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s❪ ❂ ▼① ❬✵✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s ❪❀

✷✸ s❤ ❬✶✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s❪ ❂ ▼① ❬✶✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s ❪❀

✷✹ s❤ ❬✷✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s❪ ❂ ▼② ❬✵✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s ❪❀

✷✺ s❤ ❬✸✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s❪ ❂ ▼② ❬✶✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s ❪❀

✷✻ s❤ ❬✹✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s❪ ❂ ▼③ ❬✵✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s ❪❀

✷✼ s❤ ❬✺✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s❪ ❂ ▼③ ❬✶✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s ❪❀

✷✽

✷✾ ✴✴ ✭❝✮ ❧♦❛❞ ▼①✱▼②✱▼③ ❢r♦♠ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②

✸✵ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✶ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ▼①❴r❡ ❂ s❤ ❬✵✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✵❪❀

✸✷ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ▼①❴✐♠ ❂ s❤ ❬✵✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✶❪❀

✸✸ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ▼②❴r❡ ❂ s❤ ❬✷✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✵❪❀

✸✹ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ▼②❴✐♠ ❂ s❤ ❬✷✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✶❪❀

✸✺ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ▼③❴r❡ ❂ s❤ ❬✹✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✵❪❀

✸✻ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ▼③❴✐♠ ❂ s❤ ❬✹✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✶❪❀

✸✼

✸✽ ✴✴ ✭❞✮ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❛tr✐① ✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t

✸✾ ❢ ❧ ♦❛ t ❍①❴r❡ ✱ ❍①❴✐♠ ✱ ❍②❴r❡ ✱ ❍②❴✐♠ ✱ ❍③❴r❡ ✱ ❍③❴✐♠❀

✹✵ s②♠♠❡tr✐❝❴t❡♥s♦r❴♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✭

✹✶ ◆①①❴r❡ ✱ ◆①①❴✐♠ ✱ ◆①②❴r❡ ✱ ◆①②❴✐♠ ✱ ◆①③❴r❡ ✱ ◆①③❴✐♠ ✱

✹✷ ◆②②❴r❡ ✱ ◆②②❴✐♠ ✱ ◆②③❴r❡ ✱ ◆②③❴✐♠ ✱ ◆③③❴r❡ ✱ ◆③③❴✐♠ ✱

✹✸ ▼①❴r❡ ✱ ▼①❴✐♠ ✱ ▼②❴r❡ ✱ ▼②❴✐♠ ✱ ▼③❴r❡ ✱ ▼③❴✐♠ ✱

✹✹ ✫❍①❴r❡ ✱ ✫❍①❴✐♠ ✱ ✫❍②❴r❡ ✱ ✫❍②❴✐♠ ✱ ✫❍③❴r❡ ✱ ✫❍③❴✐♠

✹✺ ✮❀

✹✻

✹✼ ✴✴ ✭❡✮ ✇r✐t❡ ❜❛❝❦ r❡s✉❧t

✹✽ s❤ ❬✵✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✵❪ ❂ ❍①❴r❡❀

✹✾ s❤ ❬✵✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✶❪ ❂ ❍①❴✐♠❀

✺✵ s❤ ❬✷✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✵❪ ❂ ❍②❴r❡❀

✺✶ s❤ ❬✷✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✶❪ ❂ ❍②❴✐♠❀

✺✷ s❤ ❬✹✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✵❪ ❂ ❍③❴r❡❀

✺✸ s❤ ❬✹✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ✯✷✰✶❪ ❂ ❍③❴✐♠❀

✺✹

✺✺ ✴✴ ✭❢✮ ❝♦♣② s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② t♦ ▼①✱ ▼②✱ ▼③

✺✻ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✺✼ ▼① ❬✵✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s❪ ❂ s❤ ❬✵✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ❪❀

✺✽ ▼① ❬✶✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s❪ ❂ s❤ ❬✶✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ❪❀

✻✽



✺✾ ▼② ❬✵✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s❪ ❂ s❤ ❬✷✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ❪❀

✻✵ ▼② ❬✶✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s❪ ❂ s❤ ❬✸✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ❪❀

✻✶ ▼③ ❬✵✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s❪ ❂ s❤ ❬✹✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ❪❀

✻✷ ▼③ ❬✶✯✷✺✻✰ ❥❴❜❛s❡✰✐❴♦❢❢s❪ ❂ s❤ ❬✺✯✷✺✻✰ ✐❴♦❢❢s ❪❀

✻✸ ⑥

▲✐st✐♥❣ ✶✵✿ ❊❧❡♠❡♥t ✇✐s❡ ❛rr❛②✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ ❈❯❉❆ ❈✳

❚❤❡ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✐① st❡♣s ✭❛✮✖✭❢✮✳ ❊❛❝❤ t❤r❡❛❞ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❡①❛❝t❧②

♦♥❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❛❞s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡

✷✺✻✳ ❚❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✲❝♦❛❧❡s❝❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳ P❛rts

✭❛✮✖✭❢✮ ❛r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ✐♥ ❛ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✷✺✻ t❤r❡❛❞s✱

✭❛✮ ▲♦❛❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡ss ✐s ❝♦❛❧❡s❝❡❞✱ s❡❡ ❧✐♥❡s

✶✹✖✶✾✳

✭❜✮ ❋r♦♠ t❤❡ ❛rr❛②s ▼①✱ ▼③✱ ❛♥❞ ▼③✱ ❧♦❛❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❤✉♥❦s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡

✇❤♦❧❡ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ❆s ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛ ✸✲✈❡❝t♦r ♦❢

❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s✱ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❤❛s t♦ ❧♦❛❞ s✐① ✢♦❛t ♥✉♠❜❡rs✱ s❡❡ ❧✐♥❡s ✷✷✖✷✼✳ ❚❤✐s

❛❝❝❡ss t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ❝♦❛❧❡s❝❡❞✳

✭❝✮ ❆❢t❡r t❤❡ t❤r❡❛❞s ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❧♦❛❞s ✐ts ❛ss✐❣♥❡❞ ✸✲✈❡❝t♦r ❢r♦♠

s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡ss ✐♥ ❧✐♥❡s ✸✵✖✸✻ ✐s ❛ ❢❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✭❞✮ ❚❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

s❡❡ ❧✐♥❡s ✸✾✖✹✺✳

✭❡✮ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r♦❞✉❝t ✐s st♦r❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ s❡❡ ❧✐♥❡s ✹✽✖✺✷✳

✭❢✮ ❚❤✐s st❡♣ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ st❡♣ ✭❜✮✳ ❆❢t❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ❝♦♠♣✉t❡❞

❜② t❤❡ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❝♦❛✲

❧❡s❝❡❞ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳ ❊❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❤❛s t♦ ✇r✐t❡ ❜❛❝❦ s✐① ✢♦❛t ♥✉♠❜❡rs✱ s❡❡ ❧✐♥❡s

✺✻✖✻✷✳

❆s ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦ ❝♦♠♣✉t❡s ✷✺✻ ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤✐s ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss

❛rr❛② ❧❡♥❣t❤s t❤❛t ❛r❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✷✺✻✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt ❛r❜✐tr❛r② ❛rr❛② ❧❡♥❣t❤s✱

❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✵✖✷✺✺ ❡❧❡♠❡♥ts

✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳

❚❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s②♠♠❡t✲

r✐❝ t❡♥s♦r✱ s❡❡ ❊q✳ ✷✳✹✷✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣r♦❞✉❝t ❢♦r t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞✱ ♦♥❧② st❡♣

✭❞✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ■♥ t♦t❛❧✱ t❤❡ t❡♥s♦r ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤r❡❡ ✉♥✐q✉❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢

s✐①✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✱

r❡q✉✐r❡s ❛ ✈❡❝t♦r✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✱ s❡❡ ❊q✳ ✸✳✷✹✳ ❍❡r❡ st❡♣ ✭❞✮ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✈❡❝t♦rs✳

✻✾



❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡
●P❯✳ ✭❛✮ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♣② ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❤♦st ❝❡❧❧s✱ ✭❜✮
✐♥✲♣❧❛❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ✭❝✮ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣
❣❤♦st ❝❡❧❧s✱ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✳

✺✳✷✳✻ ❙♠❛❧❧ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐①✲♥❡✐❣❤❜♦r ❢♦r ✸✲❉ ❣r✐❞s ❛♥❞ ❛ ❢♦✉r✲♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥ ✷✲❉ ❣r✐❞s ❞✐s❝r❡t❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

♦♣❡r❛t♦r t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❊q✳ ✷✳✻✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢Mx✱My✱ ❛♥❞Mz ✇✐t❤ ❛ 3×3 ✭✷✲❉ ❣r✐❞s✮ ♦r ❛ 3×3×3

✭✸✲❉ ❣r✐❞s✮ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ Hx✱ Hy✱ ❛♥❞ Hz ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥

✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧✱ ✜①❡❞✲s✐③❡ ❦❡r♥❡❧ t❤❛t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♠✲

♠❡❞✐❛t❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧❴❡①❝❤❛♥❣❡❴✷❞

✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s✳

❆s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s st♦r❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ ♠❡♠♦r② ✉s✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥✲♠❛❥♦r ♦r❞❡r✱

❝❡❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❛❞❥❛❝❡♥t ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❚❤✐s ✐s

♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢♦r ❈❯❉❆ ●P❯s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉♠✱ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦❛❧❡s❝❡❞✳

✶★❞❡❢✐♥❡ ❇❙■❩❊ ✶✻ ✴✴ ❜❧♦❝❦ s✐③❡ ✐s ✶✻①✶✻

✷

✸ t❡♠♣❧❛t❡ ❁❜♦♦❧ ♣❡r✐♦❞✐❝❴① ✱ ❜♦♦❧ ♣❡r✐♦❞✐❝❴② ❃

✹ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞ ❦❡r♥❡❧❴❡①❝❤❛♥❣❡❴✷❞✭

✺ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯▼①✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯▼②✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯▼③✱ ✴✴ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✻ ❢ ❧ ♦❛ t ✯❍①✱ ❢ ❧ ♦❛ t ✯❍②✱ ❢ ❧ ♦❛ t ✯❍③✱ ✴✴ ♦✉t♣✉t✿ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢✐❡❧❞

✼ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯▼s✱ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ✯❆✱ ✴✴ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✽ ✐♥t ❞✐♠❴① ✱ ✐♥t ❞✐♠❴② ✱ ❢ ❧ ♦❛ t ✇①✱ ❢ ❧ ♦❛ t ✇②✮

✾ ④

✶✵ ✴✴ t❤r❡❛❞ ✐♥❞❡① ✭t① ✱ t②✮ ✐♥ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦

✶✶ ❝♦♥st ✐♥t t① ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①✱ t② ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳②❀

✶✷ ✴✴ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ✐♥❞❡① ✭s① ✱ s②✮ ❢♦r t❤✐s t❤r❡❛❞

✶✸ ❝♦♥st ✐♥t s① ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳① ✯ ❇❙■❩❊ ✰ t① ✱ s② ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳② ✯ ❇❙■❩❊ ✰ t②❀

✶✹ ✴✴ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② t♦ st♦r❡ ♠①✱ ♠②✱ ♠③✱ ▼s

✶✺ ❴❴s❤❛r❡❞❴❴ ❢ ❧♦❛ t s❤ ❬✹❪❬✷✰ ❇❙■❩❊ ❪❬✷✰ ❇❙■❩❊ ❪❀

✶✻

✶✼ ✐ ❢ ✭s① ❁ ❞✐♠❴① ✫✫ s② ❁ ❞✐♠❴②✮ ④

✶✽ ✴✴✴✴✴ ✭❛✮ ❈♦♣② t✐❧❡ t♦ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❤♦st ❝❡❧❧s ✴✴✴✴✴

✶✾ ✴✴ ❝♦♣② t✐❧❡

✼✵



✷✵ ❢ ❧ ♦❛ t ♠①❴✐ ✱ ♠②❴✐ ✱ ♠③❴✐❀

✷✶ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ▼s❴✐ ❂ s❤❬✸❪❬t②✰✶❪❬t①✰✶❪ ❂ ▼s❬✐❪❀

✷✷ ✐ ❢ ✭▼s❴✐ ✦❂ ✵✳✵✮ ④

✷✸ s❤❬✵❪❬t②✰✶❪❬t①✰✶❪ ❂ ♠①❴✐ ❂ ▼①❬✐❪ ✴ ▼s❴✐❀

✷✹ s❤❬✶❪❬t②✰✶❪❬t①✰✶❪ ❂ ♠②❴✐ ❂ ▼②❬✐❪ ✴ ▼s❴✐❀

✷✺ s❤❬✷❪❬t②✰✶❪❬t①✰✶❪ ❂ ♠③❴✐ ❂ ▼③❬✐❪ ✴ ▼s❴✐❀

✷✻ ⑥

✷✼

✷✽ ✴✴ ❝♦♣② ❣❤♦st ❝❡❧❧s ✭♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✮

✷✾ ❝♦♣②❴❣❤♦st❴❝❡❧❧s ❁♣❡r✐♦❞✐❝❴① ✱ ♣❡r✐♦❞✐❝❴② ❃✭

✸✵ ▼①✱ ▼② ✱ ▼③ ✱ ▼s ✱ s❤ ✱ t① ✱ t② ✱ s① ✱ s② ✱ ❞✐♠❴① ✱ ❞✐♠❴②

✸✶ ✮❀

✸✷ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✸

✸✹ ✐ ❢ ✭▼s❴✐ ❃ ✵✮ ④

✸✺ ✴✴ ✭❜✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢✐♥✐t❡ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡s

✸✻ ❢ ❧ ♦❛ t s✉♠❬✸❪ ❂ ④✵✱✵✱✵⑥❀

✸✼ ✐ ❢ ✭s❤❬✸❪❬t②✰✶❪❬t①❪ ✦❂ ✵✮ ④

✸✽ s✉♠❬✵❪ ✰❂ ✭s❤❬✵❪❬t②✰✶❪❬t①❪✲♠①❴✐✮✯✇①❀

✸✾ s✉♠❬✶❪ ✰❂ ✭s❤❬✶❪❬t②✰✶❪❬t①❪✲♠②❴✐✮✯✇①❀

✹✵ s✉♠❬✷❪ ✰❂ ✭s❤❬✷❪❬t②✰✶❪❬t①❪✲♠③❴✐✮✯✇①❀

✹✶ ⑥

✹✷ ✐ ❢ ✭s❤❬✸❪❬❚❨❪❬t①❪ ✦❂ ✵✮ ④

✹✸ s✉♠❬✵❪ ✰❂ ✭s❤❬✵❪❬t②✰✶❪❬t①✰✷❪✲♠①❴✐✮✯✇①❀

✹✹ s✉♠❬✶❪ ✰❂ ✭s❤❬✶❪❬t②✰✶❪❬t①✰✷❪✲♠②❴✐✮✯✇①❀

✹✺ s✉♠❬✷❪ ✰❂ ✭s❤❬✷❪❬t②✰✶❪❬t①✰✷❪✲♠③❴✐✮✯✇①❀

✹✻ ⑥

✹✼ ✐ ❢ ✭s❤❬✸❪❬❚❨ ✲✶❪❬t①✰✶❪ ✦❂ ✵✮ ④

✹✽ s✉♠❬✵❪ ✰❂ ✭s❤❬✵❪❬t②❪❬t①✰✶❪✲♠①❴✐✮✯✇②❀

✹✾ s✉♠❬✶❪ ✰❂ ✭s❤❬✶❪❬t②❪❬t①✰✶❪✲♠②❴✐✮✯✇②❀

✺✵ s✉♠❬✷❪ ✰❂ ✭s❤❬✷❪❬t②❪❬t①✰✶❪✲♠③❴✐✮✯✇②❀

✺✶ ⑥

✺✷ ✐ ❢ ✭s❤❬✸❪❬❚❨✰✶❪❬t①✰✶❪ ✦❂ ✵✮ ④

✺✸ s✉♠❬✵❪ ✰❂ ✭s❤❬✵❪❬t②✰✷❪❬t①✰✶❪✲♠①❴✐✮✯✇②❀

✺✹ s✉♠❬✶❪ ✰❂ ✭s❤❬✶❪❬t②✰✷❪❬t①✰✶❪✲♠②❴✐✮✯✇②❀

✺✺ s✉♠❬✷❪ ✰❂ ✭s❤❬✷❪❬t②✰✷❪❬t①✰✶❪✲♠③❴✐✮✯✇②❀

✺✻ ⑥

✺✼

✺✽ ✴✴ ✭❝✮ ❈♦♠♣✉t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢✐❡❧❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ✐t ❜❛❝❦ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✳

✺✾ ❝♦♥st ❢ ❧ ♦❛ t ❢ ❂ ❆❬✐❪ ✴ ▼s❴✐❀

✻✵ ❍①❬✐❪ ❂ s✉♠ ❬✵❪✯❢❀ ❍②❬✐❪ ❂ s✉♠ ❬✶❪✯❢❀ ❍③❬✐❪ ❂ s✉♠ ❬✷❪✯❢❀

✻✶ ⑥ ❡ ❧ s❡ ④

✻✷ ❍①❬✐❪ ❂ ❍②❬✐❪ ❂ ❍③❬✐❪ ❂ ✵✳✵❀

✻✸ ⑥

✻✹ ⑥ ❡ ❧ s❡ ④

✻✺ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✻✻ ⑥

✻✼ ⑥

▲✐st✐♥❣ ✶✶✿ ❊①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ▲❛♣❧❛❝❡

♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❈❯❉❆ ❈✳

✼✶



❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ✐♥t♦ ❛ ❣r✐❞

♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❧♦❝❦s ♦❢ 16 × 16 s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐s t❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ t❤r❡❛❞

❜❧♦❝❦ ✉s✐♥❣ 16 · 16 = 256 t❤r❡❛❞s✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱

t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✭❧✐♥❡s ✶✾✖✷✻✮ ❛♥❞ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜❧♦❝❦s ✭❧✐♥❡s ✷✾✖✸✶✮✱

t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣❤♦st ❝❡❧❧s✱ ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦✱ ❛❧s♦

s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✺✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❣❤♦st✲❝❡❧❧ r❡❛❞s✱ t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ❝♦❛❧❡s❝❡❞

♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ✐ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ✉s✐♥❣

❢❛st r❡❛❞s ❢r♦♠ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ✭❧✐♥❡s ✸✻✖✺✻✮✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉♠s ❛♥❞ ❝♦♣✐❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❜② ♦♥❧② ❝♦❛❧❡s❝❡❞ ♠❡♠♦r②

tr❛♥s❢❡rs ✭❧✐♥❡s ✺✾✖✻✵✮✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ♦❢

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❍❡r❡ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤ 8×8×8 = 512 t❤r❡❛❞s

✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✐❧❡s ♦❢ 8× 8× 8 s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳

✼✷



P❛rt ■■■

❚❤❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❙✐♠✉❧❛t♦r

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ s♦❢t✲

✇❛r❡ ✐s t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t t❡sts✱ s②st❡♠ t❡sts ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡sts✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ ✉s❡✲❝❛s❡ ♦❢

✉s✐♥❣ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❢♦r ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✻ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ s✐♠✉❧❛t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡rs✬ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❇♦t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡rs ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♠❡❡ts ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ q✉❛❧✐t② r❡✲

q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡rs ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♣r✐♠❛r✐❧② t❤❡

❡❛s❡ ♦❢ ✉s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s

❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r ✐s ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✲

s✉❧ts ❤❡ ♦r s❤❡ ❣❡ts ♦✉t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❤♦✇ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❚❤✉s ✐t ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❤✐s ♦r ❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ✇❛s ✇r✐tt❡♥

❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✇♦r❦s✳ ❖❢t❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ✐s ❝♦♣②✲♣❛st❡❞ ❢r♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s

❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ✇❛② ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♦♣♣♦rt✉♥✐st✐❝

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣❬✾✹❪✳ ❚❤❡ ✉s❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤

t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✉s❛❣❡ ✐♥ ♠✐♥❞✳ ❯s❡❢✉❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✐♥ ❥✉st ❛ ❢❡✇

❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✉s❡rs ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛♥ t❤❛t ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r r❡♠❛✐♥s

❡①t❡♥❞❛❜❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❤♦✇ ❢❛st ❤❡ ♦r s❤❡ ❣❡ts ❤✐s r❡s✉❧ts ❢r♦♠

t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r t♦ t❤❡ ✉s❡r ❤♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤✉s✱

✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r r✉♥s ♦♥ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs ♦r ♦♥ ❈P❯s s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t t♦

t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣ts ❤❡ ♦r s❤❡ ✇r✐t❡s s❤♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥

✐♥ ♦r❞❡r t♦ r✉♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r✳

✻✳✶ ❙♦❢t✇❛r❡ q✉❛❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❙♦❢t✇❛r❡ q✉❛❧✐t② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ s♦❢t✇❛r❡ q✉❛❧✐t② ❛r❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✺❪✳ ❚❤❡ ✜rst s②st❡♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ s♦❢t✇❛r❡ q✉❛❧✐t②

❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✾✼✵s✳ ❇♦❡❤♠ ❡t ❛❧✳❬✾✻❪ ❧✐st s❡✈❡r❛❧ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦❥❡❝t✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✱ ❡①t❡♥❞❛❜✐❧✐t②✱ ✉s❛❜✐❧✐t②✱ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✲

❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❆ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❝♦rr❡❝t ✐❢ ✐t ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r✐❣❤t r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

✼✸



❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ▼❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♠❡❛♥s t❤❛t ❢❛✉❧ts ✐♥

t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❡❛s❡✳ ❆ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①✲

t❡♥❞❛❜❧❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❢✉t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥ ♠✐♥❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠

♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ❡❛s② ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② s♦❢t✇❛r❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡

♦❢ s♦❢t✇❛r❡✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ✈❛r②✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥

t❤❛t ❛❧❧ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r ♣r❡s❡♥t❡❞

❤❡r❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ♣❤②s✐❝✐sts ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡rs ✉s❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥s✳ ❆ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✜♥✐s❤❡❞✳

❙✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♠✉st ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❆ ❝♦rr❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣✲

♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤✉s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✉s❡rs ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞

♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s✳ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦❞❡ ♠✉st r✉♥ ♦♥

❜♦t❤ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯✳ ❆s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❣r♦✇s ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱

✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ✐t st❛②s ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜❧❡✳ ❆ ♠♦❞✉❧❛r s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❡❧♣s t♦

❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✳ ❯s❡rs ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✉s

t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♠✉st ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉s❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣❡rts

✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✉st

❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✉s❛❜✐❧✐t②✳

✻✳✷ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❤♦✐❝❡

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❢♦r ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❞❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥

t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❝♦❞❡ ✐s ✇r✐tt❡♥✳ ■♥ ❬✷✺❪ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦t②♣❡s ♦❢

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦rs ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛❬✾✼❪✱ P②t❤♦♥❬✸✻❪✱ ❛♥❞ ▼❆❚▲❆❇❬✾✽❪

❛s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ ♣r♦t♦t②♣❡s ✉s❡ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✜♥✐t❡✲

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦② ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐✲

③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ■t ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ s♦❢t✇❛r❡

q✉❛❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✱ t❡st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ▼❆❚▲❆❇✱ t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡

tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡ ❈ ❛♥❞ ❋❖❘❚❘❆◆ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠✲

♣✉t✐♥❣ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❙✉♣♣♦rt ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s

❛ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ ▼❆❚▲❆❇✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❖❖P✮ ❢❡❛t✉r❡s✳

❇♦t❤ ❏❛✈❛ ❛♥❞ P②t❤♦♥ s✉♣♣♦rt ❖❖P ❝♦♥❝❡♣ts ♥❛t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ P②t❤♦♥ s✉♣♣♦rts

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❜② ✐ts ✉s❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❧♦s✉r❡s✳ ◆❡①t✱

♣♦rt❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛♥② ❝♦♠♣✉t❡r t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❝♦rr❡❝t

✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥st❛❧❧❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s

❧✐♠✐ts t❤✐s ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛s t❤❡s❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡❞ s②st❡♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❧✐❦❡ ❈ ♦r ❈✰✰ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤✉s t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ s❡❧❡❝t❡❞

✼✹



♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❧✐❜r❛r✐❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♣♦rt❛❜❧❡

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❡st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s❝♦r❡❞

❜❡st✳ ❋♦r ❏❛✈❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② t♦♦❧s t❤❛t s✉♣♣♦rt ❛ t❡st✲❞r✐✈❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❡①t❡♥s✐✈❡ t♦♦❧s ❢♦r ✉♥✐t✲t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❡st ❝♦✈❡r❛❣❡✳

❚♦♦❧s ❢♦r P②t❤♦♥ ❛♥❞ ▼❆❚▲❆❇ ❛r❡ ♥♦t ❛s ❛❞✈❛♥❝❡❞✳ ▲❛st✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✲

✉❧❛t♦rs ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❏❛✈❛✱ P②t❤♦♥ ❛♥❞ ▼❆❚▲❆❇ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❛r❣❡❧②

❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠

✉s❡s t❤❡ ♣✉r❡✲❏❛✈❛ ❥❋❋❚ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ t❤❡ P②t❤♦♥ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡ ◆✉♠P② ❬✾✾❪ ❛♥❞ ❙❝✐P② ❬✶✵✵❪

❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦❣r❛♠ ✉s❡s t❤❡ ❋❋❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ r✉♥t✐♠❡✳ ■♥

❝✉rr❡♥t ▼❆❚▲❆❇ r✉♥t✐♠❡s✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚❲❬✼✵❪ ❧✐❜r❛r②✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❏❛✈❛ ❛♥❞ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ✈❡rs✐♦♥s t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡

t♦ t❤❡ ❖❖▼▼❋ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ P②t❤♦♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✇❛s ❛❜♦✉t ✺✵ ✪ s❧♦✇❡r✳ ❚❤❡s❡ ✇❡r❡

❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❝✐P②

❛♥❞ ◆✉♠P② ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✐❜r❛r② ✇r✐t✲

t❡♥ ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❈ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❞❡❝✐❞❡s ❛❣❛✐♥st ▼❆❚▲❆❇

❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞s t♦ ✉s❡ ❡✐t❤❡r ❏❛✈❛ ♦r P②t❤♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝

s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❆s ♠❛❥♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ▼❆❚▲❆❇ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥✲

❝❡♣ts ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♦r ✉♥✐t t❡st ❛♥❞ t❡st ❝♦✈❡r❛❣❡ s✉♣♣♦rt ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ■❢ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧✐❦❡

P②t❤♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ✜rst✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r✱ ✐❢ ♥❡❝✲

❡ss❛r②✱ r❡✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✲❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rts ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❧❡✈❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤✐s ✐s ❧❛r❣❡❧② t❤❡ r♦✉t❡ t❤❛t ✇❛s t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

❚❤✉s ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥❬✸✻❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈✰✰ ❧❛♥❣✉❛❣❡❬✸✹❪ ✐s ✉s❡❞ t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s♣❡❡❞✲❝r✐t✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rts ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ●P❯✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❞❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈❯❉❆ ❈✳ ❆❧❧

❈✰✰ ❛♥❞ ❈❯❉❆ ❝♦❞❡ ✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧✐❜r❛r② t❤❛t ✐s ❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ P②t❤♦♥

✐♥t❡r♣r❡t❡r✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛tt❡r♥ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❛ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❛ s②st❡♠

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣❬✶✵✶✱ ✶✵✷❪✳ P②t❤♦♥ ✐s ❛ str♦♥❣❧② ❛♥❞ ❞②✲

♥❛♠✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ P②t❤♦♥ ❤❛✈❡

❛ ✭str♦♥❣✮ t②♣❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t✳ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s

t❤❛t ❤❛✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❞✉❝❦ t②♣✐♥❣✑ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡

✉s✉❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ P②t❤♦♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ◆♦

t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❡ st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❋♦r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❡st✐♥❣✱ t❤❡ ■P②t❤♦♥❬✶✵✸❪ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ P②▲❛❜ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡s

s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡s t♦ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❝♦♥s♦❧❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♥♦t❡❜♦♦❦s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✳

❈✰✰ ✐s✱ ❧✐❦❡ ❏❛✈❛ ❛ st❛t✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳

■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✲❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥✲

t❛❣❡ ♦❢ ❏❛✈❛ ✐s ✐ts ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s ♠♦st s♦✉r❝❡s ♦❢ ♠❡♠♦r②

✼✺



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ❧❛②❡rs ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✿ ✭❣r❡②✴❣r❡❡♥✮✱ ❈✰✰
✭②❡❧❧♦✇✮✱ ❈❯❉❆ ❈ ✭♦r❛♥❣❡✮✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❛rr♦✇s s❤♦✇ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛②❡rs✳

✼✻



❧❡❛❦s✳ ❈✰✰ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs ❤❛✈❡ t♦ r❡s♦rt t♦ ♠❛♥✉❛❧ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s

❧✐❦❡ t❤❡ ❘❆■■❬✶✵✹❪ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ♦❢ t❤❡

P②t❤♦♥ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❈✰✰ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❯❉❆ ❈ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❡s ♦♥ t❤❡ ●P❯✳

✻✳✸ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❧❛②❡rs✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st

❧❛②❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✳ ❚❤✐s ❧❛②❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜✲

str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ❈❯❉❆ ❞❡✈✐❝❡s ✭●P❯s✮✳

■t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ❈❯❉❆ ❈✳ ❙✉♣♣♦rt❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❢❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✳ ▼♦st ❤❛r❞✲

✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② ✐♥ t❤✐s ❧❛②❡r✳ ◆♦✇ t❤❛t t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐s ❛❜str❛❝t❡❞ ❛✇❛②✱ t❤❡

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡

❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ❧❛②❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✲st②❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ r♦✉t✐♥❡s

✐♥ t❤✐s ❧❛②❡r ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜② t❤❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✐♥

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❣❧✉❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ❡①♣♦rts t❤❡ ❈✰✰ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ P②t❤♦♥ ✈✐rt✉❛❧

♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❲■● ✇r❛♣♣❡r ❣❡♥❡r❛t♦r s♦❢t✇❛r❡❬✶✵✺❪✳ ❚❤✉s

❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❈✰✰ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❧❡❞

❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❧❛②❡r ✐s t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r t❤❛t

✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✲st②❧❡ r♦✉✲

t✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❧❛②❡r✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❆ s❡t ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ✐s t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤❡

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r ❧❛②❡r✳ ■t ✉s❡s ❛ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ t♦

❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❛②❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡❛s②✲t♦✲✉s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡

❛♥❞ s♣❡❝✐❢② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣s ❜② t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛✉t♦♠❛t❡

❧♦❣❣✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t t❤❡ t♦♣✲♠♦st ❧❛②❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡

✉s❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣ts✳ ❚❤❡s❡ s❝r✐♣ts ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡rs ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

❚❤❡ s❝r✐♣ts ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❚②♣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣ts ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❡♥ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❧✐♥❡s ❧♦♥❣✳

✻✳✸✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡✈✐❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s t❤❛t

st♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞

❡✐t❤❡r ✐♥ s②st❡♠ ♠❡♠♦r② ❢♦r ❛❝❝❡ss ❜② t❤❡ ❈P❯ ♦r ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s

♣r♦❝❡ss♦r ❢♦r ✉s❡ ❜② t❤❡ ●P❯✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ ❛s

♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s✉♣♣♦rt❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦❛t✐♥❣

✼✼



♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡r ❛rr❛②s t❤❛t st♦r❡ ❡✐t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❝❛❧❛rs✱ ✸✲✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✱

s❡❡ ❚❛❜✳ ✻✳✶✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛rr❛② t②♣❡s ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞

❆rr❛② t②♣❡ ❊❧❡♠❡♥t t②♣❡

❙❝❛❧❛r❆rr❛② r❡❛❧ ✈❛❧✉❡
❈♦♠♣❧❡①❆rr❛② ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡
❱❡❝t♦r❆rr❛② ✸✲t✉♣❧❡ ♦❢ r❡❛❧s

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❚②♣❡s ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥✉♠❜❡r ❛rr❛②s ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥✉♠❜❡r ❛rr❛②s ❝❛♥ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❞❡✈✐❝❡s✳

❉❡✈✐❝❡s ❛r❡ ❛❜str❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡♠♦r②✳ ❈✉rr❡♥t❧② t❤❡r❡ ❛r❡

t❤r❡❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ♦♥❡ ❈P❯ ❞❡✈✐❝❡ t❤❛t ✇♦r❦s ✇✐t❤ ✻✹ ❜✐t ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs st♦r❡❞ ✐♥

s②st❡♠ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ t✇♦ ●P❯ ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✸✷ ❜✐t ❛♥❞ ✻✹ ❜✐t ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t

♥✉♠❜❡rs st♦r❡❞ ✐♥ ❈❯❉❆ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿ ❆♥ ❛rr❛② ✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛

❉❡✈✐❝❡ ▼❡♠♦r② ❋❧♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs

❈P❯❉❡✈✐❝❡ ❙②st❡♠ ♠❡♠♦r② ✻✹ ❜✐t
❈❯✸✷❉❡✈✐❝❡ ❈❯❉❆ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ✸✷ ❜✐t
❈❯✻✹❉❡✈✐❝❡ ❈❯❉❆ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ✻✹ ❜✐t

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❚②♣❡s ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

❞❡✈✐❝❡ ✐❢ ✐ts ❝♦♥t❡♥t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❛t ❞❡✈✐❝❡✳ ■t ✐s t❤✉s r❡q✉✐r❡❞

❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛rr❛② t❤❛t ✐t ✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛rr❛② ❝♦♥t❡♥ts ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡ ♠✉st ❜❡

t❛❣❣❡❞ ❛s ✉♥s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ✉♥s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss

❛♥ ❛rr❛②✱ ✐t ♠✉st ✜rst s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ❛rr❛② ❢♦r t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❜② ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆❧❧ ♥❡❡❞❡❞

s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❦s ♦♥ ❛rr❛②s ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✈✐❝❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡ss ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦♥ ❛ ❞❡✈✐❝❡✱ ❛ ❞❛t❛ ❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ❛rr❛② ❢♦r

t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❈❯❉❆

❦❡r♥❡❧✱ ❛ ❞❛t❛ ❧♦❝❦ ❢♦r t❤❡ ●P❯ ❞❡✈✐❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ❧♦❝❦ ✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡✱

✐t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛rr❛②✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡

❧♦❝❦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♣✐❡s t❤❡ ❛rr❛② ❡♥tr✐❡s ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❞❡✈✐❝❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣

❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❧♦❝❦s✱ ❛ r❡❛❞✲❧♦❝❦ ❛♥❞ ❛ r❡❛❞✴✇r✐t❡✲❧♦❝❦✳ ❆ r❡❛❞✴✇r✐t❡

❧♦❝❦ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦t❤❡r ❧♦❝❦s ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❛❞✲❧♦❝❦s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛rr❛② ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡❛❞✴✇r✐t❡✲❧♦❝❦ ✐♥

♣❧❛❝❡✳ ❆ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❧♦❝❦ ♦♥ ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ♦♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡s✱

✐✳❡✳ ✇❤✐❧❡ ❛ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❧♦❝❦ ❢♦r ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ❛rr❛② ✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧②

t❤❛t ❞❡✈✐❝❡✳ ■❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❛❞✲❧♦❝❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ❛rr❛② ♠❛② t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡

t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡✳

✼✽



❆❧❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✳ ❚❤❡

❝❧❛ss❡s t❤❛t st♦r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ▼❛tr✐①✱ ❱❡❝t♦r▼❛tr✐①✱ ❛♥❞

❈♦♠♣❧❡①▼❛tr✐①✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ t❤❡ ❧♦❝❦s ❜② ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❜❥❡❝ts✱ ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ❧♦❝❦ ❛ ♠❛tr✐① ❜② t❤❡

✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❝❝❡ss♦r ♦❜❥❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❛❝❝❡ss♦r ♦❜❥❡❝t ❛ ❧♦❝❦ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❦ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❡str✉❝t✐♦♥✳ ❆❝❝❡ss♦r

♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡♠♦r②✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡

❛❝❝❡ss♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❛❞❤❡r❡s t♦ t❤❡ ❘❡s♦✉r❝❡

❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ■s ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❘❆■■✱ ❬✶✵✻✱ ✶✵✹❪✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥

❈✰✰ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss♦r ❛ss✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s

✉♥❧♦❝❦❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss♦r ❣♦❡s ♦✉t ♦❢ s❝♦♣❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❝♦❞❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤r♦✇♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts

♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s❝❛❧❛r ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈P❯✿

✶ ✈♦✐❞ ❢✭▼❛tr✐① ✫▼✮

✷ ④

✸ ▼❛tr✐① ✿✿ ❝♦♥st❴❛❝❝❡ss♦r ▼❴❛❝❝✭▼✮❀

✹ ▼❴❛❝❝✳❛t✭✵✱ ✵✮ ❂ ✹✷❀

✺

✻ ✐ ❢ ✭❁❡rr♦r ❃✮ t❤r♦✇ r✉♥t✐♠❡❴❡rr♦r✭✧❡rr♦r ♦❝❝✉rr❡❞✧✮

✼ ⑥

❍❡r❡✱ t❤❡ t②♣❡ ▼❛tr✐①✿✿❝♦♥st❴❛❝❝❡ss♦r ❛❝q✉✐r❡s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② ❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ▼✳ ❊✈❡♥

✇❤❡♥ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤r♦✇♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ✉♥❧♦❝❦❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ▼❴❛❝❝ ❣♦❡s

♦✉t ♦❢ s❝♦♣❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s② t♦ ✇r✐t❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❜❛s✐❝ ❡①❝❡♣t✐♦♥ s❛❢❡t②❬✶✵✻❪✱

✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♦❜❥❡❝t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧❡❛❦❡❞✳ ❆

str♦♥❣ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡❬✶✵✻❪ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝❝❡ss♦r ♦❜❥❡❝t ✇♦r❦❡❞ ✐♥

❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❛②✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡ss♦rs ✇♦✉❧❞

r❡q✉✐r❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❞❛t❛✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡

❝♦♣②✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t ✐t t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① st♦r❛❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❧♦❝❦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭♦r t❤r♦✇ ✐t ❛✇❛②

✇❤❡♥ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤r♦✇♥✮✳ ■t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛❣❛✐♥st s✉♣♣♦rt✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡ss♦rs

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❝♦♣② ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✉♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡

❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■❢ str♦♥❣ ❡①❝❡♣t✐♦♥ s❛❢❡t② ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❧✐❦❡ t❤✐s✿

✶ ✈♦✐❞ ❢✭▼❛tr✐① ✫▼✮

✷ ④

✸ ▼❛tr✐① ▼❴❝♦♣② ❂ ▼❀ ✴✴ ♠❛② t❤r♦✇

✹ ④

✺ ▼❛tr✐① ✿✿ ❝♦♥st❴❛❝❝❡ss♦r ▼❴❛❝❝✭▼❴❝♦♣②✮

✻ ✴✴ ✳✳✳

✼ ⑥

✽ ▼✳s✇❛♣✭▼❴❝♦♣②✮❀ ✴✴ ❝❛♥ ♥♦t t❤r♦✇

✾ ⑥

✼✾



❍❡r❡ t❤❡ s✇❛♣✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ▼ ❛♥❞ ▼❴❝♦♣②✳ ■t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t❤r♦✇ ❣✉❛r❛♥t❡❡❬✶✵✻❪ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ r❡s♦✉r❝❡s

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✭❛s ▼ ❛♥❞ ▼❴❝♦♣② ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✮✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❡ ❘❆■■ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧♦✇s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡♠♦r②

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❛ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛rr❛②s ❛r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛②✱ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s✱ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱

r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡✲

♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❧❛ss❡s✳

❖♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ t✇♦ ❛rr❛②s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛rr❛②s✱ t❤✉s r❡q✉✐r❡ t❤❛t

❜♦t❤ ❛rr❛②s ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❛rr❛② ✐s

s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡✲

✈✐❝❡ ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ●P❯ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❙❲■●

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❡ ❈✰✰ ❛rr❛② ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ P②t❤♦♥✳ ❖♥ t❤❡ P②t❤♦♥ s✐❞❡✱

t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ ❛rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❜str❛❝t❡❞

❛✇❛②✳ ❆❝❝❡ss t♦ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❛✉✲

t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❧♦❝❦s t❤❡ ❛rr❛② ♦♥ t❤❡ ❈P❯ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rts ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡✲

✈✐❝❡ ❛rr❛②s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❆rr❛② ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❝❡✱ ✐✳❡✳

❈P❯❆rr❛②✱ ❈❯✸✷❆rr❛②✱ ❛♥❞ ❈❯✻✹❆rr❛②✳ ■t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r st♦r✐♥❣ ❛ ✭♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮

s❝❛❧❛r ♥✉♠❜❡r ❛rr❛② ✐♥ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛②✳ ❆ ❈P❯❆rr❛② ❛❧❧♦❝❛t❡s st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡

✐♥ s②st❡♠ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ ❈❯✸✷❆rr❛②✴❈❯✻✹❆rr❛② ✐♥ ❈❯❉❆ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛rr❛②s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡✈✐❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢

❉❡✈✐❝❡✱ ✐✳❡✳ ❈P❯❉❡✈✐❝❡✱ ❈❯✸✷❉❡✈✐❝❡✱ ❛♥❞ ❈❯✻✹❉❡✈✐❝❡✳ ❊❛❝❤ ❉❡✈✐❝❡ s✉❜❝❧❛ss ♣❡r❢♦r♠s

♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛rr❛②s ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ❞❡✈✐❝❡ t②♣❡ ♦♥❧②✳ ❆s ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❉❡✈✐❝❡ ❝❧❛ss ✐s

r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ✐ts ❛rr❛②s t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❈P❯ ❛rr❛②s ✭♦❢ t②♣❡

❈P❯❆rr❛②✮ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛rr❛② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡✈✐❝❡s✳

❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛rr❛② ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❆❜str❛❝t▼❛tr✐①✳ ❆♥ ❆❜✲

str❛❝t▼❛tr✐① ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❡♥ts✳ ❆t t❤✐s

❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ❉❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❆❜str❛❝t▼❛tr✐① ❛r❡ t❤❡ ❝❧❛ss❡s

❙❝❛❧❛r▼❛tr✐①✱ ❱❡❝t♦r▼❛tr✐①✱ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①▼❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡s✱ ✸✲✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡ t②♣❡s ♦❢ s✉❝❤

❛rr❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐❢ t❤❡ ♥❡❡❞ ❛r✐s❡s✳ ❊❛❝❤ ♠❛tr✐① t②♣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♦❜❥❡❝t ♠❡t❤♦❞s t♦

♣❡r❢♦r♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈✐❛ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤

♣r✐♦r ❛rr❛② ❧♦❝❦s✳

✻✳✸✳✷ ▼✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

■♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✲

✜❣✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ♠♦❞✉❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡

✽✵



♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ❡①✲

❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ~Hexch ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ~M ❛♥❞ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs Ms ❛♥❞ A ✭s❡❡ ❊q✳ ✷✳✻✮✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡

❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❍❴❡①❝❤ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥t

✈❛r✐❛❜❧❡ ▼ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ▼s ❛♥❞ ❆✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ❧✐sts ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♠♦❞✉❧❡s ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

❊❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛s ❛ s❡t ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❖✉t♣✉t

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✳ ▼♦st ♠♦❞✉❧❡s ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡

♦r t✇♦ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥

❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡

✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛s ♣❛rt

♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s❡t✱ ❡✳❣✳✱ ♠❛t❡r✐❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

♠♦❞✉❧❡s ❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡✿

• ❊❛❝❤ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉st ❡①✐st ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡r❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡✳

• ❈②❝❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♣❡♥❞❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✻✳✸✳

■♥ t❤❡ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t✱ t❤❡ ✉s❡r s❡❧❡❝ts t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❤❡ ♦r s❤❡ ✇❛♥ts t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭

✇♦r❧❞ ✱ ❬❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ✱ ❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①t❡r♥❛❧❋✐❡❧❞❪

✮

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉▲✐❢s❤✐t③●✐❧❜❡rt✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞✱ ❙tr❛②❋✐❡❧❞✱ ❛♥❞ ❊①✲

t❡r♥❛❧❋✐❡❧❞ ♠♦❞✉❧❡s ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✭t❤❡ ▲❛♥❞❛✉▲✐❢s❤✐t③●✐❧❜❡rt ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s

✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡

❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✈❡r✳st❛t❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

s❛♠♣❧❡ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ♥♦✇ s❡t t❤❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✿

s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ✭✽❡✺ ✱ ✵✱ ✵✮ ★ ❡✳ ❣✳✱ s❡t ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✳✳

❍❴❡①❝❤ ❂ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❍❴❡①❝❤ ★ ✳✳❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢✐❡❧❞✳

❍❡r❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❧❧ ♠♦❞✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡

s♦❧✈❡r✳st❛t❡ ♦❜❥❡❝t✳

✽✶



❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊①❡♠♣❧❛r② ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭♠❡s❤✱ ❬❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞✱ ❙tr❛②❋✐❡❧❞✱ ❖❡rst❡❞❋✐❡❧❞✱ ❙♣✐♥❚♦rq✉❡✱

❆❧t❡r♥❛t✐♥❣❋✐❡❧❞❪✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s
❝♦♥♥❡❝t ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✉❧❡s✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡
r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡✐r ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ r♦✉♥❞❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞❡♥♦t❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✈❡r ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✈✐❛ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ▼✱ t ❛♥❞ ❞▼❞t✳

✳

▼♦❞✉❧❡ ■♥♣✉t ✈❛r✳ ❖✉t♣✉t ✈❛r✳ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s

▲❛♥❞❛✉▲✐❢s❤✐t③●✐❧❜❡rt ~M (d ~M/dt✮✱ ~Heff α✱ Ms

❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ~M ~Hexch✱ Eexch A

❙tr❛②❋✐❡❧❞ ~M ~Hstray✱ Estray ✲

❆♥✐s♦tr♦♣②❋✐❡❧❞ ~M ~Haniso✱ Eaniso kuni✱ kcub✱ ~a1✱ ~a2
❊①t❡r♥❛❧❋✐❡❧❞ ~M ~Hext✱ Eext ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❡t❝✳✮

❖❡rst❡❞❋✐❡❧❞ ~j ~Hoer✱ Eoer ✲

❙♣✐♥❚♦rq✉❡ ~M ✱ ~j (d ~MST/dt) ξ✱ P ✱ bj
❈✉rr❡♥tP❛t❤ ~M ✱ Vcontact

~j ✭❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts✱ r❡s✐st❛♥❝❡✮

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥♣✉t✱
♦✉t♣✉t ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✽✷



❆❧❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❝❛❧❧s ✐♥t♦ t❤❡ ❈✰✰ ❧❛②❡r ❢♦r ♠♦st ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ▼♦❞✉❧❡ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❜str❛❝t ♠❡t❤♦❞s

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦r ✉♣❞❛t❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡✲

t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❛❧❧ ❡♥❛❜❧❡❞ ♠♦❞✉❧❡s t♦ ❢♦r♠ t❤❡

✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❙②st❡♠ ❝❧❛ss✳

❆❧s♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t

✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠❛♥✉❛❧

❝❛❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s s❡t ✐♥ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t✇✐❝❡ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❝❛❝❤❡ t❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙t❛t❡

♦❜❥❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✢✉s❤❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❢t❡r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ■❢ ❛ t✐♠❡✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ♦✉t♣✉t

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s r❡q✉❡st❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ❝❛❝❤❡❞

❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ✐t ✐♥st❡❛❞ ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥s❡rts ✐t ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡ ❝❛❝❤❡✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❡✈♦❧✈❡r✱ ✐t ♠✉st ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r②

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ r❡s❡r✈❡s t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

t❤❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✿

• t❤❡ t✐♠❡ t✱

• t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱

• t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❞②❞t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈✐t✐✈❡ ♦❢ ② ❛t t✐♠❡ t✳

■♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ② ❛♥❞ ❞②❞t ❛r❡ ❛❧✐❛s❡s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ▼ ❛♥❞

❞▼❞t t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛♥❞❛✉▲✐❢s❤✐t③●✐❧❜❡rt ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❡✈♦❧✈❡r

❧♦❣✐❝ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛rts ✭❡✳❣✳ ❊qs✳ ✷✳✺✷✱ ✷✳✺✶ ❛♥❞ ✷✳✺✽✮ ❛r❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✴❈❯❉❆✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❊✉❧❡r✱ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✭❘❑✹✮✱ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✲

❋❡❤❧❜❡r❣ ✭❘❑❋✹✺✮✱ ❉♦r♠❛♥❞✲Pr✐♥❝❡ ✭❉P✺✹✮✱ ❈❛s❤✲❈❛r♣ ✭❈❈✹✺✮✱ ❛♥❞ ❇♦❣❛❝❦✐✲❙❤❛♠♣✐♥❡

✭❘❑✷✸✮ ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❆❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❡①❝❡♣t t❤❡ ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❘❑✹ ♠❡t❤♦❞

✐♥❝❧✉❞❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❡♣ s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s

t❤❡ ❘❑❋✹✺ ♠❡t❤♦❞✳

✻✳✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✈❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ t♦ ✉s❡ ✇❛② t♦ ❛ss❡♠❜❧❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡

s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✜rst✱ t❤❡ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥

✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❲♦r❧❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✉s❡r s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❤❡ ✇❛♥ts

t♦ ❤❛✈❡ ✐♥ ❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❛♥❞ ❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❆❢t❡r t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st❛rt❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❜❥❡❝ts✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❣❣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

✽✸



s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥ ❞✐s❦✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤

st❡♣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❆ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t✱ t❤❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❧✐❜r❛r② ✐s ✐♠♣♦rt❡❞

✉s✐♥❣

❢r♦♠ ♠❛❣♥✉♠ ✐♠♣♦rt ✯

❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐♠♣♦rts ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐♥t♦ t❤❡

❝❛❧❧❡r✬s ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳

●❡♦♠❡tr② s❡t✉♣ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② s❡t✉♣ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❘❡❝t❛♥✲

❣✉❧❛r▼❡s❤✱ ❲♦r❧❞✱ ❇♦❞②✱ ▼❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ ❙❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤ ❝❧❛ss st♦r❡s t❤❡

❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♠❡s❤

✇✐t❤ 50× 50× 4 ❝❡❧❧s ♦❢ s✐③❡ 4nm× 4nm× 4nm ✇✐t❤ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❝r❡❛t❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♠❡s❤ ❂ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤✭

✭✺✵✱ ✺✵✱ ✹✮✱ ★ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s

✭✹❡✲✾✱ ✹❡✲✾✱ ✹❡✲✾✮ ★ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ s✐③❡

✮

❱♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ t❤✐r❞ ❛r❣✉♠❡♥t

t♦ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤✳

❆ ❲♦r❧❞ ♦❜❥❡❝t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

■t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❇♦❞② ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❜♦❞✐❡s

❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ s✉❜✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ▼❛t❡r✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞❡✜♥❡❞

♠❛t❡r✐❛❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ❙❤❛♣❡

♦❜❥❡❝t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ P❡r♠❛❧❧♦② ❝❛♥

❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝r✐♣t✳

✇♦r❧❞ ❂ ❲♦r❧❞✭

❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤ ✭✭✺✵✱ ✺✵✱ ✶✮✱ ✭✹❡✲✾✱ ✹❡✲✾✱ ✷✵❡✲✾✮✮✱

❇♦❞②✭✧❛❧❧✧✱ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭✮✱ ❊✈❡r②✇❤❡r❡ ✭✮✮

✮

❍❡r❡ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜♦❞② ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❜♦❞② ❤❛s ❛ ♥❛♠❡✱ ❛

♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ ❛ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ❊✈❡r②✇❤❡r❡✭✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡s✳ ❙❤❛♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s

✏✉♥✐♦♥✑✱ ✏✐♥t❡rs❡❝t✑✱ ❛♥❞ ✏✐♥✈❡rt✑✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ✉s✐♥❣

♦♥❧② ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❜❛s✐❝ s❤❛♣❡s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ s♦❧✐❞ ❣❡♦♠❡tr②❬✶✵✼❪✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❛s✐❝ s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❖❜❥❡❝ts ♦❢

■♠❛❣❡❙❤❛♣❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ✈♦❧✉♠❡s ❜② ❛ ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞ ❛r❡❛s ✐♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡

❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥ ■♠❛❣❡❙❤❛♣❡❈r❡❛t♦r ♦❜❥❡❝t✱ ❡✳❣✳✿

✽✹



✐s❝ ❂ ■♠❛❣❡❙❤❛♣❡❈r❡❛t♦r✭♠❡s❤ ✱ ✧✐♠❛❣❡✳♣♥❣✧✮

s❤❛♣❡✶ ❂ ✐s❝✳♣✐❝❦✭✧r❡❞✧✮

s❤❛♣❡✷ ❂ ✐s❝✳♣✐❝❦✭✧❣r❡❡♥✧✮

❍❡r❡ t✇♦ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♠❛❣❡✳♣♥❣ ❛s

❛ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❞r❛✇ ❝♦♠♣❧❡① t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❛ ✐♠❛❣❡

❡❞✐t♦r ✐♥ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛②✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s❡t✉♣ ◆♦✇ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s s❡✲

❧❡❝t❡❞ ✈✐❛ ❛ ❧✐st ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❞❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞✱ t❤❡ ❙tr❛②❋✐❡❧❞ ❛♥❞ ❛♥ ❊①t❡r♥❛❧❋✐❡❧❞

♠♦❞✉❧❡✿

s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭

✇♦r❧❞ ✱ ❬❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ✱ ❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①t❡r♥❛❧❋✐❡❧❞❪

✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ s♦❧✈❡r ♦❜❥❡❝t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✳st❛t❡ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥

st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ st❛t❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❊✈❡r② ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡

♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✈✐❛ t❤✐s st❛t❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❢t❡r ❛ s♦❧✈❡r ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤

s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ✭✽❡✺ ✱ ✵✱ ✵✮

❍❡r❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐✲

③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✈❛r✐❛❜❧❡ ❍❴str❛②✿

❍ ❂ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❍❴str❛②

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❍ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦✇ ❛ ❱❡❝t♦r❋✐❡❧❞ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ str❛② ✜❡❧❞✳

❙♦❧✈❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❆❢t❡r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ s♦❧✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❡t ✉♣✱

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❛rt❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ s♦❧✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ❤❛s ♦♥❡

♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

✐♥st❛♥❝❡✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦✈❡r ❛ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ st❛t❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t♦

❡✐t❤❡r tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r ❝❛❧❧✱ t❤❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❚✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

s♦❧✈❡r✳s♦❧✈❡✭❁❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❃✮

s♦❧✈❡r✳s♦❧✈❡✭❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❚✐♠❡ ✭✶✵❡✲✾✮✮

✽✺



❆♥♦t❤❡r ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❘❡❧❛①❡❞✭❞✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s

t♦ tr✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s ♣❡r r❛❞ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ d✱ ✐✳❡✳

✇❤❡♥ ❛ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡✳

s♦❧✈❡r✳s♦❧✈❡✭❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❘❡❧❛①❡❞ ✭✺✮✮

s♦❧✈❡r✳r❡❧❛① ✭✺✮ ★ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❢✐rst ❧✐♥❡

❆s ❛ s❤♦rt❝✉t✱ t❤❡ ❝❛❧❧ t♦ s♦❧✈❡r✳r❡❧❛①✭✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝❛❧❧✐♥❣ s♦❧✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛①❡❞✲

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❡①♣r❡ss ♠♦r❡

❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❝✉st♦♠ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❚✐♠❡✭t✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝✉st♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✇✐t❤

❝♦♥❞ ❂ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❈♦♥❞✐t✐♦♥✭❧❛♠❜❞❛ st❛t❡✿ st❛t❡✳t ❃❂ t✮

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝✉st♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✼ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✹✳

❇❡❢♦r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❛rt❡❞✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ st❡♣✲❤❛♥❞❧❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✈❡r

✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛tt❛❝❤❡❞ st❡♣ ❤❛♥❞❧❡r✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s✉♣♣❧✐❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❜❡✐♥❣ ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ st❡♣ ❤❛♥❞❧❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛t❡

✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❙t❡♣ ❤❛♥❞❧❡rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✈❡r ✇✐t❤

s♦❧✈❡r✳❛❞❞❙t❡♣❍❛♥❞❧❡r✭❁st❡♣ ✲❤❛♥❞❧❡r ❃✱ ❁❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❃✮

❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ st❡♣ ❤❛♥❞❧❡rs✱ s❡❡ ❚❛❜✳ ✻✳✻✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t❤❡

❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❖❖▼▼❋❙t♦r❛❣❡ st❡♣ ❤❛♥❞❧❡r

❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s❛✈❡s ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ st❛t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s

r✉♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❉❛t❛❚❛❜❧❡▲♦❣ st❡♣ ❤❛♥❞❧❡r ✇r✐t❡s ❛ t❛❜✉❧❛r ❞❛t❛ ❧♦❣ ✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✳♦❞t ✜❧❡

❢♦r♠❛t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ r♦✇ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥s♣❡❝t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛t❡✳

❇❛t❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❖❢t❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✱ ❜✉t

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❝❧❛ss❡s

❛✉t♦♠❛t❡s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ t✉♣❧❡✮✳ ❚❤❡r❡

❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

s❝r✐♣t ✇❛s ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ ❝r❡❛t❡❴❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡❧❡❝ts ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

❝❧❛ss ❛♥❞ ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ✐t✳

❞❡❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥❴❢♥✭❛✱❜✱❝✮✿

★ r✉♥ ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛✱ ❜✱ ❛♥❞ ❝✳

❝ ❂ ♠❛❦❡❴❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❬✭✶✱✷ ✱✸✮✱ ✭✹✱✺✱✻✮✱ ✳✳✳❪✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥❴❢♥✮

❝✳st❛rt ✭✮

✽✻



❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡

s❤❛♣❡ ♦❜❥❡❝ts
❊✈❡r②✇❤❡r❡✭✮ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳
❈✉❜♦✐❞✭✭①✵✱②✵✱③✵✮✱✭①✶✱②✶✱③✶✮✮ ❆ ❝✉❜♦✐❞ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s✱

❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② ♦♣♣♦s✐t❡ ❝♦r♥❡rs✳
❙♣❤❡r❡✭✭①✱②✱③✮✱r✮ ❆ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥t ❛♥❞ r❛❞✐✉s✳
❈②❧✐♥❞❡r✭✭①✵✱②✵✱③✵✮✱✭①✶✱②✶✱③✶✮✱r✮ ❆ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ r❛❞✐✉s✳
Pr✐s♠✭✭①✵✱②✵✱③✵✮✱✭①✶✱②✶✱③✶✮✱♣♦❧②✮ ▲✐❦❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❜❛s❡✳
■♠❛❣❡❙❤❛♣❡ ❆ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✳

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s❤❛♣❡ ♦❜❥❡❝ts ✉s✐♥❣ s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❁s❤❛♣❡✶❃ ✫ ❁s❤❛♣❡✷❃ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❤❛♣❡s✳
❁s❤❛♣❡✶❃ ⑤ ❁s❤❛♣❡✷❃ ❯♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❤❛♣❡s✳
✄❁s❤❛♣❡❃ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✳
❁s❤❛♣❡✶❃ ✫ ✄❁s❤❛♣❡✷❃ ❙✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s❤❛♣❡s✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❙❤❛♣❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❜❥❡❝ts
❆❧✇❛②s✭✮ ❆❧✇❛②s tr✉❡✳
◆❡✈❡r✭✮ ❆❧✇❛②s ❢❛❧s❡✳
❚✐♠❡✭t✮ ❚r✉❡ ❛❢t❡r t✐♠❡ t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
❚✐♠❡❇❡t✇❡❡♥✭t✵✱ t✶✮ ❚r✉❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t0, t1]✳
❘❡❧❛①❡❞✭r❛❞❴♣❡r❴s❡❝✮ ❚r✉❡ ✐❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❜❡❧♦✇

r❛❞❴♣❡r❴s❡❝✳
❆❢t❡r◆t❤❙t❡♣✭♥✮ ❚r✉❡ ❛❢t❡r t❤❡ n✲t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
❊✈❡r②◆t❤❙t❡♣✭♥✮ ❚r✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② n✲t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣✳
❊✈❡r②◆t❤❙❡❝♦♥❞✭s✮ ❚r✉❡ ❛t ❡✈❡r② s s❡❝♦♥❞s✳

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❜❥❡❝ts
✄❁❝♦♥❞❃ ❚r✉❡ ✐❢ ❁❝♦♥❞❃ r❡t✉r♥s ❢❛❧s❡✱ ❢❛❧s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❁❝♦♥❞✶❃ ✫ ❁❝♦♥❞✷❃ ❚r✉❡ ✐❢ ❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡t✉r♥ tr✉❡✱ ❢❛❧s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❁❝♦♥❞✶❃ ⑤ ❁❝♦♥❞✷❃ ❚r✉❡ ✐❢ ❡✐t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡t✉r♥s tr✉❡✱ ❢❛❧s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ st❡♣ ❤❛♥❞❧❡r

❙❝r❡❡♥▲♦❣✭✮ ❉✐s♣❧❛②s ❧♦❣ ♦✉t♣✉t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s♦❧❡✳
❉❛t❛❚❛❜❧❡▲♦❣✭❢✐❧❡✮ ❙t♦r❡s ❛ ❧♦❣ ✐♥ t❤❡ ✳♦❞t ✜❧❡ ❢♦r♠❛t❬✶✾❪✳
❖❖▼▼❋❙t♦r❛❣❡✭❞✐r✱

❬✧✈✶✧✱ ✧✈✷✧✱ ✳✳✳❪✮

❙t♦r❡s s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✧✈✶✧✱ ✧✈✷✧✱ ✳ ✳ ✳ ✐♥ t❤❡ ✳♦♠❢ ✜❧❡ ❢♦r♠❛t❬✶✾❪✳

❱❚❑❙t♦r❛❣❡✭❞✐r✱ ❬✳✳✳❪✮ ▲✐❦❡ ❖❖▼▼❋❙t♦r❛❣❡✱ ❜✉t ✉s❡s t❤❡ ✳✈tr ❢♦r♠❛t ♦❢ t❤❡
❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚♦♦❧❦✐t❬✶✵✽❪✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✻✿ ❙t❡♣ ❤❛♥❞❧❡r ❝❧❛ss❡s ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳
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❇② ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❧♦♦♣s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❛♥❞ ❝❛❧❧s t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❡t ✭✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥❴❢♥✮✳ ■❢ t❤❡ s❝r✐♣t ✐s

st❛rt❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ✲♣ ♦♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r

s❡ts t❤❛t s❤❛❧❧ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡

✳✴ s❝r✐♣t✳♣② ✲♣ ✵✱✶✻

✇✐❧❧ r✉♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ✵ t♦ ✶✺ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛♥❞

✳✴ s❝r✐♣t✳♣② ✲♣ ✺

✇✐❧❧ r✉♥ t❤❡ ✜❢t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❝♦✉♥t✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦✮ s❡t ♦♥❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥

♦❢ ❛ s❝r✐♣t ❜② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ t♦♦❧s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❝❛♥ ❜❡ r❡q✉❡st❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✕♣r✐♥t✲♥✉♠✲♣❛r❛♠s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❧✐st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✕♣r✐♥t✲❛❧❧✲♣❛r❛♠s ❛r❣✉♠❡♥t✿

✳✴ s❝r✐♣t✳♣② ✲✲♣r✐♥t ✲♥✉♠ ✲♣❛r❛♠s ✲✲♣r✐♥t ✲❛❧❧ ✲♣❛r❛♠s

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞♦❡s ♥♦t st❛rt ❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ s❝r✐♣t t♦ ❡①✐t

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❯s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❜❥❡❝ts✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ st❛rt❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✇❡❡♣ t❤r♦✉❣❤

♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t r❛♥❣❡ ✇♦r❦s

♥✐❝❡❧② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❜❛t❝❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠✳ ❖♥ ❝❧✉st❡rs ❝♦♠♣✉t❡rs ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❛

s♦❢t✇❛r❡ ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥ t❤❡

❖r❛❝❧❡ ●r✐❞ ❊♥❣✐♥❡ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❙✉♥ ●r✐❞ ❊♥❣✐♥❡✮✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

❝❛♥ ❜❡ st❛rt❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧② ❛❝r♦ss ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❧✉st❡r ❜② t❤❡ s✉❜♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❥♦❜

❛rr❛② t❛s❦✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙●❊❴❚❆❙❑❴■❉ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❛s❦

✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r ❢r♦♠ 1 t♦ n ✭✇✐t❤ n ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ t❛s❦ ❛rr❛②✮✳

❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞s

★✴❜✐♥✴❜❛s❤

✳✴ s❝r✐♣t✳♣② ✲♣ ✩✭❡①♣r ✩❙●❊❴❚❆❙❑❴■❉ ✲ ✶✮

❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ t❛s❦✱ t❤❡ ♠❛❦❡❴❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥str✉❝t❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛

❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❜❥❡❝t t❤❛t r❡❛❞s t❤❡ ❙●❊❴❚❆❙❑❴■❉ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐ts❡❧❢✿

❝ ❂ ♠❛❦❡❴❝♦♥tr♦❧❧❡r✭

❬✭✶✱✷✱✸✮✱ ✭✹✱✺✱✻✮✱ ✳✳✳❪✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥❴❢♥ ✱

s✉♥❴❣r✐❞❴❡♥❣✐♥❡❂❚r✉❡

✮

❍❡r❡ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ ✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✱ ❛♥❞

t❤❡ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ❜❛t❝❤ s②st❡♠✳

✽✽



✻✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦r✲

r❡❝t♥❡ss✱ ✉s❛❜✐❧✐t②✱ ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t②✱ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✱ ❡①t❡♥❞❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❈♦rr❡❝t♥❡ss ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s

❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ t❡sts ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳

❯s❛❜✐❧✐t② ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣ts t❤❛t ❝❛♥ ✉s❡ ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢

t❤❡ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✉♣ ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❆P■ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠

✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥

❧❛②❡r ❤❡❧♣s t♦ ✇r✐t❡ ❢❛st ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❛rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s r❡✉s❛❜❧❡

❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✭❆ s✐♠✐❧❛r str❛t❡❣② ✐s

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ❛♥❞ t❤❡ ◆✉♠P②❬✾✾❪ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s②st❡♠s✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢

t❤❡ ♦✇♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦

❛rr❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈P❯✱ t❤❡ ●P❯ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❢❛st❡r✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ●P❯ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❋♦r t❤❡

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❈P❯ ❛♥❞

●P❯ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳✸✳ ❖♥❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐s ✉♣ t♦ ✻✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈P❯ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

▼❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t② ❚❤❡ ❛rr❛② ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❢r♦♠ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣❛rts t❤❛t ❛r❡ ♣✉r❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥

❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ r❡❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤✉s t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢

♣r♦❣r❛♠✴r❡❝♦♠♣✐❧❡✴t❡st ✐s s❤♦rt❡♥❡❞ ❢♦r ♠❛♥② t❛s❦s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t②✳

❚♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❡st✲❞r✐✈❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ✉♥✐t t❡st ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ P②t❤♦♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✉♥✐tt❡st ✐s ✉t✐❧✐③❡❞✳ ❯♥✐t t❡sts ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥ ❛♥❞

r❡q✉✐r❡ ♥♦ r❡❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ st❡♣ ❛❢t❡r ❝♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ❝♦❞❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰

♦r ❈❯❉❆✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ P②t❤♦♥✳ ❆s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❈✰✰ r♦✉t✐♥❡s ❛r❡ ❦❡♣t s♠❛❧❧

❛♥❞ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ t❤❡② ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✉♥✐t✲t❡st✐♥❣ ❜② P②t❤♦♥ ❝♦❞❡✳

❚❤❡ s②st❡♠ t❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✱ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥ ❛♥❞ t❤✉s

r❡q✉✐r❡ ♥♦ r❡❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳

❊①t❡♥❞❛❜✐❧✐t② ■❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ✇❛♥ts t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s s♦♠❡

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ♠✐❣❤t ❧♦♦❦ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ❛ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✉♥✐t t❡st ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❡✈❡♥ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r

✽✾



♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♠✐❣❤t r✉♥ ♦♥ t❤❡ ●P❯✳ ■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡s✐❞❡s ♦♥ ●P❯

♠❡♠♦r②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❡ ❝♦♣✐❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♠❡♠♦r② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❝❝❡ss♦r

♦❜❥❡❝ts✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❞② t♦ ❜❡ ♣♦rt❡❞

t♦ ●P❯ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡

s✉❜r♦✉t✐♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣♦rt ♦❢ ❛ s✉❜r♦✉t✐♥❡ t❤❡ ✉♥✐t t❡st ✐s r❡✲r✉♥ t♦ ♠❛❦❡

s✉r❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦❞❡ ✇♦r❦s ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ❛❧❧ ❝♦❞❡ r✉♥s ♦♥ t❤❡ ●P❯✳ ❆s ❈❯❉❆

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ♠♦r❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡rr♦r✲♣r♦♥❡✳ ❇② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ st❡♣ ❜② st❡♣ ❛♥❞

✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜② ✉♥✐t✲t❡sts✱ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①t❡♥❞❛❜✐❧✐t②✱

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❉❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ❆rr❛② s✉❜❝❧❛ss✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❖♣❡♥❈▲ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ♥♦♥✲✐♥tr✉s✐✈❡❧② ❢♦r s✉♣♣♦rt ♦❢

❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs ❜② ❆❚■✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ▼♦❞✉❧❡ ❙②st❡♠ ▲❛②❡r ❢✉rt❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ▼♦❞✉❧❡ ❙②st❡♠ ▲❛②❡r ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞✉❧❛r str✉❝t✉r❡✳

P♦rt❛❜✐❧✐t② ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ s♦❢t✇❛r❡ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②

✐♥ t❤❛t ✐t r❡♠♦✈❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❝❧✐❡♥t ❝♦❞❡ t♦ t❛r❣❡t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝

♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ P②t❤♦♥ s✐❞❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❛rr❛② t❤❛t ✐s st♦r❡❞ ♦♥

t❤❡ ❘❆▼ ♦r ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛rt ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠

t❤❛t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❝♦❞❡ t❤❛t ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞

❞❡✈✐❝❡ ✭❈P❯ ♦r ❈❯❉❆✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐❜r❛r✐❡s

❋❋❚❙✱ ❙❲■●✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈❯❉❆ ❆P■ ❛r❡ ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢r❡❡ ♦❢ ❝♦st ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②

✐♥st❛❧❧❡❞✳

❚❤❡ ●P❯ s✉♣♣♦rt ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞✐s❛❜❧❡❞ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t♦r

r✉♥s ♦♥ ❈P❯✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r ✐s st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣

❈✰✰ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣♦rt❡❞ t♦ ❡✈❡r② s②st❡♠ t❤❛t ❤❛s ❛ ❈✰✰ ❝♦♠♣✐❧❡r✳

✾✵



✼ ❙♦❢t✇❛r❡ t❡sts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ t❡sts❬✶✵✾❪ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✿

• ❯♥✐t t❡sts

• ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡sts

• ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❡sts

• P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡sts

❊❛❝❤ ✉♥✐t t❡st ❝❤❡❝❦s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡✳ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡sts ❝❤❡❝❦

✇❤❡t❤❡r t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❡sts ❛♥❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡sts ❛r❡ s②st❡♠ t❡sts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✉♥✐t ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡sts✱ s②st❡♠ t❡sts

❞♦ ♥♦t t❡st s♣❡❝✐✜❝ ♣✐❡❝❡s ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦❞❡✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❡sts ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛s

❛ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥❢♦r♠s t♦ ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ❧❛st s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡sts✳

✼✳✶ ❯♥✐t ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡sts

▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✻✵ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡sts✳ ❋♦r ✉♥✐t

t❡sts t❤❡ t❡st❡❞ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❝♦❞❡ ❛r❡ ❡✐t❤❡r P②t❤♦♥ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✱ ❈✰✰

❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ♦r ❣❧♦❜❛❧ ❈✰✰✴❈❯❉❆ ❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r

s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡sts ♠♦st❧② ❝♦✈❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥✳

✼✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❡sts

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❡sts ❛r❡ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠ t❡sts✳ ❚❤❡ µ▼❆● ❣r♦✉♣❬✶✶✵❪ ❞❡✜♥❡s s❡✈❡r❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❡sts✱ ❝❛❧❧❡❞ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ❚❤❡s❡ t❡sts

❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❡sts

❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳

❈✉rr❡♥t❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❞❡✜♥❡❞ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ tr❡❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✿

❙P✶ ❈♦♠♣✉t❡ ❛ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❙P✷ ❈♦♠♣✉t❡ ❛ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❙P✸ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝✉❜❡✳

❙P✹ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✐♣ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧

✜❡❧❞✳

✾✶



❚❤❡s❡ t❡sts ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✜❡❧❞✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥s ✼✳✷✳✶✕✼✳✷✳✹✳ ❆♥♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❡st t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s♣✐♥✲t♦rq✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

t♦ t❤❡ ▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ◆❛❥❛✜ ❡t ❛❧✳❬✶✶✶❪✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✺✳ ❆♥♦t❤❡r

t❡st s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✶✶❪✱ t❤❡ ▲❛r♠♦r ♣r❡❝❡ss✐♦♥ t❡st✱ ❝❤❡❝❦s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✻✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r

♣r♦♣♦s❡❞ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳✱ ❘❡❢✳ ❬✶✶✷❪✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

✼✳✷✳✶ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✶

■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✶ t✇♦ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ♦❢ ❛ 1 µm × 2 µm × 20 nm ♠❛❣♥❡t✐❝

r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ P❡r♠❛❧❧♦② ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚✇♦ ❤②st❡r✐s ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ −50 mT t♦ +50 mT✱ ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥

t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞

♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ P❡r♠❛❧❧♦② ❛r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ Ms = 8 · 105 A/m✱

t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ st✐✛♥❡ss ❝♦♥st❛♥t A = 1.3 ·10−11 J/m✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝♦♥st❛♥t

k = 5 · 102 J/m3✳ ❚❤❡ ❡❛s② ❛①✐s ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✶

❝♦♠♣✉t❡s

• t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s✱

• s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛t r❡♠❛♥❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞

♣❛ss❡s ③❡r♦✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ 100×200

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ♦❢ s✐③❡ 10 nm×10 nm×20 nm✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✹

✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡s ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞

❛t t❤❡ µ▼❆● ✇❡❜s✐t❡❬✶✶✵❪✳

✼✳✷✳✷ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✷

■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✷ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ♦❢ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✐♣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s

❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✱ ❜✉t ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞✳ ❚❤❡

str✐♣s✬ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (L, d, t) ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲✱ ②✲✱ ❛♥❞ ③✲❛①❡s ❤❛✈❡ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ 5 : 1 : 0.1✳ ❚♦ ♠❛❦❡

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs Ms ❛♥❞ A✱ t❤❡ s✐③❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❧❡♥❣t❤ lex =
√

A/Km✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②

Km = 1
2
µ0M

2
s ✳ ❚❤❡ ❤②st❡r❡s❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r str✐♣s ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ d/lex r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠

1 t♦ 40✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ (1, 1, 1)✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✷

❝♦♠♣✉t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❤②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡

• t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♠❛♥❡♥❝❡ Mrem ❛t | ~H| = 0✱

✾✷
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M
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µ0H(mT)

✭❜✮

Mx

My

Mx

My

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❍②st❡r❡s✐s ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✭❛✮ ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

• t❤❡ ❝♦❡r❝✐✈✐t② ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② Hc ❛t ~M · ~H = 0 ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ Ms✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ✭❛✮✕✭❜✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♠❛♥❡♥❝❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ❝♦❡r❝✐✈✐t② ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ r❛t✐♦ d/lex ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣

✶✺ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❛t t❤❡ µ▼❆●

✇❡❜s✐t❡❬✶✶✵❪✳

✼✳✷✳✸ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✸

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✸ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝

❝✉❜❡✳ ❍❡r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❧✐♠✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝✉❜❡ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤ L✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts

♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❧❡♥❣t❤ lex =
√

A/Km✱ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛ ✢♦✇❡r st❛t❡ ❛♥❞ ❛ ✈♦rt❡①

st❛t❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② Km = 1
2
µ0M

2
s ✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❞❡✲

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡♥❡r❣② ✭✇✐t❤ k = 0.1Km✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❛s②

✾✸
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d/lex

✭❜✮

✵✳✵✹

✵✳✵✹✺

✵✳✵✺

✵✳✵✺✺

✵✳✵✻
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H
c
/M

s

d/lex

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✷ r❡s✉❧ts✿ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♠❛♥❡♥❝❡ ✐♥ ✭❛✮ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ✭❜✮ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✭❝✮ ❝♦❡r❝✐✈✐t② ✜❡❧❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ d/lex✳

✾✹



❛①✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ Ms ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥st❛♥t A✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✸ ❛♥❞ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✶✸❪✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✸ ❝♦♠♣✉t❡s

• t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❧✐♠✐t L ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❧❡♥❣t❤ lex✮

• t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✈♦rt❡① st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇❡r st❛t❡ ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❧✐♠✐t ✭❣✐✈❡♥

✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ Km✮

• t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉♥✐t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇❡r st❛t❡ ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡

❞♦♠❛✐♥ ❧✐♠✐t

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs A ❛♥❞ Ms ❛♥❞

❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❧❡♥❣t❤✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❧✐♠✐t L ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧

❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ N3 ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✜❡❧❞ t❡r♠ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✈♦rt❡① st❛t❡s ❛s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✶

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✻ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✸✳

✢♦✇❡r st❛t❡ ✈♦rt❡① st❛t❡

N L etot edemag eexch eaniso 〈mz〉 edemag eexch eaniso 〈mx〉
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✹✽ ✽✳✹✼ ✳✸✵✷✻ ✳✷✼✾✺ ✳✵✶✼✻ ✳✵✵✺✻ ✳✾✼✶✶ ✳✵✼✽✺ ✳✶✼✷✶ ✳✵✺✷✶ ✳✸✺✷✸

◆♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② N ✱ 〈mx〉 ≈ 0 ❛♥❞ 〈my〉 ≈ 0 ❢♦r t❤❡ ✢♦✇❡r st❛t❡

❛♥❞ 〈my〉 ≈ 0 ❛♥❞ 〈mz〉 ≈ 0 ❢♦r t❤❡ ✈♦rt❡① st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇✐t❤ ✜♥❡r

♠❡s❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❛t t❤❡ µ▼❆● ✇❡❜s✐t❡❬✶✶✵❪ ❛♥❞ ❜②

❘❡❢✳ ❬✶✶✸❪✳

✾✺



✼✳✷✳✹ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✹

❚❤❡ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✹ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❆ P❡r♠❛❧❧♦② ❝✉❜♦✐❞ ♦❢ s✐③❡ 500 nm×125 nm×3 nm ❛r❡

s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

✜❡❧❞✱ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ st✐✛♥❡ss ❝♦♥st❛♥t A = 1.3 · 10−11 ❏✴♠ ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

Ms = 8 · 105 ❆✴♠✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s ❛ st❛t✐❝ s✲st❛t❡✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s❛t✉r❛t✐♥❣

❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ (1, 1, 1) ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s❧♦✇❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ ③❡r♦✳ ❆❢t❡r t❤❡ s✲

st❛t❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡rs❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s µ0
~H1 =

(−24.6, 4.3, 0) ♠❚ ❛♥❞ µ0
~H2 = (−35.5,−6.3, 0) ♠❚ ❢♦r ❛❜♦✉t 10 ns✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞

♣r♦❜❧❡♠ ✹ ❝♦♠♣✉t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❡❧❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✲st❛t❡✱

• t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉♥✐t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ 〈Mx〉✱ 〈My〉✱ ❛♥❞ 〈Mz〉 ♦✈❡r t✐♠❡✱

• t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ 〈Mx〉 ✜rst ❝r♦ss❡s

③❡r♦✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ♦♥ t❤❡ ❈P❯ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳ ❆ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ 125 × 25 × 1 ❝❡❧❧s ♦❢ s✐③❡ 5 nm × 5 nm × 3 nm ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✼ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✹✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r s✉❜♠✐s✲

s✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❛t t❤❡ µ▼❆● ❣r♦✉♣ ✇❡❜s✐t❡✳ ❚❤❡ ✜rst ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ 〈Mx〉 ❤❛♣♣❡♥s ❛t

t1 = 0.135 ♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst ✜❡❧❞ ❛♥❞ t2 = 0.137 ♥s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜❡❧❞✳ ●P❯ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

r❡✈❡❛❧ ✇✐❞❡❧② ❡q✉❛❧ r❡s✉❧ts ✭♥♦t s❤♦✇♥ ❤❡r❡✮✳ ❍❡r❡ t❤❡ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣s ♦❝❝✉r ❛t t1 = 0.136

♥s ❛♥❞ t2 = 0.137 ♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✹ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛✲

t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡✮✳

❇❡❝❛✉s❡ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ❣r✐❞ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❣r✐❞ ♦❢

125× 25× 4 ❝❡❧❧s ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ t1 = 0.139 ♥s ❛♥❞ t2 = 0.137 ♥s✳

✼✳✷✳✺ ❙♣✐♥ t♦rq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ s♣✐♥ t♦rq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠❬✶✶✶❪ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s♣✐♥✲t♦rq✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❊q✳ ✶✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ✐♥ ❛

P❡r♠❛❧❧♦② sq✉❛r❡ ♦❢ s✐③❡ 100 nm × 100 nm × 10nm ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t

❝✉rr❡♥t ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ✈♦rt❡① ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉r❧s ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦✉♥t❡r✲

❝❧♦❝❦✇✐s❡✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ st✐✛♥❡ss ❝♦♥st❛♥t A = 1.3 · 10−11 J/m ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ Ms = 8 · 105 A/m✳ ❆ ●✐❧❜❡rt ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ α = 0.1 ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

♦❜t❛✐♥ ❛ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s♣✐♥ t♦rq✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❡r♠✱ ξ = 0.05 ❛♥❞ P = 1 ✐s

❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢

t❤❡ sq✉❛r❡✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥

❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ✈♦rt❡① ✐s t❤❡♥

❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ J = 1012 A/m2 ✐♥ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈♦rt❡①

✾✻
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t✐♠❡ ✭♥s✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✹ ♦❢ t❤❡ µ▼❆● ❣r♦✉♣ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ✭❛✮ H1 = (−24.6, 4.3, 0) mT ❛♥❞ ✭❜✮
H2 = (−35.5,−6.3, 0) mT ✉s✐♥❣ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❚❤❡ r❡❞✴❣r❡❡♥✴❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ x✴y✴z✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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✭♥
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✮

t✐♠❡ ✭♥s✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s♣✐♥ t♦rq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠❬✶✶✶❪✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ▼✐✲
❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ✭❛✮ ❚r❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✈♦rt❡① ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, y) r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡✱
✭❜✮ ❱♦rt❡① ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ y ✭r❡❞✮ ♦✈❡r t✐♠❡✳

✾✼



❝♦r❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s t❤❡♥ r❡❝♦r❞❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✈♦rt❡① r❡❛❝❤❡s ❛ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t

x = −1.2 nm ❛♥❞ y = −14.7 nm✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❛r❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✹✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t✇✐❝❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ ✜rst

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ 40×40×1 ❝❡❧❧s ♦❢ s✐③❡ 2.5 nm×2.5 nm×10 nm ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ x = −1.187 ♥♠ ❛♥❞ y = −14.487 ♥♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❛ ♠❡s❤

✇✐t❤ 100 × 100 × 1 ❝❡❧❧s ♦❢ s✐③❡ 1 nm × 1 nm × 10 nm t♦ ♦❜t❛✐♥ x = −1.193 ♥♠ ❛♥❞

y = −1.472 ♥♠✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✽ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✺✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❡r ❣r✐❞ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s❬✶✶✶❪✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❛❜♦✉t x = −1.2 ♥♠ ❛♥❞ y = −14.7 ♥♠✳ ❆s s✉❣❣❡st❡❞

✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✈♦rt❡① ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ s✉❜✲❝❡❧❧

♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈♦rt❡① ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✐ts

♠❛①✐♠✉♠✳

✼✳✷✳✻ ▲❛r♠♦r ♣r❡❝❡ss✐♦♥ t❡st

❚❤❡ t❡st ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪✳ ■t ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛r♠♦r ♣r❡❝❡ss✐♦♥

❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❛❣P❛r ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r❬✷✸❪✳ ■t ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡

❝♦rr❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ ❜② t❤❡

t✐♠❡ ❡✈♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t❡r♠ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ●✐❧❜❡rt

❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r α ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ s♦ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r

✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ▲❛r♠♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡

t❡sts ❝♦♠♣❧❡t❡s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞

▲❛r♠♦r ♣r❡❝❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡st ✉s❡s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rsMs = 1/µ0 A/m ❛♥❞ α = 0 ❛♥❞

t❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ γ = 2.210173·105 m/(As)✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❝❡❧❧ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s✐③❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ~m = (1, 1, 1)✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ H ✐s

s❡t t♦ 106 A/m ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r 0.3 ns✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ✜t ♦❢ Mx ♦✈❡r t ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s

t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ▲❛r♠♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ fLarmor = γ|H|/(2π) ≈ 35.176 GHz✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✽ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✺✳ ❚❤❡ s✐♥❡ ✜t ②✐❡❧❞s ❛

❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ f = 35.176 GHz✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ fLarmor✳

✼✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡sts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡

❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❆s t❤❡ ❜❛s❡ s②st❡♠✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ❢♦✉r ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❳✺✻✺✵ ❈P❯s ✇✐t❤ ❛

t♦t❛❧ ♦❢ ✷✹ ❝♦r❡s ❛♥❞ ✹✽ ●❇ ❘❆▼ ✐s ✉s❡❞✳ ❊❛❝❤ ❈P❯ ❤❛s ✻ ❝♦r❡s r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✷✳✻✼ ●❍③

✇✐t❤ ❛ ❝❛❝❤❡ ♦❢ ✶✷ ▼❇ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✶✷ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❆♥ ◆✈✐❞✐❛ ▼✷✵✺✵ ❣r❛♣❤✐❝s

♣r♦❝❡ss♦r ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ P❈■ ❡①♣r❡ss ❜✉s✳ ❚✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❛r❡

✾✽



✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝

♠♦❞❡❧✿

❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❳❡♦♥ ❳✺✻✺✵ ❈P❯ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ s②st❡♠✳

❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ◆✈✐❞✐❛ ▼✷✵✺✵ ●P❯✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❈P❯ ♦♥

t❤❡ ❜❛s❡ s②st❡♠✳

❖♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ✷✲❉ ♦r ✸✲❉✮ ♦♥❧②✳ ■t ✐s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❡❧❧ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤✉s ❢♦r t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐s ✈❛r✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛r❜✐tr❛r②✱ ❡✳❣✳ 1 nm × 1 nm × 1 nm✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛♥

♦t❤❡r✇✐s❡ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ P❖❙■❳ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡tt✐♠❡♦❢❞❛② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡

s②s✴t✐♠❡✳❤ ❤❡❛❞❡r✳ ❖♥ ❝✉rr❡♥t ▲✐♥✉① s②st❡♠s✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❞❛t❛

✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st 10−6 s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞

♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ✐♥ ❛ r♦✇ ✉♥t✐❧ ❛t ❧❡❛st t✇♦ s❡❝♦♥❞s ♦❢ r✉♥ t✐♠❡ ❛r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ❢♦r ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛✲

t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✉♠❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❈P❯

❛♥❞ ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❖❖▼▼❋

s✐♠✉❧❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡♠♦r② ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s

♥♦t str✐❝t❧② ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✜ts

♦♥ t❤❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ●P❯✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❘❆▼ t❤❛♥

t❤❡ ❤♦st ❝♦♠♣✉t❡r✳

✼✳✸✳✶ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r✉♥ t✐♠❡s

❚❤❡ ✜rst ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r✉♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜♠♦❞✉❧❡s

♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ r✉♥♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞✱ ❛♥❞

❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐①✲st❡♣ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✲❋❡❤❧❜❡r❣

♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ st❡♣ s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ r✉♥ t✐♠❡ ✐s ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rts✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞❀ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ ❛♥② t✐♠❡ s♣❡♥t ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ P②t❤♦♥ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❊✈❡r② ♣❛rt ❜✉t t❤❡ ❧❛st r❡♣r❡s❡♥ts t✐♠❡

✾✾



❝♦♠♣♦♥❡♥t t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s♦❧✈❡r O(n)
▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ O(n)
❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ O(1)
❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ O(n log n)
❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ O(n)
❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ O(n)
❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ O(n log n) ❬✺✼❪
❝✉rr❡♥t ♣❛t❤ s♦❧✈❡r O(n2) ❬✻✶❪
s♣✐♥ t♦rq✉❡ t❡r♠ O(n)
P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ O(1)

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❆s②♠♣t♦t✐❝ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

s♣❡♥t ✐♥ ❈✰✰ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✐♥t❡r❡st✳ ❆s P②t❤♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❡

t♦ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s❧♦✇❡r❬✶✶✹❪ t❤❛♥ ❝♦♠♣✐❧❡❞✱ st❛t✐❝❛❧❧② t②♣❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡

❈✰✰✳ ❆s ♣✉r❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✐s ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❧♦❝❦❬✶✶✺❪✱

❛ t♦♦ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✇♦✉❧❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆♠❞❛❤❧s ❧❛✇✱ ❧✐♠✐t

t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❡❞✉♣ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲P②t❤♦♥ ♣❛rts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

r♦✉t✐♥❡s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ s❤♦✉❧❞ r♦✉❣❤❧②

r❡✢❡❝t t❤❡✐r ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✉♥ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s n✱

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r✉♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❡s✉❧ts ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✱ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ✭❈P❯✮ ❛♥❞ ✷ ✭●P❯✮✳

❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛ ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦✜❧❡r ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P②t❤♦♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛s

t❤❡ ❝Pr♦❢✐❧❡ ❧✐❜r❛r②✳ ❋♦r t❤❡ ●P❯ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ ❈❯❉❆ ❦❡r♥❡❧ ❝❛❧❧s ✇❡r❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞

t♦ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❧s r❡t✉r♥ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ●P❯ r♦✉t✐♥❡s ❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞ t♦

❡①❡❝✉t❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r✉♥ t✐♠❡s ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡

❜❡♥❝❤♠❛r❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❞♦❡s t❛❦❡ ✉♣ t♦ ✽✵ ✪ ♦♥ t❤❡ ❈P❯

❛♥❞ ✉♣ t♦ ✻✵ ✪ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛s ✐t ✐s t❤❡

♦♥❧② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❤❛s O(n log n) ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞

❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st O(n) ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆s t❤❡ ❝❡❧❧ s✐③❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡

log n t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ r✉♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ✐s r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✺ ✪ t♦ ✶✵ ✪✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

✜❡❧❞ t❛❦❡s ❛❜♦✉t ✷ ✪✱ t❤❡ ▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✹ ✪✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✈❡r ❛❜♦✉t ✹ ✪ t♦

✶✵ ✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡✳

❖♥ t❤❡ ●P❯ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ t❤❡ P②t❤♦♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✇❤✐❧❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣

P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤✐s ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ✪

♦♥ t❤❡ ❈P❯✱ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❡s ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞
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♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s

✭❜✮

❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥
❡①❝❤❛♥❣❡

❛♥✐s♦tr♦♣②
❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞

▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥
❘❑ ✐♥t❡❣r❛t♦r

♦t❤❡r
P②t❤♦♥ ❝♦❞❡

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r✉♥ t✐♠❡s ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ♦♥ ✭❛✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ✭❈P❯✮ ❛♥❞ ✭❜✮
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ✭●P❯✱ ✉s✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❦❡r♥❡❧ ❝❛❧❧s✮ ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ▲▲●❊ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱
❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ▲▲●❊ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❘❑❋✹✺ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ✐s ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✭r❡❞✱ ❣r❡❡♥✱ ❜❧✉❡✱ ♣✐♥❦✮✱ t❤❡
▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❝②❛♥✮✱ t❤❡ ❘❑❋✹✺ ✐♥t❡❣r❛t♦r ✭②❡❧❧♦✇✮✱ ❛♥② ♦t❤❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❈✰✰ ❝♦❞❡ ✭❜❧❛❝❦✮✱
❛♥❞ ❛♥② P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✭❣r❛②✮✳

t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ r✉♥ t✐♠❡✳ ❆s t❤❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r✉♥s s❡✲

q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ ❤❛s ❛ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✵ ✪✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆♠❞❛❤❧✬s ❧❛✇ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞✉♣

✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❈❯❉❆ ❦❡r♥❡❧ ❝❛❧❧s

❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ❜❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✭❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡

❈P❯✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈❯❉❆ r♦✉t✐♥❡s ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛✲

s✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s

❦❡r♥❡❧ ❝❛❧❧s✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✇❛✐t✐♥❣ ❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ t♦t❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❛❧❧s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛

✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵ ✪✳ ■t ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❛❧❧s✱ ♠♦st

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ♥♦✇ s♣❡♥t ♦♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡ ✭✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛❞ ❛ r✉♥

t✐♠❡ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✷✵ ✪✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ P②t❤♦♥ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s st✐❧❧

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② r❡❛❝❤❡❞ s♣❡❡❞✉♣s✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ t❛❦❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡sts ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦t❤❡r ✜❡❧❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
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✼✳✸✳✷ ❉❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ t❤❡

●P❯ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ✐♥ ❜♦t❤ t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✻✳ ❋♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s✱ t❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ r❡❛❝❤❡❞ s♣❡❡❞✉♣ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ●P❯ ✐s ✻✻✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❝❡❧❧s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥♦✉s ✇❛②✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ tr❛♥s❢♦r♠

s✐③❡s r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❋♦r

♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ 512 × 512 ❝❡❧❧s✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✹✵ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❣♦♦❞ ❣r✐❞ s✐③❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s✱ t❤❡ r❡❛❝❤❡❞ s♣❡❡❞✉♣

r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✶✽ t♦ ✷✺✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✷✲❉ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦✈✐❞❡

❧❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❋❚✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐t

✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡s ❛r❡ ❛ ❜✐t s❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✲❉

❛rr❛②s t❤❛♥ ❢♦r ✷✲❉ ❛rr❛②s✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡ ✷✲❉ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ ❛s ❡✣❝✐❡♥t

❛s t❤❡ ✸✲❉ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ❛

s♣❛rs❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✜❡❧❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❆♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r

✜❡❧❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜❛❝❦ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❛rs❡ ❋❋❚ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❣r✐❞✱ t❤❡ s♣❛rs❡ ❢♦r✇❛r❞✲ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❋❋❚s ❛r❡ ❡✐t❤❡r

t✇♦✲ ♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻✱

t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋❋❚s ❛♥❞ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✼✱

t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r✉♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡

s❤♦✇♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ♦❢ ❝❡❧❧s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ t❤❡

●P❯✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

tr❛♥s❢♦r♠s✱ ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋♦r ❛❧❧ ❣r✐❞ s✐③❡s✱

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠s t❛❦❡ ❛❜♦✉t ✼✵✲✽✵ ✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✻✵✲✼✵ ✪ ♦❢ t❤❡

t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ●P❯✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥ st❡♣s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❤❛r❡ t❤❡ r❡st ♦❢

t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ❛❜♦✉t ❡q✉❛❧ ♣❛rts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣r♦❞✉❝t ✐s

❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ❢❛st❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❛❝❝❡ss

♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s s✐① ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ●P❯✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛❝❤❡❞ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❡❛❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ●P❯✳ ❚❤❡ ♣r♦✲

❝❡❞✉r❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡❛❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈❯❉❆ ❞❡✈✐❝❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ▼✷✵✺✵

●P❯ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❯❉❆ ❈ ❇❡st Pr❛❝t✐❝❡s ●✉✐❞❡❬✶✶✻❪✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡❛❦ ❜❛♥❞✲

✶✵✷
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s♣❡❡❞✉♣
❈P❯ t✐♠❡
●P❯ t✐♠❡

s♣❡❡❞✉♣
❈P❯ t✐♠❡
●P❯ t✐♠❡

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♦♥❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ✭❛✮ ❞✐✛❡r❡♥t ✷✲❉
❣r✐❞s ♦❢ N ×N ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✭❜✮ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞s ♦❢ N ×N ×N ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ r❡❞ ✭❜❧✉❡✮ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡
r✉♥ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ❈P❯ ✭●P❯✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❡② ❜❛rs s❤♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣✱ ❡✳❣✳ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ t♦ t❤❡ ●P❯ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ♠♦❞❡ r♦✉♥❞❴✹ ✭s❡❡ ❚❛❜✳ ✸✳✶✮ ✐s ✉s❡❞✳
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✭❜✮

❋❋❚ r♦t❛t❡ ♣r♦❞✉❝t

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r✉♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ✭❛✮ t❤❡ ❈P❯
❛♥❞ ✭❜✮ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t❡❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋❋❚s ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❋❋❚s ✭r❡❞✮✱ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥✱
③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥♣❛❞❞✐♥❣ ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✭❜❧✉❡✮ ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ♦❢ N ×N ❝❡❧❧s✳

✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❈❯❉❆ ❞❡✈✐❝❡ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ♣❡r t✐♠❡✶ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ●P❯ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❤❛r❞✇❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❜✉s t②♣❡✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝❧♦❝❦ r❛t❡

❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❜✉s ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ●P❯ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ❤❛s ❛ ▼✷✵✺✵ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦r

t❤❛t ❤❛s ❛ ♠❡♠♦r② ❝❧♦❝❦ r❛t❡ ♦❢ ✶✺✹✻ ▼❍③ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛ ❜✉s ✇✐❞t❤ ♦❢ ✸✽✹ ❜✐ts✳ ■ts ♣❡❛❦

r❛t❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s 2 · 384/8 bytes · 1546 MHz = 138.2 GB/s. ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ✷ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡

❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ●❉❉❘✺ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ▼✷✵✺✵ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t✇♦ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s

♣❡r ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ t❤❛t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ♣❡r t✐♠❡ t❤❛t ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●P❯ ❛♥❞ ✐ts ♠❡♠♦r②✳ ■t ✐s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s (Nr+Nw)/t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜②t❡s r❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜②t❡s ✇r✐tt❡♥ ♣❡r

t✐♠❡✳ ■t ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✬s ♣❡❛❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ✉♣♣❡r

❧✐♠✐t ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✇♦r❦ ♦♥ ❞❛t❛ st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✷✷ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ♦♥ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ♦♥

t❤❡ ●P❯✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤

t❤❛♥ t❤❡ ❈P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❈P❯✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛rr❛②s

✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ ❝❛❝❤❡ ❡✛❡❝ts✳ ❖♥ t❤❡ ●P❯✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛r✲

r❛②s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❧✐♥❣ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st s②st❡♠✳ ❆❧s♦

t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛② r♦t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ●P❯ ❛r❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r♦✲

t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❯❉❆ r♦t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t❡rs t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡

❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡❛❞s ❛r❡

♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦❛❧❡s❝❡❞✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ❛ ❞❛t❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✉♣ t♦ ✻✼ ●❇✴s ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r

✶❣✐✈❡♥ ✐♥ ●✐❣❛❜②t❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✭●❇✴s ❂ 230 ❜②t❡s✴s✮

✶✵✹



❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✭●❇✴s✮ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✭●❇✴s✮

❛rr❛② s✐③❡ ❈P❯ ●P❯ ❛rr❛② s✐③❡ ❈P❯ ●P❯

128× 128× 1 ✸✳✵✾✶✸✾ ✻✳✻✶✽✽✻ 16× 16× 16 ✷✳✼✹✺✷✶ ✶✳✸✷✹✶✹
256× 256× 1 ✷✳✽✷✶✽✽ ✷✵✳✼✵✵✽ 32× 32× 32 ✷✳✹✸✷✷✾ ✶✶✳✷✼✽✾
512× 512× 1 ✶✳✼✵✹✹ ✹✹✳✹✽✽✷ 64× 64× 64 ✶✳✻✻✷✻ ✸✷✳✼✶✾✽
1024× 1024× 1 ✶✳✵✷✵✷✸ ✻✶✳✺✽✶ 128× 128× 128 ✵✳✾✹✻✵✼✻ ✹✵✳✷✽✸✶
2048× 2048× 1 ✵✳✽✼✻✾✹✻ ✻✼✳✶✷✼✺

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❇❛♥❞✇✐❞t❤✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❜②t❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t❡✲③❡r♦♣❛❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s♣❡❝✐✜❡❞
✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✷✷✮ ♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ✭❈P❯✮ ❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ✭●P❯✮✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥❝❧✉❞❡s
r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss❡s t♦ ♠❡♠♦r②✳

❈P❯ ●P❯

❝❡❧❧s tN ✭♠s✮ tS ✭♠s✮ s♣❡❡❞✉♣ tN ✭♠✮ tS ✭♠s✮ s♣❡❡❞✉♣

16× 16× 16 ✶✳✻✵ ✶✳✶✵ ✶✳✹✺ ✵✳✸✻ ✵✳✷✻ ✶✳✸✽
32× 16× 16 ✸✳✷✵ ✷✳✶✽ ✶✳✹✼ ✵✳✹✽ ✵✳✸✹ ✶✳✹✶
32× 32× 16 ✼✳✵✽ ✹✳✻✽ ✶✳✺✶ ✵✳✼✸ ✵✳✺✷ ✶✳✹✵
32× 32× 32 ✶✻✳✾✹ ✶✶✳✵✾ ✶✳✺✷ ✶✳✶✾ ✵✳✽✸ ✶✳✹✸
64× 32× 32 ✸✼✳✵✶ ✷✹✳✸✷ ✶✳✺✷ ✶✳✾✾ ✶✳✸✼ ✶✳✹✺
64× 64× 32 ✽✾✳✶✶ ✺✼✳✹✸ ✶✳✺✺ ✸✳✻✸ ✷✳✹✼ ✶✳✹✼
64× 64× 64 ✷✶✸✳✵✷ ✶✸✺✳✾✺ ✶✳✺✼ ✻✳✽✽ ✹✳✻✺ ✶✳✹✽
128× 64× 64 ✹✻✶✳✶✷ ✸✵✵✳✽✻ ✶✳✺✸ ✶✷✳✷✼ ✽✳✸✵ ✶✳✹✽
128× 128× 64 ✾✸✸✳✵✸ ✻✶✹✳✻✷ ✶✳✺✷ ✷✶✳✹✺ ✶✹✳✼✶ ✶✳✹✻
128× 128× 128 ✶✾✶✼✳✷✾ ✶✷✺✽✳✷✹ ✶✳✺✷ ✸✼✳✷✼ ✷✺✳✻✾ ✶✳✹✺

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ t❤❡ ●P❯ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ♠❡t❤♦❞ ✭tN✮ ❛♥❞ t❤❡
s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✭tS✮✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ tN ❛♥❞ tS✳ ✭❚❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♣t✐♦♥
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✺✽❪✱ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✷ ■❊❊❊✳✮

❧❛r❣❡ ✷✲❉ ❛rr❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡❛❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●P❯✳

✼✳✸✳✸ ❉❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✮

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞

❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r

♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✽❪✱ ❛r❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞

✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✸✲❉ ❝❡❧❧ ❣r✐❞s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡ ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♣❡❡❞✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s♣❡❡❞✉♣ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧✇❛②s r❡q✉✐r❡s ❢♦✉r ✐♥st❡❛❞

♦❢ s✐① ✐♥✈❡rs❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡✳ ❖♥ t❤❡ ❈P❯ t❤❡r❡

✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ 1.52 ≈ 6/4✳ ❖♥ t❤❡ ●P❯ ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ❛❜♦✉t 1.44 ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❚❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r s♣❡❡❞✉♣ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

✶✵✺



❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❛❦❡s ❛ ❧❛r❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ●P❯ t❤❛♥

♦♥ t❤❡ ❈P❯✳

✼✳✸✳✹ ❊①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞

❆❢t❡r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ❛r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲

♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽

s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✶ ✭❈P❯✮ ❛♥❞ ✷

✭●P❯✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♣❡❡❞✉♣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ✐♥ ✷✲❉ ✭✇✐t❤

❛ ❣r✐❞ s✐③❡ ♦❢ N ×N✮ ❛♥❞ ✸✲❉ ❣r✐❞s ✭✇✐t❤ ❛ ❣r✐❞ s✐③❡ ♦❢ N ×N ×N✮✳

❖♥ ✷✲❉ ❣r✐❞s ✭❋✐❣✳ ✼✳✽ ✭❛✮✮✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ r✉♥ t✐♠❡s s❤♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❆♥ ❛✈❡r❛❣❡ ●P❯ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵ t♦ ✷✽ ✐s r❡❛❝❤❡❞

❢♦r ❝❡❧❧ ❣r✐❞s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 256 × 256✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r ❣r✐❞s t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡

❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❧✐♥❣ ❈❯❉❆ r♦✉t✐♥❡s ♦♥ t❤❡ ●P❯✳ ❆t 128 × 128✱ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣

❤❛s ❤❛❧✈❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✶✵✳ ■♥ t❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ❜r❡❛❦✲❡✈❡♥ ♣♦✐♥t ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ●P❯ ✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛t 32× 32 s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳

❖♥ ✸✲❉ ❣r✐❞s ✭❋✐❣✳ ✼✳✽ ✭❜✮✮✱ ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✺ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ✷✲❉

❣r✐❞s✱ t❤✐s s♣❡❡❞✉♣ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ✷✲❉ t♦ ✸✲❉ ♦♥

t❤❡ ●P❯ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❈P❯✳ ❖♥ t❤❡ ❈❯❉❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱

t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♦❢ ❛ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦ ❢♦r❝❡s t❤❡ t❤r❡❛❞ ❜❧♦❝❦ s✐③❡ t♦

❜❡❝♦♠❡ 8 × 8 × 8✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❤♦st ❝❡❧❧s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✻✮✳ ■♥ ✷✲❉

t❤❡ ❣❤♦st ❝❡❧❧s ♠❛❦❡ ✉♣ r♦✉❣❤❧② ✷✵ ✪ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s st♦r❡❞ ✐♥ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ■♥ ✸✲❉✱ t❤❡

r❛t✐♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✹✽ ✪✳ ●❤♦st ❝❡❧❧s r❡s✉❧t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt❧②

✉♥❝♦❛❧❡s❝❡❞✱ t❤✉s ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r s♣❡❡❞✉♣✳

✼✳✸✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❖❖▼▼❋

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❖❜❥❡❝t

❖r✐❡♥t❡❞ ▼✐❝r♦▼❛❣♥❡t✐❝ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✭❖❖▼▼❋✮❬✶✾❪✳ ❖❖▼▼❋ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞

✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇✐t❤ ♦✈❡r ❛

t❤♦✉s❛♥❞ ❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖❖▼▼❋ ✐s ❈P❯✲♦♥❧② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt ♣❛r❛❧❧❡❧

♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛❜❧❡ r❡❧❡❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❛❧♣❤❛ r❡❧❡❛s❡ ❛❞❞s s✉♣♣♦rt ❢♦r

♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤r❡❛❞s✱ ✇❤❡r❡ ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✉♣ t♦ ✸ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ♣r♦❝❡ss♦rs

❝♦r❡s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞❬✶✶✼❪✳ ❑❛♥❛✐ ❡t ❛❧✳ r❡♣♦rt ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✉♣ t♦ ✺✳✻ ♦♥ ❡✐❣❤t ❙▼P ❝♦r❡s

✇✐t❤ ❛ ❝✉st♦♠ ❝♦❞❡ ❜❛s❡❬✶✶✽❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡st

❖❖▼▼❋ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤r❡❛❞ s✉♣♣♦rt✳ ■♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺✲✸✺✼✵❑

❈P❯ r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✸✳✹✵●❍③ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❝♦r❡s ✐s ✉s❡❞✳

❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❡❧❧s ❛r❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✳ ❚❤❡ ❈P❯ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ✻✹✲❜✐t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ●P❯

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✸✷✲❜✐t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s✳ ■❢ ♦♥❡ ❈P❯ ❝♦r❡ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢

✶✵✻
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16
3

32
3

48
3

64
3
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96
3

112
3

128
3

✵

✷✵

✹✵

✻✵

✽✵

✶✵✵

✶✷✵

r✉
♥
t✐
♠
❡
✭♠

s✮

s♣
❡❡
❞
✉
♣

N ×N ×N

✭❜✮

s♣❡❡❞✉♣
❈P❯ t✐♠❡
●P❯ t✐♠❡

s♣❡❡❞✉♣
❈P❯ t✐♠❡
●P❯ t✐♠❡

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ✭❛✮ ❞✐✛❡r❡♥t ✷✲❉ ❣r✐❞s ♦❢
N ×N ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✭❜✮ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞s ♦❢ N ×N ×N ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ r❡❞ ✭❜❧✉❡✮ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ r✉♥ t✐♠❡
♦♥ t❤❡ ❈P❯ ✭●P❯✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❡② ❜❛rs s❤♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣✱ ❡✳❣✳ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❈P❯
t✐♠❡ t♦ t❤❡ ●P❯ t✐♠❡✳

✶✵✼



▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❖❖▼▼❋

❝❡❧❧s ❈P❯ ●P❯ ❈P❯ × ✶ ❈P❯ × ✹

128× 128 ✷✳✵✵ ✵✳✸✽ ✷✳✷✺ ✵✳✼✶
256× 256 ✶✷✳✶✽ ✵✳✼✼ ✶✶✳✶✶ ✸✳✺✺
512× 512 ✺✾✳✾✵ ✷✳✶✻ ✺✷✳✽✶ ✶✺✳✼✼
1024× 1024 ✷✼✶✳✾✺ ✼✳✼✹ ✷✹✼✳✶✶ ✼✷✳✾✾
2048× 2048 ✶✸✽✻✳✾✵ ✸✷✳✸✶ ✶✶✵✻✳✹✵ ✸✼✾✳✼✸
4096× 2048 ✷✽✹✵✳✽✻ ✻✻✳✶✻ ✷✸✻✶✳✹✻ ✾✵✼✳✻✶

200× 200 ✻✳✻✶ ✕ ✶✵✳✵✻ ✸✳✼✽
400× 400 ✸✻✳✶✻ ✕ ✹✼✳✾✼ ✶✹✳✶✶
800× 200 ✶✽✹✳✻✼ ✕ ✷✷✸✳✸✹ ✽✵✳✸✹
1600× 1600 ✼✹✷✳✻✸ ✕ ✶✵✶✺✳✸✺ ✸✹✼✳✵✾

❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ ❘✉♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ♦♥ ❈P❯ ❛♥❞
●P❯✱ ❛♥❞ ♦♥ ❖❖▼▼❋ ♦♥ t❤❡ ❈P❯ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ●P❯ ✐s ♦♥ ❛
◆✈✐❞✐❛ ▼✷✵✺✵ ❣r❛♣❤✐❝s ❝❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈P❯ ✐s ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺✲✸✺✼✵❑ ❈P❯ r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✸✳✹✵●❍③
✇✐t❤ ❢♦✉r ❝♦r❡s✳

▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❖❖▼▼❋ ❢♦r ❣r✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦

✭✐✳❡✳✱ N = 2n ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r n✮✳ ❍❡r❡ ❖❖▼▼❋ ✐s r♦✉❣❤❧② ✶✵ t♦ ✷✵ ✪ ❢❛st❡r✳ ❋♦r ♥♦♥✲

♣♦✇❡r✲♦❢✲t✇♦ s✐③❡s✱ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ❢❛st❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❖❖▼▼❋ ♦♥❧② s✉♣♣♦rts

♣♦✇❡r✲♦❢✲t✇♦ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐✲

③❛t✐♦♥ ❛rr❛②✳ ■❢ ❖❖▼▼❋ ✐s r✉♥ ✇✐t❤ ❢♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦r❡s✱ ✐t ❣❡ts ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✸ t♦ ✹✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s r✉♥ ♦♥ t❤❡ ●P❯✱ ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✸✵ t♦ ✹✵ ✐s

r❡❛❝❤❡❞✶✳ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ s✉♣♣♦rts ◆P❖❚ s✐③❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❋❚❲ ❛♥❞ ❈❯❋❋❚

❧✐❜r❛r✐❡s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦✇❡r✲♦❢✲t✇♦ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣♦✇❡r✲♦❢✲t✇♦

❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦

❖❖▼▼❋ ♦♥ s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ❈P❯s✳ ■❢ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t♦rs r✉♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✐✳❡✳ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ❛♥❞

♦♥ ❛ q✉❛❞ ❝♦r❡ ❈P❯✱ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ●P❯✳

✼✳✸✳✻ ▼❡♠♦r② ✉s❛❣❡

❚❛❜❧❡ ✼✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❡♠♣♦r❛r② ✇♦r❦✐♥❣ ♠❡♠♦r② t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ♣❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❝❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✷✲❉ ❛♥❞ ✸✲❉

♠❡s❤❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

r❡q✉✐r❡❞ ❡①tr❛ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ z✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✸✲❉ ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞

❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

♦♥ t❤❡ ✢② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ❛♥❞ t❤✉s ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❡①tr❛ t❡♠♣♦r❛r②

✇♦r❦✐♥❣ ♠❡♠♦r②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

✶❚❤✐s s♣❡❡❞✉♣ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✻✻✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ ❛ ❢❛st❡r ❈P❯ ✇❛s ✉s❡❞✳

✶✵✽



❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞
✢♦❛ts
✭♣❡r ❝❡❧❧✮

✸✷✲❜✐t ✢♦❛ts
✭❜②t❡s✴❝❡❧❧✮

✻✹✲❜✐t ✢♦❛ts
✭❜②t❡s✴❝❡❧❧✮

❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭✷✲❉✮ ✸✻ ✶✹✹ ✷✽✽
❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭✸✲❉✮ ✼✷ ✷✽✽ ✺✼✻
❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ✭✷✲❉✮ ✷✹ ✾✻ ✶✾✷
❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ✭✸✲❉✮ ✹✽ ✶✾✷ ✸✽✹
❡①❝❤❛♥❣❡ ✜❡❧❞ ✵ ✵ ✵
❛♥✐s♦tr♦♣② ✜❡❧❞ ✵ ✵ ✵
❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ✵ ✵ ✵

❚❛❜❧❡ ✼✳✺✿ ❆♠♦✉♥t ♦❢ t❡♠♣♦r❛r② ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ ♣❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s✳

r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r

❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡rs t♦ ❤♦❧❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡

③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs t♦ st♦r❡ t❤❡ s✐①

✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ✐♥ ♠❡♠♦r② ✐s r♦✉❣❤❧② 6N2d ✇❤❡r❡ N

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ d ∈ {2, 3} t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

✇♦r❦✐♥❣ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛rr❛② ✐s 3N2d ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Mx✱ My✱

❛♥❞ Mz✳ ❆ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❢♦r t❤✐s ❜✉✛❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❬✶✶✼❪✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜✲

tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❖❖▼▼❋ s✐♠✉❧❛t♦r✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ♠❡s❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❘❆▼ t❤❛t

✐s ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦♠♣✉t❡r ♦r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●P❯ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ●P❯✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞

✉s✐♥❣ ❛ ✸✲❉ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ✺✳✵✵✵✳✵✵✵ ❝❡❧❧s r❡q✉✐r❡s ✷✼✹✼ ▼❇ ♦❢ ●P❯ ❘❆▼ ❢♦r

t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st ✜ts ✐♥t♦ t❤❡ ✸✵✼✷ ▼❇ t❤❛t ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞

♦♥ t❤❡ ◆✈✐❞✐❛ ▼✷✵✺✵ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❖♥ t❤❡ ❈P❯✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❡❡❞❡❞ ♠❡♠♦r②

❞♦✉❜❧❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✻✹ ❜✐t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❙❡✈❡r❛❧ t❡st ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠

s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ✉♥✐t t❡sts ❛♥❞ t❤❡ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✬s s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ s♣❡❡❞✉♣s ♦❢ ♦♥❡ t♦ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛r❡

r❡❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❈P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤✐❧❡

t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ P②t❤♦♥ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✐ts r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐s

❝❧❡❛r❧② ♦✈❡r❧❛②❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●P❯✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ♦♥

✶✵✾



t❤❡ ❈P❯ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❖❖▼▼❋ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡ t❤r❡❛❞✱ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧②

✉s❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ●P❯✱ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ❛❜♦✉t

t❡♥ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❖❖▼▼❋ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ✹ t❤r❡❛❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✉s❡❞

●P❯s ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ♦♥✲❜♦❛r❞ ♠❡♠♦r② t♦ ❤♦st s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❝❡❧❧s✳

✶✶✵



❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❈♦♠♣✉t❡❞ ✈♦rt❡① ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐♥ ❛ P❡r♠❛❧❧♦② sq✉❛r❡ ✭200 × 200 × 20 ♥♠3✮
✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ p = 1 ❛♥❞ ❝❤✐r❛❧✐t② c = 1✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ Mx ❛♥❞ t❤❡ My

❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❝♦❧♦r✲❝♦❞❡❞✳

✽ ❯s❡ ❈❛s❡✿ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❱♦rt❡① ❈♦r❡ ❉②♥❛♠✲

✐❝s

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ▼❛♥② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s✳ ❚❤❡

❢♦❝✉s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ✈♦rt✐❝❡s ❤❛s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥✲

❡❛r✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✈♦rt❡① ❝♦r❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡①t❡r♥❛❧

✜❡❧❞s ♦r s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝✉rr❡♥ts✳ ■♥s✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦

♣r♦♣♦s❡ ❛ st♦r❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈♦rt❡① r❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡ss ♠❡♠♦r②❬✶❪ ✭❱❘❆▼✮✳ ❚❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ❛♥❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ✉s✐♥❣ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✏◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ❣②r❛t✐♦♥✑❬✸✼❪ ❜② ❆♥❞ré ❉r❡✇s✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❑rü❣❡r✱

●✉♥♥❛r ❙❡❧❦❡✱ ❚❤♦♠❛s ❑❛♠✐♦♥❦❛✱ ❆♥❞r❡❛s ❱♦❣❡❧✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ▼❛rt❡♥s✱ ❯❧r✐❝❤ ▼❡r❦t✱ ❉✐✲

❡t♠❛r ▼ö❧❧❡r ❛♥❞ ●✉✐❞♦ ▼❡✐❡r✱ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✷ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❋♦r

t❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ r✉♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✽✳✶ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❆ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ❢♦r♠s ✐♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ t❤✐♥✲✜❧♠ ❡❧❡♠❡♥ts❬✹✶❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛✲

t✐♦♥ ❝✉r❧s ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈♦rt❡① ❝♦r❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳✶✳

❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r❧✐♥❣ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❤✐r❛❧✐t② c✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✲

✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s c = −1 ✭c = 1✮✳

❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① ❝♦r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ p ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣♦✐♥t ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡

♣❧❛♥❡ ✭p = −1✮ ♦r ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭p = 1✮✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛s ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛

✶✶✶



❢❡✇ ♥❛♥♦♠❡t❡rs❬✹✷❪✳ ❚❤❡ ✈♦rt❡① ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ✐♥ s♦❢t♠❛❣✲

♥❡t✐❝ t❤✐♥✲✜❧♠ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ P❡r♠❛❧❧♦② ✇✐t❤ ❛ ❧❛t❡r❛❧ s✐③❡ ❢r♦♠ ≈ 100 nm ✉♣ t♦ s♦♠❡

♠✐❝r♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ P❡r♠❛❧❧♦②✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞

❜② ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s s✉r❢❛❝❡ t♦ ❛✈♦✐❞ s✉r✲

❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✉r❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉r❧✐♥❣

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ✇♦✉❧❞ ❛❧✐❣♥ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞

❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✇❛♥ts ❛❞❥❛❝❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs t♦

❛❧✐❣♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥ts ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① ❝♦r❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt✐❝❡s ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ✐s ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠

✐♥❝❧✉❞❡s ♣r❡❞❡✜♥❡❞ r♦✉t✐♥❡s t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ✈♦rt❡①✳♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥❋✉♥❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① t♦♦❧❜♦①✳ ❚❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥

mx =
c · (y − y0)

√

(x− x0)2 + (y − y0)2 +R2)
·Ms

my =
x− x0

√

(x− x0)2 + (y − y0)2 +R2)
·Ms

mz =
R

√

(x− x0)2 + (y − y0)2 +R2)
·Ms ✭✽✳✶✮

t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, y, z) ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥✲

t❡r x0, y0✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ Ms✱ t❤❡ ❝❤✐r❛❧✐t② c✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡

R✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❈✉rr❡♥t❧② ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠

❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt ❞✐r❡❝t ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❜② ✉s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②

♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞✐s❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt

❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s st❛rts ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈♦rt❡① ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

r❡❧❛①❡s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛ s♠❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡

s❛♠♣❧❡✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s ♣❡r ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ s❝r✐♣t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✈♦rt❡①

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✷✳ ■♥ ▲✐♥❡s ✾✕✶✷ t❤❡ ✈♦rt❡① ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ❧✐♥❡

✶✸ t❤❡ ✈♦rt❡① ✐s r❡❧❛①❡❞✳ ■♥ ▲✐♥❡ ✶✺ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s st♦r❡❞ ♦♥ ❞✐s❦

❢♦r ❧❛t❡r ✉s❡✳

✶ ❢r♦♠ ♠❛❣♥✉♠ ✐♠♣♦rt ✯

✷

✸ ✇♦r❧❞ ❂ ❲♦r❧❞✭

✶✶✷



✹ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤ ✭✭✶✵✵✱ ✶✵✵✱ ✶✮✱ ✭✷❡✲✾✱ ✷❡✲✾✱ ✷❡✲✽✮✮✱

✺ ❇♦❞②✭✧s❛♠♣❧❡✧✱ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭✮✱ ❊✈❡r②✇❤❡r❡ ✭✮✮

✻ ✮

✼

✽ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭✇♦r❧❞ ✱ ❬❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞❪✱ ❞♦❴♣r❡❝❡ss❂

❋❛❧s❡ ✱ ❧♦❣❂❚r✉❡✮

✾ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ✈♦rt❡①✳♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥❋✉♥❝t✐♦♥✭

✶✵ ❝♦r❡❴① ❂✶❡✲✼✱ ❝♦r❡❴② ❂✶❡✲✼✱

✶✶ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❂✶✱ ❝♦r❡❴r❛❞✐✉s ❂✶❡✲✽

✶✷ ✮

✶✸ s♦❧✈❡r✳r❡❧❛①✭♠❛①❴❞❡❣❴♣❡r❴♥s ❂ ✺✮

✶✹

✶✺ ✇r✐t❡❖▼❋✭✧❣r♦✉♥❞st❛t❡✳♦♠❢✧✱ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼✮

▲✐st✐♥❣ ✶✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✳

✽✳✷ ❱♦rt❡① ❞②♥❛♠✐❝s

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✈♦rt❡① ❢♦r♠s ✇✐t❤♦✉t

❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ■❢

t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦r s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s

t✉r♥❡❞ ♦✛ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❛ s♣✐r❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❛r♦✉♥❞ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳

❋♦r s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ t❤❡ ❝♦r❡

❣②r❛t❡s ❧✐❦❡ ❛ q✉❛s✐ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧

V (x, y) = −
κ

2
(x2 + y2) ✭✽✳✷✮

t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts x ❛♥❞ y ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ x0, y0
❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ κ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r κ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

t❤✐❝❦♥❡ss t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ s✐③❡ l ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❬✶✶✾❪✳

❋♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❣②r❛t❡s

♦♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❊❧❧✐♣t✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢

❛ ✈♦rt❡① t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❤❛s ❛ ▲♦r❡♥t③ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ r❡s♦✲

♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈♦rt❡① tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥t♦

❣②r❛t✐♦♥✳ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡①

❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❛✇ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

|Mz|✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ s✐③❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t 4 nm ❢♦r

P❡r♠❛❧❧♦②✳ ❚❤❡ ✈♦rt❡① ❝♦r❡ ❤❛s ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛❜♦✉t 20 nm✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

✶✶✸



t❤❡ ✈♦rt❡① ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❆

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 1 nm ❝♦✉❧❞ str♦♥❣❧② ❞✐st♦rt t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡✱ s✐♥❝❡ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ✉s✉❛❧❧② ❤❛s ❛ ♥❛rr♦✇ s❤❛♣❡

♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ♣r♦✜❧❡✳ ❆ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛r ❜❡❧♦✇ 1nm ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt❡① t♦♦❧❜♦①

♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❛♣♣❧✐❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✜ts ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✐♥t❡r✲

♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ x✲ ❛♥❞ y− ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ Mz ✈❛❧✉❡ ❛♥❞

✐ts ♥❡①t t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs❬✶✷✵❪✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛❜♦✉t ♦♥❡ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢

t❤❡ ✈♦rt❡① ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❝♦r❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡s ❝♦r❡ ❣②r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳

■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈♦rt❡① ✐♥ ❛ ❱❘❆▼✱ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ❚♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ ❝♦r❡ ❣②r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✽✳✷ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞

❜② ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

V (x, y) =
κ

2
(x2 + y2 + a(x2 + y2)2 − bx2y2), ✭✽✳✸✮

✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ s✐③❡ l ❛♥❞

t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t❤❛♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r κ✳ ❯s✐♥❣

t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❚❤✐❡❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥❬✶✷✶❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt❡① ♠♦t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✱

(

vx
vy

)

= −pωf

(

y + 2ay3 + 2ax2y − bx2y

−x− 2ax3 − 2axy2 + bxy2

)

−Γ

(

x+ 2ax3 + 2axy2 − bxy2

y + 2ay3 + 2ax2y − bx2y

)

+

(

u · cos(Ωt)

0

)

✭✽✳✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ωf ✱ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ Γ✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✉❡ t♦ ❝✉rr❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ u✱ ❛♥❞

t❤❡ ❡①❝✐t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω✱ s❡❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✮ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✼❪✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡

♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❢❡✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚♦ t❡st

✐❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❱♦rt❡① ❣②r❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✽✳✹✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s

❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❱♦rt✐❝❡s ✐♥ P❡r♠❛❧❧♦② sq✉❛r❡s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣

t❤✐❝❦♥❡ss❡s t = 10, 20, 30 nm ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ s✐③❡s l = 200, 500 nm ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣

❝✉rr❡♥ts ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s 2·1010, 5·1010, 1·1011, 1.5·1011, 2·1011 ❆✴♠2 ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s Ω✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r

❝❧✉st❡r ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❝❧❛ss ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❚❤❡ P②t❤♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

s❝r✐♣t ✐♥ ❧✐st✐♥❣ ✶✸ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛rr❛②s t❤❛t ❝♦✈❡r t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ ❧❛t❡r❛❧ s✐③❡✱

t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ❡①❝✐t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡

✶✶✹



♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ P②t❤♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ s❝r✐♣t

❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛rr❛②✳

✶ ★✦✴✉sr✴❜✐♥✴♣②t❤♦♥

✷ ❢r♦♠ ♠❛❣♥✉♠ ✐♠♣♦rt ✯

✸ ✐♠♣♦rt ♠❛t❤

✹

✺ ★ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✻ ❞❡❢ ♥♦♥❧✐♥s✐♠✭❧✱ t✱ ❖♠❡❣❛ ✱ ❏✮✿

✼ ♠❡s❤ ❂ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤ ✭✭❧✴✹❡✲✾✱ ❧✴✹❡✲✾✱ ✶✮✱ ✭✹❡✲✾✱ ✹❡✲✾✱ t✮✮

✽ ✇♦r❧❞ ❂ ❲♦r❧❞✭♠❡s❤ ✱ ❇♦❞②✭✧❛❧❧✧✱ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭✮✱ ❊✈❡r②✇❤❡r❡ ✭✮✮✮

✾ ❝♦r❡❴① ✱ ❝♦r❡❴② ❂ ❧✴✷✳✵✱ ❧✴✷✳✵

✶✵

✶✶ ★ ▲♦❛❞ ✈♦rt❡① ❣r♦✉♥❞st❛t❡ ❢r♦♠ ❢✐❧❡

✶✷ ▼✵ ❂ r❡❛❞❖▼❋✭✧sq✉❛r❡❴✪s❴✪s❴✪✳✵❢✳♦♠❢✧ ✪

✶✸ ✭✐♥t✭❧✯✶❡✾✮✱ ✐♥t✭❧✯✶❡✾✮✱ ✭t❤✐❝❦♥❡ss ✯✶❡✾✮✮✮

✶✹

✶✺ ★ ❊①❝✐t❡ ✈♦rt❡① ❜② ❛♥ ❆❈ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ s❛✈❡ ✈♦rt❡① ❝♦r❡ tr❛❥❡❝t♦r②

✶✻ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭✇♦r❧❞ ✱

✶✼ ❬❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ✱ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣❈✉rr❡♥t ✱ ❙♣✐♥❚♦rq✉❡❪✱

✶✽ ❧♦❣❂❚r✉❡✮

✶✾ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ▼✵

✷✵ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❥❴❛♠♣ ❂ ✭❥✱ ✵✱ ✵✮

✷✶ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❥❴❢r❡q ❂ ✭❖♠❡❣❛ ✱ ✵✱ ✵✮

✷✷

✷✸ ❧♦❣ ❂ ❉❛t❛❚❛❜❧❡▲♦❣✭

✷✹ ✧sq✉❛r❡❴✪s❴✪s❴✪✳✵ ❢❴❥ ✪✳✶❡❴✪✳✸❡✳♦❞t✧ ✪

✷✺ ✭✐♥t✭❧✯✶❡✾✮✱ ✐♥t✭❧✯✶❡✾✮✱ ✭t❤✐❝❦♥❡ss ✯✶❡✾✮✱ ❥❴❛♠♣ ✱ ❥❴❢r❡q✮✮

✷✻ ❧♦❣✳❛❞❞❈♦❧✉♠♥✭

✷✼ ✭✧❱♦rt❡①❝♦r❡ ❳✲♣♦s✳✧✱ ✧❝♦r❡❴①✧✮✱ ✭✧❱♦rt❡①❝♦r❡ ❨✲♣♦s✳✧✱ ✧❝♦r❡❴②✧

✮✱

✷✽ ❧❛♠❜❞❛ st❛t❡✿ ✈♦rt❡①✳❢✐♥❞❈♦r❡✭s♦❧✈❡r ✱ ❧✴✷✱ ❧✴✷✮✮

✷✾ s♦❧✈❡r✳❛❞❞❙t❡♣❍❛♥❞❧❡r✭❧♦❣ ✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❊✈❡r②◆t❤❙t❡♣ ✭✶✵✮✮

✸✵

✸✶ s♦❧✈❡r✳s♦❧✈❡✭❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❚✐♠❡ ✭✺✵✯✷✯ ♠❛t❤✳♣✐✴❥❴❢r❡q✮✮

✸✷

✸✸ ★ P❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡

✸✹ ❧ ❂ ❬✷❡✲✼✱ ✺❡✲✼❪ ★ ❧❛t❡r❛❧ s✐③❡

✸✺ t ❂ ❬✶❡✲✽✱ ✷❡✲✽✱ ✸❡✲✽❪ ★ t❤✐❝❦♥❡ss

✸✻ ❖♠❡❣❛ ❂ ❬✶❡✾ ✱ ✭⑦✶✵✵ ❡♥tr✐❡s ♦♠✐tt❡❞✮✱ ✺❡✾❪ ★ ❢r❡q✉❡♥❝②

✸✼ ❏ ❂ ❬✷❡✶✵ ✱ ✺❡✶✵ ✱ ✶❡✶✶ ✱ ✶✳✺❡✶✶ ✱ ✷❡✶✶❪ ★ ❝✉rr❡♥t

✸✽

✸✾ ❝ ❂ ❈♦♥tr♦❧❧❡r✭♥♦♥❧✐♥s✐♠ ✱ ❧✱ t✱ ❖♠❡❣❛ ✱ ❏✮

✹✵ ❝✳st❛rt ✭✮

▲✐st✐♥❣ ✶✸✿ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈♦rt❡① ❜② ❛♥ ❆❈ ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②

♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✷✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✽✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

r❡s✉❧ts ❛♥❞ s❤♦✇ ❣♦♦❞ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ✜ts t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b ✐♥ ❊q✳ ✽✳✸ ❛r❡

✶✶✺



❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❣②r❛t✐♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ❞r✐✈❡♥ ❜② s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❝♦r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧s
s❤♦✇ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s ❢r♦♠ 2 × 1010 ❆♠−2 t♦ 2 × 1011 ❆♠−2✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s
❛r❡ ✜ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✽✳✹✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛♥❞ ❝❛♣t✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✸✼❪✱ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✷ ❜②
t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳✮

♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❞❡❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢

t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt✐❝❡s✳ ❚❤✐♥ ✭t❤✐❝❦✮ ✈♦rt✐❝❡s s❤♦✇ ❛ ❜❧✉❡ ✭r❡❞✮ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡

❝✉r✈❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳✷✳ ❚❤❡ r❡❞ s❤✐❢t ♦❢ t❤✐❝❦ s❛♠♣❧❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♠✐❝r♦♠❛❣✲

♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❳▼❈❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ✈♦rt❡① ❣②r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

P❡r♠❛❧❧♦② sq✉❛r❡ 1050×1050×50 ♥♠3❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✸✳ ❆ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜✉t t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢

✈♦rt✐❝❡s✳ ❆ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜② ❡①❝✐t✐♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ❛t r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥

❱❘❆▼s ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ♠❛t❝❤

r❡s♦♥❛♥❝❡✳

✶✶✻



❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ✭❛✮ P♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡s ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ µ0H✳ ✭❜✮ ❙q✉❛r❡
♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣②r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❣✉✐❞❡s
t♦ t❤❡ ❡②❡s✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t② t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦✛s❡t s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❜② ∆P = 15 ♥❲ ❛♥❞
∆v2 = 1.25 × 104 ♠2s−2✳ ✭❋✐❣✉r❡ ❛♥❞ ❝❛♣t✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✸✼❪✱ ❈♦♣②r✐❣❤t ✷✵✶✷ ❜② t❤❡
❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳✮

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❛♥❞ ✐ts s♠❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣ts t♦

♦❜t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s✉❧ts✳ ❍✉♥❞r❡❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧❛t❡r❛❧ s✐③❡ l✱ t❤✐❝❦♥❡ss t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω✱

❡♥❡r❣② ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt✐❝❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ♦❢

❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ s❝r✐♣t✐♥❣ ♦❢ r❡❧❛①✐♥❣ ❛

♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡①❝✐t❡ ✐t ❜② ❛ s♣✐♥✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t j ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s

✐ts st❛t✐♦♥❛r② ♠♦t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❛❝❡ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡

t❤✐❝❦♥❡ss ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦rt❡① ❣②r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s

✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s✉❧t✱ s✐♥❝❡ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❣②r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❣②r❛t✐♦♥✳

✶✶✼
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤✲

♠✐❝ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡

✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❈P❯ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣

✉♥✐ts ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❖♥ ❣r❛♣❤✐❝s

♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r✉♥ ♠❛ss✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ❛ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r

♦❢ ✉♣ t♦ ✹✵ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ❈P❯ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ❘✉♥❣❡✲

❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣ t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st

t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t

t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛❜♦✉t ✼✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦✲

t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

r❡❞✉❝❡s ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s

❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥

❝❛s❡ ♦❢ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ③❡r♦ ♣❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞

s♣❛rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠s ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ♠❡♠♦r②

❛❝❝❡ss❡s✳ ❋♦r ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡s❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡❞

♠❡♠♦r② t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❧❛r❣❡r ❞❛t❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❡t✇❡❡♥ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ s❤❛r❡❞

♠❡♠♦r② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❞❛t❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs

❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡ r❡♦r❞❡r✲

✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛r❡❛✳ ❖♥❧② t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② r❡s✉❧ts

✐♥ str♦♥❣ s♣❡❡❞ ✉♣s✳ ❋✉rt❤❡r s♦❢t✇❛r❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱

♥❛♠❡❧② ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t②✱ ❡①t❡♥❞❛❜✐❧✐t②✱ ✉s❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✱ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r

♠♦❞✉❧❛r s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ❖♥

t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❛②❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥t❡♥s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✳ ❖♥ ❤✐❣❤❡r

❧❛②❡rs ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡❛s②✲t♦✲✉s❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r

❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❘❛♣✐❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t✐♠❡s ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❡❛s② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❜② ❢✉r✲

t❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✐s ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❞♦♠❛✐♥

s♣❡❝✐✜❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❊✈❡r② ✉s❡r ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ✇r✐t✐♥❣ P②t❤♦♥

s❝r✐♣ts✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✉♥✐t t❡st ❛s ✇❡❧❧ ❛s s②st❡♠ t❡sts✳ ❚❤❡

✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ s②st❡♠ t❡sts✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✶ t♦ ✺ ♦❢ t❤❡ µ▼❆● ❣r♦✉♣

❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t

t❤❡ ✇❡❜s✐t❡

❤tt♣✿✴✴♠✐❝r♦♠❛❣♥✉♠✳✐♥❢♦r♠❛t✐❦✳✉♥✐✲❤❛♠❜✉r❣✳❞❡✱

❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡❬✷✾❪ ❛t

❤tt♣✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✴▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✳

✶✶✾

http://micromagnum.informatik.uni-hamburg.de
http://github.com/MicroMagnum/MicroMagnum


❯s❡rs ❢r♦♠ ❈❤✐❧❡✱ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ ●❡r♠❛♥② r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s s✉❜❥❡❝t✐✈❡❧② ❡❛s✐❡r

t♦ ✉s❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r ❖❖▼▼❋ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡

r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❤❛s

❜❡❝♦♠❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r t❤❛t ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ♠❛♥② ✉s❡rs❬✶✷✷✱ ✶✷✸✱

✶✷✹✱ ✶✷✺✱ ✸✼✱ ✶✷✻❪✳

❋✉t✉r❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ❛t ✈❡rs✐♦♥ ✵✳✷✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ✐s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r♦❛❞♠❛♣✳ ❚❤❡ ♥❡①t ✈❡rs✐♦♥ ✵✳✸✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡

• ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ♣❛t❤ ♠♦❞✉❧❡s✿

❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❑rü❡❣❡r❬✻✵❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ ▲▲● ❡q✉❛t✐♦♥

✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ♣❛t❤s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❆▼❘ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❖❡rst❡❞

✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ s♣✐♥ ❝✉rr❡♥ts✳

• ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❆P■✮✿

❚❤❡ ✉s❡r ❆P■ ✇✐❧❧ ❜❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❢♦r ✈❡rs✐♦♥ ✵✳✸✳

• ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✿

❚❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ t❤❛t ✐t ❝♦✈❡rs t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✉❜❧✐❝ ✉s❡r ❆P■✳

❋✉t✉r❡ ♣❧❛♥s ❜❡②♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ✵✳✸ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

• ■♠♣r♦✈❡❞ s♦❧✈❡rs✿

■♠♣❧✐❝✐t s♦❧✈❡rs ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦

❤✐❣❤❡r t✐♠❡ st❡♣s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❜❡tt❡r ❛❜✐❧✐t② t♦ s♦❧✈❡ st✐✛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡

t❤❡ ▲▲●❊ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡s✳

❈✉rr❡♥t❧② ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲▲✐❢s❤✐t③✲●✐❧❜❡rt

❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳ P❛r❛❧❧❡❧ s♦❧✈❡rs ❡✈❛❧✉❛t❡ ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢

t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡

t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✲

❋❡❤❧❜❡r❣ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t❡❞ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✭P■❘❑✮

♠❡t❤♦❞s❬✶✷✼❪✳ ❍❡r❡ s❡✈❡r❛❧ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤✉s

♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✳

• ▼♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❡s✿

❚❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✲

✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■❢ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❏♦✉❧❡

❤❡❛t✐♥❣✳

✶✷✵



❚❤❡ ♠❛❣♥❡t♦str✐❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t❬✻❪ ❝❛✉s❡s ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r s❤❛♣❡

❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❤❡❛t✳

• ▼✉❧t✐✲●P❯ s✉♣♣♦rt✿

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t♦r

✐s ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ♠❛✐♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐t✳

❖♥❡ ♦❜✈✐♦✉s ❢✉t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♦♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ●P❯s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❈✉rr❡♥t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧s ❛♥❞

t❤✉s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ●P❯ ♠❡♠♦r②✳

❇② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ●P❯s t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❛t ❧✐♠✐t✳ ❆❞✲

❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ●P❯s ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥

t❤❡ ♠✐❝r♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♣❛rt ♦❢ ♠✉❧t✐✲●P❯ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✐s

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❡❧❞s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞

t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡✐r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●P❯s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ●P❯s ❛❧s♦ ❛♣♣❧② ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡

❈P❯s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝r♦ss ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡

♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❙✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❛❝r♦ss ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❧✉st❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦

♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s②st❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ♥♦❞❡s✳ ❆❧s♦✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❧❛✲

t❡♥❝② ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ P❈■ ❡①♣r❡ss ❜✉s ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳

• ❖♣❡♥❈▲ s✉♣♣♦rt✿

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❯❉❆ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ ♦♥❧② s✉♣♣♦rts

●P❯ ❤❛r❞✇❛r❡ ❜② ◆✈✐❞✐❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❖♣❡♥❈▲❬✽✵❪ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✲

✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❈❯❉❆✱ ❜✉t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ♠♦r❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❣r❛♣❤✐❝s ♣r♦❝❡ss♦rs ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② ◆✈✐❞✐❛ ❛♥❞ ❆▼❉✳ ❚❤✉s ❛❞❞✐♥❣ ❖♣❡♥❈▲ s✉♣✲

♣♦rt ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠ t♦ r✉♥ ♦♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ●P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡❝❡♥t ❖♣❡♥❈▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❈P❯s✳ ❚❤✐s

♠✐❣❤t r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡❛❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞

t❤❡ ●P❯ ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳

✶✷✶



✶✷✷



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t

❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦ ■ r❡❝❡✐✈❡❞ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❢r♦♠ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

■ t❤❛♥❦

• Pr♦❢❡ss♦r ❉r✳ ❉✐❡t♠❛r ▼ö❧❧❡r ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱

❤✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡♥t❤✉s✐❛s♠✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt✱ ❛♥❞ ❢♦r r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s

❛♥❞ ❞❡❢❡♥s❡✳

• Pr♦❢❡ss♦r ❉r✳ ❙t❡♣❤❛♥ ❖❧❜r✐❝❤ ❛♥❞

❉r✳ ❤❛❜✐❧✳ ●✉✐❞♦ ▼❡✐❡r ❢♦r ❦✐♥❞❧② ❛❣r❡❡✐♥❣ t♦ r❡✈✐❡✇ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡♥s❡✳

• Pr♦❢❡ss♦r ❉r✳ ❯❧r✐❝❤ ▼❡r❦t✱ t❤❡ s♣❡❛❦❡r ♦❢ t❤❡ ●r❛❞✉✐❡rt❡♥❦♦❧❧❡❣ ✶✷✽✻✱ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣

♠❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✳

• ❉r✳ ❆♥❞ré ❉r❡✇s ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛ ❣r❡❛t ❝♦❧❧❡❛❣❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❢r✐❡♥❞✱ ❤✐s s✉♣❡r✈✐s✐♦♥

♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✳

• ❉r✳ ❈❧❛❛s ❆❜❡rt ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡

♠❛♥② ♥✐❝❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✣❝❡✳

• ❉r✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❑rü❣❡r ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❖❡rst❡❞ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ✐♥s♣✐r✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s

✇❡❧❧ ♣❛st ♠✐❞♥✐❣❤t ❛t t❤❡ ♦✣❝❡✳

• ❚❤❡♦ ●❡r❤❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐s ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡r

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

• ❇♦❞♦ ❑r❛✉s❡✲❑②♦r❛ ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❧✉st❡r ✉♣ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞

♠❛♥② ❢✉♥ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❧❛t❡st ♦♥ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

• ❉r✳ ▼❛r❦✉s ❇♦❧t❡ ❢♦r ❤✐s s✉♣♣♦rt✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✳

• ❉r✳ ❑❛tr✐♥ ❇✉t❤ ❢♦r ❤❡r ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ●r❛❞✉✐❡rt❡♥❦♦❧❧❡❣✳

• ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ●r❛❞✉✐❡rt❡♥❦♦❧❧❡❣ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐❦s②st❡♠❡✳

• t❤❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ❢♦r t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ✈✐❛ t❤❡ ●r❛❞✉✐❡r✲

t❡♥❦♦❧❧❡❣ ✶✷✻✽✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡✐r ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉♣♣♦rt✳

✶✷✸



✶✷✹



❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ▲✐st✐♥❣s

❆✳✶ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❡sts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧✐st✐♥❣s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❡sts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❝❤❛♣t❡r ✼✳

❆✳✶✳✶ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✶

✶ ❢r♦♠ ♠❛❣♥✉♠ ✐♠♣♦rt ✯

✷ ❢r♦♠ ♠❛t❤ ✐♠♣♦rt s✐♥ ✱ ❝♦s ✱ ♣✐

✸

✹ P② ❂ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭▼s❂✽❡✺ ✱ ❆❂✶✳✸❡✲✶✶✱ ❦❴✉♥✐❛①✐❛❧ ❂✺❡✷ ✱ ❛①✐s✶ ❂✭✵✱✶✱✵✮✮

✺

✻ ✇♦r❧❞ ❂ ❲♦r❧❞✭

✼ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤ ✭✭✺✵ ✱✶✵✵ ✱✶✮✱ ✭✷✵❡✲✾✱ ✷✵❡✲✾✱ ✷✵❡✲✾✮✮✱

✽ ❇♦❞②✭✧sq✉❛r❡✧✱ P② ✱ ❊✈❡r②✇❤❡r❡ ✭✮✮

✾ ✮

✶✵

✶✶ ❞❡❢ ❤②st❡r❡s✐s✭♥❛♠❡ ✱ ❛①✐s✮✿

✶✷ ❢ ❂ ♦♣❡♥✭✧❤②st❡r❡s✐s ✲✪s✲❛①✐s✳t①t✧ ✪ ♥❛♠❡ ✱ ✧✇✰✧✮

✶✸ ❢✳✇r✐t❡✭✧★ ❍ ✭♠❚✮❭t❁♠①❃ ❁♠②❃ ❁♠③ ❃❭♥✧✮

✶✹

✶✺ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭

✶✻ ✇♦r❧❞ ✱ ❬❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ✱ ❆♥✐s♦tr♦♣②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①t❡r♥❛❧❋✐❡❧❞❪

✶✼ ✮

✶✽ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ✭❛①✐s ❬✵❪✯P②✳▼s✱ ❛①✐s ❬✶❪✯P②✳▼s✱ ❛①✐s ❬✷❪✯P②✳▼s✮

✶✾

✷✵ ❢♦r ❍ ✐♥ ❬①✯✶❡✲✸✴▼❯✵ ❢♦r ① ✐♥ r❛♥❣❡ ✭✺✵✱✲✺✶✱✲✶✮ ✰ r❛♥❣❡ ✭✲✺✵✱✺✶✱✶✮❪✿

✷✶ ❍①✱ ❍② ✱ ❍③ ❂ ❍✯❛①✐s❬✵❪✱ ❍✯❛①✐s❬✶❪✱ ❍✯❛①✐s ❬✷❪

✷✷ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❍❴❡①t❴♦❢❢s ❂ ✭❍①✱ ❍②✱ ❍③✮

✷✸ s♦❧✈❡r✳r❡❧❛① ✭✶✳✵✮

✷✹ ▼①✱ ▼② ✱ ▼③ ❂ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼✳❛✈❡r❛❣❡ ✭✮

✷✺ ❢✳✇r✐t❡✭✧✪s❭t✪s ✪s ✪s❭♥✧ ✪ ✭❍✯▼❯✵ ✱ ▼①✴P②✳▼s✱ ▼②✴P②✳▼s ✱ ▼③✴P②✳▼s✮✮

✷✻

✷✼ ✐ ❢ ❍ ❂❂ ✵✿

✷✽ ✇r✐t❡❖▼❋✭✧▼❴r❡♠❛♥❡♥❝❡ ✲✪s✲✪s✳♦♠❢✧ ✪ ✭♥❛♠❡ ✱ ✧✉♣✧ ✐ ❢ ❍ ❃ ❍❴❧❛st ❡ ❧ s❡

✧❞♦✇♥✧✮✱ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼✮

✷✾ ❍❴❧❛st ❂ ❍

✸✵

✸✶ ❢✳❝❧♦s❡ ✭✮

✸✷

✸✸ ❤②st❡r❡s✐s✭ ✧❧♦♥❣✧✱ ✭s✐♥✭♣✐ ✴✶✽✵✮✱ ❝♦s✭♣✐ ✴✶✽✵✮✱ ✵✳✵✮✮

✸✹ ❤②st❡r❡s✐s✭✧s❤♦rt✧✱ ✭❝♦s✭♣✐ ✴✶✽✵✮✱ s✐♥✭♣✐ ✴✶✽✵✮ ✱ ✵✳✵✮✮

▲✐st✐♥❣ ✶✹✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ❢♦r t❤❡ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✶ t❡st✳

✶✷✺



❆✳✶✳✷ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✷

✶ ❢r♦♠ ♠❛❣♥✉♠ ✐♠♣♦rt ✯

✷ ✐♠♣♦rt ♠❛t❤

✸

✹ s ❂ ♠❛t❤✳sqrt ✭✸✳✵✮

✺

✻ ★ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✼ P② ❂ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭✮

✽ ❆ ❂ P②✳❆

✾ ▼s ❂ P②✳▼s

✶✵ ❑❴♠ ❂ ✵✳✺✯ ▼❯✵✯✭▼s✯▼s✮

✶✶ ❧❴❡① ❂ ♠❛t❤✳sqrt✭❆✴❑❴♠✮

✶✷

✶✸ ★ ●❡♦♠❡tr②✿ r❛t✐♦ ❂ ❞✴❧❴❡①

✶✹ ❞❡❢ ❣❡♦♠❡tr②✭r❛t✐♦✮✿

✶✺ ❞ ❂ r❛t✐♦ ✯ ❧❴❡①

✶✻ t ❂ ✵✳✶ ✯ ❞

✶✼ ▲ ❂ ✺✳✵ ✯ ❞

✶✽ r❡t✉r♥ ▲✱ ❞✱ t

✶✾

✷✵ ❞❡❢ ❞✐s❝r❡t✐③❡✭▲✱ ❞✱ t✮✿

✷✶ ♥♥ ❂ ✭✶✵ ✱✶✵ ✱✶✵✮

✷✷ ❞❞ ❂ ✭✶❡✲✾✱✶❡✲✾✱✶❡✲✾✮

✷✸ r❡t✉r♥ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤✭♥♥ ✱ ❞❞✮

✷✹

✷✺ ❢♦r r❛t✐♦ ✐♥ ✭✵✳✶ ✱✵✳✷✮✿

✷✻ ▲✱ ❞✱ t ❂ ❣❡♦♠❡tr②✭r❛t✐♦✮

✷✼ ♣r✐♥t ✧❞✴❧❴❡①❂✪s✱ ▲❂✪s✱ ❞❂✪s✱ t❂✪s✧ ✪ ✭r❛t✐♦ ✱ ▲✱ ❞✱ t✮

✷✽

✷✾ ♠❡s❤ ❂ ❞✐s❝r❡t✐③❡✭▲✱ ❞✱ t✮

✸✵ ✇♦r❧❞ ❂ ❲♦r❧❞✭♠❡s❤ ✱ ❇♦❞②✭✧t❤✐♥❢✐❧♠✧✱ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭✮✱ ❊✈❡r②✇❤❡r❡ ✭✮✮✮

✸✶ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭✇♦r❧❞ ✱ ❬❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ✱

❊①t❡r♥❛❧❋✐❡❧❞❪✱ ❧♦❣❂❚r✉❡ ✱ ❞♦❴♣r❡❝❡ss❂❋❛❧s❡✮

✸✷ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ✭▼s ✱✵✳✵ ✱✵✳✵✮

✸✸

✸✹ ★ ❞♦ ❤②st❡r❡s✐s

✸✺ ❍ ❂ ✵✳✵✴ ▼❯✵

✸✻

✸✼ ✇❤✐❧❡ ❚r✉❡✿

✸✽ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❍❴❡①t❴♦❢❢s ❂ ✭❍✴s✱❍✴s✱❍✴s✮

✸✾ s♦❧✈❡r✳r❡❧❛①✭✮

✹✵ ▼ ❂ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼✳❛✈❡r❛❣❡ ✭✮

✹✶

✹✷ ♣r✐♥t ❍✯▼❯✵ ✱ ▼❬✵❪✰▼❬✶❪✰▼❬✷❪

✹✸ ✐ ❢ ▼❬✵❪✰▼❬✶❪✰▼❬✷❪ ❂❂ ✵✳✵✿

✹✹ ❍❴❝♦❡r❝ ❂ ❍

✹✺ ❜r❡❛❦

✹✻ ❍ ✰❂ ✵✳✶✴ ▼❯✵

✹✼

✹✽ ✇❤✐❧❡ ❚r✉❡✿

✶✷✻



✹✾ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❍❴❡①t ❂ ✭❍✴s✱❍✴s✱❍✴s✮

✺✵ s♦❧✈❡r✳r❡❧❛①✭✮

✺✶

✺✷ ✐ ❢ ❍ ❂❂ ✵✳✵✿

✺✸ ▼❴r❡♠ ❂ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼✳❛✈❡r❛❣❡ ✭✮

✺✹ ❜r❡❛❦

✺✺ ❍ ✲❂ ✵✳✶✴ ▼❯✵

▲✐st✐♥❣ ✶✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ❢♦r t❤❡ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✷ t❡st✳

❆✳✶✳✸ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✸

✶ ❢r♦♠ ♠❛❣♥✉♠ ✐♠♣♦rt ✯

✷ ✐♠♣♦rt ♠❛t❤

✸

✹ ❑❴♠ ❂ ✵✳✺✯ ▼❯✵✯▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭✮✳▼s✯▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭✮✳▼s

✺ P② ❂ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭❦❴✉♥✐❛①✐❛❧ ❂✵✳✶✯❑❴♠ ✱❛①✐s✶ ❂✭✵✱✵✱✶✮✱❛❧♣❤❛ ❂✵✳✺✮

✻ ❧❴❡① ❂ ♠❛t❤✳sqrt✭P②✳❆✴❑❴♠✮

✼

✽ ❞❡❢ s✐♠✭◆✱ r❛t✐♦✮✿

✾ ❞❡❢ ❣❡t❴✐♥❢♦✭st❛t❡✮✿

✶✵ ❊❴str ❂ st❛t❡✳❊❴str ✴ ❑❴♠ ✴ ▲✯✯✸

✶✶ ❊❴❡① ❂ st❛t❡✳❊❴❡① ✴ ❑❴♠ ✴ ▲✯✯✸

✶✷ ❊❴❛♥✐ ❂ st❛t❡✳❊❴❛♥✐ ✴ ❑❴♠ ✴ ▲✯✯✸

✶✸ ❊❴t♦t ❂ ❊❴str ✰ ❊❴❡① ✰ ❊❴❛♥✐

✶✹ r❡t✉r♥ ❊❴t♦t ✱ ❊❴st ✱ ❊❴❡① ✱ ❊❴❛♥✐ ✱ ❬①✴P②✳▼s ❢♦r ① ✐♥ st❛t❡✳▼✳❛✈❡r❛❣❡

✭✮❪

✶✺

✶✻ ❞❡❢ ♠②❴✈♦rt❡①✭❢✐❡❧❞ ✱ ♣♦s✮✿

✶✼ ①✱ ②✱ ③ ❂ ♣♦s

✶✽ ▼① ❂ ✽❡✲✾

✶✾ ▼② ❂ ✲✭③✲✵✳✺✯▲✮

✷✵ ▼③ ❂ ✰✭②✲✵✳✺✯▲✮

✷✶ s❝❛❧❡ ❂ P②✳▼s ✴ ♠❛t❤✳sqrt✭▼①✯✯✷ ✰ ▼②✯✯✷ ✰ ▼③✯✯✷✮

✷✷ r❡t✉r♥ ▼①✯s❝❛❧❡ ✱ ▼②✯s❝❛❧❡ ✱ ▼③✯s❝❛❧❡

✷✸

✷✹ ▲ ❂ r❛t✐♦✯❧❴❡① ★ ❝✉❜❡ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤

✷✺ ✇♦r❧❞ ❂ ❲♦r❧❞✭❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤ ✭✭◆✱◆✱◆✮✱✭▲✴◆✱▲✴◆✱▲✴◆✮✮✱ ❇♦❞②✭✧❝✉❜❡✧✱ P②

✮✮

✷✻ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭✇♦r❧❞ ✱

✷✼ ❬❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ✱ ❆♥✐s♦tr♦♣②❋✐❡❧❞❪✱

✷✽ ❧♦❣❂❚r✉❡ ✱ ❞♦❴♣r❡❝❡ss❂❋❛❧s❡✮

✷✾

✸✵ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ♠②❴✈♦rt❡①

✸✶ s♦❧✈❡r✳r❡❧❛① ✭✷✮

✸✷ ✇r✐t❡❖▼❋✭✧♦♠❢✴st❛t❡ ✲✈♦rt❡① ✲✪s✲✪s✳♦♠❢✧ ✪ ✭◆✱ r❛t✐♦✮✱ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼✮

✸✸ ✈♦ ❂ ❣❡t❴✐♥❢♦✭s♦❧✈❡r✳st❛t❡✮

✸✹

✸✺ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ✭✵✱ ✵✱ P②✳▼s✮

✸✻ s♦❧✈❡r✳r❡❧❛① ✭✷✮

✸✼ ✇r✐t❡❖▼❋✭✧♦♠❢✴st❛t❡ ✲❢❧♦✇❡r ✲✪s✲✪s✳♦♠❢✧ ✪ ✭◆✱ r❛t✐♦✮✱ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼✮

✸✽ ❢❧ ❂ ❣❡t❴✐♥❢♦✭s♦❧✈❡r✳st❛t❡✮

✶✷✼



✸✾

✹✵ r❡t✉r♥ ✈♦✱ ❢❧

✹✶

✹✷ ❞❡❢ ❢✉❧❧❴s♣✸ ✭✮✿

✹✸ ❢♦r ◆ ✐♥ ❬✶✷ ✱✶✻ ✱✷✵ ✱✷✹ ✱✷✽ ✱✸✷ ✱✸✻ ✱✹✵ ✱✹✹ ✱✹✽❪✿

✹✹ ❢♦r r❛t✐♦ ✐♥ ❬r✴✶✵✵✳✵ ❢♦r r ✐♥ r❛♥❣❡ ✭✽✹✵✱ ✽✻✵✮❪✿

✹✺ ❢❧✱ ✈♦ ❂ s✐♠✭◆✱ r❛t✐♦✮

✹✻ ❢❧❴❊❴t♦t ✱ ❢❧❴❊❴str ✱ ❢❧❴❊❴❡① ✱ ❢❧❴❊❴❛♥✐ ✱ ✭❢❧❴♠① ✱ ❢❧❴♠② ✱ ❢❧❴♠③✮ ❂ ❢❧

✹✼ ✈♦❴❊❴t♦t ✱ ✈♦❴❊❴str ✱ ✈♦❴❊❴❡① ✱ ✈♦❴❊❴❛♥✐ ✱ ✭✈♦❴♠① ✱ ✈♦❴♠② ✱ ✈♦❴♠③✮ ❂ ✈♦

✹✽

✹✾ ❢ ❂ ♦♣❡♥✭✧❧♦❣ ✲✪s✳t①t✧ ✪ ◆✱ ✧❛✧✮

✺✵ ❢✳✇r✐t❡✭✧r❛t✐♦ ❂✪s✱ ❊❴t♦t ❂✭✪s ✈s ✪s✱ ❞✐❢❢❂✪s✮❭♥✧ ✪

✺✶ ✭r❛t✐♦ ✱ ❢❧❴❊❴t♦t ✱ ✈♦❴❊❴t♦t ✱ ❛❜s✭❢❧❴❊❴t♦t ✲ ✈♦❴❊❴t♦t✮✮✮

✺✷ ❢✳✇r✐t❡✭✧ ✯ ❢❧♦✇❡r✿ ✪s❭♥✧ ✪

✺✸ ✭✭❢❧❴❊❴t♦t ✱ ❢❧❴❊❴str ✱ ❢❧❴❊❴❡① ✱ ❢❧❴❊❴❛♥✐ ✱ ✭❢❧❴♠① ✱❢❧❴♠② ✱❢❧❴♠③✮✮✱✮

✮

✺✹ ❢✳✇r✐t❡✭✧ ✯ ✈♦rt❡①✿ ✪s❭♥✧ ✪

✺✺ ✭✭✈♦❴❊❴t♦t ✱ ✈♦❴❊❴str ✱ ✈♦❴❊❴❡① ✱ ✈♦❴❊❴❛♥✐ ✱ ✭✈♦❴♠① ✱✈♦❴♠② ✱✈♦❴♠③✮✮✱✮

✮

✺✻ ❢✳❝❧♦s❡ ✭✮

✺✼

✺✽ ❢✉❧❧❴s♣✸ ✭✮

▲✐st✐♥❣ ✶✻✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ❢♦r t❤❡ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✸ t❡st✳

❆✳✶✳✹ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✹

✶ ❢r♦♠ ♠❛❣♥✉♠ ✐♠♣♦rt ✯

✷ ❢r♦♠ ♠❛t❤ ✐♠♣♦rt s✐♥ ✱ ❝♦s ✱ ♣✐

✸

✹ ✇♦r❧❞ ❂ ❲♦r❧❞✭

✺ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤ ✭✭✶✵✵✱ ✷✺✱ ✶✮✱ ✭✺❡✲✾✱ ✺❡✲✾✱ ✸✳✵❡✲✾✮✮✱

✻ ❇♦❞②✭✧❛❧❧✧✱ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭❛❧♣❤❛ ❂✵✳✵✷✮✮

✼ ✮

✽

✾ ★ ❈r❡❛t❡ ❛♥ s✲st❛t❡ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✶✵ ❞❡❢ ♠❛❦❡❴✐♥✐t✐❛❧❴s♣✹❴st❛t❡ ✭✮✿

✶✶ ★ ❙♣❡❝✐❢② ❛♥ s✲st❛t❡ ✲❧✐❦❡ st❛rt✐♥❣ st❛t❡

✶✷ ❞❡❢ st❛t❡✵✭❢✐❡❧❞ ✱ ♣♦s✮✿

✶✸ ✉ ❂ ❛❜s✭♣✐✯✭♣♦s ❬✵❪✴ ❢✐❡❧❞✳♠❡s❤✳s✐③❡ ❬✵❪ ✲✵✳✺✮✮ ✴ ✷✳✵

✶✹ r❡t✉r♥ ✽❡✺ ✯ ❝♦s✭✉✮✱ ✽❡✺ ✯ s✐♥✭✉✮✱ ✵

✶✺ ★ ❘❡❧❛① t♦ ❣❡t ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❢♦r ❙P✹

✶✻ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭✇♦r❧❞ ✱

✶✼ ❬❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞❪✱ ❧♦❣❂❚r✉❡ ✱ ❞♦❴♣r❡❝❡ss❂❋❛❧s❡ ✱

✶✽ ❡✈♦❧✈❡r❂✧r❦❢✹✺✧✱ ❡♣s❴❛❜s ❂✶❡✲✹✱ ❡♣s❴r❡❧ ❂✶❡✲✺

✶✾ ✮

✷✵ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ st❛t❡✵

✷✶ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❛❧♣❤❛ ❂ ✵✳✺

✷✷ s♦❧✈❡r✳r❡❧❛① ✭✶✳✵✮

✷✸ r❡t✉r♥ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ★ r❡t✉r♥ t❤❡ ❢✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

✷✹

✷✺ ★ ❆♣♣❧② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢✐❡❧❞ ❍ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ▼✵

✶✷✽



✷✻ ❞❡❢ ❛♣♣❧②❴❢✐❡❧❞✭▼✵ ✱ ❍✱ ❢✐❧❡❴♣r❡❢✐①✮✿

✷✼ ❝ ❧❛ s s ❩❡r♦❈r♦ss❈❤❡❝❦❡r✭❙t❡♣❍❛♥❞❧❡r✮✿

✷✽ ❞❡❢ ❴❴✐♥✐t❴❴✭s❡❧❢✮✿

✷✾ s❡❧❢✳❝r♦ss❡❞ ❂ ❋❛❧s❡

✸✵ ❞❡❢ ❤❛♥❞❧❡✭s❡❧❢ ✱ st❛t❡✮✿

✸✶ ✐ ❢ ♥♦t s❡❧❢✳❝r♦ss❡❞ ❛♥❞ st❛t❡✳▼✳❛✈❡r❛❣❡ ✭✮❬✵❪ ❁ ✵✳✵✿

✸✷ ♣r✐♥t ✧❋✐rst ③❡r♦ ✲❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ ❁▼①❃ ❛t✧✱ st❛t❡✳t✯✶❡✾✱ ✧♥s✦✧

✸✸ ✇r✐t❡❖▼❋✭❢✐❧❡❴♣r❡❢✐① ✰ ✧✲▼① ✲③❡r♦✳♦♠❢✧✱ st❛t❡✳▼✮

✸✹ s❡❧❢✳❝r♦ss❡❞ ❂ ❚r✉❡

✸✺

✸✻ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭✇♦r❧❞ ✱

✸✼ ❬❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ✱ ❊①t❡r♥❛❧❋✐❡❧❞❪✱ ❧♦❣❂❚r✉❡ ✱

✸✽ ❡✈♦❧✈❡r❂✧r❦❢✹✺✧✱ ❡♣s❴❛❜s ❂✶❡✲✹✱ ❡♣s❴r❡❧ ❂✶❡✲✹

✸✾ ✮

✹✵ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ▼✵

✹✶ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❍❴❡①t❴♦❢❢s ❂ ❍

✹✷ s♦❧✈❡r✳❛❞❞❙t❡♣❍❛♥❞❧❡r✭❩❡r♦❈r♦ss❈❤❡❝❦❡r ✭✮✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❆❧✇❛②s ✭✮✮

✹✸ s♦❧✈❡r✳❛❞❞❙t❡♣❍❛♥❞❧❡r✭❉❛t❛❚❛❜❧❡▲♦❣✭❢✐❧❡❴♣r❡❢✐① ✰ ✧✳♦❞t✧✮✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❊✈❡r②◆t❤❙t❡♣ ✭✶✵✮✮

✹✹ s♦❧✈❡r✳s♦❧✈❡✭❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❚✐♠❡ ✭✶✳✵❡✲✾✮✮

✹✺

✹✻ ★ ▼❆■◆ P❘❖●❘❆▼

✹✼ ▼✵ ❂ ♠❛❦❡❴✐♥✐t✐❛❧❴s♣✹❴st❛t❡ ✭✮

✹✽ ❛♣♣❧②❴❢✐❡❧❞✭▼✵ ✱ ✭✲✷✹✳✻❡✲✸✴▼❯✵ ✱ ✰✹✳✸❡✲✸✴▼❯✵ ✱ ✵✳✵✮✱ ✧s♣✹ ✲✶✧✮

✹✾ ❛♣♣❧②❴❢✐❡❧❞✭▼✵ ✱ ✭✲✸✺✳✺❡✲✸✴▼❯✵ ✱ ✲✻✳✸❡✲✸✴▼❯✵ ✱ ✵✳✵✮✱ ✧s♣✹ ✲✷✧✮

▲✐st✐♥❣ ✶✼✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ❢♦r t❤❡ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✹ t❡st✳

❆✳✶✳✺ ❙♣✐♥✲❚♦rq✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠

✶ ❢r♦♠ ♠❛❣♥✉♠ ✐♠♣♦rt ✯

✷

✸ ✇♦r❧❞ ❂ ❲♦r❧❞✭

✹ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤ ✭✭✶✵✵✱ ✶✵✵✱ ✶✮✱ ✭✶❡✲✾✱ ✶❡✲✾✱ ✶✵❡✲✾✮✮✱

✺ ❇♦❞②✭✧❛❧❧✧✱ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭①✐❂✵✳✵✺ ✱ P❂✶✳✵✱ ❛❧♣❤❛ ❂✵✳✶✮✮

✻ ✮

✼

✽ ★ ❋✐rst st❡♣✿ ❘❡❧❛① t♦ ❣❡t ❛ ✈♦rt❡① st❛t❡

✾ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭✇♦r❧❞ ✱ ❬❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞❪✱ ❧♦❣❂❚r✉❡✮

✶✵ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ✈♦rt❡①✳♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥❋✉♥❝t✐♦♥✭

✶✶ ❝♦r❡❴① ❂ ✺✵❡✲✾✱ ❝♦r❡❴② ❂ ✺✵❡✲✾✱

✶✷ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❂ ✶✱ ❝♦r❡❴r❛❞✐✉s ❂ ✶✵❡✲✾

✶✸ ✮

✶✹ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❛❧♣❤❛ ❂ ✵✳✸

✶✺ s♦❧✈❡r✳r❡❧❛①✭✮

✶✻ ✈♦rt❡①❴▼ ❂ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼

✶✼

✶✽ ✇r✐t❡❖▼❋✭✧s♣✺ ✲▼✵✳♦♠❢✧✱ ✈♦rt❡①❴▼✮ ★ s❛✈❡ st❛rt ❝♦♥❢✐❣✉r❛t✐♦♥

✶✾

✷✵ ★ ❙❡❝♦♥❞ st❡♣✿ ❆♣♣❧② ❉❈ t♦ ✈♦rt❡①

✷✶ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭

✷✷ ✇♦r❧❞ ✱

✶✷✾



✷✸ ❬❙tr❛②❋✐❡❧❞ ✱ ❊①❝❤❛♥❣❡❋✐❡❧❞ ✱ ❙♣✐♥❚♦rq✉❡ ✱ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣❈✉rr❡♥t❪✱ ❧♦❣❂❚r✉❡

✷✹ ✮

✷✺

✷✻ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ✈♦rt❡①❴▼

✷✼ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❥❴♦❢❢s ❂ ✭✶❡✶✷ ✱ ✵✱ ✵✮

✷✽

✷✾ ★ r❡❝♦r❞ ✈♦rt❡① ❝♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ✳♦❞t ❢✐❧❡ ✧s♣✺✳♦❞t✧

✸✵ ♦❞t ❂ ❉❛t❛❚❛❜❧❡▲♦❣✭✧s♣✺✳♦❞t✧✮

✸✶ ♦❞t✳❛❞❞❈♦❧✉♠♥✭

✸✷ ✭✧❱①✧✱ ✧❱♦rt❡①❝♦r❡ ❳✲♣♦s✳✧✱ ✧♠✧✮✱ ✭✧❱②✧✱ ✧❱♦rt❡①❝♦r❡ ❨✲♣♦s✳✧✱ ✧♠✧✮✱

✸✸ ❧❛♠❜❞❛ s✿ ✈♦rt❡①✳❢✐♥❞❈♦r❡✭s♦❧✈❡r ✱ ✺✵❡✲✾✱ ✺✵❡✲✾✱ ✧❛❧❧✧✮

✸✹ ✮

✸✺ s♦❧✈❡r✳❛❞❞❙t❡♣❍❛♥❞❧❡r✭♦❞t ✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❊✈❡r②◆t❤❙t❡♣ ✭✶✵✵✮✮

✸✻

✸✼ s♦❧✈❡r✳s♦❧✈❡✭❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❚✐♠❡ ✭✸✵✳✵❡✲✾✮✮ ★ st❛rt s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✸✽

✸✾ ✇r✐t❡❖▼❋✭✧s♣✺ ✲▼❴❡♥❞✳♦♠❢✧✱ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼✮ ★ s❛✈❡ ❡♥❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❛t✐♦♥

▲✐st✐♥❣ ✶✽✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ µ▼❆● st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✺ t❡st✳

❆✳✶✳✻ ▲❛r♠♦r ♣r❡❝❡ss✐♦♥ t❡st

✶ ❢r♦♠ ♠❛❣♥✉♠ ✐♠♣♦rt ✯

✷

✸ ★ ❙✐♠♣❧❡ ▲❛r♠♦r ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② t❡st✳

✹ ★ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✿ ▼❯✵✯❍ ❂ ✷✳✷✶✵✷ ❡✶✶ r❛❞✴s

✺ ♠❡s❤ ❂ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r▼❡s❤ ✭✭✶✱✶✱✶✮✱ ✭✶❡✲✾✱ ✶❡✲✾✱ ✶❡✲✾✮✮

✻ ♠❛t ❂ ▼❛t❡r✐❛❧✳P②✭❛❧♣❤❛❂✵✱ ▼s ❂✶✳✵✴ ▼❯✵✮

✼ ✇♦r❧❞ ❂ ❲♦r❧❞✭♠❡s❤ ✱ ❇♦❞②✭✧❛❧❧✧✱ ♠❛t ✱ ❊✈❡r②✇❤❡r❡ ✭✮✮✮

✽

✾ s♦❧✈❡r ❂ ❝r❡❛t❡❴s♦❧✈❡r✭✇♦r❧❞ ✱ ❬❊①t❡r♥❛❧❋✐❡❧❞❪✱ ❧♦❣❂❚r✉❡✮

✶✵ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳▼ ❂ ✭✶✱✶✱✶✮

✶✶ s♦❧✈❡r✳st❛t❡✳❍❴❡①t❴♦❢❢s ❂ ✭✵✱✵✱✶❡✻✮

✶✷ s♦❧✈❡r✳❛❞❞❙t❡♣❍❛♥❞❧❡r✭❉❛t❛❚❛❜❧❡▲♦❣✭✧❧❛r♠♦r✳♦❞t✧✮✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❆❧✇❛②s ✭✮✮

✶✸ s♦❧✈❡r✳s♦❧✈❡✭❝♦♥❞✐t✐♦♥✳❚✐♠❡ ✭✵✳✸❡✲✾✮✮

▲✐st✐♥❣ ✶✾✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t ❢♦r t❤❡ ▲❛r♠♦r ♣r❡❝❡ss✐♦♥ t❡st✳

❆✳✷ ❙♣❛rs❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉❜r♦✉t✐♥❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s♣❛rs❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣s✳ ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻✮✳ ❍❡r❡ P②t❤♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✳ ■♥ ▼✐❝r♦▼❛❣♥✉♠✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❢♦r ❈P❯s

❛♥❞ ❈❯❉❆ ❈ ❢♦r ●P❯s✳

✶ ❞❡❢ ③❡r♦♣❛❞✭❆✱ ❇✱ ♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③ ✱ ❡❴①✮✿

✷ ✧✧✧

✸ ❩❡r♦♣❛❞ ❛rr❛② ❆ ❛♥❞ st♦r❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❇✳

✹

✺ ■♥♣✉t ✬❆✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③✮

✻ ❖✉t♣✉t ✬❇✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭❡❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③✮

✼ ✧✧✧

✶✸✵



✽ ❢♦r ① ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ❡❴①✮✿

✾ ❢♦r ② ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴②✮✿

✶✵ ❢♦r ③ ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴③✮✿

✶✶ ✐ ❢ ① ❁ ♥❴①✿

✶✷ ❇❬①❪❬②❪❬③❪ ❂ ❆❬①❪❬②❪❬③❪

✶✸ ❡ ❧ s❡ ✿

✶✹ ❇❬①❪❬②❪❬③❪ ❂ ✵✳✵

▲✐st✐♥❣ ✷✵✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✿ ❆rr❛② ✸❉ ③❡r♦♣❛❞✳

✶ ❞❡❢ ✉♥♣❛❞✭❆✱ ❇✱ ♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③ ✱ ❡❴①✮✿

✷ ✧✧✧

✸ ❩❡r♦♣❛❞ ❛rr❛② ❆ ❛♥❞ st♦r❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❇✳

✹

✺ ■♥♣✉t ✬❆✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭❡❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③✮

✻ ❖✉t♣✉t ✬❇✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③✮

✼ ✧✧✧

✽ ❢♦r ① ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ❡❴①✮✿

✾ ❢♦r ② ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴②✮✿

✶✵ ❢♦r ③ ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴③✮✿

✶✶ ✐ ❢ ① ❁ ♥❴①✿

✶✷ ❇❬①❪❬②❪❬③❪ ❂ ❆❬①❪❬②❪❬③❪

✶✸ ❡ ❧ s❡ ✿

✶✹ ❇❬①❪❬②❪❬③❪ ❂ ✵✳✵

▲✐st✐♥❣ ✷✶✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✿ ❆rr❛② ✸❉ ✉♥♣❛❞✳

✶ ❞❡❢ r♦t❛t❡❴❛♥❞❴③❡r♦♣❛❞✭❆✱ ❇✱ ♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③ ✱ ❡❴②✮✿

✷ ✧✧✧

✸ ❘♦t❛t❡ ✸❉ ❛rr❛② ❢r♦♠ ✬①②③✬ ♦r❞❡r t♦ ✬②③①✬ ♦r❞❡r ✇❤✐❧❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐ts

✹ s✐③❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ③❡r♦ ✲♣❛❞❞✐♥❣✳

✺

✻ ■♥♣✉t ✬❆✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③✮

✼ ❖✉t♣✉t ✬❇✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭❡❴② ✱ ♥❴① ✱ ♥❴③✮

✽ ✧✧✧

✾ ❢♦r ② ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ❡❴②✮✿

✶✵ ❢♦r ① ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴①✮✿

✶✶ ❢♦r ③ ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴③✮✿

✶✷ ✐ ❢ ② ❁ ♥❴②✿

✶✸ ❇❬②❪❬③❪❬①❪ ❂ ❆❬①❪❬②❪❬③❪

✶✹ ❡ ❧ s❡ ✿

✶✺ ❇❬②❪❬③❪❬①❪ ❂ ✵✳✵

▲✐st✐♥❣ ✷✷✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✿ ❆rr❛② ✸❉ r♦t❛t❡✴③❡r♦♣❛❞✳

✶ ❞❡❢ r♦t❛t❡❴❛♥❞❴❝✉t✭❆✱ ❇✱ ♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③ ✱ ❡❴②✮✿

✷ ✧✧✧

✸ ❘♦t❛t❡ ✸❉ ❛rr❛② ❢r♦♠ ✬②③①✬ ♦r❞❡r t♦ ✬①②③✬ ♦r❞❡r ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts

✹ s✐③❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✺

✻ ■♥♣✉t ✬❆✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭♥❴① ✱ ❡❴② ✱ ♥❴③✮

✼ ❖✉t♣✉t ✬❇✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③✮

✽ ✧✧✧

✶✸✶



✾ ❢♦r ① ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴①✮✿

✶✵ ❢♦r ② ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ❡❴②✮✿

✶✶ ❢♦r ③ ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴③✮✿

✶✷ ❇❬①❪❬②❪❬③❪ ❂ ❆❬②❪❬③❪❬①❪

▲✐st✐♥❣ ✷✸✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✿ ❆rr❛② ✸❉ r♦t❛t❡✴❝✉t✳

✶ ❞❡❢ ✐t❡r❛t❡❞❴❢❢t✭❆✱ ❇✱ ♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③✮✿

✷ ✧✧✧

✸ P❡r❢♦r♠ ✭♥❴②✯♥❴③✮ ✐t❡r❛t❡❞ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ s✐③❡ ♥❴① ❛❧♦♥❣

✹ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✺

✻ ■♥♣✉t ✬❆✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③✮

✼ ❖✉t♣✉t ✬❇✬✿ ✸❉ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ✭♥❴① ✱ ♥❴② ✱ ♥❴③✮

✽

✾ ❆ ❛♥❞ ❇ ♠❛② ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛rr❛②✳

✶✵ ✧✧✧

✶✶ t♠♣ ❂ ❬✵✳✵❪ ✯ ♥❴① ★ t❡♠♣♦r❛r② ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ ♥❴①

✶✷ ❢♦r ② ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴②✮✿

✶✸ ❢♦r ③ ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴③✮✿

✶✹ ❢♦r ① ✐♥ r❛♥❣❡✭✵✱ ♥❴①✮✿ t♠♣❬①❪ ❂ ❆❬①❪❬②❪❬③❪
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