
❉❡s✐❣♥✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❘♦s❛♥♥❛ ◆✐❝❤♦❧s✱✶ ▲❛♥❛ ▼✐♥❡❤✱✷✱ ✸ ❏❡sús ❘✉❜✐♦✱✹ ❏♦♥❛t❤❛♥ ❈✳ ❋✳ ▼❛tt❤❡✇s✱✺ ❛♥❞ P❛✉❧ ❆✳ ❑♥♦tt✶✱ ∗
✶❈❡♥tr❡ ❢♦r t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ◆♦♥✲❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❙②st❡♠s ✭❈◗◆❊✮✱

❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② P❛r❦✱ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠✱ ◆●✼ ✷❘❉✱ ❯❑✳
✷◗✉❛♥t✉♠ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❉♦❝t♦r❛❧ ❚r❛✐♥✐♥❣✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇r✐st♦❧✱ ❇r✐st♦❧✱ ❯❑✳

✸◆♦✇ ❛t✿ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇r✐st♦❧✱ ❯❑✳
✹❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥♦♠②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙✉ss❡①✱ ❇r✐❣❤t♦♥✱ ❇◆✶ ✾◗❍✱ ❯❑✳

✺◗✉❛♥t✉♠ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ▲❛❜s✱ ❍✳ ❍✳ ❲✐❧❧s P❤②s✐❝s ▲❛❜♦r❛t♦r② ❛♥❞
❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ✫ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇r✐st♦❧✱ ❇❙✽ ✶❋❉✱ ❯❑✳

✭❉❛t❡❞✿ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✸✱ ✷✵✶✾✮

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❞❡s✐❣♥s q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ q✉❛♥✲
t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡
♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✜♥❞ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ st❛t❡s ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ q✉❛♥✲
t✉♠ ♠❡tr♦❧♦❣②✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s
✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✉♠ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭◗❋■✮✳ ❲❡ ✜♥❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ♦r ♥❡❛r✲❢✉t✉r❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s
✇✐t❤ ✉♣ t♦ ❛ ✶✵✵✲❢♦❧❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ❜❡st ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❛ ✷✵✲❢♦❧❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡✳ ❙✉❝❤ st❛t❡s ❛r❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦✲
t♦♥s ✭❛r♦✉♥❞ 80✮✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❝❛t✲❧✐❦❡ st❛t❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ t✇♦ ♠♦st
❞♦♠✐♥❛♥t ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✕ ♣❤♦t♦♥ ❧♦ss ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ✕ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ ✜♥❞ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s t❤❛t st✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✈❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡ ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢
♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ♦♣❡♥ ✉♣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✐♥ ✉s✐♥❣ ❡①♦t✐❝ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡s
❢♦r q✉❛♥t✉♠✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ♣❤❛s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r t♦ ❧♦♦❦
❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ◗❋■✱ ✜♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ♦✈❡r
t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❞❛t❛✳

P❆❈❙ ♥✉♠❜❡rs✿

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♣❧❛②s ❛ ♣❛rt ✐♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥ q✉❛♥✲
t✉♠ ♣❤②s✐❝s✳ ❇✉t ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❡♥✲
❣✐♥❡❡r s✉❝❤ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❤❛s
♣r♦♠♣t❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t✲❞❡s✐❣♥ t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❬✶✕✺❪✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✲❞❡s✐❣♥❡❞ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❤❛✈❡ s✉r♣❛ss❡❞ t❤❡ ❜❡st ❤✉♠❛♥✲❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡s✳

❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✱ ♥❛♠❡❞ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❬✼✾❪✱ t❤❛t ❞❡s✐❣♥s q✉❛♥t✉♠
♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✲
✐✜❛❜❧❡✱ s♦ t❤❛t r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ q✉❛♥t✉♠✲♦♣t✐❝s ❡q✉✐♣♠❡♥t ❝❛♥ ✉s❡ ✐t t♦
❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢❛❝✐❧✐✲
t❛t✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s
❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❣✐♥❡✱ s♦ t❤❛t ✐t ❡✣❝✐❡♥t❧②
❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡❛r❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡✲
s✐❣♥s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡tt✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ ❢♦r tr✉♥❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✉♣ t♦ 170 ♣❤♦t♦♥s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❡✈❡♥
♠♦r❡ ❡①♦t✐❝ st❛t❡s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❆ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳

∗❈♦♥t❛❝t ❡♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ P❛✉❧✳❑♥♦tt❅◆♦tt✐♥❣❤❛♠✳❛❝✳✉❦

❚♦ r✉♥ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ✇❡ ♠✉st s♣❡❝✐❢② t✇♦ t❤✐♥❣s✿ ✜rst✱
✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ t♦♦❧❜♦① ♦❢ ❡q✉✐♣♠❡♥t t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t♦ ❝♦♥str✉❝t ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦r ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤
q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ ♦✈❡r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♠✉st
s♣❡❝✐❢② ❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ q✉❛♥t✐❢②
❤♦✇ ❣♦♦❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ♦✉t♣✉tt❡❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠
✐s ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥② ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛ r❡❛❧
♥✉♠❜❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ t❤❡♥ ♣❡r✲
❢♦r♠s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ s❡❛r❝❤ t♦ ✜♥❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥t✐❛❧ ❡q✉✐♣♠❡♥t t❤❛t ♣r♦✲
❞✉❝❡ ❛ st❛t❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐s❡s ✭♦r ♠✐♥✐♠✐s❡s✮ t❤❡ ✜t♥❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❜✉✐❧t ✐♥t♦ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ♠❡❛♥s
t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ✇✐t❤ ✉s❡❢✉❧ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s s✉❝❤ ❛s
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❝❛t st❛t❡s ♦r st❛t❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✻❪❀ ♦r ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✱ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱
♥♦♥✲❝❧❛ss✐❝❛❧✐t②✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❆ ✢♦✇ ❝❤❛rt ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✳

❆s ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t
t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡tr♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣s t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❡❧♣
t♦ ❞❡s✐❣♥ ❜❡tt❡r ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✉s❡ ❛s ♦✉r ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭◗❋■✮ ♦❢ t❤❡ ✭♣✉r❡✮ ♦✉t✲
♣✉t st❛t❡✳ ❚❤❡ ◗❋■ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ q✉❛♥t✐❢② ❤♦✇ ♣r❡❝✐s❡❧②
❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r✲



Our algorithm 
for designing 

experiments

Input: available 

lab equipment

Input: required 

properties of 

quantum states

Output: experimental 

scheme to produce 

states with required 
properties

❋■●✳ ✶✿ ❆ ✢♦✇ ❝❤❛rt ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
✉s❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠✱ ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ q✉❛♥t✉♠
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

♦♠❡t❡r ✕ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠
♠❡tr♦❧♦❣② ❬✼✱ ✽❪✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t
♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ ♦✉r q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s s❡tt✐♥❣ ✕ ♣❤♦t♦♥ ❧♦ss
❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✕
❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡ ◗❋■ ❛s ♦✉r ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♦♣t✐♠✐s❡ ✐s t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❇▼❙❊✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ◗❋■
♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡tr♦❧♦❣②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡✲
♦r② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ✐t ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s
❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬✾✕✶✷❪✳ ❚❤❡ ❇▼❙❊✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢❛❝t♦rs
✐♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❛♥❞
t❤✉s ❣✐✈❡s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝❛✲
♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s
❬✶✸❪✳

❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❛r❡
t❤r❡❡❢♦❧❞✿ ❋✐rst✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❛s❡ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ ◗❋■s ✉♣
t♦ 20 t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡✱
✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ 100✲❢♦❧❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡
❜❡st ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡
t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❝❛t✲❧✐❦❡ st❛t❡s✱ ❛s t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✭❛r♦✉♥❞ 80✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✜♥❞ ♠❡t❤♦❞s ♦❢
♣r♦❞✉❝✐♥❣ st❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥
st❛t❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♥♦✐s❡
s♦✉r❝❡s ✭♣❤♦t♦♥ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✮ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❇▼❙❊ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥
❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ st❛t❡s t❤❛t ❜❡❛t ❜♦t❤ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♣❡r❛t❡s ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❝r❡❛t❡ ❡①♦t✐❝ st❛t❡s ✇✐t❤
❡♥❤❛♥❝❡❞ ♣❤❛s❡✲♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❋■●✳ ✷✿ ❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❜❧✉❡♣r✐♥t ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡✳ ❆♥ ✐♥♣✉t st❛t❡✱
|ψ〉

in
✱ ✐s ❛❝t❡❞ ♦♥ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✱ Ôi✱ ❜❡❢♦r❡ ❤❡r❛❧❞✲

✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t st❛t❡✱
ρout✳

■✳ ❯❙■◆● ❆ ●❊◆❊❚■❈ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ❚❖

❉❊❙■●◆ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙

❆✳ ❖♣t✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡
❜❧✉❡♣r✐♥t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ st❛rt
✇✐t❤ ❛♥ N ✲♠♦❞❡ st❛t❡✱ |ψ〉

in
✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥t ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲♠♦❞❡ st❛t❡s✳ ❚❤✐s st❛t❡ ✐s ❛❝t❡❞ ♦♥ ❜②
✉♣ t♦ m ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❛❝t ♦♥ ♦♥❡ ♦r
t✇♦ ♠♦❞❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲♠♦❞❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s❡r✈✐♥❣ t♦ ♠✐①
❛♥❞ ❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ N − 1 ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♠♦❞❡s ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ♠♦❞❡❧❧❡❞
❜② P❖❱▼s✳ ❲❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ N th ♠♦❞❡
✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ♦✉r ✜t♥❡ss ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ t♦✳ ❲✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❡❧♦✇✮✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡♥✲
❣✐♥❡❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✜t ✐♥t♦ ♦✉r ❜❧✉❡♣r✐♥t
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷ ❬✶✹✕✶✽❪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ N ✐s ✢❡①✐❜❧❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ N = 2

♠♦❞❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ ♠♦❞❡s ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r
❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❢♦r ♦✉r ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❧❛t❡r
✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ N > 2 ♠♦❞❡s✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱
❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ ♠♦❞❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧♦✇❡rs t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t st❛t❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡✳
❚♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❧✉❡♣r✐♥t ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱

✇❡ ♥❡❡❞ ❛ t♦♦❧❜♦① ♦❢ st❛t❡s✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✕ t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐st ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■✳ ❖✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ♦r ♥❡❛r ❢✉t✉r❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦✉r t♦♦❧❜♦① ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s s✉❝❤ ❡❧✲
❡♠❡♥ts✳ ❖t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤✐s ❧✐st✱
❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ❝❛♥ ❜❡ ❝✉st♦♠✐s❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛❜♦r❛t♦r②✳
❍❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❛✐❧s ♦❢

t❤❡ t♦♦❧❜♦①❀ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
❋✐rst❧②✱ t❤❡ ✐♥♣✉t st❛t❡s ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡
sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ |ζ〉i t❤❡ t✇♦✲♠♦❞❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠

✷



❙t❛t❡s |n〉✱ |α〉✱ |ζ〉
i
✱ |ζ〉

ij

❖♣❡r❛t✐♦♥s D̂(α)✱ Ŝi(ζ)✱ Ŝij(ζ)✱ exp (in̂φ)✱ Ûij(T )

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts |n〉〈n|✱ ❇✉❝❦❡t✱ ▼✉❧t✐♣❧❡①✱ |xλ〉〈xλ|

❚❆❇▲❊ ■✿ ❚❤❡ st❛t❡s✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t
♠❛❦❡ ✉♣ ♦✉r t♦♦❧❜♦① ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❍❡r❡✱ i ❛♥❞ j ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r
✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛❧❧ r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✭❚▼❙❱✮ |ζ〉ij ✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ |α〉✱ ❛♥❞ ❋♦❝❦ st❛t❡s
|n〉❀ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs z✱ α ❛♥❞ n ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ✇❤❛t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳
◆❡①t ❛r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t

✐s t❤❡ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r Ûij(T )✱ ✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s t♦ ♠✐① ❛♥❞ ❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡
t✇♦ ♠♦❞❡s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❡①♦t✐❝ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ st❛t❡s t♦ ❜❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs ✇❡ ✉s❡ ❛r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣❡r❛✲
t♦r D̂(α)✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t exp (in̂φ)✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲ ❛♥❞
t✇♦✲ ♠♦❞❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❣✐✈❡♥ ❜② Ŝi(ζ) ❛♥❞ Ŝij(ζ)
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r

r❡s♦❧✈✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭P◆❘❉✮✱ ❣✐✈❡♥ ❜② |n〉〈n|✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ P◆❘❉ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡
t✇♦ ❡❛s✐❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t♦r ❬✶✾❪ ❛♥❞ t❤❡
♠✉❧t✐♣❧❡① ❞❡t❡❝t♦r ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡♣❛✲
r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡s
✈✐❛ s♣❛t✐❛❧✲ ♦r t✐♠❡✲♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❬✷✵✕✷✷❪✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡♣❛r❛t❡❞
♠♦❞❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞
❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r |xλ〉〈xλ|✳
❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s ✐♥

♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✿ ✐✮ ✐♠♣❡r✲
❢❡❝t ♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ♣❤♦t♦♥
❧♦ss ♣r✐♦r t♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐✐✮ ♣❤♦t♦♥ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t
st❛t❡✳ ◆♦✐s❡ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♣r❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❛s t❤❡② ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✲st❛t❡ ❧♦ss ✭t❤♦✉❣❤ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❛❧s♦
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡s❡✮✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✻ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❤♦✇
✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ♥♦✐s❡✳

❇✳ ❖✉r ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❆❞❛◗✉❛♥t✉♠✱ t❤❛t ❞❡s✐❣♥s q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚♦ r✉♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ✉s❡r ✜rst ❤❛s t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤
✐♥♣✉t st❛t❡s✱ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ ✉s❡r ✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛s s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t♦♦❧❜♦①✱
t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❧♦ss
r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❧♦ss r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ ❛♥❞
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r ❞❡t❛✐❧s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❡❧♦✇✳
❖♥❝❡ ❛ ✉s❡r ❤❛s s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❡✐r t♦♦❧❜♦①✱ t❤❡② ♥❡①t t❡❧❧

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❜②
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st
t❛❦❡ ❛s ✐♥♣✉t ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r
t❤❛t ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ ✭♦r ♠✐♥✐♠✐s❡✮✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ■■ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t q✉❛♥t✐❢②
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱
❜✉t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥② ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♠♦r❡ ♦♥ t❤✐s ❜❡❧♦✇✮✳
◆❡①t✱ ✇❡ ❛s❦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❜❡st ❛rr❛♥❣❡

t❤❡ st❛t❡s✱ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧
q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ♠❛①✐♠✐s❡s t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥❄ ❚❤✐s ✐s ❛
s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠❀ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡t✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❣❧♦❜❛❧ s❡❛r❝❤
♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳
❚♦ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♠✉st

✜rst ❡♥❝♦❞❡ ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥t♦ ❛ ❣❡♥♦♠❡✳
❖✉r ❣❡♥♦♠❡ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs
❛♥❞ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦st ♣❛rt✱ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs ✐♥
t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❡♥❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐❧❧
♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡
❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs t❤❡♥ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ♦r t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛
❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② ✭✈❛❧✐❞✮ ❣❡♥♦♠❡✱ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠
t❤❡♥ s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❛t q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉t♣✉tt❡❞✱
❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✳ ✺ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥♦♠❡✳
❚❤❡ t❛s❦ ✇❡ t❤❡♥ s❡t t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ s❡❛r❝❤

❢♦r ❛ ❣❡♥♦♠❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐s❡s t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡✳ ●❡♥❡t✐❝ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s st❛rt ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥♦♠❡s✱ ✇❤✐❝❤
t♦❣❡t❤❡r ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ✜t♥❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
❚❤❡ ✏✜tt❡st✑ ❣❡♥♦♠❡s ✕ ✐✳❡✳ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st
✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ✕ ❛r❡ t❤❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❣❡♥♦♠❡s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠✐①✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡s t♦✲
❣❡t❤❡r ✭❝r♦ss♦✈❡r✮ ❛♥❞ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✭♠✉t❛t✐♥❣✮ ♦t❤❡rs✳
❚❤✐s ♥❡①t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡ ❝♦♠♣r✐s❡❞
♦❢ ❣❡♥♦♠❡s t❤❛t ❛r❡ ✏✜tt❡r✑✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡♣❡❛ts t❤r♦✉❣❤
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛♥② ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✐❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✱ t❤❡ ✜tt❡st
❣❡♥♦♠❡s ✇✐❧❧ ❡♥❝♦❞❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆ ✢♦✇ ❝❤❛rt ♦❢
❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❇✳

❈✳ ❯s✐♥❣ ❛ ✸✲st❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ s❧♦✇❡st ♣❛rt ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥❞
t❤✐s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✭❤❡r❡ t❤❡
s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s

✸



❋■●✳ ✸✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✕ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s st❡♣s
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳

❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
t♦♦❧❜♦①✮✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡✿ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ tr✉♥❝❛t❡ ❡❛❝❤ st❛t❡ |ψ〉 ✭❛♥❞ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✱ s✉❝❤ t❤❛t
|ψ〉 =

∑∞
i=0

ci|i〉 ❜❡❝♦♠❡s |ψ〉 ≈ ∑T
i=0

ci|i〉✱ ✇❤❡r❡ T ✐s
t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉✲
r❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡✱ ❜✉t t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛s ✇❡
✐♥❝r❡❛s❡ T ✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✏❜❡st✑ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇❡ ❢♦✉♥❞

r❡q✉✐r❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✭❡✳❣✳ s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦r
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✱ ❝❛♥
st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ s❡❛r❝❤✳
❚♦ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ❢❛❝t✱ ❛♥❞ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢
r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ T ❢♦r ❛❝❝✉r❛❝② ❜✉t ❛ s♠❛❧❧ T ❢♦r s♣❡❡❞✱
✇❡ s❡tt❧❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✸✲st❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

❙t❛❣❡ ✶✿ ❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ✭❛r♦✉♥❞ 107 ❢♦r ♦✉r ♠❛✐♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s✮ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥♦♠❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ T ✱ ❡✳❣✳ T = 30✳
❆ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❛r❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✜rst st❛❣❡ ✐s ♦♥❧②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✱ ✐t st✐❧❧ r✉❧❡s
♦✉t ♠❛♥② ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ ❛ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r st❛rt✐♥❣
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❙t❛❣❡ ✷✿ ❲❡ r✉♥ ▼❛t❧❛❜✬s ✐♥❜✉✐❧t ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✸❪
✇✐t❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❛r♦✉♥❞ 105 ❢♦r ♦✉r
♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s✮✳ ❍❡r❡ T ✐s ❧❛r❣❡r ✭❡✳❣✳ T = 80✮
❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s ❢♦r ❛ s❡t ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ ✉s✉❛❧❧② ✶✵✳

❙t❛❣❡ ✸✿ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡
❜✉t s❧♦✇✳ ■♥ t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✜rst
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t ❣❡♥♦♠❡ ❛t
❛ ✈❡r② ❧♦✇ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ T = 20✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♣❡❛t
t❤✐s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ T ♦♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭✐♥ st❡♣s ♦❢ ✶✵✮✱ ✉♥t✐❧
❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
T ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✮✱ ♦r ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢
T ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ❧❛❜❡❧❡❞ ✏▼❛①✳ ❚r✉♥❝❛t✐♦♥✑
✐♥ ❋✐❣✳ ✾✮✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞
❛❝❝✉r❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ r✉♥♥✐♥❣ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ ✐❢ ✇❡ ❤❛❞
❝❤♦s❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥♦♠❡✳ ❍❡r❡
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r ✭❛r♦✉♥❞ 104 ❢♦r ♦✉r ♠❛✐♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s✮✳ ❇② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s st❛❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧②
r✉♥s ❢♦r ❛r♦✉♥❞ ✹✵ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✮✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❣❡♥♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♦♣✲
t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r ✸✲st❛❣❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ▼❛t✲
❧❛❜✬s ❜✉✐❧t✲✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤✱
s✇❛r♠✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✷✸❪✱ ❛♥❞ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛❧❧✳ ❖✉r
t❡sts ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✸ st❛❣❡s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❣❛✈❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
❈ ✇❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡tt✐♥❣s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❞❡✲
t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ ✉s❡✳
❲❡ t♦♦❦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠

❬✽✵❪✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ ✉t✐❧✐s❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t✲
❧✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪✱ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ ▼❛t❧❛❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❬✷✺❪✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ♦✉r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ exp(tA)b
✇✐t❤♦✉t ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r♠ exp(tA)✱ ✇❤❡r❡ t ✐s ❛
s❝❛❧❛r✱ A ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❛♥❞ b ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s
❛ ❞r❛♠❛t✐❝ s♣❡❡❞ ✉♣✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ❛s ❧❛r❣❡ ❛s 170 ♣❤♦t♦♥s ✭✐♥ t✇♦
♠♦❞❡s✮ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ T t❤❛♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡ ❬✶✱ ✷✻❪✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ♥❡①t✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❣❡♥❡r❛t❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❝♦♠♣r✐s❡❞
♦❢ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇✐t❤ 80 ♣❤♦t♦♥s✳

❉✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❢♦r ✢❡①✐❜✐❧✐t②

❆ ❦❡② ❞❡s✐❣♥ ❢♦❝✉s ✇❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠
✇❛s ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ s♦ t❤❛t r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇✐t❤ ❞✐✈❡rs❡ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ❝❛♥ ✉s❡ ✐t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡✐r ❣♦❛❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ✢❡①✐❜❧❡
❛s♣❡❝t ✐s t❤❡ t♦♦❧❜♦① s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡
st❛t❡s✱ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❛✉✲
t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥s ❛ ❣❡♥♦♠❡ t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
t♦♦❧❜♦① s❡❧❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥♦♠❡ str✉❝t✉r❡s ✕
❜♦t❤ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs
❛♥❞ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❛s ❝❛♥ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣r✐♦r t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✱ ❛♥❞

✹



❛❣❛✐♥ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❛❞❛♣ts t♦ t❤✐s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥
✇❡ s❡❧❡❝t ✹✲♠♦❞❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇s
t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t st❛t❡ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ♠♦st t✇♦ ✷✲♠♦❞❡
st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ t❤r❡❡ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ ❧♦ss✲❢r❡❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ♥✉♠❜❡r r❡s♦❧✈✐♥❣ ♦r ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝✲
t♦rs✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣✉r❡ st❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s
✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❧♦ss ✭♦♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✮✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡s
✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♥✴♦✛ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡① ❞❡t❡❝t♦r✮✱ t❤❡♥
t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✐①❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛❧❧♦✇ ❛ ❤✉❣❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞ ♦✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❧❛❜✲r❡❛❞②
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♦r✐sts ❧♦♦❦✐♥❣ t♦ ♣✉s❤ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢
✇❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❆♥♦t❤❡r ❦❡② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t ❆❞❛◗✉❛♥✲
t✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ s♦ t❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❛❞❞❡❞✱ r❡♠♦✈❡❞ ♦r ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♦❧❜♦①✱ ❛♥❞ s✐♠✐✲
❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ ●✐t❍✉❜ ❬✷✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❯s❡r ●✉✐❞❡ t❤❛t ❡①✲
♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ t♦♦❧❜♦① ❛♥❞ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
▼♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ t♦♦❧❜♦① ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡♥✬t ②❡t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ P❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❧②✱ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❆❞❛◗✉❛♥✲
t✉♠ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡
♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r♠ t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①✱
❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❖♥❝❡ ❛ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r t♦♦❧❜♦① ❡❧❡♠❡♥t ✐s
❛❞❞❡❞✴♠♦❞✐✜❡❞✱ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♣❞❛t❡s
t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❋✐❣✳ ✾✮✱ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡
❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❝❛♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♥♦♥✲
●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡s ❬✷✽✱ ✷✾❪✱ st❛t❡s ❢♦r ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❬✸✵✕✸✸❪✱ ♦r st❛t❡s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♥✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❬✸✹✕✸✻❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r q✉❛♥t✉♠✲♠❡tr♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✱
❛♥❞ ✐♥ ❛ s♣✐♥✲♦✛ ♣r♦❥❡❝t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✜t♥❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥s ✕ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥ts ✕ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t② t♦ ❛ r❛♥❣❡
♦❢ t❛r❣❡t st❛t❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝❛t st❛t❡s ❬✸✼❪✳

■■✳ ❘❊❙❯▲❚❙

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t♦♦❧✲
❜♦①❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ q✉❛♥t✉♠
♠❡tr♦❧♦❣②✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s st❡♣s ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ r✉♥♥✐♥❣
❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳
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❋■●✳ ✹✿ ◆♦✐s❡❧❡ss r❡s✉❧ts✿ ❚❤❡ ◗❋■ ✭❢♦r ♣❤❛s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✱
s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❤♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠
st❛t❡ ✭❙❱✮ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ✭❈❙✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ FQ/n̄ ❢♦r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ✐s 4✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡✳ ■■ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ t♦♦❧❜♦①❡s ❋✉❧❧✱ ❚♦♦❧ ✶✱ ❚♦♦❧ ✷✱ ❛♥❞ ◆♦
P◆❘❉ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳ ❲❡ s❡❡ ❧❛r❣❡ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ ❈❙ ❛♥❞ ❙❱✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✲✈✐❛❜❧❡
t♦♦❧❜♦①❡s ❚♦♦❧ ✶✱ ❚♦♦❧ ✷✱ ❛♥❞ ◆♦ P◆❘❉✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r
r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢
sq✉❡❡③✐♥❣ s♦ ❢❛r ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤✱ t♦ t❤❡ ❜❡st
♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐s t❤❡ 15❞❇ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✽❪✳ ❋♦r
t❤✐s st❛t❡✱ FQ/n̄ = 66.4✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❞♦tt❡❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✳

❆✳ ❋✐t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✶✿ P✉r❡ st❛t❡ ◗❋■

❋♦r ♦✉r ✜rst ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✭◗❋■✮ ♦❢ t❤❡ ✭♣✉r❡✮ ♦✉t♣✉t st❛t❡ |ψ〉 ❢♦r ♠❡❛s✉r✲
✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡ φ✳ ❚❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✼❪

FQ = 4(
〈

ψ′
φ|ψ′

φ

〉

− |
〈

ψ′
φ|ψφ

〉

|2). ✭✶✮

❍❡r❡ |ψφ〉 = exp(in̂φ)|ψ〉 ✐s ♦✉r st❛t❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
φ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞ |ψ′

φ〉 ≡ ∂
∂φ |ψφ〉✳ ❚❤❡ ◗❋■ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❜❡✲

❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❡❧❧ ✉s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
♦✉r st❛t❡ |ψ〉 ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t φ✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦✉♥❞
✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞ ✭❈❘❇✮ ❬✼❪✿

δφ ≥ 1
√

µFQ
, ✭✷✮

✇❤❡r❡ δφ ✐s s❛✐❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ µ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡✲
t✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
◆♦t❡ t❤❛t |ψ′

φ〉 = in̂|ψφ〉✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇r✐t❡
❊q✳ ✭✶✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ φ✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

|
〈

ψ′
φ|ψφ

〉

|2 = |〈ψφ|n̂|ψφ〉|2 ✭✸✮

= |〈ψ|n̂|ψ〉|2 ✭✹✮

✺



■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ◗❋■ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡
♦✉t♣✉t st❛t❡ ♦❢ ♦✉r ❝✐r❝✉✐t✱ |ψ〉✱ ✇✐t❤♦✉t ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ◗❋■

s❝❛❧❡❞ ❜② n̄ ✭t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❤♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
st❛t❡✮✱ FQ/n̄✳ ■❢ ✇❡ ❥✉st ✉s❡❞ t❤❡ ✉♥✲s❝❛❧❡❞ ◗❋■✱ t❤❡♥
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ❥✉st tr② t♦ ♠❛❦❡ ❜✐❣❣❡r ❛♥❞ ❜✐❣✲
❣❡r st❛t❡s✱ ❛s ❡✈❡♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t❡ ❤❛s ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
◗❋■ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❤♦t♦♥✲♥✉♠❜❡r ❧✐♠✐t✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ s♦♦♥ ♣r♦❞✉❝❡ st❛t❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❍✐❧❜❡rt✲
s♣❛❝❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜♦t❤ t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡✱
❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❯s✐♥❣
FQ/n̄ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦
❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ r❡str❛✐♥t ✐♥ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ n̄ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r✳✮
❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ FQ/n̄ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛✲

t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ❧❛r❣❡ ◗❋■ ❞♦❡s ❛♠♦✉♥t t♦
❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❤❡♥
❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✭✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡
✐♥t❡♥s✐t② ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ st❛t❡✮✳
❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s t❤❡ ❦❡② q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✐s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ✭δφ✮✱ ❜✉t ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❢❛✐r ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✜① t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛t ❡❛❝❤ st❛t❡
✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ ❧❛❜❡❧
t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✭t❤❡ ❵r❡s♦✉r❝❡s✬✮ R✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
R = n̄µ✱ ✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ st❛t❡ ✐s s❡♥t
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ❇② t❛❦✐♥❣ R ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡
❈❘❇ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

δφ ≥
√

n̄

RFQ
∝

√

n̄

FQ
. ✭✺✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t ❜② ✜①✐♥❣ R✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ FQ/n̄ t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✳
❚♦ ❥✉❞❣❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ st❛t❡s ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡ t♦ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t❡✱ ❛♥❞ t♦ ❛ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
♥♦✐s❡ ❬✸✾✱ ✹✵❪✳ ❋✐❣✳ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s
✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦✉♥❞ ❜②
❆❞❛◗✉❛♥t✉♠✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ sq✉❡❡③❡❞
✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ n̄ ❛❣❛✐♥st FQ/n̄✳
❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ st❛t❡s ✇✐t❤
♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ st❛t❡s
❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❛❣❛✐♥st ❛ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ sq✉❡❡③✐♥❣ s♦ ❢❛r ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐s t❤❡
15❞❇ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✽❪✳ ❋♦r t❤✐s st❛t❡✱ FQ/n̄ =
66.4 ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❬✹✶❪✱ ✇✐t❤ |ζ| = 1.73✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡
✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ❛s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞♦tt❡❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✳
■♥ ❋✐❣✳ ✹ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥

❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧❜♦①❡s ✇❡ ❤❛✈❡
t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ❡①♣❛♥s✐✈❡ t♦♦❧❜♦① ✇❡ st✉❞✐❡❞ ✐s ♥❛♠❡❞
❵❋✉❧❧✬ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧❜♦① ❡❧✲
❡♠❡♥ts ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■ ✭❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❆✮✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤✐s t♦♦❧❜♦①✱ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛❧✲
❧♦✇❡❞ ♦♥ ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s t♦♦❧❜♦①✱ t❤❡ str❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ |ζ| ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ 1.4 ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ sq✉❡❡③✲
✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡s❀ |α| ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ 5 ✐♥
❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs❀
❛♥❞ ♥✉♠❜❡r st❛t❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ n = 5✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② P◆❘❉s ✐s n = 10✳
❚❤❡ ❜❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡✈✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ■■✱ ✉t✐❧✐s❡s t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❤❡r❛❧❞s
♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ 10 ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡ ❤❛s
❛ FQ/n̄ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 20 t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✱ ❛♥❞ 100 t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ✭❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✲
✉✉♠ st❛t❡ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r ◗❋■ t❤❛♥ ❜♦t❤ t❤❡ ◆❖❖◆ st❛t❡
❛♥❞ t❤❡ ❍♦❧❧❛♥❞ ❛♥❞ ❇✉r♥❡tt st❛t❡ ❬✹✶✕✹✸❪✮✳ ❚❤✐s st❛t❡
❡✈❡♥ ❜❡❛ts t❤❡ ❧❛r❣❡st sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝❝✉♠ s♦ ❢❛r ♣r♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ ❬✸✽❪ ❜② ❛
❢❛❝t♦r ♦❢ ✻ ✭t❤♦✉❣❤ ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤✐s ♠✉❝❤ sq✉❡❡③✐♥❣
✐♥ ♦✉r r✉♥s ♦❢ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡
sq✉❡❡③✐♥❣ t♦ |ζ| = 1.4✱ t❤❡♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡❧② ❜❡
✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛r❜✐tr❛r②

st❛t❡s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛t ♣r❡s❡♥t✱ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡
♦♥ t♦ t♦♦❧❜♦①❡s ❵❚♦♦❧ ✶✬ ❛♥❞ ❵❚♦♦❧ ✷✬✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❜♦t❤
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❵❋✉❧❧✬ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡✲
♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ♦♥❧②
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t ❵❚♦♦❧ ✷✬ ❤❛s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❧✐♠✐t❡❞ ❛t n = 10✱ ❛s ✐♥ ❵❋✉❧❧✬✱ ❛♥❞ ❵❚♦♦❧ ✶✬ ❤❛s t❤❡ ♣❤♦✲
t♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ n = 6✳ ❘✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ t❤❡s❡ t♦♦❧❜♦①❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ st❛t❡s ✇✐t❤ FQ/n̄ st✐❧❧ ❢❛r
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❢♦r♠
t❤❡ t♦♦❧❜♦① ❵◆♦ P◆❘❉✬✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥st❡❛❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❜✉❝❦❡t
❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡① ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 16 ❜✉❝❦❡t
❞❡t❡❝t♦rs✱ ❢♦r ✉♣ t♦ 6 ♣❤♦t♦♥ ❤❡r❛❧❞✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ✉s❡s ❛ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ |0〉〈0| ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ st❛t❡ ✇✐t❤
FQ/n̄ st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠✳
❚❤❡ st❛t❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ t♦♦❧❜♦①❡s
❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■■✱ ❛♥❞ s❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳
❲❤② ❞♦ t❤❡s❡ st❛t❡s ❣✐✈❡ s✉❝❤ ❧❛r❣❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r

t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s❄ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡
♥✉♠❜❡r✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
st❛t❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❵❚♦♦❧ ✷✬✱ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ s✉❝❤ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r st❛t❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❇② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❛s

|ψ〉 =
∞
∑

n=0

cn|n〉, ✭✻✮

✐♥ ❋✐❣✳ ✻ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ |cn|2 ❛❣❛✐♥st n ❬✽✶❪✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡
r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤✐s st❛t❡ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✲
✉✉♠✱ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✉❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✱ ❛r♦✉♥❞ 60✲100✳ ❙✉❝❤ ❛ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❝❛t✲❧✐❦❡ st❛t❡✿ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡②❡ ❝❛♥
❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t ❧❡ss t❤❛♥ 100 ♣❤♦t♦♥s ❬✹✹❪✱ s♦✱ ❛r❣✉❛❜❧②✱
t❤✐s st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ❢♦r ♠❡tr♦❧♦❣②✱
s✉❝❤ ❛ st❛t❡ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ◗❋■ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✮✱ ✇❤✐❧st
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❋■●✳ ✺✿ ❆ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠✳ ❚♦♣ ❧❡❢t ❛♥❞ t♦♣ r✐❣❤t✿ ❚❤❡s❡ ❞❡s✐❣♥s ♣r♦❞✉❝❡ st❛t❡s t❤❛t
♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ ◗❋■✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■❆✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ■■✳ ❚❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❞❡s✐❣♥ ✉s❡s t❤❡ t♦♦❧❜♦① ❚♦♦❧ ✶✱ ✇❤❡r❡❛s t♦♣ r✐❣❤t ✉s❡s t♦♦❧❜♦① ◆♦ P◆❘❉✳
❇♦tt♦♠ ❧❡❢t✿ ❆ ❞❡s✐❣♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ st❛t❡ t❤❛t ♦♣t✐♠✐s❡s t❤❡ ◗❋■✱ ❛❢t❡r ❧♦ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ ❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■ ❇✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧♦ss r❛t❡ r❡q✉✐r❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❇♦tt♦♠ r✐❣❤t✿ ❆ ❞❡s✐❣♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ st❛t❡ t❤❛t ♦♣t✐♠✐s❡s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❇▼❙❊✮ ✇✐t❤ 1 r❡♣❡t✐t✐♦♥ ✭µ = 1✮✱
❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■❈✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❚❛❜❧❡✳ ■❱✳

❚♦♦❧❜♦① ψin O1 O2 O3 P❖❱▼ p(%)

❚♦♦❧ ✶
∣

∣ζ1 = 1.39ei2.50, ζ2 = 0.34ei5.64
〉

D̂2(α = 2.49ei5.92) D̂1(α = 1.66ei6.11) Û12(T = 0.30) |n = 10〉〈n = 10| ✶✳✶✾

❚♦♦❧ ✷
∣

∣ζ1 = 1.40ei2.35, ζ2 = 0.31ei5.44
〉

D̂2(α = 1.97ei2.72) D̂1(α = 2.34ei5.98) Û21(T = 0.18) |n = 6〉〈n = 6| ✶✳✼✷

❋✉❧❧
∣

∣0, ζ = 1.32ei0.06
〉

Ŝ12(ζ = 0.88ei4.73) D̂1(α = 3.20ei6.28) Ŝ2(ζ = 0.19ei6.25) |n = 10〉〈n = 10| ✸✳✵✺

◆♦ P◆❘❉
∣

∣n = 5, ζ = 1.40ei6.09
〉

D̂1(α = 2.30ei4.62) Û21(T = 0.66) ✖ |n = 0〉〈n = 0| ✽✳✻✵

❚❆❇▲❊ ■■✿ ❚♦♦❧❜♦①❡s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❝✐r❝✉✐ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ✭s❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧❜♦①❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✱ ❛♥❞ p(%) r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✳ ❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ st❛t❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t♦♦❧❜♦① ❚♦♦❧ ✶✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐s ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ❜② ✜rst ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡s ✭✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✮✳ ◆❡①t✱
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝t ♦♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡s✳ ❆ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥t❛♥❣❧❡s t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ 10
♣❤♦t♦♥ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡✐♥❣ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐s 1.19%✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✬s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② r❡✲r✉♥ ✐t t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐❢ t❤✐s ✇❛s
❞❡s✐r❡❞✳

r❡t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤✐s st❛t❡
❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❖◆ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❛ttr❛❝t❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥
♠❡tr♦❧♦❣② ❬✹✺✱ ✹✻❪✳ ❚❤✐s st❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r q✉❛♥t✉♠
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✹✼❪✳

❇✳ ❋✐t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✷✿ ▼✐①❡❞✲st❛t❡ ◗❋■

❋♦r ♦✉r ♥❡①t ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✿ ♣❤♦t♦♥ ❧♦ss ❛t
t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❢t❡r
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❋■●✳ ✻✿ ❲r✐t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❵❚♦♦❧ ✷✬ ❛s |ψ〉 =
∑

∞

n=0
cn|n〉✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ |cn|

2 ❛❣❛✐♥st n✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t
t❤✐s st❛t❡ ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❝❛t✲
❧✐❦❡ st❛t❡✳ ❚♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s st❛t❡ ✐s ♠❛❞❡✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡✳ ■■✳

t❤✐s ♥♦✐s❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♠✐①❡❞
st❛t❡ ρ✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠✐①❡❞✲st❛t❡ ◗❋■ t♦ t❤✐s st❛t❡
✭❛❣❛✐♥ s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❤♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ st❛t❡✱
n̄✮✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠✐①❡❞✲st❛t❡ ◗❋■✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦
❛♣♣❧② t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t t♦ ρ✱ ❣✐✈✐♥❣ ρφ✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ❜② ✇r✐t✐♥❣ ✐t
❛s ρφ =

∑

m qm|ψm〉〈ψm|✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
♠✐①❡❞✲st❛t❡ ◗❋■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪✿

FQ =
∑

i

qiF
Q
i −

∑

i 6=j

8qiqj
qi + qj

|〈ψ′
i|ψj〉|2 ✭✼✮

✇❤❡r❡ FQ
i ✐s t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡ ◗❋■ ♦❢ ❡✐❣❡♥st❛t❡ |ψi〉✳ ❲❡ ✉s❡

❛ s✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r❡✲st❛t❡ ◗❋■ t♦ ✇r✐t❡
t❤❡ ♠✐①❡❞✲st❛t❡ ◗❋■ s♦ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐✲
❛t✐♦♥✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣✉r❡ st❛t❡s✱ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦rs✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛❣❡✱ ✇❤❡♥
✇❡ s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❛s t❤✐s ❛❧✲
❧♦✇s ✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ✐♥ ❬✷✹❪✳
■♥ t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❛s❡✱ ✇❡ s❛✇ t❤❛t ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❢♦✉♥❞

q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡
sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡✳ ◆♦✐s❡ ✇✐❧❧ ✐♥✲
❡✈✐t❛❜❧② ❞✐♠✐♥✐s❤ s✉❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ❜✉t ✉♣ t♦ ♥♦✇ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠✲
♣r♦✈❡ ♦✈❡r t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ❛t ❛❧❧
✇❤❡♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❢❛❝✲
t♦r❡❞ ✐♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t
st❛t❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❤❡r❛❧❞✐♥❣✱ s♦ t❤❡② ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❤❡r❛❧❞✐♥❣✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✲

❡❧❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧♦ss t♦ t❤❡ st❛t❡ ♣r✐♦r t♦ ❤❡r❛❧❞✐♥❣✳ ❋♦r
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❋■●✳ ✼✿ ❲❡ ♣❧♦t FQ/n̄ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠
❛❣❛✐♥st t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭1− ❧♦ss r❛t❡✮ ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❤❡r❛❧❞✐♥❣
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❧❧ st❛t❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ t❛❦❡ t❤❡
❢♦r♠ |ψ〉 = N〈2|Û12|ζ1, ζ2〉✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳ t❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② s❡♥❞✐♥❣ t✇♦ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠
st❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② 2✲♣❤♦t♦♥ ❤❡r❛❧❞✲
✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ❢♦✉♥❞ ❜②
❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❢♦r ❛❧❧ ❧♦ss r❛t❡s✱ ✇❡ ♦♣t✐✲
♠✐s❡❞ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦ss r❛t❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■✳❡✳ ✇❡ ✜rst
✜①❡❞ t❤❡ ❧♦ss r❛t❡✱ t❤❡♥ r❛♥ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ t♦ ✜♥❞ st❛t❡s t♦
♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ ◗❋■ ❢♦r t❤❛t r❛t❡✳

s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✜① t❤❡ ❧♦ss t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡
❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡✳ ❯♥✲
❧✐❦❡ t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❛s❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✲
♦✉t s♣❡❝✐❛❧✐s❡❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦♦❧❜♦① ✇❡ ✉s❡
❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐ts t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ n = 4 ❢♦r ❋♦❝❦ st❛t❡s❀
|α| = 5 ❢♦r ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦r❀
|ζ| = 1 ❢♦r sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡s❀ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r r❡s♦❧✈✐♥❣
✉♣ t♦ n = 6✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❧♦ss ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ FQ/n̄ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ❛t t❤❡ s❛♠❡
❧♦ss r❛t❡ ✕ t❤✐s ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡s❡ ❡①♦t✐❝ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡♠
t♦ ❜❡❛t t❤❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t✲
♣✉t st❛t❡s ❛r❡ q✉✐t❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✭❛r♦✉♥❞ 10✲20%✮ ❛♥❞ s♦
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t
r❡q✉✐r❡s ❛ ✷✲♣❤♦t♦♥ ❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥

✽



❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡❞ ❜✉❝❦❡t✲❞❡t❡❝t♦rs✮ ❛♥❞ s✐♥✲
❣❧❡ ♠♦❞❡ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤
❝✉rr❡♥t ♦r ♥❡❛r✲❢✉t✉r❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❡❡ ❬✷✵✕
✷✷✱ ✹✾✱ ✺✵❪✮✳

❈✳ ❋✐t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✸✿ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ◗❋■

❚❤❡ t❤✐r❞ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♦♣t✐♠✐s❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❇▼❙❊✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◗❋■ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐ts ✉s❡❢✉❧✲
♥❡ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❛t ❤❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬✾✱ ✶✶✕✶✸✱ ✺✶❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣
t❤❡ ❈❘❇ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ❡✐t❤❡r ❤❛✈✐♥❣
❝❡rt❛✐♥ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡s ❬✾✱ ✶✵❪✱ ♦r ❥✉st ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✶✶✱ ✶✷❪✳ ❇✉t ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡✲
♥❛r✐♦s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥
❜❡ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◗❋■ ❞♦❡s ♥♦t
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ❇▼❙❊ ❢❛❝t♦rs ✐♥
❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❣✐✈❡s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡
♣❤❛s❡✲♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣✳

❚♦ ✉s❡ t❤❡ ❇▼❙❊✱ ✉♥❧✐❦❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ◗❋■✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦❜❡ st❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❡❛❝❤
r✉♥ ♦❢ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ st❛t❡ |ψ〉✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ✐ts ♦✇♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❝❡ss t❤❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts✳ ❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛ ♣❛✐r ♦❢ s✉❝❤ st❛t❡s✱ |ψ〉 ⊗ |ψ〉✱
❛♥❞ t❤❡♥ ❡♥❝♦❞❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ❛s |ψθ〉 =
exp[−i(n̂1 − n̂2)θ/2]|ψ〉 ⊗ |ψ〉✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ t❤❡♥
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ t❛❦❡
t♦ ❜❡ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ P❖❱▼ ❡❧❡♠❡♥ts {|M〉〈M |}✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡M ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✉♥✲
❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s p(M |θ) = ||〈M |ψθ〉||2✱ ❛♥❞ ✐❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛❣❡s ❛r❡ r❡✲
♣❡❛t❡❞ µ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s M = (M1, . . . ,Mµ) ❛r❡
r❡❝♦r❞❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s p(M |θ) = ∏

i p(Mi|θ)✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡
♣❤❛s❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✇✐❞t❤ π/12
❝❡♥tr❡❞ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦✱ ❛ st❛t❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(θ) = 12/π✱ ❢♦r
θ ∈ [−π/24, π/24]✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥
❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✬ t❤❡✲
♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(θ|M) =
p(θ)p(M |θ)/p(M)✱ ✇❤❡r❡ p(M) ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛❝✲
t♦r✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❇▼❙❊ ❛s ǭmse =

∫

dMp(M)ǫ(M)✱ ✇❤❡r❡

ǫ(M) =

{

∫

dθp(θ|M)θ2 −
[
∫

dθp(θ|M)θ

]2
}

✭✽✮

✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ♥♦t❡
t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r p(θ|M) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❇▼❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛② ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ P❖❱▼✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ǭmse

✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❤❡ ❥✉st✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✾✱ ✶✶✱ ✶✸✱ ✺✷❪✳
❚❤❡ t❛s❦ ❣✐✈❡♥ t♦ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ✐s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t♦ ✜♥❞

s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ st❛t❡s |ψ〉 t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡ ǭmse ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇▼❙❊ ✐s ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ◗❋■ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✾❪✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ♥❛rr♦✇
♣r✐♦r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
✉s❡❞ t❤❡ ◗❋■ ✐♥st❡❛❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ❛r❣✉❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ t❤❛t t❤❡
♣r✐♦r ✇✐❞t❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ 0.1 ♦r s♠❛❧❧❡r ✐❢ t❤❡ ◗❋■ ✐s t♦ ❜❡
❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ ❤❡r❡
t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s π/12 ≈ 0.3✳ ❚❤✉s ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❇▼❙❊ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❬✶✸❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ ❢♦r
t❤❡ ◗❋■✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ r❡s❝❛❧❡ t❤❡ ❇▼❙❊ ❜② t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♣❤♦t♦♥✲♥✉♠❜❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❇▼❙❊ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛
❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚♦ ❦❡❡♣
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢❛✐r✱ ❛❧❧ st❛t❡s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥
❛✈❡r❛❣❡ ♣❤♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ ❇▼❙❊ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡✲

❣✐❡s✱ ❜♦t❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t♦♦❧❜♦① ❛s ❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞✲st❛t❡
◗❋■ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐rst ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②✲
♠♦t✐✈❛t❡❞ P❖❱▼✿ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢
❛ 50✿50 ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ s❡t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦♣✲
t✐♠✐s❡ t❤❡ ❇▼❙❊ ❢♦r µ = 4✱ µ = 8 ❛♥❞ µ = 12 r❡♣✲
❡t✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❡❛r❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ st❛t❡ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡
❢♦r♠ |ψ〉 = N〈n|Û12Ŝ12|0, 0〉 ❢♦r µ = 4 ❛♥❞ µ = 12✱
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r µ = 8 ✇❡ ✜♥❞
|ψ〉 = N〈n|P̂1Û12Ŝ12|0, 0〉✱ ✇❤❡r❡ P1 ✐s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥
t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡✳ ❚❛❜❧❡ ■❱ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡s❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢
tr✐❛❧s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳❛ ✭✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥ts✮✱
❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❇▼❙❊ ♦❢ ❜♦t❤ ❛♥ ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❛ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r ♣♦rt ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✐①❡s ❛ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇✐t❤ ❛ 50✿50 ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❬✽✷❪✳
❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠
♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✲
st✐t✉t❡s ❛ ❝❧❡❛r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ t❤❛t ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ✐s ❛❜❧❡
t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❣✐♠❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ◗❋■ ✐s ✉s❡❢✉❧✳
▼♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜②

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

Ir =
ǭr − ǭada

ǭr
, ✭✾✮

✾
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❋■●✳ ✽✿ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❢♦r ❛✮ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠
✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ t✇♦ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ st❛t❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ♦✉r ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠✱ ❢♦r µ = 4 ✭♣❧✉s
s✐❣♥✮✱ µ = 8 ✭❛st❡r✐s❦✮ ❛♥❞ µ = 12 ✭❝r♦ss✮ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❛❢t❡r t❤❡
❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ 50✿50 ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r✳ ■♥ ❜✮ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ❛♥❞ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡✱ ❜✉t ♥♦✇ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t P❖❱▼s✳ ❚❤❡ st❛t❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ✭❞❛s❤✲❞♦t ❧✐♥❡✮ ✐s t❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t P❖❱▼ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ st❛t❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ t✇♦✲♠♦❞❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✇✐t❤ 1 ♣❤♦t♦♥ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✇✐❞t❤ π/12✱
❝❡♥tr❡❞ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦✳

❆❞❛◗✉❛♥t✉♠✬s r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t

50✿50 ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ✫ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❙✐♥❣❧❡✲s❤♦t P❖❱▼

❘❡❢✳ Ir(µ = 4) Ir(µ = 8) Ir(µ = 12) ❘❡❢✳ Ir(µ = 1)

❙❱ 0.02 0.04 0.07 ❙❱ 0.03

❈❙ 0.05 0.10 0.15 ❈❙ 0.04

❚❆❇▲❊ ■■■✿ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ t♦
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥✲
t✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠s ✭❙❱✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦✲
❤❡r❡♥t st❛t❡ ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✭❈❙✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤♦s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽ ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳

✇❤❡r❡ ǭr ✐s t❤❡ ❇▼❙❊ ♦❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡s
t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ Ir ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ■ts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ■■■✱ s❤♦✇s ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡✲
♠❡♥t ♦❢ ❜❡t✇❡❡♥ 2% ❛♥❞ 7% ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ sq✉❡❡③❡❞
✈❛❝✉✉♠✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ 5% ❛♥❞ 15% ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ P❖❱▼s ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡t
❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ t♦ ✜♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ♦♣t✐♠✐s❡ t❤✐s
str❛t❡❣②✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠✬s s❡❛r❝❤✱ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ✕ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❥✉st ♦♣t✐♠✐s❡s ♦✈❡r
t❤❡ st❛t❡✲❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✸❪✱ ✜rst ✇❡

r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t ❇▼❙❊ s❛t✐s✜❡s ❬✺✸✕✺✺❪

ǭmse(µ = 1) >

∫

dθp(θ)θ2 − Tr (ρ̄S) , ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ Sρ + ρS = 2ρ̄✱ ρ =
∫

dθp(θ)|ψθ〉〈ψθ| ❛♥❞ ρ̄ =
∫

dθp(θ)θ|ψθ〉〈ψθ|✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ s❛t✉r❛t❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
♦♥t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ S ❬✺✸✕✺✺❪✱ ✇❤❡r❡ S ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r
t❤❛t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r st❛t❡s
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡ ǭmse(µ = 1, |M〉〈M | = |s〉〈s|)✱ ✇❤❡r❡ {|s〉}
❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ S✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥♦t❤❡r st❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ |ψ〉 = N〈n|Û12Ŝ12|0, 0〉 ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ■❱✮✳
❆s t❛❜❧❡ ■■■ s❤♦✇s✱ t❤❡ st❛t❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠

❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s 3% ❜❡tt❡r
t❤❛♥ t✇♦ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥t s✐♥❣❧❡✲s❤♦t P❖❱▼✱ ❛♥❞ 4% ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t
st❛t❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❛♥ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ str❛t❡❣② ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♦r ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇✐s❤ t♦
❝♦rr❡❧❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr✐❛❧s ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst 20 r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
❜❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳❜✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ❢♦✉♥❞
❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t P❖❱▼
✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❣r♦✇s✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧
♣r♦❜❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤♦s❡ s②st❡♠s
t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❞❛t❛✳

✶✵



❙❡tt✐♥❣ ψin O1 O2 O3 P❖❱▼

❇▼❙❊✱ µ = 8 |0, 0〉 Ŝ12(ζ = 0.89 ei0.031) Û12(T = 0.69) ein̂10.32 |n = 4〉〈n = 4|

❇▼❙❊✱ µ = 4, 12 |0, 0〉 Ŝ12(ζ = 0.91 ei0.040) Û12(T = 0.66) ✖ |n = 6〉〈n = 6|

❇▼❙❊✱ µ = 1 |0, 0〉 Ŝ12(ζ = 0.95 ei6.1) Û12(T = 0.72) ✖ |n = 2〉〈n = 2|

❚❆❇▲❊ ■❱✿ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❛r❡ ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦♥
❝♦✉♥t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✐s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t P❖❱▼✳

■■■✳ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆ ❆◆❉ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♥♦t t❤❡ ✜rst t♦ ❛♣♣❧② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠
♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✕✺❪ ✕ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡s❡ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❇▼❙❊ ♠❛② ❤❛✈❡

✐♠♣♦rt❛♥t ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ♠❡tr♦❧♦❣②✳
❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦s❡❞
❜② ❛ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥
❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ✭s❡❡ ❬✺✹❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✇❡
✉s✉❛❧❧② r❡❧② ♦♥ ❜♦✉♥❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈❘❇✳ ❆♥❞ ✇❤✐❧❡ ✐♥
❛ s❡♥s❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❬✶✷❪✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧
✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ r❡❛❧✐st✐❝
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣✉t ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮ ❬✾✱ ✶✵❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞
✉s❡❢✉❧ ♠❡tr♦❧♦❣② ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✜tt✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❇▼❙❊ ♦r ✐ts s✐♥❣❧❡✲s❤♦t ♦♣t✐♠✉♠
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❡❡ ✐t ❛s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r♦✉t❡
t♦ ❞❡s✐❣♥ q✉❛♥t✉♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞
❣❡♥❡r❛❧ ✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦t❤❡r
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ sq✉❛r❡ ❡rr♦r✱ ♦r ❡✈❡♥
♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r s②st❡♠s ❬✸✸✱ ✺✻❪✳

❖♥❡ ❝❧❡❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r
r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ 2 ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❲❡
❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❞♦ t❤✐s ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ❜✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r > 2 ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡s ♠❡❛♥t
t❤❛t ♦✉r ❣❧♦❜❛❧ s❡❛r❝❤ ✇❛s ♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❋♦r 2 ♦♣t✐❝❛❧
♠♦❞❡s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r 96 ❤♦✉rs ♦♥ 16 ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠✬s ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✲
✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❘✉♥♥✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ t✐♠❡s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ r✉♥ t❤❡
❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ ♦r✲
❞❡r ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦r t❡♥s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s✮✳ ❲❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t♦
3 ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤✐s ❧❛r❣❡r ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♠❡❛♥t t❤❛t
s✉❝❤ ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤✐s✱ ♦♥❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❡❛r❝❤✱ ❜②✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱
❡①♣❧♦r✐♥❣ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞
❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❲❡ ❛r❡
❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t t❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r q✉❛♥✲

t✉♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❛t ❧❡❛st 3 ♠♦❞❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦❢ ✜♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts✳
❆ ❢✉rt❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s

♦♣t✐♠✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ✐s s❡❛r❝❤✲
✐♥❣ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡s
✭s✉❝❤ ❛s sq✉❡❡③❡❞ ❝❛t st❛t❡s ❬✺✼❪ ❛♥❞ ●❑P st❛t❡s ❬✻❪✮✳
❇❡②♦♥❞ t❤✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r
♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ st❛t❡s✱ ❤✐❣❤❧② ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡s✱ ❛♥❞ st❛t❡s
✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❲✐❣♥❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦✉r ●✐t❍✉❜ ♣❛❣❡ ❬✷✼❪
✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ✉s❡r ❣✉✐❞❡ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ ♥❡✇ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞✮✳
❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐s t♦

✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡
♣❡r❢♦r♠ s♦ ✇❡❧❧ ✐♥ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✜t♥❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡✈❡❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡
st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡✿ ✇❤② ❞♦ t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠
❝r❡❛t❡ st❛t❡s t❤❛t st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥ ❧♦ss❄

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ♦♣t✐♠✐s✐♥❣
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦✉♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ P❡r❤❛♣s ♠♦st ♥♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦✉♥❞
❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❝❛t✲❧✐❦❡
st❛t❡ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇✐t❤
❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✭❛r♦✉♥❞ 80✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❧❛②s
s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡✲♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡
❝♦♠♣❡t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡ ❤❡r❡ t❤❛t ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♣t✐❝❛❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
s♦ ❧♦♥❣ ❛s t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
♦♣t✐♠✐s❡❞ ♦✈❡r✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r❡❧❛t❡❞
✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✕✺❪✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢
✉t✐❧✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s❡ q✉❛♥t✉♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✿ ❲❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
✇✐t❤ ●❡r❛r❞♦ ❆❞❡ss♦✱ ❏❛❝♦❜ ❉✉♥♥✐♥❣❤❛♠✱ ❘②✉❥✐ ❚❛❦✲
❛❣✐✱ ❊♥❞❡r Ö③❝❛♥✱ ❈❤r✐s ❲❛❞❡ ❛♥❞ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❚❤❡❦❦❛✲
❞❛t❤✳ ❏❘ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❊❛st
P❤②s✐❝s ◆❡t✇♦r❦ ✭❙❊P♥❡t✮✳ ▲▼ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡
❇r✐st♦❧ ◗✉❛♥t✉♠ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❉♦❝t♦r❛❧ ❚r❛✐♥✲
✐♥❣✱ ❊P❙❘❈ ●r❛♥t ◆♦✳ ❊P✴▲✵✶✺✼✸✵✴✶✳ ❏❈❋▼ ❛❝✲
❦♥♦✇❧❡❞❣❡s s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ ❛♥ ❊P❙❘❈ ❊❛r❧② ❈❛r❡❡rs ❋❡❧✲
❧♦✇s❤✐♣ ✭❊P✴▼✵✷✹✸✽✺✴✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❊P❙❘❈ ❯❑ ◗✉❛♥✲

✶✶



t✉♠ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❍✉❜ ✐♥ ◗✉❛♥t✉♠ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ■♠❛❣✐♥❣
✭❊P✴▼✵✶✸✷✻❳✴✶✮✳ P❑ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡
❘♦②❛❧ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❊①❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ✶✽✺✶✳
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❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇▼❙❊✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡♥ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬✶✸❪✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ ❖♣t✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

✶✳ ◆✉♠❜❡r st❛t❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤❡ ✜rst ✐♥♣✉t st❛t❡ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r st❛t❡✱ ♦r ❋♦❝❦ st❛t❡✱ |n〉✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞
t♦ ♥✉♠❜❡r st❛t❡s ♦❢ ❧♦✇ n✱ ❛s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ s♦ ✇❡ r❡str✐❝t
♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st n = 5 ✭t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✮✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ st❛t❡
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❬✺✽✕✻✵❪✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛② ❜❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❤♦t♦♥s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆
❤❡r❛❧❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛✐r✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥❛❧s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✭t❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r n > 1✮✳

✶✸

https://www.thorlabs.com/navigation.cfm?guide_id=18
https://www.thorlabs.com/navigation.cfm?guide_id=18


❚❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ ❛ ♠♦❞❡ ✕ ♣❤♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r r❡s♦❧✈✐♥❣
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭P◆❘❉✮ ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❖❱▼ ❡❧❡♠❡♥t |n〉〈n|✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❝✐s❡❧②
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s s♦ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t✇♦ ♠♦r❡✲❡❛s✐❧②✲✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡s❡ ✐s
❛ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t♦r ✭❛❦❛ ♦♥✴♦✛✱ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♦r ❝❧✐❝❦ ❞❡t❡❝t♦r✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡s ✇❤❡t❤❡r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭✐t ❵❝❧✐❝❦s✬✮✱ ❜✉t ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✳ ■t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ P❖❱▼✱
{|0〉〈0|, I − |0〉〈0|}✱ ✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❬✶✾❪✳
■❢ ❡①❛❝t P◆❘❉s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣❤♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

s❡✈❡r❛❧ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡① ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✭t❤❡
t❛r❣❡t ♠♦❞❡✮ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡s ✈✐❛ s♣❛t✐❛❧✲ ♦r t✐♠❡✲♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈✐❛ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡rs✱ ❛s ✐♥ ❬✷✶❪✱ ♦r ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜r❡ s♣❧✐tt❡rs✱ ❛s ✐♥ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s
♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ✇✐t❤ ♣❛t❤s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ❛s ✐♥ ❬✷✷❪✳ ❆ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦❞❡s✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t P◆❘❉ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡❞ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❜✉t ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡
✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥t❡rs t❤❡ s❛♠❡ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P❖❱▼✱ ❢r♦♠ ❬✷✵❪✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤✐s ♠✉❧t✐♣❧❡① ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡

❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ❍❡r❡✱ r ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ c ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts wr(c) ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ s❛t✐s❢②

∑

r wr(c) = 1✳ ❚❤❡s❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t♦rs✱ d✱ ❛♥❞ ♦♥ S(c, r)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❙t✐r❧✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✇❛②s ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ c ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ r ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡ts✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤✐s P❖❱▼ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ❬✷✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ❬✻✶❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ P❖❱▼ ❡❧❡♠❡♥ts Er ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜②

Er =

∞
∑

c≥r

wr(c)|c〉〈c|, wr(c) =
d!S(c, r)

(d− r)!dc
. ✭❆✶✮

■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡① ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❡✐t❤❡r ✜✈❡ ❬✷✶❪ ♦r s✐①t❡❡♥ ❬✷✵❪ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❜✉t
❛❣❛✐♥ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❧t❡r❡❞ ✭t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t♦ ✉s❡ ✜✈❡ ❛♥❞ s✐①t❡❡♥ ❜✉❝❦❡t ❞❡t❡❝t♦rs ✇❛s♥✬t ❞✉❡ t♦ ❛♥② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t♦ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐❡♠❡♥ts ❬✷✵✱ ✷✶❪✮✳

✷✳ ❈♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs

❈♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st❛t❡s ❛s t❤❡② ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ st❛❜✐❧✐s❡❞ ❧❛s❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣
✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❬✻✷❪✳ ❚♦ ✉s❡ t❤❡♠ ✐♥ ♦✉r t♦♦❧❜♦①✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥str✉❝t t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❋♦❝❦ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✱ |α〉 = D̂(α)|0〉✱ ✇❤❡r❡

D̂(α) = exp (αâ† − α∗â), ✭❆✷✮

❢♦r α ∈ C✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ â ✭â†✮ ✐s t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✭❝r❡❛t✐♦♥✮ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❋♦❝❦ ❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✷❪✿

|α〉 = exp (−|α|2/2)
∞
∑

n=0

αn

√
n!
|n〉. ✭❆✸✮

■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ st❛t❡s ❛♥❞
♦♣❡r❛t♦rs ✇❡ ♠✉st ❧✐♠✐t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ |α|❀ ❤❡r❡ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |α| = 5✳

✸✳ ❙q✉❡❡③❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs

❙q✉❡❡③❡❞ st❛t❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✐♥ s♦♠❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✮ t❤❛♥ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛
✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡tr♦❧♦❣② ❬✽❪✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
|ζ〉i = Ŝi(ζ)|0〉i✱ ✇❤❡r❡ Ŝi(ζ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ŝi(ζ) = exp

[

1

2
(ζ∗â2i − ζâ†2i )

]

, ✭❆✹✮

✶✹



✇❤❡r❡ ζ ∈ C ❛♥❞ â†i ❛♥❞ âi ❛r❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ ♠♦❞❡ i ❬✻✷❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡
sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② |ζ〉ij = Ŝij(ζ)|0〉i|0〉j ✱ ✇❤❡r❡ Ŝij(ζ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ŝij(ζ) = exp
[

ζ∗âiâj − ζâ†i â
†
j

]

, ✭❆✺✮

✇❤❡r❡✱ ❛❣❛✐♥✱ ζ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ st❛t❡✳ ❆s ✇✐t❤ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❢♦r♠s ♦❢
t❤❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❋♦❝❦ ❜❛s✐s ❬✻✷❪✳
❇♦t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡ sq✉❡❡③❡❞ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇✐t❤ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦r ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❢✉rt❤❡r r❡❧❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ♦♥ ❛ t✇♦ ♠♦❞❡ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t✇♦ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ sq✉❡❡③❡❞ st❛t❡s ❬✻✷❪✳
❙q✉❡❡③❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ❤❛r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❛♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t r❡s♦✉r❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s♦ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ✐♥ ♦✉r t♦♦❧❜♦① ❛♥❞ ✐♥ ♠♦st ♦❢ ♦✉r r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❲❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ t♦♦❧❜♦①✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡s❡ ❢r♦♠ ♠♦st ♦❢ ♦✉r r✉♥s✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❛ sq✉❡❡③✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ r❛r❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✻✸❪✳

✹✳ ❇❡❛♠ s♣❧✐tt❡rs ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts

❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② exp (in̂φ)✱ ✇❤❡r❡ n̂ = â†â ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡ t❤r♦✉❣❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
♣❛t❤ ✐t ❤❛s t♦ tr❛✈❡❧✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ t❤❡r♠♦✲♦♣t✐❝ ❡✛❡❝t ❬✻✹❪✳
❚❤❡ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ✐s ❛ ✈✐t❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r t♦♦❧❜♦① ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦

r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡✢❡❝t✐♥❣ ♠✐rr♦r ✭❡✳❣✳ ❛ ❤❛❧❢✲s✐❧✈❡r❡❞ ♠✐rr♦r✮ ♦r ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣❧✉❡❞✲t♦❣❡t❤❡r ❣❧❛ss ♣r✐s♠s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs ❬✻✺❪✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ûij = exp
[

θ
(

âiâ
†
j − â†i âj

)]

, ✭❆✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ✐s T = cos2 θ ❬✻✻❪✳ ❆ ❵✺✵✿✺✵✬ ❜❡❛♠
s♣❧✐tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐①❡s t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡s ✐♥ ❡q✉❛❧ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ T = 0.5✳

✺✳ ❍♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❚♦ ❞❡✜♥❡ ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✜rst r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r ❬✻✷❪✿

x̂λ =
1√
2

[

â exp (−iλ) + â† exp (iλ)
]

, ✭❆✼✮

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♥❣❧❡✳ ❙❡tt✐♥❣ λ = 0 ❛♥❞ λ = π/2 ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❵♣♦s✐t✐♦♥✬ ❛♥❞
❵♠♦♠❡♥t✉♠✬ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳
■♥st❡❛❞ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t st❛t❡s✱ |xλ〉✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r xλ = |xλ| exp iλ✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜❡② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥

x̂λ|xλ〉 = |xλ||xλ〉. ✭❆✽✮

❚❤❡s❡ ❛r❡ ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ t❤❡✐r ♦✈❡r❧❛♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

〈xλ|x′λ〉 = δ (xλ − x′λ) . ✭❆✾✮

❚❤❡s❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✻✷❪

|xλ〉 = π1/4 exp

[

−1

2
|xλ|2 +

√
2xλâ

† − 1

2
exp(2iλ)â†2

]

|0〉.

P❡r❢❡❝t ❤♦♠♦❞②♥❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r |xλ〉〈xλ|✳

✶✺



✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♥♦✐s② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

P❤♦t♦♥ ❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s② ♠♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐✈✐t②
T = 1 − γ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧♦ss r❛t❡ γ✮ ❬✻✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡✱ s♦ ❤❡r❡ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❧♦ss ✉s✐♥❣ ❑r❛✉s ♦♣❡r❛t♦rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✻✼❪

ρout =

∞
∑

k=0

Kk|ψin〉〈ψin|K†
k, ✭❆✶✵✮

✇❤❡r❡ ρout ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡✱ |ψin〉 ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t st❛t❡✱ ❛♥❞

Kk =
∞
∑

n=0

√

(

n

k

)

√

(1− γ)n−kγk|n− k〉〈n|. ✭❆✶✶❛✮

❚❤❡ ❑r❛✉s ♦♣❡r❛t♦r Kk r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦ss ♦❢ k ♣❤♦t♦♥s t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❧♦ss r❛t❡ ♦❢ γ✳
❲❡ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ P❖❱▼ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❬✻✽✱ ✻✾❪

En =

∞
∑

k=n

(

k

n

)

(1− γ)nγk−n|k〉〈k|. ✭❆✶✷✮

❋♦r t❤❡ ❜✉❝❦❡t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡ ❬✻✾✱ ✼✵❪

E0 =

∞
∑

n=0

γn|n〉〈n|, ✭❆✶✸❛✮

E1 = I− E0, ✭❆✶✸❜✮

✇❤❡r❡ E0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ E1 ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡① ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡t ♦❢ P❖❱▼s ❜② ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭❆✶✮ ❜✉t ✇✐t❤ |c〉〈c| r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ En=c ❢r♦♠
❊q✳ ✭❆✶✷✮✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

●❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛❦❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✷✸✱ ✼✶✱ ✼✷❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐s❡
✭♦r ♠✐♥✐♠✐s❡✮ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✕ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❤♦✇ t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❇❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
st❛♥❞❛r❞ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ✭t❤❡ ✜t♥❡ss ♦r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✮ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥② ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦✱ ✐✳❡✳ ❛ ❧✐st ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❣❡♥♦♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤✐s ❣❡♥♦♠❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡s✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❜② ✈❛r②✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜♦✉♥❞s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ✐t❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❤♦♣✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❣❡♥♦♠❡s
t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✱
✇❤✐❝❤ r❡♣❡❛t ✉♥t✐❧ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞✿

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s
t❤❡ r❛✇ ✜t♥❡ss s❝♦r❡s✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣❛r❡♥ts ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳

❘❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✿ ❡❧✐t❡✱
❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣ ✇♦r❦s ❜② ✜rst s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ r❛✇ ✜t♥❡ss s❝♦r❡s t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ♠♦r❡ ✉s❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡s❡ s❝❛❧❡❞ s❝♦r❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣❛r❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss✐❣♥s ❛ ❤✐❣❤❡r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❣❡♥♦♠❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r s❝❛❧❡❞ ✜t♥❡ss s❝♦r❡s✳ ❚❤✐s ♠✐♠✐❝s ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♦r ❵s✉r✈✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡
✜tt❡st✬✱ ❛s t❤❡ ❵✜tt❡r✬ ❣❡♥♦♠❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡✳

✶✻



❚❤❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❝r❡❛t❡s ❣❡♥♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❵❝❤✐❧❞r❡♥✬✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛r❡ ❡❧✐t❡ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ t❤❡ ♣❛r❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✜t♥❡ss s❝♦r❡s✱ ✇❤✐❝❤ s✉r✈✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❡
❝r♦ss♦✈❡r ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❍❡r❡✱ t✇♦ ♣❛r❡♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡
❣❡♥❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐s ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❡♥t ✐s ❝❤♦s❡♥
❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ✐ts ❣❡♥♦♠❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝❤✐❧❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈ ✷ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝r♦ss♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡✳
❚❤❡s❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ t♦❣❡t❤❡r ❢♦r♠ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡♣❡❛ts ✉♥t✐❧ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ✭s❡❡

❬✼✸❪ ❢♦r ❛ ✈✐s✉❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✮✳ P♦ss✐❜❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡❡t✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡st ✜t♥❡ss s❝♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ✇✐t❤✐♥ t♦❧❡r❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❣❡♥❡t✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠✉st ❝♦♥✈❡r❣❡ ❬✷✸❪✱ ❜✉t t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❣r❛❞✐❡♥t✲
❜❛s❡❞✱ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❢❛✐❧❡❞✳ ■♥ q✉❛♥t✉♠ ❝✐r❝✉✐t ❞❡s✐❣♥✱ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞
t♦ ❞❡s✐❣♥ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s ❬✼✹❪✳ ■♥ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s✱ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ◆❆❙❆ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❛❞✐♦ ❛♥t❡♥♥❛ t♦ ♣✐❝❦ ✉♣ s✐❣♥❛❧s ✐♥ s♣❛❝❡ ❬✼✺❪✱ ❝♦♠♣✉t❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇❛❧❦✐♥❣ ❢♦r ❜✐♣❡❞❛❧
❝r❡❛t✉r❡s ❬✼✻❪ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ s♣❛❝❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❬✼✼❪✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❈✿ ❘✉♥♥✐♥❣ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦✉r r❡s✉❧ts

✶✳ P❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ s♣❡❡❞

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ s❛② q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❤♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦♦❧❜♦① ✭✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❣❡♥♦♠❡ ❧❡♥❣t❤✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ✐s t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥✳ ❇✉t✱ ❛s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❈✱ ✐♥ ❙t❛❣❡ ✸ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❲✐t❤ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❧❛❜❡❧❡❞ m ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✮ ✐♥ ✐ts❡❧❢ ✇♦✉❧❞ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮

❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡✳ ❇✉t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r st❛t❡s ✭❡✳❣✳ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs✮✱ s♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✇❡ tr✉♥❝❛t❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥❡❡❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡
t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲❡♥❡r❣② st❛t❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r m = 3
♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❛♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r m = 5 ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✲❧♦ss r✉♥s✱ ❜✉t ❞✐❞♥✬t s❡❡ ❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳
❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ ❛❧❧ r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ♠❛♥② ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ♦♥❧② ❤❛✈❡ ✷ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆♥♦t❤❡r ❞♦♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐s t❤❡ t♦♦❧❜♦① s❡❧❡❝t✐♦♥✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡ st❛t❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❧♦✇s ❞♦✇♥
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r r✉♥s ✇❡ ❛❧✇❛②s ❧✐♠✐t❡❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡ t♦ ❡✐t❤❡r ✶ ♦r ✷
♣❤♦t♦♥s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t st❛t❡s
t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛♥②✇❛②✳
❆❧❧ t❤❡ r✉♥s ♦❢ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦r t✇♦✲♠♦❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t❤r❡❡✲♠♦❞❡ r✉♥s ❜✉t ✇❡r❡

✉♥❛❜❧❡ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t✇♦✲♠♦❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
s❧♦✇❡r ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r✳ ❆s ❡❧❛❜♦r❛t❡❞
♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤r❡❡✲♠♦❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡
❛ ❝❡♥tr❛❧ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✷✳ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❡tt✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠

▼✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss♦✈❡r ❛r❡ ❝❡♥tr❛❧ t♦ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♣❧❛②s ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤✳ ■♥
♦✉r r✉♥s ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥❜✉✐❧t ✐♥t♦ ▼❛t❧❛❜ ❬✷✸❪✿ s❝❛tt❡r❡❞✱
s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t✇♦ ♣♦✐♥t ❝r♦ss♦✈❡r✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t♦ st❛t❡s✱ ♦♣❡r❛t♦rs
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t st❛t❡s ❢♦r ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ ❛♥♦t❤❡r✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✇❤❡t❤❡r ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s♥✬t
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❝❧❡❛r ✇❤② ❝r♦ss♦✈❡r ✇♦r❦s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜✉t ♦✉r t❡sts ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
t❤❛t ✐t ✇❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳
❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ ✇❡ s✉s♣❡❝t t❤❛t ♠♦r❡ ✐♥✲❞❡♣t❤ t❡sts ✭t❤❛t ✇❡ r❡s❡r✈❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✮ ♠✐❣❤t r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
❝r♦ss♦✈❡r ❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❝❝❛s✐♦♥s ✇❤❡♥ ✐t ♠✐①❡s s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥
✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✳

✶✼



❋■●✳ ✾✿ ❚❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t ♦♣❡♥s ✇❤❡♥ ✜rst r✉♥♥✐♥❣ ♦✉r ♣r♦❣r❛♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t♦♦❧❜♦①
t❤❡② ❤❛✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆❢t❡r ♣r❡ss✐♥❣ ✏◆❡①t✑✱ t❤❡ ✉s❡r ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ✉s❡r
✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❆❢t❡r t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s
♦♣t✐♠✐s❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s✐❣♥s✳

❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡❞ ♠✉t❛t❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦✉r
s❡❛r❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦✈❡r t❤❡s❡ q✉✐t❡ ❞✐✈❡rs❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▼❛t❧❛❜ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛
♠✉t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♥♦✉❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ s♦ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ♠✉t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♣♦✇❡r ♠✉t❛t✐♦♥

❛♥❞ ♣♦✇❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✼✽❪✳ ■♥ s❤♦rt✱ ♣♦✇❡r ♠✉t❛t✐♦♥ ♠✉t❛t❡s ❡✈❡r② ❣❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❜② ❛
r❛♥❞♦♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♥❛♠❡❞ ♣♦✇❡r✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
♣♦✇❡r= 1 ✇✐❧❧ ♠✉t❛t❡ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❛♥❞♦♠ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤❡r❡❛s ♣♦✇❡r= ∞ ❞♦❡s♥✬t ♠✉t❛t❡ ❛t ❛❧❧✳ ♣♦✇❡r
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② ♠✉t❛t❡s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❣✐✈❡♥ ❜② r❛t❡✮ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s✳ ❙❡❡ ❬✷✼❪ ❛♥❞ ❬✼✽❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t ✇❡ ✉s❡❞ t♦✉r♥❛♠❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣❛r❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

✸✳ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r

❲❡ ♠❛✐♥❧② ♦♣t✐♠✐s❡❞ ♦✉r s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♦❧❜♦① ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❵❚♦♦❧ ✶✬ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡✳ ■■✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✶❪✳ ❋♦r ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ r✉♥s✱ ✉s✐♥❣
▼❛t❧❛❜✬s ✐♥❜✉✐❧t ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ♦❢ ✷✵✵✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢t❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✶❪✳
❇✉t ❛❢t❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡✱ ✉s✐♥❣ ♦✉r ✸✲st❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ s♦♦♥
❢♦✉♥❞ t❤❡ ❣r❡❛t❧②✲✐♠♣r♦✈❡❞ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❍❛✈✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞
❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ t❤❡♥ r❛♥ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t♦♦❧❜♦①❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❡❛❝❤ r❡s✉❧t✱ ✇❡
r❛♥ t❤❡ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❢♦r 96 ❤♦✉rs ♦♥ 16 ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠✬s ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t②✳
❋♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ t♦♦❧❜♦①❡s ❛♥❞ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ r❛♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t✇✐❝❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s✴❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱
t❤❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❜❡tt❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ❱✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
s✐③❡s ✐♥ st❛❣❡s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❡r❡ 107✱ 105 ❛♥❞ 2①104✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♥♦t ♦♥ ♦♣t✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❘❛t❤❡r✱ ♦✉r ❣♦❛❧

✇❛s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇♦r❦❡❞ r❡❧✐❛❜❧② ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ ❛ r❛♥❣❡
♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❡tt✐♥❣s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs ✇❤♦ ✉s❡ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ✇✐t❤

✶✽



❋❋ ✫ ❚♦♦❧❜♦① ❝r♦ss♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❛❝t✐♦♥ t♦✉r♥❛♠❡♥t s✐③❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r r❛t❡

P✉r❡ ◗❋■ ✫ ❚♦♦❧ ✶ s❝❛tt❡r❡❞ ✵✳✸ ✽ ♣♦✇❡r ♠✉t❛t✐♦♥ ✶✵ ✲

P✉r❡ ◗❋■ ✫ ❚♦♦❧ ✷ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ✵✳✸ ✽ ♣♦✇❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✹ ✵✳✷

P✉r❡ ◗❋■ ✫ ❋✉❧❧ t✇♦ ♣♦✐♥t ✵✳✸ ✽ ♣♦✇❡r ♠✉t❛t✐♦♥ ✶✵ ✲

P✉r❡ ◗❋■ ✫ ◆♦ P◆❘❉ t✇♦ ♣♦✐♥t ✵✳✸ ✽ ♣♦✇❡r ♠✉t❛t✐♦♥ ✶✵ ✲

◗❋■✱ ❧♦ss ❂ ✵✳✵✺ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ✵✳✸ ✽ ♣♦✇❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✶✵ ✵✳✺

◗❋■✱ ❧♦ss ❂ ✵✳✶ t✇♦ ♣♦✐♥t ✵✳✸ ✽ ♣♦✇❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✷✵ ✵✳✶

◗❋■✱ ❧♦ss ❂ ✵✳✷ s❝❛tt❡r❡❞ ✵✳✸ ✽ ♣♦✇❡r ♠✉t❛t✐♦♥ ✺ ✲

◗❋■✱ ❧♦ss ❂ ✵✳✸ s❝❛tt❡r❡❞ ✵✳✸ ✽ ♣♦✇❡r ♠✉t❛t✐♦♥ ✺ ✲

❇▼❙❊✱ µ = 1 s❝❛tt❡r❡❞ ✵✳✸ ✽ ♣♦✇❡r ♠✉t❛t✐♦♥ ✶✵ ✲

❚❆❇▲❊ ❱✿ ❚❤❡ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❋❋ ❂ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❧❧ r✉♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧✐t❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✇❛s ✶✵✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r r❛t❡ ❜❡✐♥❣ 0.3 ❢♦r ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❤❡r❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0.2 ❛♥❞ 0.5
♦❢t❡♥ ❣❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❞♦❡s ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❜❡♥❡✜t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡
❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❇▼❙❊ r✉♥s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ µ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❇▼❙❊ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡❞
q✉✐❝❦❧② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧✐❦❡❧② ❤❛✈❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s✴❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉t ♦✉r ❝❤♦✐❝❡s
✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ❱ s❤♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s ❛ ✉s❡❢✉❧ ❣✉✐❞❡✳ ■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡tt✐♥❣s✴❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ t♦♦❧❜♦①❡s ❛♥❞ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s t♦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❲❡ ♠❛❞❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r✉♥s ❢♦r ♣✉r❡ st❛t❡s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r

t❤❡ ❧❛r❣❡r t♦♦❧❜♦①❡s✮ ❞✐❞ ♥♦t ❢✉❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✾✻ ❤♦✉rs t✐♠❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧ts
❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡✲◗❋■ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢t❡♥
♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ ✇❤♦❧❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ◗❋■
✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡ r✉♥s ❛♥❞ t❤❡ ❇▼❙❊ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢t❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ q✉✐❝❦❧② ✭❧♦♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
✾✻ ❤♦✉r r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✮ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♦r s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✴s❡tt✐♥❣s✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❉✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

❘❡❢✳ ❬✶❪ ✐s ♠♦st s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r ♦✇♥✱ ❛s ✐t t♦♦ ✉s❡s ❛ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛
q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s s❡t✉♣ t♦ ✜♥❞ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❢♦r ♠❡tr♦❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♥✉♠❡r♦✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r ❬✶❪✿ ✐✮ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬✶❪ ✐s ❧❡ss r❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥ ❡✛❡❝t ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ r❡st❛rt✳ ✐✐✮ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♦✈❡r❝♦♠❡ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♣r❡s❡♥t
✐♥ ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥t t❤❛t t❤❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬✶❪ ❤❛❞ t♦ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❜❛s✐s ❛t ✸✵ ♣❤♦t♦♥s✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦
♦✉r ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❝❤ ✶✼✵✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐✮ ❛♥❞ ✐✐✮ ✐s t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❣r❡❛t❧② ❡①❝❡❡❞ t❤♦s❡ ✐♥ ❬✶❪✱ ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ❛ ✺✲❢♦❧❞ ◗❋■ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✭❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t tr✉♥❝❛t✐♥❣
❛t ✸✵ ♣❤♦t♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ ❛❧❧♦✇ ❛♥② ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❤❡r❡ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② s✐♠✉❧❛t❡❞✮✳
❋✉rt❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r ❬✶❪ ✐♥❝❧✉❞❡✿ ✐✐✐✮ ■♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥ t②♣✐❝❛❧

q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭♣❤♦t♦♥ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t❡ ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❞❡t❡❝t♦rs✮✳ ✐✈✮ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
❤❡r❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ●✐t❍✉❜ ❬✷✼❪✱ ❛♥❞ ❛s ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❉ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✭❡✳❣✳
❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❝❛♥ ♦♣t✐♠✐s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t♦♦❧❜♦①❡s✮✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ st✉❞② ❤❡r❡ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❥✉st t❤❡ ◗❋■ ✐♥ ❬✶❪✮✳ ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞✱ s♦ t❤❛t
r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝❛♥ ❛❞❞✴❝❤❛♥❣❡ ❜♦t❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞ ♦✈❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡
♦♣t✐♠✐s❡❞✳ ❆ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❛♥ ❢✉❧❧② ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♣t✐♠✐s❡ ❛♥❞
❞❡s✐❣♥✱ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✐✐✐✮ ❛♥❞ ✐✈✮ ♠❡❛♥ t❤❛t ❆❞❛◗✉❛♥t✉♠ ❤❛s t❛❦❡♥ ❛
♠❛❥♦r st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤✐s ❣♦❛❧✳
❘❡❢s✳ ❬✷❪ ❛♥❞ ❬✸❪ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ♦✉rs ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭t❤❡② s❡❛r❝❤ ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛t❡s

✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✭❬✷❪ ✉s❡s r❛♥❞♦♠ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤
❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❬✸❪ ✉s❡s r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✮✳ ❆t ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♣t✐❝s s❡tt✐♥❣s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠

✶✾



❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡✐r r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
❝❛♥♥♦t ❛♣♣❧② ❣❧♦❜❛❧ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ t❤❡✐r s❡tt✐♥❣✱ ❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ♦✉rs✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✹❪ ❛♥❞ ❬✺❪ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝s
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❬✹✱ ✺❪ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡② ✉s❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡❝❡♥t t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦✉r st♦❝❤❛st✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❝♦♠❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❞♦♥❡ ❛ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱
❜✉t t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡② ✉s❡✱ ❙tr❛✇❜❡rr② ❋✐❡❧❞s ❬✷✻❪✱ ❤❛s t♦ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ ❋♦❝❦ ❜❛s✐s ❛t ✷✵
♣❤♦t♦♥s✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐s❡ ♦✈❡r t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs❀ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞❀ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s
✐♥ ♠✐♥❞ ✭t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❬✷✻❪✮✳
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