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DESINGULARISATION
DES VARIÉTÉS DE SCHUBERT GÉNÉRALISÉES

PAR MICHEL DEMAZURE

A Henri Cartan,
en hommage respectueux

Soient k un corps, G un groupe algébrique semi-simple déployé sur k, B un groupe
de Borel de G, X l'adhérence d'une orbite de B dans G/B (« variété de Schubert généra-
lisée »). On construit (1) ci-dessous une variété lisse Z et un morphisme birationnel / : Z—^X;
la variété Z est obtenue par des fibrations successives en droites projectives, et, dans le
cas où X = G/B, est l'analogue direct de l'espace construit par Bott et Samelson
dans [1], p. 970, dans le cas des groupes de Lie compacts; c'est pourquoi on appelle ici Z
une « variété de Bott-Samelson ». Cette construction est donnée au paragraphe 3, après
que le paragraphe 2 ait été consacré à l'étude détaillée des fibrations en droites projectives,
notamment en ce qui concerne la cohomologie des fibres vectoriels.

Au paragraphe 4, on montre comment cette construction permet de calculer très simple-
ment l'anneau de Chow A (G/B), ainsi que différentes structures qui lui sont attachées;
en particulier, nous donnons une démonstration de tous les résultats d'un célèbre manus-
crit de C. Chevalley [5], resté impublié depuis 1958 (2).

Au paragraphe 5, on démontre le théorème suivant (5.4, th. 1) :

THÉORÈME. — Supposons k de caractéristique 0, et soit oêf un module inversible sur G/B
tel que H° (G/B, Jêf) ^ 0. Alors W (X, J^f) = 0 pour q > 0 et rhomomorphisme canonique
H° (G/B, ^) -> H° (X, J^f) est surjectif.

On démontre aussi que /^ (0^) = 0^ et que R^/^ (^z) = 0 pour q > 0, de sorte que
/ : Z —> X est alors une désingularisation de X dans le sens le plus fort du terme et que X
est de Cohen-Macaulay, et en particulier normale. On obtient enfin une « formule des
caractères » pour la représentation naturelle de B dans H° (X, J^f).

Tous ces résultats (à l'exception du fait que X est de Cohen-Macaulay) restent valables
en caractéristique quelconque pourvu que l'on vérifie une conjecture d'énoncé fort simple
sur les « réseaux admissibles » [n° 5.3, condition (8)].

(1) Ajouté sur épreuves. — Cette construction était déjà connue, cf. H. C. HANSEN, On cycles on flag
manifolàs, Math. Scand., vol. 33, 1973, p. 269-274.

(2) Signalons que dans le cas où k = C, auquel cas on peut remplacer A (G/B) par l'anneau de coho-
mologie H* (G (C)/B (C), Z), une démonstration de ces résultats vient d'être publiée au tome 28-3 des
Ouspekhi par I. N. Bernstein, I. M. Gelfand et S. I. Gelfand.
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54 M. DEMAZURE

Une remarque est nécessaire au sujet des paragraphes 2 et 3. Comme la construction
des variétés de Bott-Samelson et la démonstration de leurs propriétés élémentaires s'étendent
au cas d'un groupe déployé sur une base quelconque, par exemple sur l'anneau des entiers,
j'ai rédigé ces deux paragraphes avec un anneau de base k, mais j'ai essayé de garder un
style aussi proche que possible de celui de la géométrie algébrique « classique » sur un
corps; cela explique dans une certaine mesure pourquoi certains énoncés et certaines
démonstrations sont à la fois formellement insuffisants dans le cas général et d'aspect
un peu étrange dans le cas des corps.

Ce travail a été exposé à un séminaire au Tata Institute à Bombay (Inde), en janvier 1973;
je dois beaucoup à de longues conversations avec M. S. Narasimhan, C. S. Seshadri et
D.-N. Verma, et j'ai grand plaisir à les en remercier.

1. Rappels

Le but de ce paragraphe est principalement de fixer des notations.

1.1. Si X est un schéma, nous notons Pic (X) le groupe des classes de 0^-modules
inversibles; si D est un diviseur de Cartier effectif sur X, ^ (D) est le module inversible
donné par la suite exacte

0-> J^f (Df-^x-^D-^ 0.

1.2. Si X est un schéma lisse et quasi-projectif sur un corps k, A (X) est l'anneau de
Chow de X, anneau des classes de cycles pour l'équivalence rationnelle, gradué par la
codimension. Si Y est un sous-schéma fermé réduit, on note [Y] la classe du cycle Y
dans A (Y). Si ^ est un module inversible sur X, on désigne par c^ (^f) e A1 (X) la
première classe de Chern de Jêf; par exemple, si D est un diviseur effectif, on a
Ci (^ (D)) = [D]. L'application

C i : Pk^X^A^X)

est un isomorphisme de groupes. Si / : X —> Y est un morphisme de schémas lisses et
quasi-projectifs sur k, on note/* : A (Y) —> A (X) l'homomorphisme d'image réciproque,
et si/est propre, on note/^ : A ( X ) — ^ A ( Y ) l'homomorphisme d'image directe.

1.3. Si X est un schéma projectif et lisse sur un corps k, on désigne par K (X) l'anneau
de Grothendieck de X, formé par les classes de faisceaux cohérents sur X, ou encore par
les classes de faisceaux localement libres; les applications d'image directe (lorsque/est
propre) et réciproque associées à un morphisme / sont notées respectivement/, et/ ';
rappelons que si F est localement libre, alors /! (cl (^)) = cl (/* (^)), tandis que pour
tout faisceau cohérent ^, on a

/!(ciw)=E(-iyc](R%W).
Si/est la projection de X sur un point, alors K (point) = Z, et/; (cl (^)) n'est autre
que la caractéristique d'Euler-Poincaré /(X, ^) = ^ (-1)1 rg H1 (X, F).
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DÉSINGULARISATION DES VARIÉTÉS DE SCHUBERT GÉNÉTALISÉES 55

1.4. Plus généralement, soit X un schéma lisse et projectif sur un corps k, sur lequel
opère à gauche un Âr-groupe algébrique H; soient n : H x H — ^ H et co : H x X — ^ X
les morphismes (h, h') ̂  hh' et (h,x)\->hx\ dans le diagramme

1 H x œ <o

H x H x X ZZZ^ H x X Z^ X ,
n x 1 x pr2

on a

et
û ) o ( l H x œ ) = = œ o ( 7 c x l x ) , P^Otx lx) = P1^0?1^

pr2 o (IH X G)) == CÙ o pr^.

Soit ^r un module cohérent sur X; une ^-linéarisation de ^F est un isomorphisme
u : pr^ (^) —> œ* (^) rendant commutatif le diagramme suivant :

prîsprîW —^ pr?3co*(^)==(l xœ)*pr?(^)
[ [ ^ (lXO))*l^

(Ti; x 1)* pr^ W ̂ t11^ (TT x 1)* œ* OT) == (1 x co)* co* (^)

de manière approchée, on se donne des homomorphismes u^^ : F^—^F^ satisfaisant
à la condition de compatibilité évidente.

Supposons qu'il existe sur X un faisceau ample H-linéarisable; alors tout faisceau
cohérent H-linéarisé possède dans la catégorie des faisceaux cohérents H-linéarisés une
résolution finie par des faisceaux localement libres H-linéarisés, et on note K^ (X) l'anneau
des classes de faisceau cohérents H-linéarisés.

Soit Y un second schéma lisse et projectif sur lequel H opère, et possédant un faisceau
ample H-linéarisable, et soit / : X —> Y un morphisme compatible avec les opérations
de H; on définit alors de manière analogue à ci-dessus des applications

/' : KH (Y) ̂  KH (X) et /, : KH (X) ̂  KH (Y).

Notons aussi que si Y est un point, alors K^ (Y) est l'anneau R (H) des classes de repré-
sentations de H et /, (cl (^r)) est donc la somme alternée des classes des représentations
de H dans les H1 (X, ^).

1.5 (Fibres vectoriels associés). Soient X un schéma sur l'anneau k sur lequel opère
librement à droite le ^-groupe B, et supposons que le quotient X/B existe de façon que
p : X —> X/B soit une fibration principale (localement triviale pour simplifier) de groupe B;
soit d'autre part p : B —^ GL (V) une représentation linéaire de B dans un ^-module
projectif de rang fini V. On note J^f (p) le faisceau localement libre sur X formé des sections
du fibre vectoriel X x ® V quotient de X x V par la relation d'équivalence

(x, v) - (x, v) b = (xb, p(b)~1 v).

De manière équivalente, si U est un ouvert de X/B et/?"1 (U) son image réciproque dans X,
alors H° (U, ^ (p)) est l'ensemble des morphismes (p de p ~ 1 (U) dans V tels que
(p^^p^)-1^).
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56 M. DEMAZURE

En particulier, à chaque caractère À- de B (homomorphisme de B dans le groupe multi-
plicatif) est associé un module inversible Jêf (^), d'où un homomorphisme de groupes
X (B) -» Pic (X/B), où X (B) désigne le groupe des caractères de B.

Supposant maintenant que X/B est lisse et que k est un corps, de façon à disposer de
l'anneau de Chow A (X/B) et composant l'homomorphisme précédent avec l'homo-
morphisme c^ du n°1.2, on obtient un homomorphisme de X (B) dans A1 (X/B) qui se
prolonge en un homomorphisme d'anneaux gradués

c: SX(B)->A(X/B)

de l'algèbre symétrique du Z-module X (B) dans A (X/B), que l'on appelle Vhomomor-
phisme caractéristique de la fibration X —> X/B.

Si on suppose de plus que X/B est projectif, de façon à disposer de l'anneau de Gro-
thendieck K (X/B), on déduit de la construction donnée plus haut un homomorphisme
d'anneaux R (B) —> K (X/B) que l'on appelle parfois aussi homomorphisme caractéris-
tique.

1.6. Plus généralement, supposons donné dans la situation de 1.4 un Â:-groupe B
opérant à droite sur X, de façon que les conditions de 1.5 soient satisfaites et que les opé-
rations de H et B commutent. Alors, pour toute représentation linéaire p de B, le faisceau
^ (p) est muni d'une façon canonique d'une H-linéarisation; par exemple, si on identifie
comme plus haut H° (X/B, ^ (p)) à l'ensemble des morphismes (p :X—>\ tels que
(p (xb) = p (À)"1 (p (x), alors H y opère par (h (p) (x) = (p (h~1 x). On en déduit donc
un homomorphisme d'anneaux R (B) —» K^ (X/B).

Cette construction s'applique par exemple lorsque X = H; plus particulièrement encore,
prenons X = H = B ; on obtient alors un morphisme R (H) —> K^ (H/H), dont on vérifie
aussitôt qu'il est l'isomorphisme réciproque de l'isomorphisme K^ (point) —> R (H)
décrit en 1.4.

2. La construction élémentaire

2.1. Dans tout ce paragraphe, nous fixons les notations suivantes : k est un anneau
de base (essentiellement Z ou un corps), P un /:-groupe produit semi-direct d'un groupe
unipotent lisse connexe U par un groupe réductif déployable L de rang semi-simple 1
et T un tore maximal déployé de L; nous notons M = X (T) son groupe des caractères,
oc l'une des deux racines de L relativement à T, U^ et U_^ les sous-groupes unipotents
de L correspondant à ces racines, B = T.U^.U et B' = T .U_^ .U les deux sous-groupes
de Borel de P contenant T, w^ l'élément non neutre du groupe de Weyl de L relativement
à T, considéré comme un automorphisme de T et de son groupe des caractères M, et
oT e M" = Hom (M, Z) l'élément tel que

w^=K-^, ̂ >oc, ?ieM.

D'après le lemme de Bruhat, P est la réunion disjointe de l'ouvert BB' == (U^. T. U_^). U
et d'un fermé que nous noterons B w^ == w^ B'; si n^ est un élément de L (k) normalisant T
et représentant w^ cette partie fermée est B n^ == riy_ B'.
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2.2. Par ailleurs, on se donne un /^-schéma quasi-projectif X sur lequel B opère
à droite, de façon que le quotient X/B existe et que la projection canonique X —> X/B
soit une fibration principale localement triviale.

Enfin, on se donne un ^-groupe H opérant à gauche sur X, les opérations de H et B
commutant.

2.3. Alors BxB ' opère à droite sur X x P par (x, p)(b,V) = (xb,b~1 pb'\ et les
quotients correspondant (XxP)/B et (XxP)/(BxB') sont les produits contractés
X' = X x 8 ? et X7B' = Xx^/B'; on a un diagramme commutatif

X'-^X'/B'
x x K 4

'X—^X/B

(tous les morphismes sont évidents), où toutes les flèches sont des fibrations localement
triviales (les fibres-type sont P, B x B', B, B', P/B') ; notons aussi que H opère à gauche
sur tous les schémas du diagramme et que les morphismes sont compatibles avec ces opé-
rations de H.

De cette façon, nous avons associé à X un nouveau schéma X' sur lequel B' opère à
droite et H à gauche, de façon que les conditions de 2.2 soient satisfaites mutatis mutandis :
c'est notre construction élémentaire. Le but de ce paragraphe est d'étudier en détail les
propriétés du morphisme / : X'/B' —» X/B.

2.4. Comme/ : X'/B' —> X/B est l'espace fibre associé à la fibration principale X —> X/B
et à l'opération de B sur P/B', qui est isomorphe à la droite projective P1, le morphisme f
est lisse et projectif, donc X'/B' est lisse et projectif si X/B l'est. De plus, comme le
point w^ B'/B' de P/B' est laissé fixe par B, il définit une section a de/; si n^ représente w^
comme ci-dessus, a applique la classe de x modulo B sur la classe de (x, Uy) modulo B x B'.
L'image de cette section est un diviseur D sur X'/B'; nous noterons ^ (D) le module
inversible associé (1.1).

2.5. A tout caractère À- de T, faisons correspondre le module inversible Jêf (k) sur X/B
défini par le caractère de B prolongeant K et le module inversible ^ ' (?i) sur X'/B' défini
par le caractère de B' prolongeant \ (cf. 1.5).

LEMME 1. — Pour tout ^ e M, a* (Jêf' Ck)) est isomorphe à ^ (w^ (X)).

Par définition, ^ ' (?i) est le faisceau des sections de X' x B' A (on désigne par A la droite
affine), c'est-à-dire de Xx^x^A, quotient de X x P x A par la relation d'équiva-
lence (x, p, a) ^ (xb, b~1 pb\ 'k (b')~1 d}\ son image réciproque a* (Jzf' (À<)) est le faisceau
des sections de l'image réciproque de l'espace précédent, c'est-à-dire du quo-
tient Xx { n^ } X A par la relation d'équivalence induite. Mais on a

(x, n^ a)-(x&, b'^n^n^bn^ ^(n^bn^Y1 a) = (xb, n^ KÇn^bn^1 a),

et on reconnait la définition de ^ (w^ (k)).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 8



58 M. DEMAZURE

LEMME 2. - Pour tout À, e M, le degré de ^ ' (X) le long de toute fibre de f est < oT, À >.

On est réduit immédiatement au cas où k est un corps et où X/B est un point, auquel
cas ^ ' (K) est le module inversible sur P/B' associé au caractère À- de B7, ou encore le
module inversible sur L/T.U_^ associé au caractère À de T.UL^; le résultat est alors
bien connu. On peut par exemple le démontrer comme suit : il suffit de prouver que si
n = < a^, À/ > est ^ 0, la dimension de H° (L/TLL^, ^ ' (K)) est n+1 ; or, par définition,
cet espace est formé des fonctions (p sur L telles que (p (Itu) = (p (/) K (t)~1 pour le L,
t e T, u e U_^ ; recouvrant L par les deux ouverts U^.T.LL^ et n^ U^.T.LL^, on obtient
sans difficultés le résultat cherché.

LEMME 3. — Le faisceau <7* (J^f (D)) est isomorphe à Jzf (—a).

Identifions P/B' à P1 de façon que le point fixe de B soit oo. Alors B opère sur P1 par
b.z = a (6) Z + M (&), où u est une fonction sur B; comme J^pi (oo) est engendré par la
fonction rationnelle z, on en déduit sans difficultés l'assertion annoncée.

PROPOSITION 1. - Pour tout À e M, ^ ' (T) est isomorphe à /* (^ (k))® ̂  Ws><^^>.

Les modules inversibles J^' (k) et Jêf (D)® < a ^> ont même degré sur chaque fibre d'après
le lemme 2. Il existe donc un module inversible Jêf sur X/B tel que

/*(^)^^ /(?l)®^(D)(8)(-<av ' '>).

Appliquant (T* aux deux membres, on trouve d'après les lemmes 1 et 3 :

^^^(^(?l))®J^(-a)@ (~< a v• '> )=^(^(?l)+<av ,?l>a)=Jêf(^).

Remarque. — Raisonnant comme dans le lemme 3, on peut prouver que

^(X7B')/(X/B) ^ ^ (—0^-

2.6. Considérons maintenant le quotient X'/T = X x ® P/T et sa projection q sur X'/B'.
Le morphisme p T \—>p T w^ = p w^T est un automorphisme d'ordre 2 de P/T commu-
tant à l'opération à gauche de B; il induit donc un automorphisme d'ordre 2 de X'/T,
que nous noterons encore w^.

PROPOSITION 2. — Le module inversible w^ (^* (J^ (D))) est isomorphe à

^(^(D)®/*^^))0^.

Notons d'abord que q^ (D) est le diviseur X x ® B/T, donc que w^ (q^ (D)) est le divi-
seur XX^WQ/T; ces deux diviseurs ont une intersection vide, donc

^(^(D))®w*te*(^(D)))

s'identifie naturellement à ^ (E), où E est le diviseur X x ® (B u B Wy)/T, et il s'agit de
montrer que ^ (E) est l'image réciproque du faisceau JEz? (a) sur X/B. Pour ce faire, il
suffit d'exhiber une fonction (p sur P telle que (p (bpt) = a (b)~1 (p ( p ) pour tous points
b, p, t de B, P, T respectivement, et telle que div ((p) = B u B u^. Or, si on identifie P/B'
à P1 comme ci-dessus, et si p opère par z\—> (az + b)/(cz + d), il suffit de prendre

(p(p) = cd/Çad—bc).

4e SÉRIE —— TOME 7 —— 1974 —— N° 1



DÉSINGULARISATION DES VARIÉTÉS DE SCHUBERT GÉNÉRALISÉES 59

2.7. Supposons maintenant que k soit un corps, pour traduire les résultats précédents
dans le cadre des anneaux de Chow. Considérons le diagramme

A(X/B)^:A(X7B'),
o*,A

et soit Ç e A1 (X'/B') la classe du diviseur D; on a donc

Ç=c^(l)=c,(^(D)).
Notons

c:SM-^A(X/B) et c ' :SM->A(X7B')

les homomorphismes caractéristiques des fibrations

X-.X/B et X'-^X'/B' (1.5).

PROPOSITION 3. — Uhomomorphisme d'anneaux de degré 0 :

/*: ACX/B^ACX'/B')

est injectif; il identifie A (X'/B') avec A (X/B) [y/^+c (a) Ç). Avec cette identification,
on a pour a, b e A (X/B) les relations

/*(a) = a, a^(a) = a^ Ma+b^) = b, a*(a+^) = a-^(a).

Notons d'abord les formules évidentes/^ o c^ = Id, a* o/* = Id. D'après la formule
de projection pour a, on a a^ (o* (ûQ) = ^ û' pour a' e A (X'/B'); remplaçant a' par/* (a\
a e A (X/B), on en déduit

^(a)=^r(a).

Remplaçant maintenant a par o* (a'), on obtient Ç a' = Ç /* (a* (a')), et en parti-
culier ^2 =/* (a* (Ç)) Ç; mais d'après le lemme 3, CT* (Ç) = — c (a), donc

^+/*c(a)Ç=0.

Comme on sait par ailleurs ([7], p. 420, corollaire) que A7 (X'/B') est un A (X/B)-module
libre de rang 2 de base (1, Ç), cela implique la première assertion de la proposition. On
a enfin/^ (1) = 0 puisque/^ est de degré (-1), ce qui, avec les relations déjà écrites,
entraîne le reste de la proposition.

PROPOSITION 4. — Pour tout u e S M, on a a* (c' (u)) = c (w^ (u)) et

c^u^cW^-^^V
\ a /

Si ^ e M, on a d'après le lemme 1 et la proposition 1 :

a* (c' (K)) = c (w, 0)), c' W = c W + < a', ?i > Ç.

Ce sont les formules annoncées lorsque u = 'k e M. On en déduit aussitôt la première
assertion; démontrons la seconde par récurrence sur le degré de u. Supposons donc que

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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1u-w^(uY
C ' ( M ) = C ( M ) + C — — — — a — —

\ a

v=uK, KeU',

c'(v) == c\ù)c'W == c(iOc(X)+c(^+c(b)^2,

.•^"l^.^ <,=<..-,.>ï̂w«
-^ • - ' ' '

mais

donc

^=-c(^,

c(a}^c(b)î,l=c(a-b^,

et un calcul immédiat donne
uK-w^(uK)

a — b a = ——————•

Considérons maintenant comme ci-dessus la projection q : X'/T -> X'/B', c'est une

fibration en espaces affines, donc q induit un isomorphime

q*: A (X'/B') ̂  A (X'/T),

de telle sorte qu'on peut transporter à A (X'/B') l'automorphisme d'ordre 2 de A (X'/T)

défini par w. (2.6). D'après la proposition 2, on a aussitôt :

PROPOSITION 5. - Uautamorphisme w: de A (X'/B') induit Hdentité sur A (X/B) et

transforme t, en -t, -c(a).

Remarque - Comme on l'a remarqué plus haut, l'intersection des diviseurs q- (D)

et «W (D» ̂  vide'ce ̂  donne une autre démonstration de la formule ̂ c (a)) =

2.8. Supposons maintenant que k soit un corps et que X/B soit^^^
alors X'/B' l'est aussi; considérons les anneaux de Grothendieck de X/B et X/B et le

diagramme ,

K (X/B) SéîK (X'/B').
o',/i

Les homomorphismes de restriction R (B) - R (T) et R (B') - R (T) sont bijectifs_
d'autre part R ffî s'identifie à l'algèbre Z [M] du groupe M (on note e- l'élément de Z [M]

correspondant à M), d'où des homomorphismes d'anneaux

Z [M] -> R (T) -^ R (B) ^ K (X/B),

Z [M] -^ R (T) ̂  R (B') ̂  K (X'/B'),
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notés respectivement c^ et c^\ remarquons que c^ (^) = cl (J^f (X)) et que c^ peut aussi
être défini comme l'extension canonique à Z [M] de l'homomorphisme À, \—f cl (J^f (À-))
de M dans le monoïde multiplicatif de K (X/B); de même pour X'/B'.

Posons
x = a,(l) = cl(^) = l-cl(^(D))-1.

D'après le lemme 3, on a
a-Çx)=l-c^).

Une démonstration analogue à celle de la proposition 3 donne :

PROPOSITION 6. — L'homomorphisme f- : K (X/B) —^ K (X'/B') est injectif et identifie
KCX'/B') à K(X/B) [^/(^-^-(I-CK (^a))). Avec ces identifications on a pour
a, b e K (X/B) :

f\d)=a, CT,(a)= ax, f,(a+bx)==a+b, a-(a-{-bx)= a+b(l-c^)).

PROPOSITION 7. — Pour tout î /eZ[M], on a

G'(c^(u))= c^(w^u))
et

, , . . . ( U—WÂU)\
cW = CK(M)+CK —„——— ^.

\ e 1 /

La première relation se déduit aussitôt du lemme 1. Posons d'autre part

c^)=a, cl(^(D))==j;;

on a d'après la proposition 1 :

(1) CKC^CK^)./^ ^eM.

Notons d'abord la formule

(2) ^=l^-^x+l, neZ;
a—1

il suffit en efTet de remarquer qu'elle se réduit à^~ 1 = —;c+l pour 72 = — 1 et de vérifier
que le second membre dépend multiplicativement de n, ce qui se déduit aussitôt de la
relation x2 = x ( l — à ) . Utilisant alors (1) et (2) on obtient aussitôt la formule annoncée.

Considérant à nouveau la projection q : X'/T —> X'/B', on obtient un isomorphisme
q- : K (X'/B') -^ K (X'/T), d'où après transport par q ' un automorphisme w^ de K (X'/B').

PROPOSITION 8. - Uautomorphisme w^ de K (X'/B') induit l'identité sur K (X/B) et
transforme x en —x+l—c^(ea).

Avec les notations précédentes, on a

x=l-y-1 et w!(y)=y~l.a~l

(prop. 2), donc

w^(x) = 1-ay = l-a(( ——a—)x+l)= 1-x-a.
\\ û-i 7 /
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2.9. Gardons les notations précédentes. Remarquons que tous les modules construits
ci-dessus, en particulier ^ (D) et les Jêf (X) et ^ ' (T) sont munis naturellement d'une
H-linéarisation; si X/B possède un faisceau ample H-linéarisé, soit Jêf, alors X'/B' en
possède aussi un, par exemple/* (J^f) (x) ^ (D). On peut alors appliquer 1.6 au lieu de 1.5
et on obtient des homomorphismes :

Z[M]^R(T)^R(B) -KH(X/B),
Z [M] ̂  R (T) ̂  R (B') ̂  KH (X'/B'),

notés respectivement c^ et c^\ considérons aussi l'application d'image directe

/^KHCXVB^KHCX/B).

PROPOSITION 9. - Soit H e M fixé tel que < a", [i > = 1 ; posons

^ =^a(^)= H-a-
Pour tout u e Z [M] o^ à?

/.(^(^^^^f.^-^^v\ ^-i /
Identifions X/B au sous-schéma D de X'/B'. On a alors une suite exacte de modules

H-linéarisés :
0 ̂  ̂  (D)-1 ̂  ̂ /B'-^X/B ̂  0.

Tensorisant-la par le module inversible H-linéarisé J^'(n'+À,) ® Jêf (D)®", où X e M
et n e Z, on obtient une suite exacte de modules H-linéarisés :

0^^(^ /+X)(x)J^(D)0("- l )^J^ /(^+^)®J^(D)0n^a*(J^ /(^ /+À,)®J^(D^

D'après les lemmes 1 et 3, a* (Jêf (n'+?i) ® Jêf (D)0") est isomorphe à

^(^(n'+^-na) = ̂ (^-(^a', X»a).
Posons

^(^Î)=/!(CKH(^+').C1(^(D))"),

^(n)^^-^^»").
Alors

(3) ^^(CK11^)),

tandis que d'après la suite exacte précédente :

(4) a(n)=a(n-\)^b(n\

D'un autre côté, le degré de J^' (n' x X) (x) L (D)0" le long des fibres de/est égal d'après
le lemme 2 à

<a", i ^+^>+n = <av, À.>+^-1;

si < a", ̂  )+n == 0, alors ce degré est (-1) et a (n) = 0, donc

(5) a(-<a',^»=0.
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Supposons alors d'abord que < o^. À- > = m > 0; alors d'après (4), (5) :

a(0) = fc(-m+l)+...+&(0) = ̂ (^+'(^-a+...+ê~wa))=<t•"•^)-<^)•
d'où la proposition 9 dans ce cas. Si maintenant < a", 'k > = -m < 0, alors

^(0) = -(^(m)+ . . . +fc(2)+fc(l)) = -c^(^(l+ . . . W^^)),

et on conclut par un calcul analogue. Enfin, si < a", ^ > = 0, alors a (0) = 0 par (5), ce
qui achève la démonstration.

2.10. Pour simplifier, supposons désormais que k est un corps.

Pour toute représentation linéaire p : B —> GL (V), notons Jêf (p) ou ^ (V) le faisceau
sur X/B défini par p (1.5); définissons de même ^ ' (p') = ^ ' (V7), faisceau sur X'/B'
associé à une représentation p' : B' —^ GL (V). Nous nous intéressons maintenant au
calcul de /„ ^ ' (V) et R1/^ ^f (V7).

LEMME 4. — Soient P —>• GL (E) une représentation linéaire de P, et V K/Z sous-espace
de E ^ûAfe 7?^ B7. ^fo^ R1/^ J^ (E) = 0 et f^ ^ ' (E) s'identifie naturellement à ^ (E);
ûto^ cé^é? identification f^ ^' (V) é^ transformé en ^ (V), ̂  V é^ fe /?/^y ^m^rf sous-

espace de V ̂  soit stable par P.

Pour définir un isomorphisme de/^ J^ (E) sur Jêf (E), il suffit d'exhiber un isomorphisme
« naturel » de H° (X/B, ̂  (E)) avec H° (X/B,/^ ^/ (E)) = H° (X'/B', ^f (E)); il suffira
en effet ensuite de remplacer X par un ouvert variable stable par B. Or, H° (X/B, Jêf (E))
est l'ensemble des fonctions a : X —^ E telles que a (xb) = b~1 a (x), tandis que H° (X'/B',
^ ' (E)) est formé des fonctions a' : X' —> E telles que a' (x' b') = b ' ~ 1 a' (x'). Soit donc
a : X —> E telle que a (xb) = b~1 a (x); définissons a : X x P —^ E par a (x, p) = p~1 a (x)',
alors

a(xb, b~1 pV) = fc'-1 p~1 ba(xb) == b'~1 p~1 a(x) = b'~1 a(x, p);

par passage au quotient par B, a définit donc une fonction a' : X' —> E qui répond à la
condition exigée; l'application a^-> a' est un isomorphisme, car on construit une appli-
cation réciproque en associant à a' l'application a : X -> E définie par a (x) = na' (f^n)),
où n est un représentant de w^ dans P (k), et où (x,~n) est la classe de (x, n) dans X\

Ayant obtenu l'identification annoncée, notons que a' appartient au sous-espace
H° (X'/B', J^' (V)) si et seulement si le morphisme (x, p) \-^p~1 a (x) est à valeurs dans V,
ce qui signifie que a est à valeur dans V.

Il nous reste à prouver que R1/^ ^ ' (E) = 0; pour ce faire, on peut supposer que X/B
est réduit à un point, c'est-à-dire que X' = P, et il suffit de prouver que ^ ' (E) est constant
[puisque P/B' est isomorphe à P1 et que H1 (P1, ^PpQ = 0]; mais cela est clair : il suffit
d'associer à tout élément x de E la section a' telle que a' ( p ) = p ~ 1 x.

Soit x_^ un isomorphisme du groupe additif sur U_^ tel que

tx.Mt-^x.^Çt)-1^
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pour tout point t de T, et soit i : SL^ —> L un homomorphisme tel que

{l Q})=x-^i(ZQ î 0^-
LEMME 5. — Soit p : B' —> GL (F) M^ représentation linéaire de B7 possédant la pro-

priété suivante : il existe une représentation linéaire p de SL^ dans F ^//^ que

p(i ;)-?(.-.(«», ?(^ ^)-P(^».
Alors R1/,, J^' (F) == 0.

On peut supposer que X/B est réduit à un point, donc X' = P. De plus, comme l'image
de i opère transitivement sur P/B', on peut, prenant « l'image réciproque par ; » de la
situation, supposer que i est un isomorphisme de SL^ sur P. Alors p est le produit tensoriel
de la restriction d'une représentation de P par une représentation de dimension 1,
donc ^ ' (F) est le produit tensoriel d'un faisceau constant (cf. démonstration du lemme 4)
et d'un faisceau inversible, de degré -1 (lemme 2), donc H1 (P/B', ^ ' (F)) = 0.

PROPOSITION 10. — Soient P —> GL (E) une représentation linéaire de P, V un sous-
espace de E stable par B', V le plus petit sous-espace stable par P contenant V; soit p la
représentation naturelle de B' dans V/V. Supposons qu'il existe une représentation T de SL^
dans V/V telle que

(6) ïQ ^==p(x_,(a)), T^ ^=z-^^(z)\

Notons E", V\ V" les duaux de E, V, V. Alors R1/^ ^ ' (V") = 0 et le morphisme
f^ ^ ' (E") ->f^ J^' (VQ s'identifie naturellement à ^ (E^ -> ^ (V^).

De la suite exacte
0 -> K -^ ̂  -^ V'^ 0,

où K est l'orthogonal de V, on tire une suite exacte

0 ̂  ̂ ' (K) -^ Jêf' (E') -^ ̂ f' (V') -> RV^' (K) -^ R1/^ ^ ' (E') -^ RV^' (V) ̂  0.

D'après le lemme 4, on a R1/^ Jêf' (E") = 0, tandis que /^ ^ ' (E") s'identifie à ^f (E")
de façon que/^, J^' (K) s'identifie à ^ (K.i), où K^ est le plus grand sous-espace de K
stable par P; comme Ki est l'orthogonal de V, on voit qu'il suffit de prouver maintenant
que R1/* ^ ' (K) = °î ^s» d'après le lemme 4, on a R1/^ ̂ / (KQ = 0, puisque K^
est stable par P. Il suffit donc de prouver que R1/^ ^ ' (K/KQ = 0; comme K/Ki est
le dual de V/V, ce dernier fait résulte du lemme 5.

2.11. Pour appliquer la proposition 10, nous allons étudier les représentations de P,
en supposant à partir de maintenant que k est de caractéristique 0. Notons \J+, U~, U°,
E4', E~ les algèbres enveloppantes respectives de B", B'", B" n B'", U^, V_y. On a

(7) U^U^E^
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Le lemme et la proposition qui suivent m'ont été appris par D.-N. Verma. Posons

X..L,.(,^ ;), X..-U.(,,(; 2). H.»L,e(,)(; _».).

LEMME 6. — Soit 1 M^ ?û^û/ a gauche de codimension finie de U° stable par ad (X_^)
et ad (H^), ̂  ̂ // n un entier ^0. Soient F l'espace vectoriel quotient \ J ~ / ( \ J ~ . I+U~ X".^1),
^/o ^ classe de 1. Il existe une unique représentation T de l'algèbre de Lie ôl^ dans ¥ pour
laquelle

T(X_,)/=X_J, /eF, ï(X,)/o=0, ï(H,)/o=n/o.

Notons d'abord la formule

(8) ad (X,) X^ = X^-1) (H, - m +1), m e Z,

où
X^ = X^/m ! si m ^ 0, X^ =0 si m < 0.

Soient x et /? les deux applications linéaires de U~ dans U~ définies par

(9) x (u X^) = [X,, u\ X^ + (n - m +1) X^,-1),

(10) h(uX^) = [H,, ^]X(_w,)+(n-2m)KX(w,),

où u parcourt U° et m parcourt N. D'après (8), on a pour tout v e U~ :

(11) x(r)=[X^]modU-(H,-n),

tandis que

(12) h(v) = [H,, v]+nv = H^-î;(H,-n) = H^modU- (ïî^-n).

Notant x_ la multiplication à gauche par X_^ dans U~, on tire sans difficultés de ( I I )
et (12) les formules

[/i,x]=2x, [h, x_] ==-2x_, [ x , x_ ]= / î ;

il existe donc une représentation T de sl^ dans U~ telle que

T ( X - ^ ) = X _ , T(X,)=X, T(H,)=/Î

et on a
T(X,)(I)=O, T(H,)( l )=n. l .

11 est clair que U~ 1 et U~ X^1 sont stables par X_^ et H^, montrons qu'ils sont stables
par X^; pour U~ X"_^1, cela résulte de la formule (9), puisque U~ X'L^1 est engendré
par les u X^ pour m ̂  n+1 ; soient u e 1 et m e N, on a module U~ (H^—n)+\J~ .1 :

x (X^ u) = [X,, X^] u + X^ [X,, u] [formule (11)]

= X^~1) (H - m +1) u (puisque [X,, I] c 1)

= X^-^^ -m+l)ii (puisque [H,-n, I] c I)
=0.

Cela prouve l'existence de T; l'unicité est immédiate.
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Remarque. — On a par construction, pour u e U° et w e N,

T (X,) (1. X^ /o) = ad (X,) (u) X^ /o + (^ - m +1) u X^-1)/, ;

par récurrence sur l'entier r ^ 0, on en tire

(13) T(X^)(uX^fo) = Efn"m+lyd(XJ"\u)X^-)^.
s \ S / ^-5)!

Supposons alors donné un sous-groupe U^ de U°, stable sous les ad (X^/m ! et les
ad(X_^yn/w!, alors le sous-groupe F^ de F engendré par les uX^fo, w e U ^ , w e N ,
est aussi stable par les ^ (X^/ml et les T(X_^T/w!.

PROPOSITION 11. — Soient P —>• GL (E) une représentation de P, ^/ CQ e E M/Î vecteur
propre sous T, ^o/î ^M/, ̂  /?o^ À-, .y/ûAfe /?ÛT U^. Posons n = < a", À- >^0; û/or^ Vannu-
lateur de e^ dans \3~~ est

Posons
Annu- (^o) = U- Amiuo(é?o)+U- X».^.

1 = U- AnnuoO?o)+U- X^1 c: Annu- <A));

posons F = U'/I et soit /o e F la classe de 1. Soit p : F—> E l'application canonique;
d'après le lemme 6, on peut munir F d'une structure de sl^-module de façon que p soit
un homomorphisme de sl^-modules. Le sl^-module E est engendré par l'orbite de CQ
sous B" n B'", donc aussi par le sous-espace U° CQ\ de même le sl^-module F est engendré
par U°/o; puisque l'annulateur de/o dans U0 contient l'annulateur de e^ l'application^
induit une bijection de U°/o sur U° e^. Les sl^-modules E et F étant semi-simples, il en
résulte que p est bijectif, d'où la proposition.

2.12. Rappelons que k est supposé de caractéristique 0. Fixons les notations suivantes :

{ p:P-)>GL(E) est une représentation linéaire de P, eeJL est un vecteur propre

(14) < de T non nul, fixe par U_a. On note V (resp. V) le sous espace de E engendré

( par BeÇresp. B' e).

Notons d'abord que Y est aussi le plus petit sous-espace stable par P contenant V. Soit K
le poids de e, posons n = - < o^, ^ > ^ 0; on a X^e ^ 0, X^1 e = 0. Posons v = X^ e/n !,
alors v est non nul, de poids \-\-n a sous T et fixe par U; de plus e = ± X"_^ v/n\, donc
tout sous-espace de E stable par P contenant e (resp. v) contient v (resp. é). Il s'ensuit
que V = U~ v, puisque la droite kv est stable sous T.U^. D'après la proposition 11,
l'application u\—>uv induit une bijection

U-/(U- Annuo(y)+U~ X^) -. V;

d'autre part, on a V = U~ e = U~ X"_^ v, d'où une bijection

(15) U-/(U-Annuo(u)+U-X^)-^V/r,
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compatible avec l'action de U~ sur les deux membres; si v est la classe de v dans V/V,
on a

(16) P(X,)r=0, p(H,)î;=m;.

Si n = 0, alors V/V = 0 ; si n > 0, on peut appliquer le lemme 6 au premier membre
de (15); il existe donc une représentation T de sl^ dans V/V telle que

(17) T(X> = 0, T(H,)î;-(n-l)i;, T(X_,) = p(X.,).

Comparant (16) et (17), on obtient :

11 existe une représentation T de SL^ dans V/V telle que

(18) T^ ;)=P(X_^)), Z^ ^Z-WCZ)).

On peut alors appliquer la proposition 10, et on obtient :

( On a RV^^V^O, et le morphisme f^^'(E) -^/^'(V^) s'identifie natu-
( ) \ rellement à J f̂ (E^-^ 00.

2.13. Supposons donné un sous-groupe U^ de U° stable sous les ad(X^)m/m! et les
ad (K_y)m|m\', notons V^ le sous-groupe de V engendré par les u X"!^ v/m\, où u décrit U^
et m est un entier ^ 0, et notons (V/V)^ l'image de V^ dans V/V ; alors, d'après la remarque
suivant la proposition 10 :

(20) (V/V)z est stable sous les ^X^/m ! et les xÇX.^Im !.

3. Schémas de Bott-Samelson

3.1. Dans ce paragraphe et les deux suivants, on désigne par k un anneau (essentiel-
lement Z ou un corps), par G un ^-groupe réductif déployable, par T un tore maximal

fW <W

déployé de G, par B et B deux groupes de Borel de G tels que B n B = T. On munit le
groupe des caractères M de T de l'ordre partiel dans lequel les racines de B sont posi-
tives; on note R l'ensemble des racines de G relativement à T, R+ l'ensemble des racines
de B, S l'ensemble des racines simples correspondantes et W le groupe de Weyl de G
relativement à T. Pour tout oc e R, on note s^ e W la symétrie relative à a, et on pose

s^^-^a^À^a, XeM.

On note / (w) la longueur d'un élément w de W relativement au système générateur Csp)pçs
([2], p. 1), et WQ l'élément de W de longueur maximale; on a

l(w o) = N = 1 1 R [ = dim(G/B), Wo(R+) = -R+,
2

et, par [2], p. 158, corollaire 3,

(1) l(wow)=^-l{w), weW.
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3.2. Soit Bor (G) l'espace des sous-groupes de Borel de G, sur lequel G opère à gauche
par conjugaison; on a des isomorphismes compatibles avec les opérations de G :

G/B-^Bo^G^G/B,

où, si g est un point de G, on a

f(gBIB)=gBg-1, f(gB/B)=gBg-^

Soit HQ e G (k) tel que Int (^o) T = T, Int (no) B = B (HQ est donc un représentant
de Wo), et soit 9 : G —> G l'isomorphisme xi—> XHQ; on a

(2) QÇgxb^gQWntÇn,)-1^

pour tous points g et x de G, b de B; par passage aux quotients, (9 donne donc l'isomor-
phisme composé

Q^f-^of: G/Ê-^G/B.

Si w est un élément de W, identifié à un ensemble de classes latérales modulo T, on pose

X^=Bu;B/BcG/B,

Y ^=B^B/Bc G /B ,

où la barre désigne l'opération d'adhérence schématique (adhérence usuelle lorsque k
iv

est réduit), ce sont des sous-schémas fermés de G/B et G/B respectivement, les « variétés
de Schubert généralisées »; on a ([4], p. 13-11, cor. 2) :

(3) dim X^ = codim Y^ = l (w).

On a aussitôt /(X^J =/(YJ, donc

(4) Ô(Y,)=X^, weW.

3.3. Soient w, u / eW; on a les implications immédiates suivantes :

(4) (wB/BeX,(fe)) =^ (X^cX^) =^ [ ; ( w ) < ; ( M ; ) o u ^ = ^ ] .

Le lemme suivant est extrait de [5] :

LEMME 1 ([5]) : (a) Soient w, w' e W avec l (w) ̂  /(u/) e t w ' ^ w, alors X^nwo X^y,.==0.

(6) L'intersection X^ n M;o ^wo^ ^ réduite à la section w B/B.
Pour démontrer (a), on peut supposer que k est un corps; supposons Xy, n WQ X^y, ̂  0

et soit A une composante irréductible de cette intersection. Alors A est non vide, propre
sur k et stable par T, donc contient un point fixe de T d'après le théorème de Borel; un
tel point fixe est de la forme w" B/B, où w" e W. On a alors w" B/B e X^, WQ w" B/B e X^/,
ce qui d'après (4) implique

[;(w") < l(w) ou w" = w] et \I(WQ w") < I(WQ w ' ) ou w" = w'];
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d'après (1), cela implique

\l(w') < l(w) ou w = vo = w"\

d'où (a). De plus, si w = w', ce qui précède montre que A contient nécessairement w B/B.
Pour prouver (&), il suffit donc de démontrer que Xy, n WQ X^ est réduit à la section w B/B,

au voisinage de cette section; mais si on pose By, = w B w~1, le morphisme b\->bw B/B
induit des immersions ouvertes :

B, -> G/B, B, n B -> X,, B, n B -. WQ X^,

et on conclut par le fait que la multiplication dans B^ induit un isomorphisme

(B,nB)x(B,nB)^B,

(cf. [4], exp. 13 pour tout ce qui précède).

On en tire immédiatement :

PROPOSITION 1. — Supposons que k soit un corps et soient w, w' e W avec l (w) + / (V) ^ N :

(a) ([5]) Dans Vanneau de Chow A (G/B), on a

[XJ.[X^]=Ô,,^[XJ,

où [XJ est la classe d'un point.

(b) Dans Vanneau de Grothendieck K (G/B), on a

Cl(^j.cl(^xj=^,.o.'cl(^).

(c) On a

X(X,,^xJ=§.,.o^

II suffit en effet de remarquer que

KXJ = [X,.] et cl(^xj = cl(^)

puisque les opérations de G dans A (X/B) et K (X/B) sont triviales (voir par exemple [8],
p. 506, lemme 1).

COROLLAIRE : (a) ([5]) A (G/B) est un Z-module libre de base ([X,J)^^. Soit
v : A (G/B) —> A^ (G/B) la projection évidente. Pour tout u e A (G/B), les relations

(u = En,[X,J) et (V(M.[X,]) == n^[XJ, weW)

sont équivalentes.

(b) K (G/B) est un 'L-module libre de base (cl (0^ ^g^. ^^ formes linéaires
(u \—> ^ (Xy,, M))y,g^ forment une base du Z-module dual.

Cela résulte de la proposition, et du fait que A (G/B) est engendré par les [X^,], et
K (G/B) est engendré par les cl (^xj» ^alt ̂  résulte aussitôt de l'existence de la décom-
position cellulaire G/B = (J B w B/B (cf. [7], p. 431, prop. 7).

w e W
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3.4. A tout caractère À de T, associons le module inversible (G-linéarisé) Jêf (X) [resp. ̂  (À-)]
sur G/B (resp. G/B) associé à la fibration G —> G/B (resp. G —> G/B) et au caractère
de B (resp. B) défini par À, (cf. 1.5). L'isomorphisme 0 : G/B —> G/B transforme Î£ (k)
en J^ (WQ (À,)) [formule (2)]. Rappelons que H° (G/B, ^ (k)) est l'espace des fonctions (p
sur G telles que (p (xb) == (p (x) K (&)~1, et que G y opère par (gf) (x) = f(g~1 x)', de
même pour H° (G/B, Jêf (k)) ; d'après ce qui précède les représentations de G dans
H° (G/B, Ï (k) et H° (G/B, Jêf (wo (k))) sont isomorphes. On a alors le lemme bien
connu suivant :

LEMME 2. — Supposons que k soit un corps, posons

E, = H°(G/Ê, ^W) ̂  H°(G/B, ̂ oW).

Supposons E^ 1=- 0. Alors E^ possède une unique droite invariante par B", cette droite est

formée des éléments de poids K sous T. Pour tout poids [i de T dans E, on a WQ (À-) ^ [i ^ À.
JL^ JMÛ/ E^ ̂  E^ ̂  engendré comme G-module par ses éléments de poids — X.

Puisque E^ + 0, il possède un élément non nul (p invariant par B", et on a
(p (utu') = X (0~1 pour tous points M, t, u' de B", T, B7" respectivement; comme B".T.B'"
est un ouvert de G, deux telles fonctions sont proportionnelles. Si \|/ est un vecteur propre
de T, pour le poids [i, on a

^(O"1^) = ̂ (tuu) = ̂ (tut~\tu') = MO"1 v|/(^r1),

donc v j / ^ M ^ " 1 ) = v|/ (M) 'k (t ) H (t )~1 ; cela montre que À , — H est combinaison linéaire
à coefficients positifs des racines positives, donc [i ^ ^, et que X = n si et seulement si \|/
est constante sur B". Cela implique les deux premières assertions de la proposition, ainsi
que l'inégalité [i ^ 'k pour tout poids [i de E, ; comme WQ (n) est aussi un poids de E^;
on a WQ (n) ^ k, donc H ^ WQ (^), d'où la troisième assertion. Enfin, pour tout sous-
espace non nul V de E^, on a E^ c V, puisque B" possède des invariants non nuls dans V,
prenant pour V l'orthogonal d'un sous-module de E^, on en déduit la dernière assertion.

Le plus grand poids de E^ est donc À-. D'autre part, comme s y (k) ^ À, pour tout À, e R
d'après le lemme, on a (E^ 7^ 0) => « a\ À > ^ 0, a e S); la réciproque est vraie, et bien
connue [voir par exemple ci-dessous 4.3, formule (5)].

3.5. Choisissons une décomposition réduite de WQ :

(5) WQ = s^ Sp, . . . Sp^, P,eS,

et posons

(6) a^ = Pi, 0^2 == sp, (P^), . . . , a N = S p ^ . . . 5p^(PN).

Alors les a^ sont tous distincts et décrivent R+ ([2]), p. 158, cor. 2). Notons w^ la
symétrie s^; on a

(7) ^ i = 5 p p ^==^5p,5p^, . . . , W N = 5 p ^ ...Sp^5p^p^ . . . ̂ ,
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donc

(8) w^W2 . . . w, = Sp^Sp^ . . . sp^, 1 ̂  i ^ N,

et en particulier

(9) w^ ... WN = 5p^ ... s^ == w^ = WQ .

Dans toute la suite, tous les produits indexés par une partie de R+ ou de [1, N] seront
pris dans l'ordre (ai, . . . , o^) ou (1, 2, . . . , N). Pour K c: [1, N], posons

^K = n ̂  ^ = n ̂  •
» e K i e K

PROPOSITION 2. — On a w^ WQ = ^[I,N]-K-

Cela est clair si K = 0 ; si K ^ 0, soit ; le plus petit élément de K et posons L = K — { ? ' } ;
nous pouvons supposer par récurrence que ̂  ^o = ^[i N]-L- Alors

•^[l.NI-K == ^[l.i-l^l^Isn-K = •^[l . i- l^Ci+l.NJ-L

= ^l.i-l]^5'!:!,»--!]5!:!,!]5!:^!,:^-!.

= ^ I , N J _ L = W , W L W O =W^WQ.

COROLLAIRE : (a) On a l (w,,) ^ K |.

(b) On a l(w^^^ = ?, /(^,+I,N]) = N-L

(c) Soit w = w^^]. Alors l (wi^) > / (w) si i < k ^ N, et l (ww^) < l (w) si 1 ̂  k ^ i.
En effet,

/ ( w K ) = N - ? ( w K W o ) = N - ; ( ^ , N ] - K ) ^ N - ( N - | K D = | K [ ,

d'où (a); d'après (8), on a /(M^,]) ^ f, d'où /(w^^) = f; d'autre part W^+^N] = wfrllnw^
d'où (À). Si k > i, alors / (^i , f] w^) ^ f + 1 d'après (û) et (b)', si 1 ̂  k ^ f, on a

wî.l,nwk = 5p; . . . 5p^^ ,5p^_^ ... 5p^,

donc K^[I,I]^) ^ î — 1 -

LEMME 3. — 5'o;7 w e W.

(a) On peut choisir la décomposition (5) de façon que w = w^^^ i = /(w). On peut
même imposer que s ^ . . . ̂  ^ 5p^ .. . s^ soient des décompositions réduites de w et WWQ
respectivement, fixées à l'avance.

(b) On peut choisir la décomposition (5) de façon que w == Î^+I,N], i = N—/(w).

(c) Soit oceS tel que l(wSy) = / (w)+l ; on peut choisir (5) de façon que w == ^[i,i],
z = / (w), que (8) .sw7 M/Î^ décomposition réduite de w donnée à Pavanée et que s^ = w^.

Soit w = s^ s^_^ . . . s^^ une décomposition réduite de w; alors l(wwo) = N-? et dans
le cas (c) :

J (wu;o s,,o(a)) == ; (w^ wo) = N - ; (w5^) = N - ; (w) -1 = ; (wwo) -1 ;
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choisissons une décomposition réduite de U)WQ :

ww^ = ̂ +1 • • • ^PN

telle de plus dans le cas (c) que s^ = ^0(00 [^marquer que —WQ (a) e S]. Alors la décom-
position WQ = ̂  . . . ̂  convient, d'où (a) et (c); enfin, (b) se déduit de (a) appliqué
à w~1 WQ.

3.6. A partir de maintenant, nous fixons la décomposition (5), et nous posons

RO = {a! » . . . , ocjsi} = R+ ,

RI =u?i (Ro)= { -ai, a2, . . . , o^},

R^ = W2 (Ri) = w^ w^ (Ro) = { -a^ -a^, 03, . . . , o^},

R, = î ^ ( R , _ i ) = ^ . . . W i ( R o ) = { - a i , . . . . -a,,a,+i, .... o^},

R N = W N ( R N - I ) = ^o(Ro)= { - a i » • • - . -aisr} = - R + -

Chaque R( , 0 ^ / ^ N, est un système de racines positives; pour 1 ̂  f ^ N, a, est une
racine simple de R » - i , —o^ est une racine simple de R,, et

R,_i uRi = { -oci, . . . , -a,-i, ± a,, a,.+i, . . . , ̂ }

est une partie parabolique de R à N+1 éléments.

Soit B^, 0 ^ z ^ N, le groupe de Borel défini par R^ (on a donc BQ = B, B^ = B) et
soit P,, 1 ^ i ^ N, le sous-goupe parabolique de G défini par R, u R,- i , c'est-à-dire
engendré par B^ et B ^ _ i . On a une chaîne d'inclusions de codimension 1 :

BQ C:Pi ^BI CP^ = D . . . : D B,_i C P , = ) B , C = . . . = 3 B N - 1 C : P N ^ B N .

Si, pour toute racine a, on note U^ le groupe unipotent de dimension 1 correspondant
à a, alors

B,_i = U^..(B,_i n B,), B, = (B,_i n B,).U_^,

et P; est réunion disjointe de l'ouvert

B ,_ iB,=U^B,=B,_ i .U^

et du sous-schéma fermé
w,B, .=B,_iW;.

3.7. On peut alors appliquer N fois la construction élémentaire du paragraphe 2, à
partir du schéma Bo = Xo sur lequel Bo opère à droite et à gauche, et on obtient des
schémas

Xo = Bo, Xi = Bo x80 Pi = P i , X^ = Bo x^Pi Xe1 P^ = Pi x^P,,

X, = X.._i x®1-1 P, = Pi x®1 P^ x 8 2 . . . x®1-1 P,,
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jusqu a
_ p ^BI p ,,B2 BN-I p

N — r
!

 x r
!

x . • • X I N »

et on a un diagramme de projections et de sections, toutes équivariantes sous B = Bo :

XQ X^ ^i-l X.^ -^N

l f. l ^ A. i /, i

XO/BO^XI/BI±>. . .±>X,_I /B,_^X, /B^ . . .±?XN/BN.
cri CTI CT^

Le schéma X(/B^ est donc le quotient de Pi x . . . x P^ par l'action à droite de
BI x . . . x B^ donnée par

(10) ( p i , P 2 . • • • . Pi)(b^ b^ . . . , bi)==(p^b^ b^p^b^ . . . , b^p.b^

la projection/^ applique la classe de (/?i, . . . , 7?,) sur celle de (/?i, . . . , p^ i), et la section a,
applique la classe de ( p ^ , . . . , 7^-1) sur celle de (/?i, . . . /?i-i, ^-), où ^^ est un repré-
sentant de Wi dans P^ (/;).

3.8. Le morphisme Pi x . . . xP^—> G défini par la multiplication dans G passe au
quotient et définit un morphisme

\1/ : Pi x®1 P^ x . . . x^-1 PN -> G

qui est (Pi, P^)-équivariant [c'est-à-dire tel que v|/ (p^ x p ^ ) = 7?i \|/ (x) pj, et en parti-

culier (B, B)-équivariant, d'où un diagramme cartésien de morphismes B-équivariants :

^
XN = Pi x"1 ... x^-1 PN———>G

^ . ^
X^/BN = Pi Xe1 ... x^-1 P^/BN ̂  G/B

DÉFINITION 1. — Le schéma Z = X^/B^ est appelé le schéma de Bott-Samelson de G

^relatifaux choix de T, B et la décomposition (5)], et \|/ est appelé le morphisme de Bott-
Samelson de G.

Notons que par construction, Z est à fibres irréductibles lisse et projectif. La projec-
tion canonique de Pi x . . . x Pĵ  sur Z induit un isomorphisme de U^ x . . . x U^ sur

un ouvert U de Z, et v|/ o h induit un isomorphisme de U^ x . . . x U^ sur l'ouvert BB/B

de G/B (la « grosse cellule »), donc

PROPOSITION 2. — Le morphisme de Bott-Samelson est birationnel.

En fait, lorsque k n'est pas un corps, il convient d'être plus précis : le morphisme de
Bott-Samelson est un « pseudo-isomorphisme ».

3.9. Pour 1 ^ ; ^ N, soit Z^ le sous-schéma fermé de Z défini par

(11) Z,=^~ l . . ./^i(ImcT,),
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et, pour K. c: [1, N], posons Z^ = Q Z,. De manière plus concrète, un point de Z est
»eK

dans Z^ s'il peut s'écrire comme la classe d'un point ( p ^ , . . . , p^) de Pi x . . . x P^ tel
que Xi soit un représentant de w^ pour chaque ; e K. Les Z,, 1 ̂  f ^ N, sont les « compo-
santes irréductibles » (sans guillemets lorsque k est un corps), du complémentaire de
l'ouvert U. On a aussitôt :

PROPOSITION 3. — Chaque Z^ est un sous-schéma fermé lisse et à fibres irréductibles de Z,
stable sous B, de codimension \ K . On a

^0 = 2^ ^ { i } = ^ h ^Kr^^L=^fKuL

^ Zi-i N-, ^/ M/̂  section de Z.

3.10. Pour K c: [1, N], notons e^ le point de Z(/:) qui est l'image des points
(Pi -> ' - ' ? P^) de Pi x . . . x P^ avec p^ = 1 pour f e K et 7^ représentant w, pour i e K.
On a

(12) Çe^eZ^k)) ^ (K c L),

(13) ^(^)=WKB/B.

LEMME 4. — Z^ points fixes de T âto/^ Z sont les e^, K c: [1, N].

En fait, l'énoncé précédent n'a de sens tel quel que si k est un corps; sinon il faudrait
dire : pour qu'un point de Z dans une ^-algèbre A soit fixe sous T ® A, il faut et il suffit
qu'il soit localement sur Spec (A) égal à un des (^)A • ^olt niun représentant de w» dans P,
pour chaque ?, et soit (/?i, . . . ,7?^) un point de P ^ x . . . xP^; pour que l'image de
(/?i, . . . , p^) dans Z soit fixe sous T, il faut et il suffit que l'on puisse trouver pour chaque
point t de T des points b^ (/), . . . b^ (t) de B^ , . . . , B^ respectivement avec

tPl = Plb^(t), p2 == fciO)"1^^). • • • . PN= ^N-lCO'^N^NO)-

Alors ïnt(p^)~1 transporte T dans B^; quitte à multiplier p^ par un point convenable
de BI, on peut supposer que p^ = 1 ou p^ = n^\ alors b^ (t) parcourt T lorsque t
parcourt T, donc ïnt(p^)~1 transporte T dans B^, et coetera.

LEMME 5. — Soient K c: [1, N] et weW. Pour que wB/B soit contenu dans l'image

de Z^ par v|/, il faut et il suffit que w = w^ avec K c L.
Cela suffit d'après (12) et (13); inversement, on peut supposer que k est un corps;

alors v|/~1 (w B/B) n Z^ est une partie fermée non vide de Z stable par T; d'après le lemme 4
et le théorème de Borel, elle contient donc l'un des ^, mais on a forcément K c L
d'après (12), et on conclut par (13).

PROPOSITION 4. — Soit K c: [1, N]; on a

4f(ZK)= U B^B/B.
L=>K
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On peut supposer que k est un corps; alors v|/ (Z^) est une partie fermée de G/B, stable
par B, donc réunion des orbites sous B qu'elle contient; ces orbites sont de la forme
B w B/B, où w e W, et il n'y a plus qu'à appliquer le lemme 5.

3.11. THÉORÈME 1. - Soit K c: [1, N]. Alors :

(a) si l(w^) ^ K\(i.e. > K d'après 3.5, cor.), alors

dimv|/(Z^) < dim(Z^)',

(b) si l (w^) = K j , alors \|/ induit un isomorphisme entre la B-orbite de e^ dans Z et

la B-orbite B w^ B/B de w^ B/B dans G/B, et un morphisme birationnel de Z^ sur l'adhé-
rence Y y, de Bw^B/B.

On a, pour K, L c [1, N] les relations

codim(ZK) = | K [ (prop. 3),

codimBwLB/B = l(w^) ̂  [ L | [formule (3) et 3.5, cor.];

d'après la proposition 4, \|/ (Z^) est réunion de B w^ B/B et d'une partie localement fermée

de codimension K +1. On en conclut que l'égalité codim v|/(Z^) = K ne peut être

atteinte que si l (wy) = K |, d'où Ça). Si l (wy) = | K , alors B IO^B/B est dense
dans \|/ (Z^), donc \|/ (Z^) = Y^ .De plus, on a alors

dim B" e^ ^ dim Z^ = dim \|/ (Z^) = dim B" w^ B/B,

ce qui montre que le stabilisateur de e^ dans B" est un sous-groupe du stabilisateur
de w^ B/B, de même dimension ; comme ce dernier est lisse et connexe, ils coïncident
donc, ce qui prouve la première partie de (&); la seconde en résulte.

3.12. Il résulte donc de ce qui précède que, lorsque / (w^) = [ K , v|/ induit un mor-
phisme birationnel du schéma lisse Z^ sur la variété de Schubert Yy, . Notons au passage

que l'on a vu dans le lemme 3 que tout w e W peut s'écrire w^ avec / (w^) = | K pour
un choix convenable de la décomposition (5); en fait on peut même si l'on y tient
choisir K = [1, /] ou K = [;+1, N]; lorsque K = [1, z], Z^ est la fibre de la projection
naturelle de Z = X^/Bj^ sur X^/B^ le long de la section image de o - f . . . < 7 i ; lorsque
K = [î+1, N], Z^ est l'image de X,/B^ par l'immersion fermée cr^ . . . <J ;+i .

3.13. Avant de passer à des applications plus sérieuses, notons que la proposition 4
permet de démontrer très facilement les résultats suivants, tirés de [5] :

PROPOSITION 5 ([5]). — Soient w, w' e W. (a) Soit ( s ^ , . . . , s^) une décomposition réduite
de w. Pour que Xy,/ c Xy,, il faut et il suffit que w' soit le produit d'une suite extraite
de (s^ . . ., ^).

(b) Pour que Xy,/ soit un sous-schéma de codimension 1 de Xy,, il faut et il suffit que w'
s'écrive w^, où ae R et où l ( w S y ) = l{w)—l.
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(c) jFWr que Yy,/ ^o^ M/Î sous-schéma de codimension 1 û^ Y y,, il faut et il suffit que w'
s'écrive ws^, où a e R et où ! (wSy) = l(w)+l.

Notons d'abord le lemme suivant :

LEMME 6. - Soit K c: [1, N] avec l (w^) = K . Pour que w e W soit tel que Yy, <= Y^,
il faut et il suffit que w == w^ avec K c: L.

En effet, si l(w^) = K , on a \|/ (Z^) = Y y, (théorème 1), et le lemme n'est qu'une

reformulation de la proposition 4.

Reprenons alors les notations de la proposition 5; d'après la formule (4), la relation
(X^/ c= Xy,) équivaut à ÇY^'wo c ^wwo)'^ d^P^ 1e lemme 3, où on échange les rôles de w
et WWQ, on peut supposer que U)WQ == M^,] et que (s^^^, . . . , s^) = (^i, . . . , ^); alors
O^wo c ^wwo) équivaut d'après le lemme 6 à l'existence d'un L contenant [1, i~\ tel
que w' WQ = WL, ?'. ^. (prop. 2) que w' = ^[I ,N]-L? c'est-à-dire que w soit le produit d'une
suite extraite de (s^, . . . , ^), d'où (û). On vérifie aussitôt que (b) et (c) sont équivalents.
Pour démontrer (c), on peut supposer w = ^[i,i]; d'après le lemme 6, Yy,. est un sous-
schéma de codimension 1 dans Yy, si et seulement si w' = w^ où [1, ;'] <= L et / (w^) = i+1 ;
comme l (w^) ^ L , cela implique nécessairement L = [1, /] u { k }, où k > i, et
on conclut par 3.5, corollaire (c).

4. L'anneau de Chow de G/B

4.1. Dans ce qui suit, nous supposons que k est un corps. Nous utiliserons les homo-
morphismes caractéristiques des fibrations

XN-^XN/BN, G->G/B et G-^G/B,
que nous notons

cz: SM->A(Z),
î : SM^A(G/B),

c : SM->A(G/B).
Dans le diagramme

^ ^ '9

Z -. G/B -̂  G/B,

on a, en vertu du diagramme commutatif de 3.8 et de la formule (2) de 3.2, les relations

(1) c^==\|/*o?, ï==Q^ocowQ, C^Q^OC^WQ.

4.2. Appliquant N fois les propositions 3 et 4 du paragraphe 2, on obtient :

PROPOSITION 1. — Soit Ç( la classe dans A (Z) du cycle Z, , 1 ^ i ^ N. .4/0 ry to cto^^
a^ Z^, K c: [1, N], est ^ == n^r ^ty ^K forent une base du Z-module A (Z) ^/

ieK

Panneau A (Z) ̂  /^ quotient de Z [Ci, .. ., Ç^] ^ûrr ̂  relations

Ç î = 0 , ^+<ocl,oc,>^=0, . . . ,

Çâ+<al , o c N > Ç i Ç N + - - - + < a N - i . a N > Ç N - i Ç N = 0 -
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Uhomomorphisme caractéristique c^ : S M —> A (Z) ^ Jo/7^ /?ar

^z(^)= S £AK(M)ÇK
K C [ I , N ]

o^ c : S M —> Z est l'augmentation canonique et où

A K = n^'ad-^)).
l e K

4.3. D'autre part, d'après 3.11, théorème 1, on a

(2) ^ (ÇK) = 0 si ; (WK) ^ | K [, ^ fêK) = [Y,J si / (^) = | K j ;

puisque v|/^ (1) = 1, on a par la formule de projection

(3) ^ov|,*=Id.

De (1) et (3), on tire

?(M) = \|^ov|/*oî(M) = ̂ oCz(M) = E8^^)^*^)»

donc, d'après la proposition,

(4) ?(u)= E 8ÀK(^)[Y ].
K , / ( w ^ ) = | K ]

Prenons en particulier u = À- e M ; alors s A^ (u) est nul sauf lorsque [ K. = 1 ; si
K = { i }, alors 8 A^ (?i) = < a^, ^ >, tandis que l(w^) = 1 si et seulement si w^ == ^,
a e S; on en déduit donc la relation connue ([4], p. 16-05) :

(5) ?(X)= S<a ' ,^>[Yj , ^eM.
a e S

Utilisant alors la dernière formule (1) et la relation §^ ([YJ) = [X^J [3.2, formule (4)],
on obtient c (X) = ^ < a", WQ (À-) > X^^; notant alors que —M;o transforme S en S,
on obtient la forme équivalente

(6) c(K)=- ̂  <a\^>[X^J.
o c e S

En particulier, si CD^ est le poids fondamental correspondant à a e S, on a

(7) ?(œJ=Y^ c(œ,)=-X^.

Soient maintenant M e S M et K c [1, N] tel que / (w^) = K . On a successivement

^)-[Y.J = î(^).^fêK) =^fêK.r^(^)) = ̂ (ÇK.^Z^)),
donc d'après la proposition

(8) ^)-[Y.J= E £AL^)^(^ÇL).
L<=[1 ,N]

Nous allons expliciter le second membre de cette formule dans les deux cas suivants :
u est de degré 1, u est de degré | K |.
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4.4. PROPOSITION 2 ([5]). - Soient w e W et ^ e M. .4/0 r^, A^ A (G/B), on a

(9) ?(À).[YJ= E <o^>Y^.
a e R + , Z ( w S a ) = = ^ 0 ) + l

Donnons tout de suite les corollaires :

COROLLAIRE 1. — Dans A (G/B), on a

(10) c(X).[X,]= E -<a \X>X^ .
a e R + , f (M7Sa)=^(M;)- l

En effet, de (9), on déduit

c(wo(^))[X,J ==E<a\ ^>X,^,

la somme étant étendue au même ensemble que (9), donc

c W [X.] = E < a', wo (X) > X,,̂ ,
aeR+, ^(M7lroSa)=^(M;M;o)+ 1

ce qui donne (10) par la transformation déjà utilisée ai-> —Wo(a) . Utilisant alors (7),
on en tire :

COROLLAIRE 2. — Soient w e W et a e S. (9n a

[YJ.[YJ= S O^co^Y^,
PeR+, î (wsp)=J(w)+l

[x«,,J.[xj= E <ir,(o«>x^.
P e R + , f ( w s p ) = ? ( w ) - l

Venons-en à la démonstration de (9). D'après 3.5, lemme 3, on peut supposer que
w = W[i^]; d'après (8), on a alors

^).[YJ= E <a;,^>vMÇi...^);
l ^ f c ^ N

Mais, d'après la proposition 1, Çi. . .^- .^ est nul si k ^ i, c'est-à-dire [3.5, cor. (c)]

si l(wWk) < l(w)\ d'autre part, d'après (2), \(/^ (Ci . . .^ Ç^) est nul si / (ww^) 1=- l (iv)+l
et égal à [Y^J si l(wWk) = /(w)+l. La formule (9) résulte aussitôt de ces deux
remarques.

4.5. THÉORÈME 1. — Pour chaque a e S, soit D^ : S M —> S M l'opérateur
u\-^ [u-s^(u)]l^.

(a) Soit w e W . Pour toutes les décompositions réduites (s^, . . . , Sy) de W, le produit
D^.. .D^ prend la même valeur Dy,, et si ue S M est de degré l (w) = dimXy,, on a
dans A (G/B) la relation

(11) ^).[XJ = (-l)^DJ^) [point].

(Z?) Uhomomorphîsme caractéristique c : S M —> A (G/B) ^/ donné par

(12) c(t0= E (-ly^eD^O^X,].
W 6 W

4e SÉRIE —— TOME 7 —— 1974 —— ?1



DÉSINGULARISATION DES VARIÉTÉS DE SCHUBERT GÉNÉRALISÉES 79

La relation (12) se déduit de (11) par 3.3, corollaire (a). Démontrons (a); soient w e W
et (^i, . . . , ^) une décomposition réduite de w; d'après 3.5, lemme 3, on peut supposer
que WWQ = w^ ̂  et que (-Sp^, . . . , ̂ ) = (^i, . . . , ^); il s'agit alors de prouver que

c(u).[X,] = (-lY^D^ .. . D^)[X,],

ou encore, par la transformation usuelle, que

(13) ^)-[Y^J -(-l^D^ ...D^o(^)[Yj.

Reprenons alors la formule (8) avec K = [1, f] ; comme on l'a déjà remarqué, on a Ç^ Çy = 0
lorsque j ^ ?, donc ÇK ^L = ^ sl K n L 7e 0; d'autre part, comme u est supposé de
degré l(w) = N—;, s A^ (^) est nul pour des raisons de degré lorsque L | 7^ N — f ; le

second membre de (8) se réduit donc à s A^^] (u) ̂  fé[i,N]) = ^+1^ (M) [XJî
il ne reste donc qu'à calculer A^^ ̂ ]-

Or, posons pour chaque racine a e R, A^ = oc~1 (Id—^), et notons que pour a e R
et w e W , on a w A ^ w " 1 = A^); par définition, on a A^+^^] == ^+1- • •\ • D'autre
part, d'après 3.5, formules (6),

AO, = Sp, ... Sp^Ap^p^ ... sp^ = -s^ . . . Sp^Ap^ ... 5i,
donc

A[f+l,N] = ^Pi • • • ̂ (-^"^P.+i • • • Ap^Wo.

et la formule (13) s'ensuit (u est de degré N — f ) .

4.6. Il résulte du théorème 1 que A(G/B) s'identifie à l'anneau H introduit algébri-
quement dans [6] {voir [6], cor. 4 à la prop. 3 et n° 8 - la différence de signe avec [6]
tient à ce que, pour que les poids dominants correspondent à des diviseurs positifs, j'y
utilisais l'homomorphisme caractéristique Cç obtenu par prolongement de À, i-> c^ (L (-X)),
donc égal en degré n à (—1)" c). On peut donc énoncer en corollaire au théorème 1 tous
les résultats de [6] concernant l'homomorphisme caractéristique. Citons simplement :

(a) Le noyau de c est le facteur direct de S M engendré par les invariants homogènes
de degré > 0 de W ([6], cor. 2 à la prop. 3).

(V) Si MeS^M), alors c (u) = (-^ J ( u ) / d [ p t ], où J = det (w) w et à est le
produit des racines positives ([6], prop. 3 (b)).

(c) L'indice de torsion, c'est-à-dire l'ordre du conoyau de c^ : S^ M —> A^ (G/B),
annule le conoyau de c; en particulier c (x) Q est surjectif ([6], prop. 5).

(d) Supposons G semi-simple; pour que c soit surjectif, il faut et il suffit que G soit
produit de groupes SL,, et Sp,, ([6], prop. 7).

Remarquons aussi que, si l'on identifie A (G/B) à son image par \|/* dans A (Z), le fait
que c soit surjectif modulo torsion implique :

(e) Le sous-anneau A (G/B) de A (Z) est le plus petit sous-module facteur direct conte-
nant l'image de c^, ou encore le plus petit sous-anneau, facteur direct comme Z-module,
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CzW= £ <a; ,X>^, KeM.
l < i ^ N

C'est l'analogue de [l], p. 993, théorème III.

4.7. La projection p : G/T -̂  G/B induit un isomorphisme p^ : A (G/B) -> A (G/T);
comme W = Nç (T)/T opère sur G/T de manière naturelle, on en déduit une opération

de W sur A (G/B); remarquons que l'homomorphisme caractéristique ? : S M —> A (G/B)
est compatible avec les opérations de W sur les deux membres.

PROPOSITION 3. - Soient w e W et a e S.

(a) Si l(ws^ = /(^)+1, on a s, [YJ = [Y,].

(&) Si l(ws,) = /(w)-l, ^z ^

(14) ^ [Y.] = - [YJ - £ < P-, a > [Y^J,

OM /a somme est étendue aux racines positives P ^ a ^//^ ̂  / (w^ ^p) == / (w).
Remarquons tout de suite que par la méthode habituelle, on en déduit pour l'opéra-

tion de W dans A (G/B) définie de manière analogue :

COROLLAIRE : (a) Si l{ws^) = l(w)-l, on a ^ [XJ == [XJ.

(V) Si l(ws^ = /(w)+l , on a

(15) ^Xj=-[Xj-E<P\a>[X^J,

où la somme est étendue aux racines positives P ^ a telles que l (ws^ Sn) = / (w).

Démontrons la proposition 3. D'après 3.5, lemme 3 (c), on peut supposer que s = w^,
et que w = iv^i,^ dans le cas (a), w = W[i^ w^ dans le cas (6) où i < N. Notons d'autre
part que l'on à un diagramme commutatif

XN-^XN/T^XN/BN=Z
n i n
G -> G/T——.G/B

et que le morphisme \|/ est équivariant sous P^ qui contient un représentant de w^; il
s'ensuit que v|/^ : A (Z) —. A (G/B) est compatible avec l'action de w^ sur les deux
membres; mais on a vu en 2.7, proposition 5 que w^ laisse fixe les Ç, pour î < N et que

^N(ÇN)=-ÇN- £ < a J , a N > Ç y .
j'<N

Dans le cas (a\ on a

[YJ = ̂  (^ ... ̂ ), donc WN [YJ = [Y,] ;

dans le cas (À), on a

[YJ = Yk* (Ci . . . Ç» ÇN). avec ^,] = ww^ = ws^,

4e SÉRIE —— TOME 7 —— 1974 —— ?1



DÉSINGULARISATION DES VARIÉTÉS DE SCHUBERT GÉNÉRALISÉES 81

donc

^N[Y,]==-[YJ- E <a;,o^>^(^...Ç,Ç,),
7 < N

et on conclut comme dans la démonstration de la proposition 2.

5. Le théorème de nullité

5.1. Nous utiliserons ci-dessous le résultat bien connu suivant :

PROPOSITION 1. - Soit f : X —> Y un morphisme de schémas tel que f^ (Oy) = ^y,
R9/^ ((9y) = 0 pour q > 0. Alors, pour tout (9^-module localement libre ^, fes' homomor-
phismes canoniques W (Y, ^r) —>- W (X,/* ̂ ) ^^^^ bijectifs pour q ^ 0.

En effet, RV^ (/* ̂ ) s'identifie à R9/^ ((Px) 00 ^, et la suite spectrale de Leray
dégénère.

La proposition suivante est tirée de [10].

PROPOSITION 2 ([10]). — Soient X et Y û^io" schémas propres sur un anneau noethérien,
f : X -—> Y î^î morphisme, X' M/Z sous-schéma fermé de X, Y' w^ image fermée par f([9],
1.9.5), J^f M/Z module inversible ample sur Y. Supposons que :

(d)f^0^^(9^

(b) W (X,/* J^f0") = 0/^Mr q > 0 etn grand;

(c) H^X./^^f^^-^H^X',/*^®") ^ surjectif pour tout q et n grand.

Alors f^ (0^) = (PY,, R^/^ (^) = 0 pour q > 0 et R9/^ (^') = 0 pour q > 0.

COROLLAIRE. — 5'OM^ fes1 mêmes hypothèses, les homomorphismes canoniques

H^(Y, j^H^X,/*^) ^ H^Y', ^^H^X',/*^-)

5'o^^ bijectifs pour tout q et tout 0^-module localement libre ^ ' .

Pour démontrer la proposition 2, nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME 1. — Soient X et Y deux schémas propres sur un anneau noethérien, f : X —> Y
un morphisme et ^ un module inversible ample sur Y. Alors, pour q ^ 0 et n grand, on
a des isomorphismes canoniques

H° (Y, RV^ ^Px ® ̂ 0") -^ H^ (X, /* J^f0").

En effet, puisque/est propre les R^/^ 0^ sont cohérents; appliquant à Y le théorème
de Serre, on en conclut que PP (Y, RV^ (9^ (x) ^f®") = 0 pour p > 0, q ̂  0 et n grand.
La suite spectrale de Leray :

H^Y, R%(/*J^0")) = H^Y, RV^É?x®^®") => H^CX,/*^0")

dégénère donc lorsque ^ est assez grand, d'où le lemme.
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Démontrons alors la proposition 2. D'après le lemme appliqué au morphisme / et au
morphisme X' —> Y induit par /, et les hypothèses (b) et (c), on a

H° (Y, R^ ̂ x ® ̂ @n) = 0 pour q > 0 et n grand,
H° (Y, RV^ ̂  ® J^®") = 0 pour q > 0 et n grand,

H° (Y, /^ ^x ® ̂ ®") -^ H° (Y, /„ Px- 0 ̂ @") est surjectif pour n grand.

Puisque Y est propre et ^ ample, il en résulte que R^/^ (9^ = 0 pour ^ > 0, R^ (9^ = 0
pour (7 > 0 et que /^ ̂  ~^/^ ^x' est ^rjectif; comme f^ (9^ = ( P y , cette dernière assertion
signifie que/^ ̂ ' "^Y'» ^'ou ^a proposition.

5.2. Supposons que k soit un corps de caractéristique 0, et reprenons les notations des
paragraphes 3 et 4. Soit K un poids dominant, c'est-à-dire un élément 'k de M tel que
< a". À- > ^ 0 pour a G R+. Notons J^ (?i) le faisceau inversible sur Z associé au carac-

tère À- de BN = B, c'est-à-dire l'image réciproque ^ S (K) = ̂  6* ^ (wo (^)). Soit
îe[ l ,N] .

PROPOSITION 3. — Avec les notations précédentes, on a

(1) W (Z, Jêfz (À<)) =0 T^r ^ > 0,

(2) H^Z^^zW)^ p^r g>0,

(3) l'application de restriction H° (Z, ̂  (?i)) ̂  H° (Z^^j, J^z (À,)) ^^ surjective.

Soit V_^ la représentation irréductible de G, de plus petit poids (-À-) [donc de plus
grand poids —WQ (^)], et soit VI^ la droite des éléments de poids (—^); pour ie [1, N],
soit Vf le sous-espace de V engendré par B^ VI^. On a

V-, == Vo =3 V^ ... =3 VN = V:^

et on a pour chaque ; des suites exactes de B,-modules

0-^V^Vo-^F^O,

O^F^Vo-^-.O,

d'où une suite exacte de faisceaux sur X^/B, [on note ^\- (E) le faisceau sur X^/B^ défini
par une représentation linéaire E de Bj :

(S,) 0 -^ J ,̂ (F;) ̂  ̂ f, (Vo) -^ J^ (V;) -. 0.

Considérons alors les projections successives/^ : X^/B^-^ X;_i/B;_i ; d'après 2.12, on a

(4) R^JW^O,

( l'homomorphisme canonique (/i)^^i(Vo)->(/f)^^(V^) s'identifie naturellement

( à l'homomorphisme ^f-i (Vo) -> c^_ i (V^L i).
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Comme ^ (^ = °^z ((v^^) = ^z (^ on en déduit aussitôt, en notant /<° la
projection/f+i o . . .o/^ de Z = X^/B^ sur X^/B; :

(6) RV^zW^O, q>0,

rhomomorphisme canonique /^c^zC^o) -^f^^zW s'identifie naturellement
à rhomomorphisme J^(Vo)-^ ^i(V^).

(7)

Prenant alors f = 0, on obtient (1), ainsi qu'un isomorphisme de VQ = Vl^ sur
H° (Z, Jêf^ (?i)); revenant alors à (5) et (6), et utilisant le fait que Z^ ^ est l'une des fibres
def^ (3.12), on obtient (2) et (3).

5.3. Avant de tirer les conséquences de la proposition 3, essayons de nous débarrasser
de l'hypothèse que k est de caractéristique 0. Fixons les notations suivantes : (9,1)) est
une algèbre de Lie semi-simple déployée sur Q de système de racines R, u4' la sous-algèbre
unipotente définie par les racines positives, (X^)^R un système de Chevalley de (9, Ï)),
U, L^ les algèbres enveloppantes respectives de 9 et u+, U^, U^ les ordres de U, L^
engendrés respectivement par les (X^z!) pour a e R, n eN, et les (X^n\) pour O C G R + ,
n e N. Soit comme ci-dessus 'k un poids dominant de R, et soit V_^ la représentation irré-
ductible de g de plus petit poids — À . Soit e e V _ ^ un vecteur non nul de poids (—X),
alors (V_^)^ = U^ e = U^ e est un réseau admissible de V_^ (dans tout ce numéro,
nous utilisons la terminologie de [3], § 12). Considérons la condition suivante :

( Soit (J- = w(-À-) un poids extrémal de V _ ^ , et soit e^ un générateur du Z^-module

( V^ n (V-^)z- AJors le Z^-module U^ ^ est facteur direct dans U^ e = (V_^)z .

Transformant la condition (8) par un des représentants privilégiés du groupe de Weyl
définis par le système de Chevalley, on en déduit la condition en apparence plus forte :
si [i est un poids extrémal de V _ ^ , R^ un système de racines positives de R, u^ la sous-
algèbre unipotente correspondant à R^, Ui son algèbre enveloppante, alors (Ui n U^) e^
est facteur direct dans (V_^)z.

Prenons alors pour k un corps quelconque, pour G le groupe semi-simple simplement

connexe déployé sur k correspondant à g, et pour V_^ la représentation V _ ^ = = ( V _ ^ ) ( X ) ^ Â :
de G; on vérifie alors sans difficultés, en utilisant 2.13, que la démonstration donnée
de la proposition 3 reste valable, pourvu que la condition (8) soit satisfaite; de plus, la

démonstration montre que H° (Z, o^z(^)) s'identifie à V^ = Hom^ ((V-î,)z» ^)- Enfin,
comme la restriction que G soit semi-simple simplement connexe est évidemment sans
influence sur l'énoncé, on obtient :

PROPOSITION 4. — Sous l'hypothèse (8), les conclusions de la proposition 3 sont satis-
faites sans hypothèses sur le corps k; de plus H° (Z, J^ Q^)) s'identifie canoniquement
à Hom^((V_^,^).

5.4. Je n'ai pas été capable de démontrer (8) en dehors de certains cas particuliers,
et je le propose comme conjecture; j'en tirerai certaines conséquences dans la suite. Ces
conséquences n'utilisent pas nécessairement toute la force de (8) : par exemple, si la caracté-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



84 M. DEMAZURE

ristique p de k est donnée, il suffit pour démontrer les conclusions de la proposition 3,
de supposer qu'il n'existe pas de /^-torsion dans les quotients U^ eJV^ e. Si cette conjec-
ture n'était que partiellement valable, il resterait donc sans doute quelque chose des
énoncés où je l'utilise.

Dans toute la suite, nous supposerons donc, sauf mention du contraire, que soit k est
de caractéristique 0, soit la conjecture (8) est satisfaite pour tout système de racines et
tout poids dominant.

On peut alors appliquer la proposition 2 avec

X = Z , Y=G/B, /=\|/, X'=Z[i^ et ^=^(X),

où X est un caractère tel que < a", X > > 0 pour a e R + ; l'hypothèse (a) est satisfaite

puisque v|/ est birationnel et G/B normal, et les hypothèses (V) et (c) résultent des propo-
sitions 3 et 4. En conclusion :

/ On a
^^(^=0 pour q>0,

(9) R^(^ ,p)=0 pour q>0

et _

\ ^(^Z[I,^)=^Y^ OÙ W = = ^ i ^ .

On peut alors appliquer la proposition 1 à Z —> G/B et Z^ ^ —> Y,y :

PROPOSITION 5. — Les applications canoniques

H^G/B, ̂ ) -^ H^Z, vl/W) ^ H^(Y,, ^) ̂  H^,, ,3, ̂ W)

^/î^ bijectives pour tout q et tout faisceau localement libre ^ sur G/B.

Appliquant à nouveau la proposition 3, et notant 1° que tout élément du groupe de
Weyl peut se mettre sous la forme w^^^ pour des choix convenables; 2° que À, e M est

dominant si et seulement si H° (G/B, Ï (X)) ^ 0 (cf. 3.4); 3° que, si l'on suppose G

semi-simple simplement connexe, ce qui est loisible, tout module inversible sur G/B est

isomorphe à un Jêf (X) [cf. 3.3 corollaire (a) et 4.3, formule (5)], on obtient :

THÉORÈME 1. - Soit w e W et soit ^ un module inversible sur G/B tel que H° (G/B, J^) + 0.

Alors :

(a) H^ (G/B, ^) = 0 pour q > 0, W (Y^, ^) = 0 pour q > 0;

(b) Vhomomorphîsme canonique H° (G/B, S) -> H° (Y^, ^) est surjectif.

On obtient d'ailleurs en passant :

PROPOSITION 6. — Si K est dominant, H° (G/B, oêf (X)) s'identifie canoniquement

à Hom^((V^,/:).
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Donnons quelques corollaires du théorème 1 :

COROLLAIRE 1. — Les variétés de Schubert X^ et Yy, sont normales.

Il suffit en effet de le démontrer pour Y^ avec w = W[i^; mais alors, d'après (9), il

existe un schéma normal Z^ ^ et un morphisme ̂  : Z^ ^ —> Y^ tel que ̂  (^ ̂  ) = ^y .

COROLLAIRE 2. - 5'? /: ̂  ̂  caractéristique 0, fey variétés de Schubert X^ et Y^ 5W^
de Cohen-Macaulay.

Pour Y^^, cela résulte de (9) ci-dessus et de [11], remarque et proposition à la fin
du chapitre I, paragraphe 3. Le cas général en résulte.

COROLLAIRE 3. — Soient H un k-groupe lisse affine connexe, P et Q deux sous-groupes
paraboliques de H tels que P c: Q, et f : H/P —> H/Q la projection canonique.

(a) On a W (H/P, ^/p) = 0 pour q > 0.

(b) On a R^ (^/p) = 0 ̂ r <? > 0, /„ (^/p) = ̂ .

(c) P^Mr ^o^ module localement libre ^ sur H/Q, Phomomorphisme

H^H/Q, jr^H^H/P,/*^))
^ bijectif pour tout q.

Fixons d'abord P et Q, en laissant H variable. On a (a) => (b) puisque les fibres de /
sont isomorphes à Q/P, et (b) ==> (c) d'après la proposition 1. D'autre part, on peut supposer
que k est algébriquement clos et que H est semi-simple; lorsque P est un groupe de Borel.
(a) résulte du théorème 1, d'où (û), (b) et (c) en ce cas. Appliquant alors (c), on en déduit
que W (H/Q, 0^ = 0 pour q > 0 pour tout Q, d'où (a) en général, d'où (b) et (c).

5.5. Considérons maintenant les homomorphismes caractéristiques (1.6):

a, : Z [M] -> R (T) ̂  R (B,) -^ Kg (X,/B,) ;
notons que

Û Q : Z[M]-^KB(B/B)=R(B)

est l'isomorphisme canonique et que

^: Z[M]-.KB(X^/BN)=KB(Z)

est l'homomorphisme tel que

aN(^)=cl(J^a)).

D'autre part, soit p, la demi-somme des éléments de R,; alors po est la demi-somme des
racines positives, p^ = -po, et pour chaque ; ̂  1, on a

Pi=^i-l(Pi-l), <0^, P,-i>= 1.
Les morphismes

/,: X,/B,->X,_i/B^ et a,: X,_i/B,_^X,/B,

donnent des homomorphismes de groupes

(/,),, (a,)' : KB (X,/B,) -^ KB (X,_ i/B,_ 0,
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et d'après 2.8, proposition 7 et 2.9, proposition 9, on a

(1^) o-]cflf = a^^oWi,

(n) a-)!0^^1) = ̂ _i(A^V-1), XeM,

où, pour chaque racine oc, A^ : Z [M] -> Z [M] est l'opérateur tel que

(12) A^)^-/^).

Nous nous proposons de calculer l'application composée

h : Z [M] ̂  Kg (Z) -^ KB (Z[i, ,3) -1 KB (point) ̂  R (B) -^ Z [M],

^ . / ^ i^—^Z est l'inclusion e t / : Z^ ^-> (point) la projection; notons que par
définition

<13) ^00 = K-l^cKH^i^, J^zW)).

Or on a un diagramme cartésien de morphismes B-équivariants

j
^[i, i]—————^Z
^ /I+IO.. .O/N

4, CTiO...O(7l ^

(point)———>X;/B,
donc

/,o/=ai°...oaio(/^i),o...o(^).;

appliquant alors les formules (10) et (11), on obtient

(14) /îO^N) = e^w, . . . w,A^ . . . A^(^).

LEMME 1. — On a

w, ... M;,A^ ... A^ = (-Ap^)... (-Ap^o.

Posons pour simplifier ^ = ̂ , 1 ^ r ^ N; pour chaque r, on a a, = ^.. .^_^ (p^),
donc

Aa,=Si . . .S ,_ iAp^ .5 ,_ i . . . S i =Si . . .S,_i(-Ap^)s,5,_i . . . S i .

Le lemme résulte immédiatement de là et des relations w ^ . . .w; = ^, . . .5-1 et ^- • •^i = ^o-
La formule (14) devient donc, en posant p = po et en remplaçant ^ par wo(X)+p,

(15) ^oa)) == ^(-Ap....)... (-Ap^(Z-P).

THÉORÈME 2. - Pour chaque a e S, ^o^s- L^ : Z [M] —^ Z [M] l'opérateur
u \-> \u - ̂  (^)]/(1 - ̂ a). Soit w e W.

(a) .FW ^M/^ /^ décompositions réduites (^i, . . . , ^) ̂  w, le composé L, . . .L, ;?r^rf
la même valeur Ly,.
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(b) Pour tout X e M , Vêlement ^ (-1)^ cl (W (X^, ^ (?i))) A R (B) = Z [M] ^
^Ly,^"^), OM p est la demi-somme des racines positives.

Notons d'abord que pour démontrer (6), on peut remplacer X^ par Yy,^ et ^ (K)

par ^e (wo W); pour démontrer à la fois (a) et (&), il suffit de prouver que, si ( s ^ , . . . , ̂ )

est une décomposition réduite de w, l'élément (-1)^ cl (W (Yy^ , J^ (wo (^))) est égal
à e9 L^ . . . L^ (^-p). Or, c'est ce qui résulte de (15) et de la proposition 5 dans le cas parti-
culier où wwo = ^[i,i] et (5-1, . . . , ^) = Csp^, . . . , ̂ ); on conclut alors par 3.5,
lemme 3 (a), appliqué à WWQ.

COROLLAIRE 1. - On a x (X^,, ^ (X)) = s L^ (^~P), où £ : Z [M] -^ Z 6^ l'augmen-
tation canonique.

Appliquant maintenant le théorème 1, on obtient :

COROLLAIRE 2. - Soit w e W et soit À G M tel que < oc", ?i > ^ 0 7?oMr a G S.

(a) On a W (X^ ^ (K) = 0 /WMr q > 0.

(6) Lu? classe de H° (X,,, ^ (k)) dans R (B) est e{) L^ (^-p) ; la dimension de H° (X^, Jêf (?i))
^ e L, (^-p).

(c) L'application canonique H° (G/B, ^f (?i)) -^ H° (X^,, Jêf (?i)) est surjective.

Exemple 1. — Prenons w = e', alors X^ = B/B est réduit à un point, et

^L^-P)^^-?^,
comme il convient.

Exemple 2. — Prenons w = WQ\ alors Xy, = G/B; de plus (voir ci-dessous) :

(16) L^^e-^Çe^r1^

où J = ^ det (w) w. On obtient donc que la classe de H° (G/B, 50 Ck)) dans R (B) est
JO^'^/J^), ou encore J (^^'^/J (^P), et on retrouve informulé d'Hermann Weyl
[le plus grand poids de H° (G/B, ^ (k)) est WQ (k) d'après 3.4].

5.6. Les opérateurs L^ jouissent par construction des propriétés suivantes :

(17) L,L,,=L^ si l(ww)=l(w)+l(w\

(18) L,4=L, si J (5 )= l .

De (17) et (18), on déduit

(19) L,L, =L, si ;(5)=1, l(ws)=l(w)-l,

(20) 4L,=L, si J ( s )=l , l(sw)=l(w)-l.

Notons que ces formules impliquent que pour tous w, w' e W, il existe un unique w" tel
que 4 L^ = L^., et que cette relation équivaut à X^ X^ = X^/. D'après (20) par exemple,
on a >Sp L^ = ^ L^ pour tout P e S; si l'on pose A == ep ] (e~9) L^, on a ̂  A = - A, donc
w A = det (w) A pour tout w e W. D'autre part, raisonnant comme dans le lemme 3
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de [6], on obtient une relation de la forme

L^o-C-^ FI (l-^)" l^o+ E a(w')w\
a e R4' w' ^WQ

où à? (u/) appartient au corps des fractions de Z[M]; on en déduit que le coefficient
de WQ dans A est (-1^ efs J (e-^ ]'[(!-e^~1 = (-1)^ Comme de plus A est anti-
invariant, on a A = J, d'où la formule (16).

Enfin, d'après 3.3, corollaire à la proposition 1 et le corollaire 1 ci-dessus, on a :

PROPOSITION 7. - 11 existe une base (a^)^^ du Z-module K (G/B) telle que Fhomo-

morphisme caractéristique
CK : Z [M] -> R (B) -> K (G/B)

soit donné par
c^)= E eL,^-^.

w e W

Cela justifie les allusions du n° 9 de [6].

5.7. Remarque. — En vertu de l'invariance des caractéristiques d'Euler-Poincaré
par spécialisation, la proposition 7 et le corollaire 1 au théorème 2 sont valables en toutes
caractéristiques, même sans supposer vérifiée la conjecture (8).
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