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Resumen:

Las series temporales de coyuntura econémica, dada la frecuencia de observacién y su tamaiio,
generalmente escapan al analisis no lineal clasico para la detecciéon de comportamiento cadtico.
En el presente trabajo se introduce una nueva metodologia de tipo paramétrico para la detec-
cién del comportamiento cadtico en dichas series temporales, basado en la estimacién econo-
métrica de modelos econométricos y en la elaboraciéon de graficos de arboles de bifurcacion
para el rango de variacion permitido por los intervalos de confianza a los que ha dado lugar la
estimacion de los modelos. Dicha metodologia es probada con un modelo autorregresivo con
umbral (TAR). A continuacion se ha comprobado con 66 series temporales de la coyuntura eco-
némica espafiola como en 32 de ellas se rechaza la hipotesis de linealidad, siendo preferible el
ajuste del modelo tar. En doce de éstas no se puede rechazar la presencia de comportamiento
cadtico.

Palabras claves: Series temporales, modelos TAR, caos.

INTRODUCCION A LA TEORIA DEL CAOS

Comencemos definiendo intuitivamente lo que se entiende por caos deter-
minista. Aunque todavia no hay una definicién universalmente aceptada de caos
determinista (o, simplemente, caos), puede adoptarse la que reflejan Medio
(1992) y Shaffer (1996), “Comportamiento estocéstico que ocurre en un sistema
determinista”. Esta misma idea es reflejada por Blank (1996),“La teoria del caos
trabaja con procesos deterministas que parecen aleatorios (estocasticos) pero
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cuya dimension es finita”, Yang y Brorsen (1996), “Procesos deterministas que
parecen estocasticos son definidos como caos determinista”, Baumol y Quandt
(1996), “El caos se define como un comportamiento totalmente determinista que
es, al menos en algunos aspectos, indistinguible de un proceso aleatorio o, mas
bien, de un proceso perturbado por elementos sustancialmente aleatorios”, y
Barnett y Choi (1989), “El caos matematico puede verse como un medio de pro-
ducir un origen determinista para un proceso estocastico. Por tanto, la literatura
sobre el caos determinista puede producir una explicacion tedricamente profun-
da para los fenémenos estocasticos”.

Aparentemente, en estas definiciones existe una contradicciéon entre aleato-
riedad y determinismo. Sin embargo, esta contradiccién se rompe por la propie-
dad caracteristica de los sistemas cadticos, la sensibilidad a las condiciones
iniciales. El sistema verifica esta propiedad cuando trayectorias generadas a
partir de condiciones iniciales infinitesimalmente préximas se separan exponen-
cialmente conforme transcurre el tiempo, siendo la no linealidad una condicién
necesaria, aunque no suficiente, para la existencia de una dinamica cadtica.

En definitiva con esta propiedad se pone de manifiesto que es posible gene-
rar un comportamiento tan complejo como el observado en la realidad economi-
ca utilizando modelos deterministas con pocos grados de libertad. Esto no
implica que se deba prescindir de la modelizacién mediante variables aleatorias
ya que, especialmente en la economia son usuales los errores de medida, la
existencia de informacion asimétrica, de perturbaciones exégenas al sistema,
etc. Al mismo tiempo resulta complicado defender la existencia de relaciones
lineales en un mundo tan complejo como el econémico. Por todo lo anterior,
actualmente se esta desarrollando y potenciando la modelizacion estocastica no
lineal para analizar la economia.

Las técnicas que se han desarrollado para la deteccion de caos en un siste-
ma dinamico se basan, o bien en la deteccion de la propiedad de dependencia
sensible mediante la medicidon de la separacion exponencial de las orbitas que
se encuentran inicialmente préximas (exponentes de Lyapunov) o bien en la
medicion de la complejidad geométrica del sistema (dimension fractal).

Cuando se trabaja con series temporales los métodos de deteccion de caos
pasan primero por reconstruir la dinamica del sistema original generador de da-
tos utilizando el Teorema de Takens (Takens, 1986), y posteriormente utilizar los
exponentes de Lyapunov o la dimensién de correlacion para la cuantificacion del
caos. El problema es que la aplicacion de estas herramientas requiere disponer
de tamarios muestrales del orden de 10° o superiores. Para series mas reduci-
das, los resultados obtenidos la mayoria de las veces no son concluyentes. La
cuestion que distingue las series econdmicas de las series utilizadas en otros
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campos de la ciencia es, fundamentalmente, su corta duracion. En este tipo de
series, con periodicidad rara vez inferior a la mensual, resulta dificil superar las
200 observaciones, cifra muy alejada de los requisitos de estos métodos, que
apenas se alcanza para las series financieras en las que se logran obtener datos
de menor frecuencia.

En el presente trabajo se propone un primer paso para analizar las series de
reducido tamafio: la estimacion de modelos estocasticos no lineales denomina-
dos Threshold Autorregresive (TAR) para verificar, utilizando diagramas de bifur-
cacion, la posible existencia de caos en el sistema y, mediante técnicas de
simulacion, estudiar sus implicaciones para la estimacion y prediccion.

La ventaja de este método radica en la facilidad de estimacién de los mode-
los TAR y en la posibilidad de hacer inferencia estadistica. También resulta po-
sible dar un grado de fiabilidad a un posible comportamiento cadtico, y analizar
mediante simulacién las implicaciones para la estimacién y posterior prediccion.
Esta metodologia se ha probado con series temporales de la coyuntura econdmica.

RELACION ENTRE EL MODELO TAR Y LA FUNCION TIENDA DE CAMPARNA

Comencemos analizando la relacion entre el modelo Threshold Autorregre-
sive (TAR) y la funcion tienda de campana (tent map).

La nocion de umbral (Tong, 1990) ha sido muy utilizada en numerosas disci-
plinas, y siempre asociada a la existencia de niveles de saturacion. Como sefala
el mismo autor:

“Existen numerosos ejemplos de diversas disciplinas en los que es dominante
la nocion de un umbral: radio-ingenieria, ingenieria marina, servo-sistemas, ocea-
nografia, biologia de poblaciones, economia, hidrologia, ingenieria, médica... Estos
ejemplos muestran una caracteristica comun, que no es otra que la predominancia
de un umbral, que es simplemente una reflexion acerca del hecho de que ‘la satu-
racion esta presente en todos sitios”.

“La idea basica de estos modelos es la aproximacion local, es decir, la intro-
duccién de diferentes regimenes via umbrales. Por conveniencia, nos referimos a
esta idea como ‘principio umbral’, que permite el andlisis de un sistema complejo
descomponiéndolo en subsistemas mas simples.”

El modelo umbral general se basa, por tanto, en el tratamiento del problema
bajo un punto de vista no lineal, introduciendo la no linealidad a través de
aproximaciones locales, introduciendo diferentes tipos de comportamiento de-
pendiendo de la pertenencia a situaciones diferentes. En concreto, el modelo
umbral autorregresivo mas sencillo distingue dos comportamientos autorregresi-
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vos con un retardo dependiendo de si los valores anteriores de la variable anali-
zada superan o no un determinado nivel (umbral). En concreto, la formalizacion
matematica de este modelo TAR seria la siguiente:

BI+Bix,,+a, six_, <umbral
" |BZ+Bix,,+a, six., >umbral

donde X, y @, denotan, respectivamente, los valores que toman la variable

X y la perturbacioén aleatoria en el instante t, teniendo las perturbaciones las pro-
piedades usuales.

Este modelo es muy similar a la funcién tienda de campafia

_ Bl+PB3x,, six,_,<umbral
" B2+B2x,., six_,>umbral

De hecho, el modelo TAR puede considerarse como una generalizacion
econométrica de la funcién tienda de campana. De hecho, si las variables alea-

torias @, fueran degeneradas y tomaran el valor nulo con probabilidad unidad,
ambos modelos serian iguales con probabilidad 1.

Si se representa, mediante un grafico de telarafia, la dinamica de la funcion
tienda de campana siguiente:

2By si x,_, <umbral
‘" l2-p-2-B-x_, six._,>umbral

tomando B =0.99 y umbral = 0.5 el resultado es el de la Figura No.1.
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Figura No. 1. Gréfico de telarafia de la funcién tienda de campafia
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El resultado es muy similar al obtenido con el modelo TAR

{Z.B'th_'_at si x,, <umbral
t=

2-B-2-B-%x_,+a Six_ =umbral

tomando g = 0.99 , umbral = 0.5 y siendo la desviacion tipica de la pertur-

bacion @, igual a 0.01. En este caso el grafico de telarafia resultante es el mos-
trado en la Figura No. 2.

Figura No. 2. Grafico de telarafia de un modelo TAR
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En estos graficos de telarafa resulta obvio que el modelo genera una dina-
mica sumamente complicada. La relaciéon entre la complicacion observada y los

valores que toma el parametro 3 puede analizarse utilizando el diagrama de
bifurcacion, en el que en el eje de abscisas los valores del parametro 3 y en el
eje de ordenadas el espacio de fases y para cada valor de 3 los puntos (B,Xk)
correspondientes a puntos suficientemente avanzados de la érbita de un punto

X, que se elige de forma arbitraria dentro del intervalo (0,1) en el sistema di-
namico dado por la tienda de campana

(x)= 2-B-x si X < umbral
“|2-B-2-B-x six=umbral

Este diagrama se conoce con el nombre de diagrama de Feigenbaum, ya
que esta muy unido a las ideas proporcionadas por este fisico. Proporciona una
idea muy clara de la dinamica del sistema y por este motivo, debido a su poder
de sintesis ha sido muy utilizado para el analisis de modelos tedricos, como es el
caso de Hommes (1994 y 1996).

Para comprender el significado de este diagrama suele ser util trabajar con
la funcién logistica f (X) = Bx(l—x), cuyo diagrama de bifurcacion se repre-

senta en la Figura No. 3.

Figura No. 3. Diagrama de bifurcacién de la funcion logistica

beta
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Su explicacion es la siguiente: los puntos de corte de la grafica obtenida con
una recta vertical levantada sobre cierto valor de 3 corresponden a los puntos

limites de la ¢rbita de casi todos los puntos del intervalo (0,1) en el sistema
dinamico ((0,1), fB (X)) . De esta forma, la recta levantada sobre cualquier va-

lor de P anterior al que produce la primera bifurcacion corta a la grafica en un
unico punto, lo cual quiere decir que casi todos los puntos iniciales que pertene-
cen al intervalo (O,l) se ven atraidos hacia este punto que sera un punto fijo. La
recta levantada sobre un valor de 3 situado entre los necesarios para la primera
y segunda bifurcacién corta a la grafica en dos puntos, lo que significa que la
orbita de casi todos los puntos pertenecientes al intervalo (0,1) convergen a la
orbita periddica de periodo 2 constituida por este par de puntos, y asi sucesiva-
mente. Para los valores de 3 para los que la recta vertical corta a la grafica en

una nube de puntos que llena un subintervalo de (0,1) lo que ocurre es que la

orbita de casi todos los puntos de (0,1), en el sistema dinamico asociado a este

valor del parametro, vaga de forma erratica llenando densamente este subinter-
valo. En otras palabras, se produce una dinamica cadtica.

El diagrama de bifurcacion correspondiente a la funcién tienda de campana
muestra un comportamiento caoético para valores del parametro superiores a 0.5;
en caso contrario la dinamica converge a un punto fijo estable igual a O (ver Fi-
gura No. 4).

Figura No. 4. Diagrama de bifurcacion de la funcion tienda de campana
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ESTIMACION DE UN MODELO TAR

Una de las principales ventajas del modelo TAR se refiere a su estimacion
puesto que, al tratarse de un modelo lineal a trozos, puede estimarse sin pro-
blemas por el método de Minimos Cuadrados Ordinarios. Simplemente debe
trabajarse con una matriz extendida de regresores, para separar las dos regre-
siones lineales dependiendo de si el valor que toma la variable en el instante
anterior es mayor o menor que el umbral establecido.

Por ejemplo, trabajando con un vector de longitud igual a 5, y suponiendo
que el tercer valor es el Unico que toma valores por encima el umbral, la regre-
sion seria la siguiente:

%) (1 x 0 0)(p) (a
X | |1 x, 0 0 ||B; |2
X, 0 0 1 x||p? a,
Xs 1 x, 0 0)(p3 a,

que de manera resumida utilizando notacion matricial se escribiria como
Y=X:B+a

El vector de estimadores minimo-cuadratico seria, por tanto,
B=(XX) XY

Para estimar el parametro umbral se calcula el error cuadratico medio del
estimador tomando como posible valor umbral cada uno de los valores de la
serie, y se elige aquel que minimiza el error.

Para comprobar el comportamiento de los estimadores, se han realizado
20.000 simulaciones del modelo TAR antes visto, manteniendo la misma varian-
za de las perturbaciones. Los histogramas de los resultados de las estimaciones
paramétricas obtenidas a partir de las simulaciones son los mostrados en la
Figura 5 donde se representan, de izquierda a derecha y de arriba a abajo, los
histogramas correspondientes a las estimaciones de los parametros f3, y abajo

el histograma correspondiente al umbral.
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Figura No. 5. Estimaciones de los parametros del modelo TAR. De izquierda
a derecha y de arriba abajo: a) B;, b) B;, c) B}, d) B2 y e) el umbral
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Los histogramas obtenidos son simétricos alrededor del verdadero valor del
parametro, excepto en el caso del umbral en el que se observa un histograma
ligeramente asimétrico a la derecha con un sesgo negativo de estimacion. Res-
pecto a si se observa o no un comportamiento normal, parece corroborarse esta
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hipotesis en el caso de los parametros B y no asi en el caso del umbral debido

al excesivo apuntamiento del histograma. Contrastando la hipétesis de normali-
dad se confirman los anteriores resultados.

Asi, salvo en el caso del parametro umbral, el comportamiento de los esti-
madores se corresponde con la teoria econométrica usual de la estimacion por
MCO.

CONTRASTE DE NO-LINEALIDAD

La metodologia de estimacion desarrollada en el apartado anterior puede
servir como base para realizar un contraste de no linealidad suponiendo que la
no linealidad es del tipo TAR.

En concreto, dado

_ [ Bi+Bix +a, six. <umbral
" |BE+Bix,,+a, six_, >umbral

. . 1 2 1 2 . . T
si se verifica que 3, =B; y B, =B, ambas ecuaciones lineales son idénti-

cas y, por consiguiente, puede afirmarse que el umbral carece de sentido y que
el modelo TAR no aporta nada a la explicacion del comportamiento de la serie

temporal X .

Por este motivo un contraste sencillo de no linealidad, tomando como hipo-
tesis nula que el modelo es lineal y la hipdtesis alternativa es que el modelo es
TAR. Formalmente,

. { Bi = B;

0
B> =B

H,:3i|Bi =B i=12

que se traduce, utilizando notacién matricial, en el siguiente contraste de hi-

potesis:

H,:RBp=r
H :Rp#r
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En este caso,

Bl
_ 1
R_[t 0 -1 0 . BL L_[0°
01 0 -1 B2 0
B>
Utilizando la metodologia general del contraste de hipétesis en el marco de

la estimaciéon de una regresion lineal por MCO se llega a la definicion del si-
guiente estadistico

1
2.5°2

(R-p-r) (R (x'x)" -R')il(R B-r)0Fpr

donde G° denota el estimador de la varianza de las perturbaciones y T es la
longitud de la serie temporal.

Consecuencias del Comportamiento Caotico en la Prediccion de un Modelo
TAR

Una vez ajustado el modelo es interesante comprobar, mediante simulacion,
el efecto que tiene sobre la prediccidn la existencia de una dinamica cadtica.
Para ello hemos realizado predicciones utilizando para ello el ajuste de dos mo-
delos TAR diferentes, uno con parametro que da lugar a comportamiento cadtico
y otro con comportamiento estable.

Si representamos los histogramas de los errores para ambos casos vemos
comportamientos muy diferentes. En la Figura No. 6 se representan el caso cad-
tico para horizontes de prediccion 1, 5, 10 y 20, y en la Figura No. 7 se represen-
ta el caso no cadtico para los mismos horizontes de prediccion. Se detecta que,
mientras que en el caso de inexistencia de dinamica cadtica los errores siguen
una distribucion simétrica y aproximadamente normal, en el caso de existencia
de caos los errores la distribucion de dichos errores no recuerda en absoluto a la
normal. Para horizontes de prediccion 1y 5, tanto en el caso caético como en el
no cadtico se detecta cierta asimetria a la izquierda, correspondiente a la asime-
tria a la derecha presente en el histograma de estimaciones del umbral: el um-
bral se estima por exceso, lo que conduce a una mayor importancia de los
errores negativos (sesgo por defecto). En cualquier caso, este efecto es mucho
mas marcado en el caso cadtico, en el que ademas se percibe una mayor dife-
renciacion entre el comportamiento de los errores positivos y negativos. Podria
incluso hablarse de dos regimenes, uno para sesgos por defecto y otro para
sesgos por exceso, manteniéndose el comportamiento de los errores aproxima-
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damente uniforme dentro de cada uno de ellos. Esta marcada diferenciacion se
va suavizando conforme aumenta el horizonte de prediccion, hasta ser comple-
tamente inapreciable en las dos ultimas graficas. Dicha uniformidad es conse-
cuencia de la presencia de una dinamica caodtica que, conforme aumenta el
horizonte a predecir va incluso enmascarando la presencia de dos regimenes
distintos. Por este motivo, mientras que el comportamiento de los errores en el
caso no caotico sigue recordando a una normal (aunque excesivamente apunta-
da) esto no ocurre en el caso cadtico, en el que el comportamiento, aunque si-
métrico en torno al cero, responde a una grafica triangular, siendo mucho mayor
la magnitud de los errores.

Figura No. 6. Histograma de los errores de prediccion de un modelo TAR
con comportamiento caodtico para horizontes de predicciéon 1, 5, 10 y 20
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Figura No. 7. Histograma de los errores de prediccion de un modelo TAR sin
comportamiento caotico para horizontes de prediccion 1, 5, 10y 20
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BUSQUEDA DE COMPORTAMIENTO CAOTICO

Una vez estimado el modelo TAR se utilizara su diagrama de bifurcacién pa-
ra verificar la existencia de comportamiento caotico, para lo cual es necesario
previamente haber estimado el modelo. De esta manera, para cada modelo es-
timado se realizaran cinco diagramas de bifurcacion. Cada uno de ellos se ob-
tendra fijando cuatro parametros (se consideraran las estimaciones obtenidas) y
dejando variar el quinto dentro de su intervalo de confianza correspondiente. Por
este motivo es necesario calcular los intervalos de confianza para cada parame-
tro estimado.

Como se ha comprobado, mediante simulacién, que los estimadores de los
parametros 3 siguen una distribucion normal se puede utilizar como intervalo de

confianza el usual (B—l.%-c,f} +1_96-c) donde o es el error estandar del

estimador. En cuanto al estimador del pardmetro umbral, para el cual se recha-
zaba la hipdtesis de normalidad, se soluciona el problema calculando, mediante
simulacion, los cuantiles de la distribucion que se utilizaran para definir un inter-
valo de valores probables para el parametro.

La estimacién del modelo TAR:

‘= 1.98-x_, +a, Si X, <0.5
‘ 11.98-1.98-x_,+a, six_ =05

es la siguiente:

_ [-0.0019+1.9869-X,_, six_ <0.5123
©|1.9713-1.9674-x,_,  six,, >0.5123
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y los diagramas de bifurcacién obtenidos (en la Figura 8, de izquierda a de-
recha y de arriba abajo) muestran, salvo en el caso del umbral, indicios de com-
portamiento cadtico.

Figura No. 8. Diagramas de bifurcacion de los parametros
estimados del modelo TAR. De izquierda a derecha

y de arriba abajo B!, B:, B., P> y el umbral.
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APLICACION A DATOS DE COYUNTURA DE LA ECONOMIA ESPANOLA

Para finalizar, se ha utilizado la metodologia desarrollada en el trabajo para
analizar series temporales de coyuntura econdémica espafiola. Se trata de 66
series mensuales (todas desde enero de 1986 a diciembre de 1997). En 32 de
esas 66 series se rechaza la hipotesis de linealidad, es decir, el modelo TAR es
mejor que el modelo lineal. Ademas, en muchas de ellas se detecta la posible
existencia de caos en el sistema. A modo de resumen de los distintos tipos de
comportamiento detectados se pueden presentar los siguientes diagramas de
bifurcacion en los que se pasa de comportamientos estables (Figura No. 9), a
claros comportamientos caoticos como los detectados en los diagramas de bi-
furcacion de la Figura No. 10. En las Figuras No. 11 a la No. 13 se puede com-
probar toda una serie de casos en los que no es posible decantarse ni por el
comportamiento cadtico ni por el estable, pues ambos regimenes estan incorpo-
rados en los intervalos de confianza de los parametros, por lo que no resulta
posible rechazar ninguna hipétesis.

Figura No. 9. Comportamientos estables de las siguientes series temporales:

Matriculacion de Turismos (), Produccion de Bienes de Equipo (1),
indice de Precios Industriales de Bienes de Consumo (pt)

e Importaciones Nominales de Bienes de Equipo (:)
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Figura No. 10. Comportamientos caéticos detectados en las series tempora-
les de: afiliados a la seguridad social (asalariados industria) (umbral), disponibili-
dades de bienes de consumo (no alimentacion) (umbral), exportaciones
nominales de bienes intermedios no energéticos (umbral), exportaciones nomi-
nales de bienes de equipo (umbral) e ingresos por turismo (g )
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Figura No. 11. Comportamientos cadticos en parte de los intervalos de con-
fianza de las series temporales de importaciones nominales de bienes de con-
sumo (umbral), importaciones nominales de bienes intermedios (umbral), produccién

de energia eléctrica y gas (umbral) y produccién de industrias extractivas (umbral)

Figura No. 12. Comportamientos cadticos en parte de los intervalos de con-
fianza de las series temporales de produccién de productos metalicos (umbral),
produccioén de transformados metalicos (umbral), exportaciones nominales de

. . . 7y 1 . . . 1
bienes intermedios no energéticos (P1) e importaciones nominales totales (P2 )
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Figura No. 13. Comportamientos cadticos en parte de los intervalos de con-
fianza de las series temporales de importaciones reales energéticas (p!), total de

ventas en grandes superficies en madrid (B;), importaciones nominales no ener-

géticas (B?) y produccion de transformados metélicos (B;)
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CONCLUSIONES

Como conclusiones interesantes de este trabajo se pueden extraer las
siguientes:

1. Existe una clara conexion entre el modelo umbral autorregresivo y la funcién
tienda de campana de la cual se conoce su comportamiento cadtico.

2. Es posible realizar la estimacion de los parametros del modelo TAR por el
método de minimos cuadrados ordinarios, lo cual facilita la estimacion, el
contraste de hipétesis y permite ademas realizar un contraste de no linealidad.

3. Los parametros [} estimados se comportan segin un modelo normal, no
ocurriendo lo mismo con el parametro umbral.
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4. EI comportamiento del error de prediccién difiere segun si el modelo ajusta-
do se comporta segun un régimen cadtico o no.

5. La estimacion de los intervalos de confianza para los parametros permite la
utilizaciéon de los diagramas de bifurcacion para analizar el posible surgi-
miento de comportamiento cadtico en el modelo umbral estimado.

6. Se han analizado 66 series mensuales de coyuntura econdmica desde enero
de 1986 hasta diciembre de 1996. En 32 de esas series se rechaza la hipo-
tesis de linealidad, siendo preferible el ajuste del modelo umbral. En muchas
de ellas se detectan comportamientos interesantes, incluso cadticos, utili-
zando los diagramas de bifurcacion.
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