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❉■ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② ❛❧❧ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡s ❬✺✱ ✻❪✳
■♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿ ❚❤❡ ✜rst
♣❛rt ✉t✐❧✐③❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭▼❉■✮
t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✐♥❥❡❝t✐♥❣ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲♣r❡♣❛r❡❞ q✉❛♥t✉♠
st❛t❡s r❛♥❞♦♠❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ s②st❡♠ r❡❧❛①❡s t❤❡

r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❤✐❣❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❇✉s❝❡♠✐ ❬✼❪✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧♦♦♣❤♦❧❡ t♦ ❜❡
❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ❬✽❪❀ ❚❤❡♥ ✐t ❡♠♣❧♦②s s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ❬✾✱ ✶✵❪
t♦ ❝❡rt✐❢② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥♣✉t st❛t❡s ❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♥❡❛r✲♣❡r❢❡❝t
s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❞❡❧✐t② ❛❜♦✈❡
99.998% ❬✻❪✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥
❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✲
❢r✐❡♥❞❧② ♣r♦t♦❝♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊✐♥st❡✐♥✲P♦❞♦❧s❦②✲❘♦s❡♥
✭❊P❘✮ st❡❡r✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ❛❧❧ ❛❜♦✈❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
❊P❘ st❡❡r✐♥❣ ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛♥❞
❇❡❧❧ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t② ❬✶✶✕✶✸❪✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧❧②
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❛s❦ t♦
❝❡rt✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ q✉❛♥t✉♠
t❤❡♦r② ❬✶✶✱ ✶✷❪✳ ❇❡✐♥❣ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣s ❬✶✹✕✶✼❪✱ ✐t ✇❛s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥
♦♥❡✲s✐❞❡❞ s❡❝✉r❡ ❦❡② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✶✽❪ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠♥❡ss
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❬✶✾❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐ts ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ▼❉■ s❝❡♥❛r✐♦ ❬✷✵✕✷✺❪✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❬✷✶✱ ✷✸✱ ✷✻❪✳ ❍❡r❡✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✺✱ ✻❪✱ ✇❡
❣✐✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉■ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❘ st❡❡r✐♥❣✳



✷

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ♦✉r st❡❡r✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s
✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② s❡❝✉r❡ ❛♥❞ r♦❜✉st t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❧♦ss✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✜rst ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❢♦r ❉■ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❘ st❡❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛❧❧ st❡❡r❛❜❧❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❡rt✐✜❡❞
❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♥♦✐s❡
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡tt✐♥❣ ❝❛s❡ ❛♥❞
s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ t♦❧❡r❛♥t ❛ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ✜❞❡❧✐t②
❧♦✇❡r t❤❛♥ 98.5%✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❲❡r♥❡r
st❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡
❞❡❧✐❝❛t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❉■ st❡❡r✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✱
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ❇❡❧❧ ❧♦❝❛❧ st❛t❡s ❝❛♥
❜❡ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛tt❛✐♥❛❜❧❡
s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 99.2%✳

❘❡s✉❧ts

❉❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❘ st❡❡r✐♥❣✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❡❡r✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦
s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs✱ ♥❛♠❡❧② ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜✱
❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐❢ ❆❧✐❝❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ st❡❡r ❇♦❜✱
t❤❡♥ s✉❝❤ st❡❡r❛❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐t♥❡ss❡❞ ❜② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r st❡❡r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❬✷✽❪

WS =
∑

j

〈ajBj〉 ≤ 0. ✭✶✮

❍❡r❡ ❆❧✐❝❡ ♦❜t❛✐♥s ♦✉t❝♦♠❡ a ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
j✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Bj ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❇♦❜✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛② ❬✷✵✕✷✺❪ ✇❤❡r❡
t❤❡ tr✉st ✐♥ ❇♦❜ ❛s ♣❡r ❊q✳ ✭✶✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞
t♦ ❛ t❤✐r❞ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❈❤❛r❧✐❡ s❛②✱ ✇❤♦ r❛♥❞♦♠❧② ❛ss✐❣♥s
s♦♠❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s t♦ ❇♦❜✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✉♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣
t❤❡s❡ st❛t❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s {τTb,j} ✇❤❡r❡
T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❇♦❜ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜✐♥❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t B ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r ✏❨❡s✑ ♦r ✏◆♦✑✳
❉❡♥♦t❡ ❜② P (a,Yes |x,B, τTb,j) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❆❧✐❝❡
♦❜t❛✐♥s a ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t x ❛♥❞ ❇♦❜ ❛♥s✇❡rs ✏❨❡s✑
✇❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ τTb,j ✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✶✮ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ❛ ▼❉■ st❡❡r✐♥❣ ✇✐t♥❡ss ❬✷✶✕✷✸❪

WMDI =
∑

a,b,j

gb,jajP (a,Yes |x = j,B, τTb,j) ≤ 0 ✭✷✮

✇✐t❤ gb,j ❜❡✐♥❣ s♦♠❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❡✐❣❤ts✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
❇♦❜ ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❇❡❧❧ st❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✭❇❙▼✮ B ≡ {B1, I − B1} ✇❤❡r❡ B1 = |Φ+

d 〉〈Φ+
d | ✇✐t❤

|Φ+
d 〉 =

∑

j |jj〉/
√
d ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❛♥s✇❡r ✏❨❡s✑ ❛♥❞ d ✐s

t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦❢ {τTb,j} ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t
♦❢ ❇♦❜✬s ❧♦❝❛❧ s②st❡♠✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✶✱ ✷✸❪ t❤❛t
❡❛❝❤ st❡❡r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐t♥❡ss ✭✶✮✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛❧❧ st❡❡r❛❜❧❡ st❛t❡s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ▼❉■ ♠❛♥♥❡r✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ▼❉■ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❜♦t❤ ❆❧✐❝❡✬s ❛♥❞
❇♦❜✬s s✐❞❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr✉st ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t st❛t❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ❜②
❈❤❛r❧✐❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤✐s ❡①tr❛ tr✉st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ❢✉❧❧② ❉■ st❡❡r✐♥❣ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈✐❛ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ✇❤✐❝❤
❛✐♠s t♦ ✉♥✐q✉❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❢♦r ✉♥❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ s②st❡♠s ❬✾✱ ✶✵✱ ✷✾❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ st❛t❡s {τTb,j} ❢♦r ❇♦❜ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❈❤❛r❧✐❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts {τb,j} ♦♥ t❤❡
❇❡❧❧ st❛t❡ |Φ+

d 〉 s❤❛r❡❞ ❜② ❇♦❜ ❛♥❞ ❈❤❛r❧✐❡✱ ✐✳❡✳✱ TrC [IB⊗
τb,j |Φ+

d 〉 〈Φ+
d |] = τTb,j/d✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ t♦

✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤✐s st❛t❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✈✐❛
❝❡rt❛✐♥ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ st❛t❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♣ t♦ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ✐s♦♠❡tr②✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♣✉r❡
❜✐♣❛rt✐t❡ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡
s❡❧❢✲t❡st❡❞ ❬✸✵✱ ✸✶❪✱ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✸✷✱
✸✸❪✱ ✐t ❢✉rt❤❡r ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✷✮ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
❝♦♥str✉❝t ❛ ❉■ st❡❡r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬✸✹❪

WDI =
∑

a,c,j

gc,jajP (a,Yes, c |x = j,B, z = j) ≤ 0, ✭✸✮

❢♦r ❡✈❡r② st❡❡r❛❜❧❡ st❛t❡✳ ❍❡r❡ ❡❛❝❤ st❛t❡ τTb,j ✐♥ ❊q✳ ✭✷✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❈❤❛r❧✐❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t z ♦♥
❛ ❇❡❧❧ st❛t❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ c ✐♥ ❊q✳ ✭✸✮✳

❋■●✳ ✶✿ ❉■ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❘ st❡❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡
♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿ ❚❤❡ ❧❡❢t ❞❡s❝r✐❜❡s ▼❉■
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ρ12 t♦ ❜❡ t❡st❡❞✿ ❆❧✐❝❡ t❛❦❡s ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t x ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥s a✱ ✇❤✐❧❡ ❇♦❜ ♣❡r❢♦r♠s ♦♥❧② ♦♥❡
❜✐♥❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❤✐s ❧♦❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✐♥♣✉t
st❛t❡s {τT

b,j} ❛♥❞ ❤✐s ❛♥s✇❡r ✏❨❡s✑ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞❀ ❚❤❡ r✐❣❤t ❜♦①
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ st❛t❡s {τT

b,j}
❛r❡ ❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝❡rt✐✜❡❞ ✈✐❛ t❤❡ t❡st ♦❢ s♦♠❡ ❇❡❧❧
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❇❡❧❧✲❈❍❙❍ t❡st✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡✈✐❝❡✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝❡rt✐❢② ❛❧❧ st❡❡r❛❜❧❡ st❛t❡s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤
♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢

∣

∣Φ+
d

〉

❛♥❞ ❈❤❛r❧✐❡✬s
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉■ st❡❡r✐♥❣
✇✐t♥❡ss ❛s ♣❡r ❊q✳ ✭✸✮✱ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞
❛♥❛❧②s✐s ❝❛s❡ ❜② ❝❛s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❈❤❛r❧✐❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞
t♦ ❜✐♥❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❈❧❛✉s❡r✲
❍♦r♥❡✲❙❤✐♠♦♥②✲❍♦❧t ✭❈❍❙❍✮ t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❬✸✻❪ t♦
❞♦ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝❛s❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤r❡❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡tt✐♥❣s ❛r❡
❝❤♦s❡♥ ❛t ❡❛❝❤ s✐❞❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts r♦❜✉st♥❡ss t♦✇❛r❞s
✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣✳



✸

❚❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡tt✐♥❣s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❆❧✐❝❡
r❛♥❞♦♠❧② t❛❦❡s t❤r❡❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts x =
1, 2, 3, ❛♥❞ ❇♦❜ r❛♥❞♦♠❧② r❡❝❡✐✈❡s τc,j = (I + cσj)/2
❢♦r c = ±1 ❛♥❞ j = x, y, z s❡♥t ❢r♦♠ ❈❤❛r❧✐❡
✇❤❡r❡ σjs r❡♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ P❛✉❧✐ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡
st❛t❡s ❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✈✐❛ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr✐♣❧❡ ❇❡❧❧✲❈❍❙❍
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬✸✼❪

B =E1,1 + E2,1 + E1,2 − E2,2

+ E3,1 + E4,1 − E3,3 + E4,3

+ E5,2 + E6,2 − E5,3 + E6,3 ≤ 6 ✭✹✮

✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② ✈✐♦❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
Ey,z =

∑

b,c=±1 b c p(b, c|y, z) ✇❤❡r❡ y = 1, 2, ..., 6, r❡❢❡rs
t♦ ❇♦❜✬s s✐① ❞✐❝❤♦t♦♠✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ z = 1, 2, 3
❈❤❛r❧✐❡✬s t❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐ts ♠❛①✐♠❛❧
q✉❛♥t✉♠ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐s B = 6

√
2✱ ✇❤✐❝❤ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s

❛♥ ✉♥✐q✉❡ st❛t❡ |Φ+
2 〉 = 1√

2
(|00〉 + |11〉) ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
σi±σj√

2
❢♦r ❇♦❜ ✇✐t❤ (i, j) =

{(z, x), (z, y), (x, y)} ❛♥❞ σx,±σy, σz ❢♦r ❈❤❛r❧✐❡ ✉♣ t♦
❛ ❧♦❝❛❧ ✉♥✐t❛r②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
σ2 ❢♦r ❈❤❛r❧✐❡ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥
♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐ss✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ✐ts ✉t✐❧✐t② ✐♥
❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❬✺❪✳
Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t s❡❧❢✲

t❡st✐♥❣✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ B =
6
√
2 ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❉■ st❡❡r✐♥❣

✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✮ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡
❛❞♦♣t t❤❡ ✜❞❡❧✐t② f0 = 〈Φ+

2 | ρ0data |Φ+
2 〉 t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
❡st✐♠❛t❡❞ st❛t❡s s❡❧❢✲t❡st❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞
t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❞❡❧✐t② ❢♦r
❈❤❛r❧✐❡✬s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❛st ❛s t❤❡ st❛t❡ ✜❞❡❧✐t② ✐♥
❛ s✐♠✐❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ fj = 〈Φ+

2 |σjρjdataσj |Φ+
2 〉 ❢♦r j = 1, 2, 3✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ✜❞❡❧✐t② ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✈✐❛ ❛ s❡♠✐✲
❞❡✜♥✐t❡ ♣r♦❣r❛♠ ❬✸✽✕✹✵❪✳ ❆❢t❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❬✸✹❪✱
✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❉■ st❡❡r✐♥❣ ✇✐t♥❡ss
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ❬✸✹❪

W noisy
DI =WDI −

3
∑

j=1

√

1− fj ≤ 0. ✭✺✮

❍❡r❡ WDI ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ♣❡r ❊q✳ ✭✸✮✳ ■t ✐s r❡♠❛r❦❡❞
t❤❛t t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ✐♥ ❬✻❪ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛❝❡
❞✐st❛♥❝❡✱ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬✸✹❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡
✐♥ ❬✷✶❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ❉■ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❘
st❡❡r✐♥❣ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❋✐rst✱ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢

❡♥t❛♥❣❧❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✈✐❛ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦✇♥✲
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭❙P❉❈✮ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
♦♥❡ ♣❛✐r ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ❛s |Φ+

2 〉 = (|00〉+ |11〉)/
√
2 ✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞

❛s ρ34✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❲❡r♥❡r st❛t❡s

ρ12 = v |Ψ−
2 〉 〈Ψ−

2 |+ (1− v)
I

4
, v ∈ [0, 1]. ✭✻✮

❍❡r❡✱ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r 1 − v ✐♥ ❊q✳ ✭✻✮
✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✢✐♣♣✐♥❣ ❆❧✐❝❡✬s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1 − v)/2 ❬✹✶❪✳ ❚❤❡ st❡❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss
♦❢ st❛t❡s ✐s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✈✐❛ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✇✐t♥❡ss ✭✺✮✳
❚❤❡♥✱ t❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥✐❝ st❛t❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ t❤r❡❡

♦❜s❡r✈❡rs✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✱ ρ12 ✐s s❡♥t
t♦ ❆❧✐❝❡ ✭♣❤♦t♦♥ ✶✿ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❜❛❧❧✮ ❛♥❞ ❇♦❜ ✭♣❤♦t♦♥
✷✿ t❤❡ ❜❧✉❡ ❜❛❧❧✮ t❤r♦✉❣❤ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs ✇❤✐❧❡ t❤❡
❡♥t❛♥❣❧❡❞ ♣❤♦t♦♥✐❝ ♣❛✐r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ρ34 ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦
❈❤❛r❧✐❡ ✭♣❤♦t♦♥ ✸✿ t❤❡ r❡❞ ❜❛❧❧✮ ❛♥❞ ❇♦❜ ✭♣❤♦t♦♥ ✹✿
t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❜❛❧❧✮ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r
✇❛✈❡ ♣❧❛t❡s ✭❲Ps✮ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤r❡❡ P❛✉❧✐ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
σj ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ✭♣❤♦t♦♥ ✹ ❢♦r ❇♦❜✮
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ■ ✐♥ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❬✸✹❪✳
❋✉rt❤❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷ t❤❛t
❇♦❜✬s ♣❛rt✐❛❧ ❇❙▼ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈✐❛ t❤r❡❡ ♣♦❧❛r✐③✐♥❣
❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡rs✱ t✇♦ 22.5◦ r♦t❛t❡❞ ❍❲Ps✱ ❛♥❞ ❢♦✉r ♣s❡✉❞♦
♣❤♦t♦♥✲♥✉♠❜❡r✲r❡s♦❧✈✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦rs ✭PP◆❘❉✮✳ ■♥ ❡❛❝❤
PP◆❘❉✱ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r s♣❧✐ts t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t♦
t✇♦ ✜❜❡r✲❝♦✉♣❧❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡
❝♦✉❧❞ ❞❡t❡❝t t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/2✳ ❚♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❛❧ ❇❙▼✱ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
✜❧t❡r ♦❢ ✸ ♥♠ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✲❧✐❣❤t ♣❛t❤ ❢♦r
s♣❡❝tr❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t ❛ ❍♦♥❣✲❖✉✲▼❛♥❞❡❧ ✭❍❖▼✮
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✸✵ ✿ ✶ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✉♠
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❇❙▼ ❛♥❞ ❛ ✜❞❡❧✐t② ❛r♦✉♥❞
0 : 9831± 0 : 0040 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬✸✹❪✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐st✐❝s t♦ ✜rst

❞♦ t❤r❡❡ ❇❡❧❧✲❈❍❙❍ t❡sts Bi,j t♦ s❡❧❢✲t❡st ❈❤❛r❧✐❡✬s t❤r❡❡
P❛✉❧✐ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤✉s q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ ❇♦❜✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❞❡❧✐t② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

〈

(σB
i ± σB

j )⊗ σC
j

〉

/
√
2 ❬✸✹❪✳ ❲❡ t❤❡♥

✉s❡ t❤❡♠ t♦ t❡st t❤❡ ❉■ st❡❡r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✮ ✐♥ ❛ ♠♦r❡
❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢

4
∑

j,a,c

(

aj cj P (a,Yes, c |x = z = j,B)− P (a, c |j)/
√
3
)

−
∑

j

√

1− fj ≤ 0. ✭✼✮

❋♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❲❡r♥❡r st❛t❡s ✭✻✮✱ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ st❛t✐st✐❝s ✭✼✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ 3v −
(
√
3 +

∑3

j=1

√

1− fj ) ≤ 0✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✜❞❡❧✐t② ❛r♦✉♥❞ 98.5% ♦❢ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❇❡❧❧
❧♦❝❛❧ st❛t❡s ✇✐t❤ v = 0.7✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜❞❡❧✐t②
❛❜♦✈❡ 99.998% ❬✻✱ ✸✹❪✳



✹

❋■●✳ ✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ❉■ st❡❡r✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈✐❛
t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ β✲❜❛r✐✉♠✲❜♦r❛t❡ ✭❇❇❖✮ ❝r②st❛❧ ✐s ❝✉t ✐♥ ❛ s❛♥❞✇✐❝❤✲❧✐❦❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t②✳ ❖♥❡ ♣❛✐r ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s 1 ❛♥❞ ✷ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❲❡r♥❡r
st❛t❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✻✮ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s 3 ❛♥❞ 4 ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡ ❇❡❧❧ st❛t❡ |Φ+

2 〉 s❡♥t
t♦ ❈❤❛r❧✐❡ ❛♥❞ ❇♦❜✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉■ st❡❡r✐♥❣ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✼✮ r❡q✉✐r❡s t❤r❡❡ ❇❡❧❧✲❈❍❙❍ t❡sts ❛♥❞ ♦♥❡ ▼❉■
st❡❡r✐♥❣ t❡st ✭✷✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❈❤❛r❧✐❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤r❡❡ P❛✉❧✐ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts σj ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t ♣❤♦t♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❇♦❜ ♠❛❦❡s
✻ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② (σB

i + σB
j )/

√
2 ❛♥❞ (σB

i − σB
j )/

√
2 ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✹ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❇❙▼ B ♦♥ ❤✐s

♣❤♦t♦♥s ✷ ❛♥❞ ✹✳ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ❍❲P✱ ❤❛❧❢ ✇❛✈❡ ♣❧❛t❡❀ ◗❲P✱ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡ ♣❧❛t❡❀ P❇❙✱ ♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❜❡❛♠
s♣❧✐tt❡r❀ ■❋✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✜❧t❡r❀ ❋❈✱ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧❡r❀ ❇❙▼✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❇❡❧❧ st❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t B❀ ❇❉✱ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r❀ ❉✶✲❉✽✱ s✐♥❣❧❡
♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t♦r✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ♣❤♦t♦♥ ♣❛✐rs ❡♥❝♦❞✐♥❣
|Φ+

2 〉 ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✉♣ t♦ 13000 ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉♠♣
♣♦✇❡r ♦❢ 30 ♠❲✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦✈❡r
500 : 1 ✐♥ t❤❡ ❍✴❱ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❍✰❱✴❍✲❱ ❜❛s✐s✱
✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✜❞❡❧✐t② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
0.997✳ ❈❤❛r❧✐❡✬s t❤r❡❡ P❛✉❧✐ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❡❧❢✲t❡st❡❞
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤r❡❡ ❇❡❧❧✲❈❍❙❍ t❡sts Bi,j ❢♦r (i, j) =
(1, 2), (1, 3), (2, 3)✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❢❛✐r✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ B12 = 2.8241✱ B13 = 2.8211✱ ❛♥❞ B23 =
2.8189✱ ❛❧❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ 2

√
2 ≈ 2.8284✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤r❡❡ P❛✉❧✐ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
s❡❧❢✲t❡st❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ f1 =
0.9931, f2 = 0.9897, ❛♥❞ f3 = 0.9979✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
P♦✐ss♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ 0.0009✱ ❛♥❞ ✇❡ t❡st ✶✵✵ ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡
P♦✐ss♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❛r♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s 0.9936× 10−5✳

❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❉■ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❲❡r♥❡r
st❛t❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✻✮ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❲❡ ✜rst ❞♦
q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❡❛❝❤ ❲❡r♥❡r

st❛t❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ v = 0.6469(4)✱ 0.6742(4)✱
0.7015(4)✱ 0.8090(4)✱ 0.9239(3)✱ ❛♥❞ 0.9951(0.9) ❢r♦♠
❛❜♦✉t 9, 800, 000 ♣❤♦t♦♥ ♣❛✐rs ❬✸✹❪✳ ❋♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱
✐✳❡✳✱ ❛❧❧ fj = 1✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❡r✐♥❣
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✼✮ ❢♦r ❲❡r♥❡r st❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ 3v −

√
3 ≤ 0

❛♥❞ ✐t r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ❜♦✉♥❞ v = 1/
√
3 ≈ 0.5774 ❢♦r

st❡❡r❛❜✐❧✐t② ❬✷✽❪✳ ■❢ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ✐s ♥♦♥✲♣❡r❢❡❝t✱ t❤❡
st❡❡r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐s s❤♦✇♥ ❛s t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ r❡❞ ❞♦ts✳ ■t
✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✇❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✇✐t♥❡ss st❡❡r❛❜✐❧✐t② ❢♦r
v ≥ 0.7015(4)✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r s②st❡♠ ❡rr♦rs✱ st❛t✐st✐❝ ❡rr♦rs✱
❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✼✮ ✉♣ t♦ 0.1189 ± 0.0714 ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t v = 0.7015(4) ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❇❡❧❧✲❈❍❙❍ ❜♦✉♥❞ 1/

√
2 ≈ 0.707 ❬✸✻❪ ❛♥❞ ❡✈❡♥

t❤❡ ❱ét❡rs✐ ❜♦✉♥❞ & 0.7056 ❬✹✷❪✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
✇❡ ❛r❡ ❡✈❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✈❡r✐❢② ❇❡❧❧ ❧♦❝❛❧ st❛t❡s
❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❢♦r t❤❡
st❡❡r❛❜❧❡ ❲❡r♥❡r st❛t❡s ✇✐t❤ v = 0.6469(4), 0.6742(4) ❢❛❧❧
✐♥t♦ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
✐t ✐s ✇✐t♥❡ss❡❞ ✐♥ ♦✉r ❉■ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ❛❧s♦
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❋■●✳ ✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❲❡r♥❡r st❛t❡s ✭✻✮✳
❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❉■ st❡❡r✐♥❣ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✼✮
✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s r❡❞ ❞♦ts ❢♦r v =
0.6469(4), 0.6742(4), 0.7015(4), 0.8090(4), 0.9239(4), 0.9951(1)✳
❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ 0.1189 ± 0.0714
❢♦r t❤❡ ❇❡❧❧ ❧♦❝❛❧ st❛t❡ ✇✐t❤ v = 0.7015(4)✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r
✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❇❡❧❧✲❈❍❙❍ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
t♦ ❝❡rt✐❢② st❡❡r❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❞♦ts✱
❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ❛❜♦✉t 0.001✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ st❡❡r✐♥❣ ✇✐t♥❡ss❡s✳

♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♠♣❧❡ ❇❡❧❧✲❈❍❙❍ t❡st t♦ ✈❡r✐❢② st❡❡r❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✱ t❤❡ ❜❧✉❡
❧✐♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✇❤✐❧❡ ❜❧✉❡ ❞♦ts ❛r❡
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡s❡ ❲❡r♥❡r st❛t❡s✳

▼❡t❤♦❞

■♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ❉■ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❘ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r ❛♥②
q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ρAB ✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
st❛t✐st✐❝s t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✈✐♦❧❛t❡s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❉■
st❡❡r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✮ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦r t❤❡ ♦♥❡ ✭✺✮
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t ❇♦❜ ✐s ✐♥♣✉t τTb,j = 1

2
(I + bσj) ✇✐t❤ b =

±1, j = 1, 2, 3 r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ ❈❤❛r❧✐❡✳ ❆❧t❡r♥❛t❡✱
❇♦❜✬s ✐♥♣✉t st❛t❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❈❤❛r❧✐❡
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐✈❡✲
♦♣❡r❛t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ♠❡❛s✉r❡s {Eb,j = τb,j} ♦♥ t❤❡ ❇❡❧❧ st❛t❡
|Φ+

2 〉 = (|00〉+ |11〉)/
√
2 s❤❛r❡❞ ❜② ❇♦❜ ❛♥❞ ❈❤❛r❧✐❡✳ ❆s

❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❉■ st❡❡r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢

WDI =
∑

a,b,j

bjajP (a,Yes, c |x = j,B, z = j)

=
∑

j,a,b

aj bjTr[I ⊗ |Φ+
2 〉 〈Φ+

2 |BB0
⊗ (I + bσC

j )/2

· ρAB ⊗ |Φ+
2 〉 〈Φ+

2 |B0C
]

=
1

4

∑

j,a,b

aj bjTr
[

I ⊗ (I + bσB
j )/2 · ρAB

]

=
1

4

∑

j

〈ajBj〉 =
1

2
WMDI =

1

4
WS. ✭✽✮

❍❡r❡ B0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❇♦❜✬s s✉❜s②st❡♠ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡
st❛t❡s τb,j =

1
2
(I + bσj) ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳

❋✉rt❤❡r✱ t❤♦s❡ ✐♥♣✉t st❛t❡s ❢♦r ❇♦❜ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈✐❝❡✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈✐❛ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t✇♦ ♥♦♥❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❡s✱ ❇♦❜ ❛♥❞ ❈❤❛r❧✐❡✱ ❛r❡
✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❊❛❝❤ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ✇✐t❤ ❛♥
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st❛t❡ |ψ〉✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡
❇❡❧❧✲❈❍❙❍ t❡sts✱ ❇♦❜ t❛❦❡s s✐① ❞✐❝❤♦t♦♠✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
y = 1, 2, . . . , 6 ❛♥❞ ❈❤❛r❧✐❡ ♣❡r❢♦r♠s z = 1, 2, 3✳ ❇♦❜✬s
✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② y ❛♥❞
b✱ ✇❤✐❧❡ ❈❤❛r❧✐❡✬s ✐s ❜② z ❛♥❞ c✳ ❆❢t❡r r♦✉♥❞s ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(b, c|y, z)
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❙♦ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ✐t
✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ tr✐♣❧❡ ❇❡❧❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛s ♣❡r ❊q✳ ✭✹✮✳

❋■●✳ ✹✿ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐s♦♠❡tr② U ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇
✉s t♦ s❡❧❢✲t❡st t❤❡ s✐♥❣❧❡t st❛t❡ ❛♥❞ P❛✉❧✐ ♦♣❡r❛t♦rs✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ❜② ❇♦✇❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ t❤❛t ✐❢ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ✈✐♦❧❛t✐♦♥B = 6

√
2 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts

❛ ❧♦❝❛❧ ❛✉①✐❧✐❛r② st❛t❡ |00〉 ∈ [HB′ ⊗HB′′ ]⊗ [HC′ ⊗HC′′ ]
✭|00〉 ✐s s❤♦rt ❢♦r |0000〉B′B′′C′C′′✮ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ✐s♦♠❡tr② U
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✮ s✉❝❤ t❤❛t

U [|ψ〉 ⊗ |00〉] = |ξ〉 ⊗ |Φ+
2 〉

B′C′

,

U [XC |ψ〉 ⊗ |00〉] = |ξ〉 ⊗ σC′

x |Φ+
2 〉

B′C′

,

U [ZC |ψ〉 ⊗ |00〉] = |ξ〉 ⊗ σC′

z |Φ+
2 〉

B′C′

,

U [Y C |ψ〉 ⊗ |00〉] = σC′′

z |ξ〉 ⊗ σC′

y |Φ+
2 〉

B′C′

, ✭✾✮



✻

✇❤❡r❡ |ξ〉 ✐s t❤❡ ❥✉♥❦ st❛t❡ ❧❡❢t ✐♥ s②st❡♠s [HB ⊗H′′
B ] ⊗

[HC ⊗H′′
C ]✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢

|ξ〉 = |ξ0〉BC ⊗ |00〉B
′′C′′

+ |ξ1〉BC ⊗ |11〉B
′′C′′

✭✶✵✮

✇✐t❤ 〈ξ0|ξ0〉+ 〈ξ1|ξ1〉 = 1✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ❡①❛❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡
♦❢ t✇♦✲q✉❜✐t |Φ+

2 〉 = 1√
2
(|00〉 + |11〉) ❛♥❞ ❈❤❛r❧✐❡✬s t❤r❡❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

XC = σx, Y C = ±σy ZC = σz ✭✶✶✮

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡ s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ σy t♦ ❜❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣♦s❡ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ✈❡r✐❢②
❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❬✺❪ ❛♥❞ ❊P❘ st❡❡r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t σT

y = −σy✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
s❡t {σx,−σy, σz} ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t
{σx, σy, σz} ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t❡❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
T ✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❡✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ρAB

❤❛s ❛ ▲❍❙ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
✐t ❞♦❡s ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❡t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❊P❘ st❡❡r✐♥❣✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❉■ st❡❡r✐♥❣ t❡st

WDI =
1

4
(3 v −

√
3 ). ✭✶✷✮

❢♦r ❲❡r♥❡r st❛t❡s ✭✻✮✱ ❛♥❞

W noisy
DI =

1

4
(3 v −

√
3 )−

∑

i

√

1− fj . ✭✶✸✮

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❉■ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❘ st❡❡r✐♥❣
❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡
♦✉r ❉■ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❧❧ st❡❡r❛❜❧❡
st❛t❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❇❡❧❧ ❧♦❝❛❧ st❛t❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞
❞❡✈✐❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts
r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
s✉❝❤ ❛s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ st❡❡r✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛s ♣❡r ❊q✳ ✭✺✮ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡tt✐♥❣ ❝❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ ♦✉r ❉■
st❡❡r✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ♠❛② ♣❛✈❡
t❤❡ ✇❛② ❢♦r r❡❛❧✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❝✉r❡ q✉❛♥t✉♠
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❛s❦s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❊P❘ st❡❡✐r♥❣ ♦r
❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s

t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❉■ st❡❡r✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧
❛♥❞ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧♦♦♣❤♦❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❞❡❧✐❝❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✺✱ ✷✺✱ ✹✸❪ ♠❛② ❤❡❧♣ t♦
t♦❧❡r❛t❡ ♠♦r❡ ✇♦rs❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞
✐♥ ❬✹✹❪ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❇❙▼✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❢✲t❡st✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♥♦✐s❡ r♦❜✉st ❜②
❛❞♦♣t✐♥❣ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✵❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣

t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✹✺❪ t♦ ✈❡r✐❢② q✉❛♥t✉♠
st❡❡r✐♥❣✳

∗ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛❞❞r❡ss✿
† ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛❞❞r❡ss✿ s❤✉♠✐♥❣❴❝❤❡♥❣❅t♦♥❣❥✐✳❡❞✉✳❝♥
‡ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛❞❞r❡ss✿ ❧✐①✐♥❤✉✐❅❜✉♣t✳❡❞✉✳❝♥
§ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛❞❞r❡ss✿ ❜❤❧✐✉❅✉st❝✳❡❞✉✳❝♥

❬✶❪ ❘✳ ❍♦r♦❞❡❝❦✐✱ P✳ ❍♦r♦❞❡❝❦✐✱ ▼✳ ❍♦r♦❞❡❝❦✐✱ ❛♥❞ ❑✳
❍♦r♦❞❡❝❦✐✱ ◗✉❛♥t✉♠ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✱ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ✽✶✱
✽✻✺ ✭✷✵✵✾✮✳

❬✷❪ ❏✳ ❙✳ ❇❡❧❧✱ ❖♥ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ P♦❞♦❧s❦② ❘♦s❡♥ ♣❛r❛❞♦①✱
P❤②s✐❝s ✶✱ ✶✾✺ ✭✶✾✻✹✮✳

❬✸❪ ◆✳ ❇r✉♥♥❡r✱ ❉✳ ❈❛✈❛❧❝❛♥t✐✱ ❙✳ P✐r♦♥✐♦✱ ❱✳ ❙❝❛r❛♥✐✱ ❛♥❞
❙✳ ❲❡❤♥❡r✱ ❇❡❧❧ ♥♦♥❧♦❝❛❧✐t②✱ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ✽✻✱ ✹✶✾
✭✷✵✶✹✮✳

❬✹❪ ❘✳ ❋✳ ❲❡r♥❡r✱ ◗✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✇✐t❤ ❊✐♥st❡✐♥✲P♦❞♦❧s❦②✲
❘♦s❡♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❆ ✹✵✱ ✹✷✼✼ ✭✶✾✽✾✮✳

❬✺❪ ❏✳ ❇♦✇❧❡s✱ ■✳ ➆✉♣✐➣✱ ❉✳ ❈❛✈❛❧❝❛♥t✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❆❝í♥✱ ❉❡✈✐❝❡✲
■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❡♥t❛♥❣❧❡❞
st❛t❡s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✷✶✱ ✶✽✵✺✵✸ ✭✷✵✶✽✮✳
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Figures

Figure 1

DI veri�cation of EPR steering. (see Manuscript �le for full �gure caption)

Figure 2

Experimental setup for the DI steering protocol. (see Manuscript �le for full �gure caption)



Figure 3

Experimental results for Werner states (see Manuscript �le for full �gure caption)



Figure 4

The local isometry U is explicitly constructed to allow us to self-test the singlet state and Pauli operators.
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