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Einleitung. 

I. Auf den folgenden Seiten soU auf das allgemeine Problem der Varia- 

tionsrechnung in einem (n+I)-dimensionalen Raum mit p gewShnlichen Diffe- 

rentialgleichungen Ms Nebenbedingungen die Methode der geod~tischen Aqui- 

distanten angewandt werden, die ich schon bei verschiedenen Gelegenheiten benutzt 

habe. 1 

Bei diesem sogenannten Lagrangeschen _Problem bietet die Methode der geod~- 

tischen Aquidistanten ausser der geometrischen grSsseren Durchsichtigkeit ver- 

schiedene andere Vorziige. Z. B. ist die Aufstellung der W~I~.RS~RXss'schen E- 

Funktion, die bei der gewShnlichen Behandlung bier auf eine schwierige Kon- 

struktion fiihren wiirde, fast unmittelbar. Ferner erhiilt man fast ohne Rechnung 

das HILBERT'sche Unabhi~ngigkeitsintegral. Endlich ist man in der Lage alle 

Relationen aus denen die HAMILTON-JAcoBI'sche Theorie besteht aufzustellen, ohne 

yon vorn herein ein Extremalenfeld konstruieren zu miissen. Mann kann im 

Gegenteil die ziemlich komplizierte Feldkonstruktion bis nach der Einfiihrung 

yon kanoniSchen Koordinaten zuriickstellen, und alle Schwierigkeiten, die aus den 

Nebenbedingungen entstehen, sind dann yon selbst eliminiert. 

1 ~ b e r  die d i skon t i nu i e r l i ehen  L S sungen  in  der  Va r i a t i ons r echnung ,  Diss.  GStt.  I9o4, p. 63. 

- -  l )ber  das  a l lgemeine  Prob lem der V a r i a t i o n s r e c h n u n g .  GStt.  Nachr .  I9O 5 p. 83/9o. - -  Sur  u n e  

m~thode  direete du  Calcul  des  Var ia t ions .  Rend.  d. Circ. Matem.  di Pa l e rmo  25 (I9O8) p. 36/49. 

- -  RIEMANN-WEBEI% Die Differential-  u n d  I n t e g r a l g l e i e h u n g e n  der  Mechan ik  u n d  P h y s i k  (7 e Aufl.) 

(Braunsehweig ,  Vieweg 1925) , S. I7o - -212 .  
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K A P I T E L  I. 

Die geodiitischen Aquidistanten. 

z. Einle i tende  Bemerkungen .  Wi r  werden, um unsere Dars te l lung zu 

vereinfachen,  folgende Bezeichnungen benutzen. W i r  geben uns zwei positive ganze 

Zahlen p und n yon denen die zweite die gr5ssere ist; dann sollen die gew5hn- 

l ichen Indizes i, j , . . .  stets alle Zahlen von I bis n, die einmal gestr ichenen In- 

dizes i', j ' , . . ,  dagegen die Zahlen I, e . . . .  , p und endlich die zweimal gestr ichenen 

Indizes i " , j " , . . ,  die Zahlen (p+  I), ( p + 2 ) , . . . ,  7z durchlaufen.  

3- Naeh  diesen Vorbere i tungen bet raehten  wi r /9  Funkt ionen  

Gk' (t, xi, xi) 

von (2 n +  I) Ver~nderl ichen t, x I . . . .  , x,~, xa, . . . ,  x,~. Diese Funkt ionen  und alle 

iibrigen, die wir bet rachten werden, nehmen wir als analyt iseh an. Der  Leser  

kann  aber - -  wenn er W e r t  darauf  legt - -  sieh iiberzeugen, dass alle folgenden 

Schliisse noeh gelten, wenn man annimmt,  dass die yon  uns be t raehte ten  Funk- 

t ionen stetige partielte Different ia lquot ienten der drei ersten 0 r d n u n g e n  besitzen 

sollen. 

Ausserdem nehmen wir an, dass in einem Punk te  Po* mit  den Koord ina ten  
0 ' 0 

t ~ x~, xi die Gleiehungen 

(,) G~, (t, x,., x , ) = o  

s~imtlieh erfiillt  sind und die Matr ix  

[0 Gk'~ (2) 

die aus p Zeilen und n Kolonnen  besteht,  den Rang p besitzt. Wi r  kSnnen sogar 

ohne Beschr~tnkung der Allgemeinhei t  voraussetzen, dass die Ver~nderlichen yon 

vorn  herein derar t  beziffert worden sind, dass unsere Voraussetzung iiber den 

Rang  yon (2) in der Gestal t  

(3) 
oz , I q=~ 

geschrieben werden kann. 
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3- Unter diesen Vora, usse~zungen kSnnen die G].eichungen 

(4) Gk' (t, x,, x,')=ek' 

nach den xj, aufgelSst werden, wenn nur die GrSssen ]t--t~ ]x~--x~] ]xj,,--.~],,] 

und *k', hinreiehend klein genommeu werden. Wir erh~lten ~uf diese Weise 

Gleichungen der  GestMt 

(5) xj ,=~j,  (t, ~:~, ~,,,,, ~,). 

Wir bezeichnen jetzt mit G (t, x~, xf) eine Funktion nnserer (2 n + I) Veri~nderlichen, 

die fiir Mle Werte  dieser Ver~nderlichen, fiir welche die p Gleichungen (I) erfiillt 

siud, verschwiuden soil Setzen wir in G sta.tt der xy, ihre Werte (5) ein, so 

erhulten wir eine Relation 

(6) 

und unsere Voruussetzung fiber G besugt, d~ss die Funktion a) verschwinden muss, 

wenn alle ek' gleieh Null sind. 

Mun wird ~ber in diesem Falle an~lytisehe Funktionen Bk, der ( z n +  I) 

u t, x~, x~,,, e~:, bestimmen kSnnen, fiir welehe die Indentiti~t 

(7) ~ =- ~ '  Bk, ~,  
k' 

erffillt ist. Ffir p >  I gibt es sogur unendlich viele verschiedene Funktionssysteme 

Bk,, die die letzte Relution befriedigen. Wir setzen jetzL indem wir die Glei- 

chungen (4) benutzen, 

B,~, (t, x,, x~,,, a s ) = ~ ,  (t, x,, xi); 

es folgt dann aus (6) und (7) die Identit~t 

(8) G --- F~,~,~' ak,. 
k' 

Du nun umgekehr~ jede Funki~ion G die der Bedingung (8) geniigt gleichzeitig 

mit den Gk, verschwindet, k5nnen wir den S~tz aussprechen: 

Satz z. -Fine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Funk- 

tion G (t, xi, x~) gleichzeitig mit allen Gk, verschwinde, besteht darin, dass man G 

als lineare Form in den Gk, mit reguldren analytischen Koeffizienten darstellen kann. 

26--25280, Acta mathematica. 47. Imprirn6 lo 4 d~combre 1925. 
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Wir  betrachten nun zwei Systeme yon/ )  Gleichungen 

Gk,=o Gin,-- , 

(14) 

und hieraus 

(~3) Is~,sl*o 

ist. 

die Determinante 

k' 

identisch befriedigt sind, und fiir die AquivMenz der beiden Gleichungssysteme 

(9) muss nur noch gezeigt werden, dass in unserem Punkte Po* die t~elation 

(~) l~m,~,l+o 

besteht. N~ch u is~ der Rang der zweii~en ?r (Io) gteioh 2); es 

gibt also p Indizes nl, h e , . . . ,  n~, sodass mit der Bezeichnung 

0 Gi, 

Si , j ,  - -  0 xnj ,  

Nun folgt ~us (I I), w e n n  man noch beriicksichtigt, dass in P~ Mle Gk,=o sind 

0 Gk' 
S i ' j ' : Z ~ m ' k '  ~ . , 

k' (7 Xn j ,  

entnimmt m~n nueh dem Multiplik~tionsgesetz der Determinun~en 

0 Gk, I 
I s~,s I =,  k,, - I o x,,, I. 

Gleichungen 

(~) 

(9) 

fiir welche die M~trizen 

0o) \o~71 u~a ~, oxi ] 

beide in dem yon uns betr~chteten Punkt  den R~ng p besitzen. 

Wir wollen zeigen, d~ss es fiir die AquivMenz der beiden Systeme (9)genii- 

gend ist, wenn jedes der G~, in Mien Punk~en versohwindet in denen die Gleioh- 

ungen Gk'=o siimmtlich erfiillt sind. 

Wegen des S~tzes des vorigen Parsgr~phen gib~ es niimlich in dem yon 

uns betr~chteten Punkte reguli~re anMytisohe Funktionen fl~,~,, fiir welche die 
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Diese letzte Relation zeigt uns, dass die Relation (~2) eine Folge yon (I3) ist, 

und wir haben den Satz: 

Satz 2. Dafiir, dass die Gleichungssysteme (9), deren Matrize~ (IO) beide de~ 

t~ang p haben, einander iiquivalent seien, ist ~otwendig und hinreichend, dass die 

Gleichu.ngen (/z) bestehen, wobei da~m vo~, selbst die Determi~a~te ]flm, k'[:~o ist. 

5. Setzt man insbesondere, indem man yon den Gleichungen (5) ausgeht 

und 

(~s) 

~pj, (t, x,, xm,,)=~j, (t, x,., xm,,, o) 

Fj,(t, xixi) ~ij,--~ps(t,x~im,,), 

so zeigen die Ausffihrungen des w 3, dass die Gleichungssysteme Gk,=o und 

/~ ,~o  einander iiquivalent sind; man kann also die /-), als homogene lineare For- 

men der Gk, schreiben, und umgekehrt. 

6. Stellung des Problems. Wir betrachten in einem (n + I)-dimensionalen 

Raum der (t, xi) eine beliebige Kurve C, die dutch die Gleichungen 

(I 6) X i = X i  (t) 

definiert ist, und setzen lings dieser Kurve 

d x~ 

dt 

Die Gleichungen Gk'=o stellen dann ein System you gewShnlichen Differential- 

gleichungen dar, die l ings aller Kurven, die wit im Folgenden betrachten wollen, 

befriedigt sein sollen. 

Es ist klar, dass wir in unseren Bedingungen das System der Differentialgleich- 

ungen (I) durch jedes ~quivalente System Gin' ~ o ,  insbesondere auch durch das 

System der Gleichungen 

(~ 7) ~ , =  x~,--~pj, = o  

ersetzen kSnnen. 

7. Es sei nun eine Funktion L(t ,  xi, ~i~) gegeben; wir betrachten das Kur- 

venintegml 

f L (t, x. x,)d t, 
tl 
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das wir l~ngs eines Kurvenbogens C nehmen, fiir welches die Bedingungsglei- 

chungen (I) befriedigt sind, und deren Endpunkte mit P1 und P2 bezeichnet werden. 

Die Gesamtheit der Kurven, die in P1 beginnen und den Gleichungen 

Gk,~-o geniigen, iiberdecken eine Punktmenge A des Raumes der (t, x~) deren 

Rand wir im w 43 definieren und bestimmen werden. Im Allgemeinen wird diese 

Punktmenge ein (n+ I)-dimensionales Gebiet enthalten, aber die Dimensionenzahl 

kann, wie w i r e s  sehen werden (w 45) auch kleiner sein. 

Liegt tier Punkt P~, der nach Voraussetzung in A en~ha.lten is~, nicht auf 

dem Rande dieser Punktmenge, so gibt es unendlieh viele Kurven, die P1 mit P~ 

verbinden und die Gleichungen (I) befriedigen. Man kann dann fragen, ob unter 

diesen Knrven einzelne gefunden werden kSnnen, fiir die das Integral  (I8) einen 

kleineren Wert  besitzt als fiir die benachbarten. 

Mann kann noch auf viele Weisen dieses Problem der Variafionsrechnung 

wriieren, indem man die Randbedingungen ~indert. Man kann z. B. anstatt yon 

den Punkten P,  und Pe zu fordern, dass sie fest sein sollen, verlangen, dass sie 

sich auf gegebene Kurven oder Hyperfl~tchen befinden miissen. 

Wollte man nun alle diese Probleme gesondert behandeln und dazu jedes- 

real die singul~ren F~lle beriicksichtigen, so wiirde ein derart kompliziertes Lehr- 

geb~ude entstehen, dass man sich nur mit Miihe in ihm zurechtfinden wiirde. 

Gliicklicherweise kann man aber der Behandlung dieser Fragen eine viel ein- 

fachere Theorie voranstellen, bei der die genannt.e Punktmenge A keine Rolle 

spielt, und deren Ergebnisse ein Universalinstrumen~ liefern, das alle Probleme, 

die wir erw{~hnt haben, und noch viele andere zu behandeln erlaubt. 

8. Aquivalente Probleme. Es gibt yon L verschiedene Funktionen/~ (t, x~, xi) 

fiir welche die Gleichung 

,t 2 t._, 

t t  t l  

besteht, wenn diese Kurvenintegrale l~ings Kurven genommen sind, die den Neben- 

bedingungen (i) geniigen. 

Dazu ist notwendig und hinreichend, dass die Differenz (L--L) auf jedem 

Kurvenelement verschwindet fiir den die Gleichungen G~,=o erfiillt sind. Nach 

dem Satze i des w 3 ist dazu wiedermn notwendig und hinreichend, dass man 

schreiben kann 
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(~9) L = L +  ~,ak' Gk', 
k' 

wobei die ak, beliebige analytische Funktionen der (2 .n + I) Verinderlichen (t, x,:, ~)  

bedeuten. Insbesondere wird man mi~ Hiilfe der Gleiehungen (I7) diese Funktionen 

so wii]den kSnnen, dass L nur yon den (2 n +  I--p) Veri~nderlichen (t, x~, xm') 

abhi~ngt. (Cf. w167 31--33). 

9. Geodgtischer Gradient. Wir betrachten im Raume der (t, x~) eine ein- 

parametrige Schar yon n-dimensionalen Flgchen, die ein gewisses Gebiet V dieses 

(n + I)-dimensionalen Raumes einfach iiberdeckt und durch die Gleichung 

(20) s (t, x~)=z 

dargestellt wird. 

Wir  nehmen nun an, dass unsere Kurve (I6) die Flgchenschar (20) durchsetzt 

nnd keine dieser Flgchen beriihrt. Setzen wir zur Abkiirzung 

(2 I) ~ (t, Xt, a~i)~-~t A. Z Sxi a~i' 
g 

so driickt sich diese letzte Tatsache durch die Relation 

(22) dZ - :d~=o  
dt  

aus; wir kSnnen sogar - -  indem wir gegebenenfalls in der Gleichung (20) die 

GrSsse Z durch - -  Z ersetzen - -  ohne Beschri~nkung der Allgemeinheit voraussetzen, 

dass l~ngs unserer Kurve die Ungleichheit 

(2 3) J > O 

stat~findet. 

Io. Wir betraehten nun das Integral (I 8) zwischen einem festen Punkt  

unseres Kurvenbogens, der dem Parameterwert t, entspricht, und einem Vergnder- 

lichen Punkt vom Parameterwert t. Da wegen (22) und (23) lgngs der ganzen 

Kurve 

dZ 
~lt > o  

ist, kannen wir Z als unabh~ngige Veriinderliche w~ihlen, und die Gleichung 08) 

in der Form 
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). 

schreiben. Die Ableitung dieser letzten Funktion nach E d. h. der Ausdruck 

d I L 

d), J 

hEngt in jedem Punkte des Gebietes V allein yon der Bichtung der Kurve (I6) 

in diesem Punkte ab. 

~Vir definieren ~mn als geoddtischen Gradienten unserer Fldche~schar S=)~ 

im betrachteten Punkte dieje~dge unter diese~ Richtungen fiir welche der Ausdruck 

L : J bei Beriicksichtigung der Nebenbedingunge~ Gk,~-o mSglichst klein i+'t. Dieser 

Minimalwert von L : ~1 soll der Betrag des geoddtisehen Gradienten genannt werden. 

I I. Fiir den geod~tischen Gradienten muss hiernach der Rang der Matrix 

0 L OGk, 1 

die aus n Zeilen und (/o+ I) Kolonnen besteht, hSchstens gleich p sein. Wgre 

ngmlich dieser Rang gleich (p+  i) so kSnnte man die (l~+ I) Gleichungen 

L 
~ - u ,  Gk,-~o, 

nach (p+ I)  der Vergnderlichen x~ auflSsen und auf diese Weise Werte  der xi be- 

stimmen, die denjenigen, die man betruchtet, beliebig benachbart sind, nnd fiir welche 

einerseits die Bedingungsgleichungen Gk,=o erfiillt sind und andererseits L : J  

einen kleineren Wer t  besitzt als derjenige, der der kleinstmSgliche h~tte sein sollen. 

Zwischen den (p+ I) Kolonnen unserer Matrix besteht also eine lineare Ab- 

h~ngigkeit; es gibt m. a. W. (p+ I) Konstanten %, v l , . . . ,  vl~, die nicht sihntlich 

verschwinden, derart, dass die ~ Gleichungen 

k' 

(i-- I , 2, . . . ,  n) 
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siimtlich befriedigt werden. Wir hatten nun vorausgesetzt, dass die Matrix (2) 

den Rang p haben sollte, und hieraus folgt, dass in den letzten Gleichungen 

%q=o ist. Wenn wir also die Differentiation yon L : J  ausfiihren nachdem wir 

J durch seinen Wer t  (21) ersetzt haben, so erhalten wir Gleichungen, die mit 

der nicht verschwindenden GrSsse ~ f : %  multipliziert und nach Einfiihrung der 

Bezeichnung 

folgendermassen lauten: 

Vk' A 
- -  , u k '  

~o 

0 Gk' 

~0 x~ q- o Xi l 
k' 

Wir setzen jetzt zur Abkiirzung 

(24) )1(t, x,, x,, ~ , ) = L  + F, ~,~' ~ '  
k' 

und bemerken, dass fiir jedes Linienelement in welehem die .Nebenbedingungen 

(I) erfiillt sind, die Gleiehung M = L  besteht. Unsere letzten Gleiehungen k5nnen 

also gesehrieben werden 

d o M  
(25) O~i~--M&~=~ i f = i ,  2 , . . . ,  ~). 

Dieses Gleichungssystem verbuuden mit  den 3rebenbedingunge~2 �9 Gk'=o stellt die 

~wtwe,Migen Bedi~*gungen dar, denen der geodgiti.r Gradient in jedem Punkte des 

Gebietes V geni(qen muss. 

12. Die Weierstrasssehe E-Funktion.  Wir  denken nns die Bedingungen 

(25) fiir das Linienelement (t, xi, oci) effiillt und betrachten ein zweites Linien- 

element (t, xi, x'i), das dutch denselben Punkt  des Raumes der (t, x;) hindurch- 

geht und fiir welches die Nebenbedingungen Gk,=o erfiillt sind. Wir fiihren 

nun die Bezeichnungen ein: 

[ L '  = L ( t ,  x,, x'i), 

M ' =  L '  ~- Z ~tk' Gk' (t, xi,  2Ji), 

(26) i ~' 

zl '  = S t  + ~_~ &ix'~, 
i 

bei denen die ~k' ihre alten Wer~e beibehalten. 
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Es ist nun hinreichend dafiir, dass das Linienelement (t, xi, x~) einen geo- 

d~ttisehen Gradienten darstelle, dass fiir ein hinreichend kleinos positives s und 

fiir alle Werte x'i, die der Bedingung ]x'i--zi~[ <e  geniigen, die Relation 

L' L>= ~ 
j ,  

stets erffillt sei. Da wir J > o  angenommen haben, kSnnen wir nns auf solche 

Werte der x'~ beschr~nken fiir welche ebenfalls J ' > o  ist und dann start der 

letzten Relation sehreiben 

L ' - -~  L>=o. 

Ferner bestehen aber nach unseren Voraussetzungen die Gleichungen L=M und 

L'~M'; wir k5nnen also unsere Bedingung auch in der Form schreiben: 

(27) 

Nun besteht aber die Identitii,t: 

M'- -~  M>=o. 

! v 

(28) M'-- ~ M--M'--M-- J -- ,4 ---~ M, 

und wir en~nehmen andererseits aus (21) und (26) 

~ ' - ~ = y ,  s~,(x'~- x~). 
i 

Setzen wir diesen letzten Ausdruek in (28)ein und ersetzen MS~ 
Wert, der aus (25) folgt, so erhalten wir sehliesslich 

p 

i 

Fiihren wir also mit ~u die Bezeiehnung ein: 

t ! ! �9 

(291 ~(t, ~,, ~,, x ,, #~,1 =M - M - F ~  M~, (x , - ~ , ) ,  
i 

so nimmt sehliesslieh die Bedingung (27) die Gestalt an 

: d durch seinen 
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(3 o) ~ ( t ,  xi, x,, x',, ~k')>o.  

Diese Relation ist deshalb bemerke~swert, well die Fu~2ktion S(t ,  x~) dureh welehe 

unsere FlSehensehar bestimmt worden war in ihr gar nieht mehr vorkommt. 

13. Die Legendresche Bedingung. Die durch die Gleichung (29)definierte 

Weierstrass'sche E-Funktion, kann angesehen werden als der Rest der Ta)qorschen 

Entwickelung der Funktion M(t ,  xi, x'i, l~k') nach Potenzen der (x'i--x~), wenn 

man diese Entwickelung bet den linearen Gliedern abbricht. Wir kSnnnen also 

schreiben: 

(3 I) E : I  ~ ~[-~'i ~'/(Xti--88i)(XS--XJ)' 
2 /-7-',j 

wenn wir mit M~a ~. die zweiten partiellen Ableitungen yon M fiir einen Mittel- 

wert ,~x '~+(I--~)xi  bezeichnen, wobei o < ~ < I  ist. Andererseits haben wir 

' o x )=0 z u  naeh Voraussetzung die Gleiehungen Gk' (t, xr ~c i) = und Gr (t, xi, be- 

riicksichtigen, aus denen auf i~hnliche Weise folgt: 

O Gk, , 
, -  

i 

,~ ' hierbei sind die Ableitungen der Gk' fiir Mittelwerte k' x i-~-(I--~k')2~i genommen, 

wobei die ~k' den Relationen o < ~ k , <  I geniigen. 

I4. Wir  bezeiehnen nun mit ~j,, eine Folge yon (n--p) I~eliebigen reellen 

Zahlen, die nicht alle verschwinden sollen, und setzen 

(33) x~"=xj" + s~j,,. 

Wir kSnnen dann, wegen der Bedingung (3), fiir hinreiehend kleine Werte yon 

s aus den p Gleiehungen 

Gk'(t, Xi, x t i )=O,  

in die wir die Werte (33) der x'y, einsetzen, die tibrigen (n--_p) Funktionen x'j, 

als Funktionen von s bereehnen. Diese Funktionen werden yon der Gestalt sein 

(34) x ' j , - -x; ,  + + 

Setzt man nun die Werte (33) unfl (34) in unsere E-Funktion ein, so wird diese 

als Funktion yon S betrachtet, wegen der Relation (3I), der Bedingung geniigen. 

27--25280. Acta mathematlca. 47. Imprim4 le 4 d4cembre 1925. 
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z E  
(35) lira s~ --  ~ M ~ .  ~ . j ~ j .  

8=0 
i, j 

Setzt man andererseits die Werte  (33) und (34) yon x'i in die Gleiehungen (32) 

ein, so sind diese fiir hinreiehend kleine Werte  yon s identiseh befriedig~, und 

man erhi~l$, wenn man s gegen Null konvergieren li~ss~, die Bedingungen 

oa~,~ o 
( 3 6 )  = . 

i 

I 5' Nun be~raeh~en wi t  die quadratisehe Form 

(37) Q=~M.;. i :;j ~i ~j. 

Wi~re diese fiir gewisse Wer te  ~ der ~i, die den l inearen Gleiehungen (36) genii~ 

gen negativ, so bemerke man, dass wegen (3) nieht  alle ~],, versehwinden kSnnen. 

Setzt man diese letzten Werte  in (33) ein und bereehnet naeh (34)die x'j,, wobei 

die dort vorkommenden ~j,=~j~, sein miissen, so folg~ aus (35), dass fiir hinreiehend 

kleine Werte  yon s die E-Funkt ion  ebenfalls nega~iv sein muss. 

Wir k5nnen demnaeh folgenden Satz ausspreehen: 

Dafiir, dass nicht in jeder Umgebung des Anfangselements (t, xi, ~i~) Li~ien- 

elemente (t, xi, x'i) existieren, fiir welche die E-Funktion negativ ist, ist notwendig, 

dass fiir alle ~i, die den linearen Bedingungen (36) geniige~, die quadratische Form 

Q>~o sei. 

I6. Bekannfl ich is~ das Minimum der quadratisehen Form (37), wenn man 

zu den linearen Bedingungen (36) noch die Relation ~ ~ = I hinzuffigt, gleich der 

kleinsten Wurzel  qo der Gleichung in e 

OG~' I 

(3 8) D(0) = 0 Gin, 
' 0 X j  ' O 

Der Satz des vorigen Paragraphen liefer~ uns die notwendige Bedingung ~0=>o. 

Is~ aber ~o=o so kenn man vor der H a n d  gar  nichts bestimm~es iiber das 

Vorzeichen yon E aussprechen. Man kann leich~ Beispiele bilden fiir welehe 

das Vorzeichen yon /iJ weehselt und andere fiir welche E > o  ist. Es handel~ 

1 Hierbei bedeutet &j die Zahl Null oder Eins je nachdem i#j oder i~j ist. 



Die Methode der geod~tischen ~quidistanten und das Problem yon Lagrange. 211 

sich um einen Grenzfall fiir welchen keine allgemeine Theorie mSglieh ist, und 

den wir prinzipiell bei Seite lassen werden. 

Ist dagegen Q0>o, so gibt es - -  weil die Wurzeln der algebraischen 

Gleichungen stetige Funktionen ihrer Koeffizienten sind - -  eine positive GrSsse 

y,  derart, dass fiir 

- I 

die kleinste Wurzel yon D(Q)=o ebenfalls positiv is~, wenn man in (3 8) die 

~ 0 Gk, a Gk' 
M/.i~. 3" durch M~.~. 3 und die ~ durch -0-x~ ersetzt. 

Bemerkt man nun, dass E ,  in der Gestalt (3 I) geschrieben, als quadratische 

Form der (x't--xi)erscheint, und beriicksichtigt man, dass die Bedingungen 

Gk,(t, xi, x'~:)---o mit (32) ~quivalent sind, so folgt hieraus, dass es eine GrSsse 

e gibt, so dass fiir alle x'i die den Nebenbedingungen geniigen und fiir welche 

]x'i--xi[<~ is~, die Relation E ~ o  besteht. Ausserdem verschwindet E nur dann, 

wenn die Linienelemente x'i und x~ zusammenfallen. 

Die Bedingung #0>o, die man die Legendresche Bedi~gu~g nennt, ist also 

hinreichend dafiir, dass in einer gewissen Umgebung des betrachteten Linien- 

elements / ~ o  sei. Im Folgenden werden wir stets annehmen, dass diese 

Legendresche Bedingung erfiillt is~. 

Aus der Tatsaehe, dass s~tmtliche Wurzeln yon D(,o)=o positiv sind, folgt 

die Relation 

(39) 
[ .ZI[I O Gk, 

D(o) 1 

I o 

~=o, 

die im Folgenden eine wichtige Rolle spielen wird. 

17. Bemerkung fiber die ~qu iva lenten  Probleme. Die geod~tischen Gradi- 

enten einer Fl~chenschar S(t, x~)~),, die Weierstrass'sche E-Funktion und die im 

letzten Paragraphen betrachtete GrSsse #o miissen nach ihrer Definition bei Er- 

setzung unseres Problems durch ein ~quivalentes unver~ndert bleiben. Dies 

wird auch durch die Rechnung best~tigt. 
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Setzen wir z. B. nach den w167 4 und 8 

(4o) 

k' 

k' 

~ •  y, ~,,, G,,,, 

und bestimmen die /e,~, durch die Relationen 

(4 I) ,Itk'=,~k' + ~ fl,,' k' #m', 
~qC 

so erhalten wir fiir jedes Linienelement, ffir welches die Gk,=o sind, nicht nur 

sondern auch 

M ~ M  

Die Oleichungen (25) fiir den geod~ttischen Oradienten werden also fiir 

dasselbe Linienelement befriedigt, wenn nur die Mulgiplikatoren /~k', die, wie wir 

im n~tchsten Kapitel sehen werden, eine ganz untergeordnete Rolle spielen, mig 

Hiilfe yon (4I) linear transformiert werden. 

Ebenso bleibt die E-Funktion nach (29) inv~riant. Beriicksichtigt man 

endlich, dass, wegen Gk,=o, die Gleichungen 

(9 G,n, c) Gk' 

a~i  - ~ ~'~' ~' o~m; k' 
bestehen, und setzt 

D(Q)  = 
i 

cO Gin, 

I a~5 o 
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so entnimmt man aus unseren Rela{ionen 

m 

D(e)= I ' D(e), 

woraus die Invarianz yon r ebenfalls folgt. 

28. Geodgtische Gefgllkurven. Wir  nehmen nun fiir einen Augenblick 

an, dass im betrachteten Linienelement die Bedingung L > o  befriedigt is{. Da 

in diesem Falle nach (24) die Relation M >  o besteht, kSnnen wir die Bedingungen 

(25) des geodgtischen Gradienten symmetrischer schreiben. Zu diesem Zwecke 

definieren wit eine GrSsse ~ durch die Relation 

(42) d = a M ;  

Da nun Mq=o folgt jetz~ aus (25) 

(43) S.,=aM~i ( i= I, 2 , . . . ,  ,,) 

und die beiden letzten Gleiehungen liefern in Verbindung mit (22) 

Diese Gleichungen zeigen, dass die Verhgltnisse der GrSssen S.~ i, St durch 

die (2l~q-~o-~-i) GrSssen (t, xi, di, ttk'), oder, wenn man die Nebenbedingungen 

Gk,=o beriicksichtigt, schon durch die (2 n + I) unabhiingige GrSssen (t, xi, a~j,,, I*k') 

bestimmt werden. Diese GrSssen sollen die Koordinaten eines vollstSndigen 
Linienelements genannt werden, das die Fli~chenschar S = Z  transversal schneider. 

I9. Kennt man in irgend einem Punkte Po des Raumes ein transversales 

vollstgndiges Linienelement unserer Flgchenschar S = * ,  so kSnnen wir mit Hiilfe 

der Gleichungen (43) und (44) die benachbarten transversalen vollstgndigen Linien- 

elemente berechnen, wenn nur die Funktionaldeterminante 

O(aM~.j, Gk,, a (M--~  o~k M~:.k) ) 

(45) o( . , ,  + o 

ist,. Eine elementare Rechnung zeigt aber, dass diese Determinante gleich _Ma ~ D(o) 

gesetzt werden kann. Wegen unserer letzten Voraussetzungen und der Relation 

(39) ist also die Bedingung (45) erfiillt. 
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Hieraus folgt, dass die transversalen vollst~ndigen Linienelemente unserer 

Fl~chenschar in einer gewissen Umgebung yon Po zu Kurven vereinigt werden 

kSnnen, die in jedem Punkte den entsprechenden geodgtischen Gradienten yon 

S = ~  beriihren; diese Kurven sollen die geodh'tische~ Gefh'llkurven der Fl~chenschar 

genannt werden. Gleichzeitig kSnnen in dieser selben Umgebung yon P0 die 

#k' als Funktionen der (t, x~) berechnet werden. 

2o. Geod~tisch ~quidistante Fl~chen. Setzen wir die s0eben berechneten 

Werte der x~ als Funktionen tier (t, xi) in den Ausdruck L : J  ein, so erhalten 

wir in allen F~llen eine Relation tier Form 

(46) L = x ( t ,  

Wir stellen nun folgende Definition auf: 

Die FlYchen der Schar S=). sollen geoda'tisch iiquidistant ge~annt werden, 

wem~ die 1/u~ktion y~(t, xi), die in der Gleichm~g (46) erscheint, lii~gs jeder l,'lh'che 

unserer Schar konsta~# bleibt, d. h. wenn man schreiben kann 

(47) L - -   o(S(t, 

Die Eigenschaft einer Sehar aus geod~itisch ~tquidistanten Fl~chen zu be- 

stehen, h~ngt natfirlieh vom betrachteten Problem der Variationsrechnung ab, 

bleibt aber naeh den Ausffihrungen des w 17 bestehen, wenn man ein Problem 

durch ein gquivalentes ersetzt. Sie ist eine geometrische Eigenschaft unserer 

Fl~chenschar; hiermit ist folgendes zu verstehen: 

Ist q~(u) eine monotone, stetige, differentiierbare Funktion, so kSnnen wir 

unsere Fl~chenschar S = s  auch durch die Gleichung 

darstellen. Da aber hieraus folgt 

- -  ! 

wird, wenn man in den Gleichungen (43) und (44)die GrSssen Sxi, St durch 

S, i, *~t ersetzt, lediglich o einen anderen Wer t  bekommen, die geoda'tischen Ge- 

fiillkurven bleiben u~veriindert. 
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Der Ausdruck 

L : J ersetzen, wobei 

L : / /  bleibt dagegen nicht invariant; man muss ihn durch 

= - -  . p 

i 

ist. Dennoch bleibt L : J  auf jeder Fl~che der Schar konstant, wenn (47)erfiillt 

ist, denn es gilt: 

L I L o) (S) 

+'(s) A 

I. Diese letzte Formel erlaubt die Bedingung der geod~tischen Aquidistanz 

besonders einfach zu schreiben. Bemerkt man n~mlich, dass, wegen L > o  und 

J > o  auch w(S)>o ist, so folgt, class mann q?' (u) ~--- eo (u) setzen kann,  da die aus 

dieser Gleichung berechnete Funktion ~ ( u ) m o n o t o n  wachsend ist. In diesem 

Falle ist aber L = d .  Man kann m. a. W. die Scharen geod~tisch ~quidistanten 

Fli~chen dadurch definiere~, dass man verlangt, dass in den Gleichungen (43)und 

(44} die Gr5sse a ~ I  sei. 

{48) 

Die Bedingung der geod~tischen )~quidistanz l~tsst sich also sehreiben: 

[ 

[ Gk'~O 

lVir werdem nun im Folgenden auch dann yon geodStisch dquidistanten Fldchen 

sprechen, wenn die Gleichungen (43) erfiillt sil~d, abet die Bedingung L > o ,  die wit  

bisher wesentlich 5enutzt haben, nicht stat~ndet. 

Eliminiert man die (n +p) GrSssen xi, uk, aus den GIeichungen (48), so erh~i.lt 

man die Bedingung fiir die geod~tische ~quidistanz der Fl~tchenschar S = ~  in 

Gestalt einer partiellen Differentialgleichung fiir S, die ihrerseits - -  wie wir im 

n~chsten Kapitel sehen werden --  dazu dienen kann alle Elemente unseres Pro- 

blems zu berechnen. 

22. Das Hilbertsche unabhgngige Integral. Wir be~rachten eine Schar 

geod~tisch ~tquidistanter FKtchen, fiir welche die Gleichungen (48) erfiillt sind, und 

die ein gewisses Gebiet des Raumes der (t, xi) einfach iiberdeckt. Zweitens be- 

trachten wir eine willkiirliche Kurve 
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(49) xi=xi  (t), 

die die Fl~chen unserer Scbar durchsetzt, und den Nebenbedingungen Gk,=o genfigt. 

Setzt man dann 

dx~ 
d t - x'~ (t) 

nnd bezeichnet mit P1 und Ps zwei Punkte der Kurve (49), die den Werten t, und 

t~ der Koordinate t entsprechen, wobei t2>tl sein soll, und mit S, und S~ die 

Werte der Punktion S (t, xi) in diesen Punkten, so besteht die Relation 

t l  

t2 

J S. " 
tl  

dt 

Nun kann aber mit Hiilfe der Gleichungen (48) d ie  letzte Relation in der Gestalt 

geschrieben werden: 

t~ 

3 
t~ 

Der Wert  (S.2--$1) dieses Linienintegrals h~ngt nur yon den Endpunkten der 

Kurve ab l~ings welcher es genommen wird und ist nichts anderes als das unab- 

hh'~gige Integral von ftILB~T. In der Formel (50) sind die GrSssen ~/i, ttk', die in 

der Funktion M und ihren Ableitungen M~. vorkommen, die Koordinaten des 

vollstgndigen Linienelements, das unsere geod~tisch gquidistante Flgchenschar im 

betreffenden Punkte transversal durchsetzt. 

Nun haben wir, wegen der vorausgesetzten Gleichungen Gk' (t, xi, x'i)=o die 

Relationen 

M ' = M ( t ,  x~, x'~, #k,)=L (t, x~, x'~) 

und das Kurvenintegral fiber L l~ngs der Kurve (49) lantet: 

t~ 

J=f dt 
tl  
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Ziehen wir von dieser letzten Gleichung die Gleichung (5o) gliedweise ab, und 

erinnern uns an die Definition (29) der Weierstrassehen E-Funktion, so erhalten 

wir schliesslich: 

~2 

(5 ~) J--(S.,_--S~)--- " I 'E (t, x~, ~iz, x~, ttk') dr. 
l 

.2 

tl 

23. LSsung einiger spezieller Probleme. Die Relation (5I) ist die Grund- 

gleichung, aus welcher die LSsung aller Probleme, die wir im w 7 erw~hnt haben, 

entspringt. 

Nehmen wir z. B. an, class /)1 und Pe beide auf derselben geod~tischen 

Gefiillkurve C unserer Schar geod~tisch ~iquidistunter Fl~chen liegen. 

F~llt dann zun~chst die Kurve (49) mit C zusammen, so werden wir in jedem 

Punkte dieser Kurve x'i=~i~ und folglich E = o  setzen miissen und alas Kurven- 

integral l~ngs C, das wir mit I bezeichnen, geuiigt der Relation 

(52) I - -  S2--~V,. 

Fiir jede andere Kurve 7, die P~ mit P~ verbindet, ohne das Gebiet, das durch 

die Fl~chen S = g  iiberdeckt wird, zu verlassen, und die in jedem ihrer Punkte 

einen hinreichend kleinen Winkel mit der durch eben diesen Punkt  gehenden 

geodgtischen Gefgllkurve macht, ist nach unseren Voraussetzungen E > o ,  sodass 

n a c h  (5I) die Relation J>(S,~--S1) gilt. Hieraus und ~us (52) folgt J > f ,  womit 

das erste Problem des w 7 gelSst ist. 

24. Ffir die meisten Randbedingungen, die sich gewShnlich darbieten, ent- 

stehen aber gewisse Schwierigkeiten dadurch, dass man oft gezwungen ist als An- 

fangsfl~ehe S~ ein Gebilde yon kleinerer als n ter Dimension zu wiihlen: Das 

Gebiet in dem die FI~tchen S = ~  regul~tr sind iiberdeekt in diesem Falle nur einen 

Teil einer jeden Umgebung yon P~ und es ist gewShnlich unm5glieh yon der 

Vergleichskurve 7 festzustellen, ob sie in der N~the yon /)1 im Inneren des eben 

erw~hnten Gebietes bleiben oder nicht. 

Man bedient sich dann am einfachsten eines Kunstgriffes, den Herr  

L.  ToN~LI  vor kurzem erfunden ha t )  Er besteht kurz gesagt darin, dass man auf 

der gergleichskurve 7 einen Punkt Q zwischen P~ und P~ w~hlt, so dass der 

1 Sul  p r o b l e m a  i soper imetr ico  con u n  p u n t o  t e rmina l e  mobi le .  

(7) Vol. IO, I922- -23 .  ) 

28--25280.  Acta mathematiea. 47. Imprlm6 le 4 d@cembre 1925. 

(Mem. R. Accad. Bologna  
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Teil yon 7 zwischen Q und P2 im Inneren  des Gebietes verl~tuft, der durch die 

Flgchen S = Z  tiberdeckt wird. Durch den Punk t  Q geht dann eine Gefgllkurve 

eq dieser Flgehenschar und man beweist, dass, wenn Q hinreiehend nahe art P~ 

gewithlt worden ist, das 'Stiick yon 7 zwischen P~ und Q in eine Schar vort geo- 

dgtisch itquidistanten Flitehen S (t, x ; )=Z eingebettet  werden kann, die eine volle 

Umgebung yon P ,  enthglt,  deren eine Gefiillkurve gerade eq ist und fiir welehe 

ausserdem die Funkt ion  S(t,  xi) lgngs der singulgren Flgche S t konstant  ist. Be- 

handel t  m~n dann, mit  Hiilfe der Formel (5 I) .~edes der beiden Stiicke der Ver- 

gleichskurve 7 getrennt,  so erhi~lt man schliesslich das Resultat ,  auf  welches es 

ankommt.  

K A P I T E L  II .  

Die kanonischen Koordinaten2 

2 5. Definition. Wi r  setzen, wie frfiher: 

�9 = ( ; ~ ,  ( t ,  xi, ~ ( t ,  Xi, Xi, ftk') L ( t ,  xi, x;.) @ Z #  k, Y xi) 
k' 

und betrachten ein vollsti~ndiges Linienelement unseres Problems, fiir welches 

die Nebenbedingungen G k ,=o erfiilt t  sind, und die I )e terminante  

(5 3) D (o) = 

1 ~ i ;  j ' 

OGm, 

O X j '  

0 Gk' 

OX~ 
4=O 

0 

ist, woraus iibrigens schon folgt, dass der Rang  der Ma~rix (2) gleich p sein muss. 

Die Determinante  (53) ist die Funkt ionaldeterminante  der (n+p)  Funkt ionen 

21/.;./, Gin, nach den dj und /*k'; aus der Ungleichheit  (53) folgt also, dass das 

Gleichungssystem 

(54) ,t; = ~(~;. c z,,,,= Gm,=~( , , ,  

naeh den a~j und ,tk, aufgel5st werden kann. Wi r  erhalten auf  diese Weise die 

Gleiehungen 

(55) [ ..,, w ,  z,n,) 

t ~s = Xk' (t, Xi, ffi, Zm') 

: 1 Die meisten Resultate dieses Kapit.als hat sehon Herr J. HADA~fARD in seinen Legons sur 
le Caleul des Variations (Paris. Hermann, I91o ) p. 217--28o in einem etwas verschiedenen Zusam- 
menhang entwickelt. 
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Um die Nebenbedingungen G~,=o  auszudriicken, brauchen wir blos die z,~,=o zu 

setzen, und die Gleichungen (55)lehren uns dann, dass wir unser vollst~ndiges 

Linienelement mi~ Hiilfe der (2n+ I) GrSssen (t, xi, y~) charakterisieren kSnnen, 

dfe wir die kanonischen Koordi~ate~. dieses Linienelements nennen wollen. 

Die Ausffihrungen des w 17 zeigen ausserdem, dass die Werte der kano- 

nischen Koordinaten eines vollst~ndigen Linienelements unver~indert bleiben, falls 

wir unser Variationsproblem durch ein s ersetzen. 

z6. Die Hamiltonsche Funktion. Wir  bilden jetzt mR Hiilfe der Gleichung 

(56) H(t, x,, y,, ~,) . . . .  ~z + ~ xjy~+ ~ , ~ ,  
j k' 

in deren rechten Seite wir fiir xj und ttk' die Werte (55) einsetzen die Legen- 

dresche Transformierte yon ~I. Nach den bekannten Formeln der Legendreschen 

Transformation folgt nun: 

(57) H~=--M.  ~,., . . . .  ~,,,, /%--:(J, /%,=m'. 

Endlich definieren wir eine Funktion H(t,  x,., y,.) (lurch die Gleichung 

(58) H(t ,  x,:, y,)=/-/(t ,  x,, y,, o). 

Bemerken wir dass jedes raM, wo alle z~:, versehwinden, 

H,=[-/t, H.,t,i=/-/xi, Hyi=[-[t, i 

ist, so folgt aus den Gleichungen (57), fiir alle Linienelemente fiir welche die 

Nebenbedingungen Gk,--o bestehen, 

(59) H~=--M~, H.~.,=--M.~,, H~e=x~. 

Die Funktion H h~tten wir direkt berechnen kSnnen, ohne die Funkt i0n/~  auf- 

zustellen. Hierzu braucht man nur x.j und ttk, aus den Gleichungen 

(60) y,=M~,, o=(;~, 

auszurechnen; man erhiilt mit Beriicksichtigung yon (55) 

(6I) ! ~j =(~)J (t, Xi, ffi, O):~j (t, X,, ffi), 

t ~,~,=x~, (t, x,, y,, o)=z~, (t, x,, y,). 
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Dann ist 

(62) 
J 

und die Gleichungen (59) besagen, dass die Formeln der Legendresehen Trans- 

formation auch dann erhalten bleiben, wenn die Nebenbedingungen Gk , :o  vor- 

handen sind, ein Resultat, das auch leicht direl~ verifiziert werden kann. 

Die Funktion H(t,  xi, yi) heisst die Hamiltonsche Funktion unseres Problems; 

sie bleibt invariant, wenn man das Problem durch ein gquivalentes ersetzt (w I7). 

Es ist nun sehr bemerkenswert, dass ma~ alle Daten unseres Problems aus der Funk- 

tion H allein (und ihren Ableitungen) gewinnen kann. 

27. Die Lengendresche Bedingung in kanonischen Koordinaten. Wir be- 

ginnen damit die Determinante D (Q), die wir im w 16 betrachtet haben, mit Hiilfe 

der Ablei~ungen yon H auszudriicken. Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass 

nach der Definition der Funktionen (55) die Funktionaldeterminante (53) mit der 

inversen Determinante 

(63) 
O y,,' O zh, I 

exk, o x,:, I 
O y~ ' 0 zh' I 

komponiert gleich der Einheitsdeterminante 

O, dm'h' 

is~. Wenn man also die Determinan~e (38) mi~ (63)komponiert, so bekomm~ man 

O, ~,V h' I" 

Bemerkt man endlieh, dass wegen (55) und (59) die Relationen q)i=Hyibestehen, 

so erhglt man schliesslich 

(64) D (Q)--D (o) I d,j--.o Hi,, v/I. 
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Die Legendresche Bedingun9 besteht also in tier Aussage, dass sdmtliche Wurzel~ 

der Gleichung in 

positiv sein sollen. 

28. Die E-Funkt ion  in kanonischen Koordinaten. Es seien t, x~, y/ und 

t, x~, y'~ die kanonischen Koordinaten von zwei vollst~ndigen Linienelementen, die 

durch denselben Punk~ gehen. Wegen der Gleichungen (59), (6z) und (54) kSnnen 

wir schreiben : 

M -~ - -  H "~ Z Htti yi  

i 

~]/1'~ --H'  + ~ H'y,. y'i 
i 

p - H ! m 

i i 

Durch Vergleichung mit (29) haben wir dann 

(66) E - -  H - -  H ' - - ~  H'~,,i(y,~--y'i ) . 
i 

Dieser Ausdruck ist genau wie der Ausdruck (29) gebaut und wir erhalten durch 

eine ~ihnliche Schlussweise, wie im w I3 

(67) E :  I /~ , , 

i , j  

Von diesem letzten Ausdruck ausgehend kunn man, ~hnlich wie in den 

w167 I4 - - I  5, schliessen, dass die Legendresche Bedingung erfiillt ist, wenn alle nicht 

verschwindenden Wurzeln der Gleichung in o 

(68) [H,~i~.,~--6~Ja[=o 

I 
positiv sind. Man sieht sofort ein, indem man a - - -  setzt, dass diese letzte Be- 

Q 

dingung iiquivalent ist mi~ derjenigen, die  wir im vorigen Pamgraphen aufge- 

stellt haben. 
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29.  Die Bedingung fiir die geodgtische Aquidistanz.  Die Gleiehungen 

(25) , die den geod~itischen Gradienten einer Flgchenschar definieren, lauten in 

unseren kanonischen Koordinaten:  

(69) dyi=MS~ i . 

Multipliziert man diese Gleiehungen mit  s und summiert  fiber i,  so erhglt man 

mit  Berficksiehtigung yon (2I) 

oder, wegen  (62), 

(70) 

i 

d . H ~ - - - M . & .  

Aus (69) und (70) folgt nun,  falls man beaehtet, dass A=#o ist: 

(7 I) HS.~i+yiSt=o. 

~r noch grSsserer Leichtigkeit  lassen sich die Gleichungen (48) ffir die geodg- 

tisehe J(quidistanz der Fliiehen der  Sehar S = ~  mit  Hiilfe der kanonisehen 

Koordinaten aufstellen; man erhi~lt das System 

(7 2) S~i=yi, & + H ( t ,  xi, y,)=o. 

In den Relationen ( 7 i ) f l i t  die Bestimmu~g des geodYtischen Gradienten u~d 

(72) fiir die geoddtische f4quidistanz gehen die Nebenbedingungen Gk,~-o nicht 

mehr ein. 

Insbesondere lgss~ sieh die Integrat ion der Differentialgleiehungen (7 z) genau 

so fiihren wie fiir den gewShnlichen Fall ohne Nebenbedingungen. Die gewShn- 

liehe Methode der Charakterist iken yon Cauehy ffihrt bier aueh zum Ziel. 1 Das 

t t aupt resn l ta t  best.eht darin, class unsere Gefiillkurven mit  den Cauchyschen 

Charakteristiken zusammenfallen, und LSsungen der kanonisehen Differential- 

gleiehungen 

(73) x ,=H: , , ,  , ) i= - -Hx ,  

Siehe z. B. die Darstellung, die ich in der von R. v. MISES herausgegebenen 7 ten Auflage 
der Differential= und Integralgleichungen der Mechanik und Pbysik yon RIEMANN-WEBER (Braun- 
schweig, Vieweg, I925) , p. I89--198 yon diesen Dingen gegeben habe. 
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sind, die in  der Mechanik eine so bedeutende Rolle spielen. Wir brauchen bei 

diesen bekannten Dingen nicht l~nger zu verweilen. Dagegen wollen wir sehen, 

wie sich bei der Funktion H die Tatsache ausdriickt, dass wir yon einem Varia- 

tionsproblem mi tp  Differentialgleichungen als/qebenbedingungen ausgegangen sind. 

30. Eigenschaften der Hamiltonschen Funktion. Wir gehen yon der Be- 

merkung aus, dass die Determinante (63), die mit D(o) multiplizier~ gleich Eins 

ist (w 27), sicher yon Null verschieden ist. Dies kSnnen wir schreiben, indem 

wir Oi=H,j.; beachten, 

0 @~ 
H~'JJV'~' Ozh, 

~=o; 
[ 0 X~, 0 X~, 

Ioy,n 

aus der letzten Relation folgt aber sof0rt, dass der gang  der Determinante 

(74) I H"i YJ [ 

mindeste~,s (n--p) ist. 

Anderseits folgt aus den Ausfiihrungen des w 26, dass 

ak,(t, xi, H.,I~)~o 

ist; wenn wir diese Gleiehung nach yj. differenziieren erhalten wir die Gleiehungen 

0 Gk, 

i 

0 G~, 
Da die Matrix der - ~  nach Vorausse~zung den Rang 1o ha~, lehren uns die 

letzten Gleiehungen, dass zwisehen den Zeilen der Determinante (74) 1o yon 

einander unabh~ingige, lineare, homogene Beziehungen bestehen, und dass infolge- 

dessen der Rang dieser Determinante hSchstens gleich (n--p) ist. 

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass der Rang yon (74)genau gleich (n--p) 

ist u n d  wir wollen nunmehr zeigen, dass diese Eigenschaft charakteristisch dafiir 

ist, dass die Funktion H die Hamiltonsche Funktion eines Variationsproblems 

mit p Differentialgleichungen als Nebenbedingungen sei. 

3 I. Dazu wollen wir bewelsen, dass wenn H eine beliebige Funktion der 

t, x;, y~ bedeutet, fiir welche die Hessesche Determinante (74)den Rang (n--p) 
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besitzt, wir Funktionen L u n d  Nebenbedingungen Gk'--o konstruieren kSnnen, 

deren HamiRonsche Funktion mit der gegebenen zusammenfi~llt. Da alle gqui- 

valenten Probleme dieselbe Hamiltonsche Funktion besitzen, wird es genfigen, 

ein bestimmtes unter diesen Problemen aufzufinden. 

In  der Algebra wird nun bewiesen, dass eine symmetrische Determinante 

vom Range (n--p) mindestens eine nicht verschwindende Itauptunterdeterminante 

yon der Ordnung (n--p) enthi~lt. 1 Eine i tauptunterdeterminante ist bekanntlich 

eine Unterdeterminante, die man dureh wegstreiehen yon Zeilen und Kolonnen, 

die sieh auf der Ilauptdiagonale kreuzen, erhglt. 

Naeh unseren Voraussetzungen fiber den Rang yon (74)kSnnen wir also 

die Bezeichnungen derart wiihlen, dass die Relation 

(75) [ H,j,,, ,,y, [ 4=0 

erfiillt sei. Infolgedessen kSnnen wir die (n--p) Gleiehungen 

(76) XS,, = H,.6,,(t, x,, yi) 

naeh den (n~p) GrSssen ?f'*" auflSsen und erhalten auf diese Weise die Relationen 

(77) yi" -- ~o," (t, xi, xj", yk'). 

Da nun andererseits alle (n--p+I)-reihigen Unterdeterminanten von (74) 

identisch versehwinden, werden die Funktionen, die man dureh Einsetzen der 

Werte wi,, der yi" in die /L&, erhi~lt, unabhdng(q sein yon den y~,. Fiihrt man 

diese Substitutionen in den p Gleichungen 

aus, so erhii.lt man p Relationen 

= H:,  k, 

(78) r k , ( t ,  x i ,  *,, Xj,,)----O, 

die die Nebenbedingungen des gesuchten Problems in der Form (15)darstellen. 

32. Wir berechnen nun das totale Differential der Funktion 

1 s. z. B. MAx. B6CHER, Introduction to kigker Algebra (Macmillan, New York I9o7), 
w 20, p. 56. 
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(79) f , = - / 4 ( t ,  x,, y~,, ,~j,,) + ~ w~' w' 
k' 

und erhalten 

-~ Z xj,, (.oj,, 
yt 

(80) df~=(--H~+E~,~,O~t')dt+ E(--m,+Ey~,~)dX, 

~" k Y~'o~,,] ~z~j''' 

wenn wir bemerken, dass die Koeffizienten der iibrigen Glieder 

Y, (--H,,k, ~ ek,) dye, + 7~ (--H,,j,, + x~,,) d ~s' 
k' j "  

nach dem Vorigen identisch verschwinden miissen. Die Gleichung (80)lehrt  

uns nun, dass L eine Funktion der ( 2 n - - p +  I) GrSssen t, xi, xi" allein ist, und 

yon den p GrSssen yk' unabh~ngig ist. Hieraus folgt insbesondere, dass die ~oy,. 

lineare Funktionen der yk' sein miissen, denn man kann aus (80) entnehmen: 

O~pe, 
(8,) ~oS,=L.~j,,-- ~,yk, ~ , 

k' 

und L @ ,  0tp~, sind unabhitngig yon yk'. Ferner folgt dann aus (79), dass die 
�9 " O x j , ,  

Funktion H(t, xi, yk', a~j") ebenfMls eine lineare Funktion der yk' ist. 1 

33. Wir wollen nun zeigen, dass die ttamiltonsche Funktion yon L,  wenn 

man die Nebenbedingungen Fk,----o beriicksichtigt, mit der gegebenen Funktion 

H zusammenfiillt. 

Zu diesem Zwecke setzen wir 

( 8 2 )  M = L  + ~-a fi~" I P 
k' 

i Diese Tatsache besagt,  dass die F igura t r ix  unseres  Problems eine abwickelbare Fl~che ist. 

S. HADAMARD, i. (3. 1O. 266. 

29--25280. Acta mathematica.  47. Imprim~ le 4 d@cembre 1925. 
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und 

(83) 

Hieraus 
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folgt erstens, wenn wir bemerken, dass L yon den xk, nieht; nbhgngt 

und  wenn wir die Gestalt  (78) der Fk, beri i&siehtigen 

(84) i,-~' = . - , , e .  

Zweitens folgt  mit  Hiilfe yon (80) und  (78) 

- -  .,, ' . + F , ( y ~ , _ 7 , ~ , )  O W  ' 
y~,, = M ; .  = ~j,, (t, ~,; . .~,, ,  v~') . ~ ; : "  

k r 

Nun ist aber M@, 

Gleiehung behglt ihren Wert,  

Wir  schreiben z. B. 

und erhMten 

(85) 

yon yk' unabhiingig und die reehte Seite der letzten 

wenn wir fiir yk' irgendwelche Wer te  einsetzen. 

yk' = uk' = y t '  

:qj,, = ~oj,, (t, ~,~, x,~,,, th').  

Die Funktionaldeter lninante der toj,, naeh den x,~,, ist naeh der Definition der 

~oj,, gleieh der Inversen yon (75) und also 4=o. )/[an kann also aus den letzten 

Gleichungen zu denen man (78) und (84) hinzufiig~ die ~/~ und die tt~' a.ls Funk- 

t~ionen der kanonisehen Koordinaten t, x~, y~ ausrechnen. Die De~erminante, die 

in unserem Problem der Determinante  (53) entspricht, ist also, wie es sein 

soil 4 = o. 

Unsere Hamil tonsehe Funkt ion  H lautet  nun:  

i 

Wegen der Nebenbedingungen Fk ,=o  kSnnen wir in der letzten 

M = L ,  Xk'=~Pk'  setzen und erhMten 

H = - I / - , /~ ,~ , :  i~' +: Y, x ; "  y s '  

I;' j "  

oder, mit Itiilfe yon (79) 

Gleichung 
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k p 

+ ~ xJ,, (y~,,-~j,,). 
j "  

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber unabhitngig yon den yk'; wir kSnnen 

also in der rechten Seite yk ':Yk '  setzen, und wir haben endlich, wenn wir (85) 

beriicksichtigen: 

H = H ( t ,  x,, !h), 

d. h. genau die Formel, die wir beweisen wollten. 

34. Die Formeln der Theorie fur die Probleme in Parameterdarstellung. 

Unsere friiheren Ergebnisse lassen sich fast ohne jede neue Rechnung auf Probleme 

in Parameterdarstellung anwenden, deren Bedeutung fiir die Variationsrechnung 

W e i e r s t r a s s  besonders hervorgehoben hat. Hierbei zeigt sich, dass die Behand- 

lung der Variationsprobleme in Parameterdarstellung nut  dann als komplizierter 

gelten kSnnte, wenn man nicht schon vorher die nStigen Formeln der gewShn- 

lichen Theorie entwickelt hat. 

Wir  nehmen also an, dass unsere Funktionen L u n d  Gk' nich~ von t ab- 

h~ngen und dass L homogen yon der ers~en Ordnung, die Gk' homogen yon 

einer beliebigen Ordnung Qk' in den xi seien. Es sollen also fiir jeden positiven 

Wert  eines Parameters ~ die Formeln gelten 

(86) 

(87) 

wenn man nach (24) 

setzt, ist also 

(88) 

L(xi,  ;~ x~) = ;~ L(xi ,  x,). 

tZk,(x,, Z xi) = Ze~' Gk,(x,, x,): 

M =  L + ~ tek' Gk. 
k '  

�9 ~ l - - Q k '  ~ ~ l A r /  " " 

# k ' )  . 

Diese letzte Gieichung liefert, nach xj differentiiert., die Bedingung 

(89) Ms (x, J. x:i, ~l~-~ :(xi, a},:,/~k'). 
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Ferner erhglt man, wenn man (87) , (88) und (89) partiell nach ~ differentiiert 

and /[ nachtriiglich gleich Eins setzt, 

(•(A•k t . 

(9o) F ~ x,=e~, (;~, 
avi i 

(90 ~, V~. x, + F, (~-Qk')t'~'G~'--M 
i k '  

�9 OGk, 
(92) Z ~'/ri'i ~j Xi qt- Z (I --Ok')Ftk' ~ 7  / 

i k '  

~ O .  

35. Aus den Gleichungen (90) und (92) folgt nun sofort, dass die Deter- 

minante (53) identisch Null ist, sodass unsere ganze bisherige Theorie hinfSllig 

zu werden scheint. Wir  bemerken aber, dass wegen der Homogeneitgtsbedin- 

gungen (86) uncl (87) der Wert  unseres Linienintegrals nur yon der Gestalt der 

Kurve im Raume der xr nicht aber yon der Wahl  des Parameters t abhifngt. 

Das gariationsproblem bleibt also dasselbe, wenn wir z. B. die L[tnge der Kurve 

als Parameter wghlen, oder, was auf das Gleiche hinauskommt, wenn wir zu den 

Nebenbedingungen G k , : o  noch die weitere 

(93) ~ xe-~=o 
i 

hinzufiigen. 

Fiihren wir jetzt die Funktion 

(94) M*=M+-a ( z xi-~)" 
2 

ein, ebenso wie die kanonischen Koordinaten 

. *~ M " (95) yi=M~. = i.j+axi, 

so kSnnen wir aus den Gleichungen (95), (93) und Gk,=o die a~i, ttk, und a als 

Funktionen yon xi, yi bereehnen. Bezeichnen wir mit -~(xi, y~) die zugeordnete 

Hamiltonsche Funktion, die nach (62) durch die Gleichung 
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definiert wird, und beriicksichtigen sgmtliche letzten Gleichungen, sowohl wie 

die Gleichung (9~), so erhalten wir 

(9 6) H ( x ,  y~)=a. 

36. Wir kSnnten mit diesem Ergebnis zufrieden sein; wir wollen aber die 

Bedingung (93), die wir kiinstlich in unser Problem hineingetragen haben, wieder 

entfernen. Dazu bemerken wir, dass wenn wir die a~i wie iiblich durch die 

Gleichungen 

berechnen, alle unsere Nebenbedingungen, insbesondere die Gleichung (93), be- 

friedigt sein miissen. Wir  erhalten auf diese Weise die Identit~t 

(97) ~ 2 _  I 
H y  i - -  

i 

und ausserdem durch Differentiation nuch yj die Gleichungen 

(9s) H;,, u,,,:-- o. 
i 

Nun folgt aus unserer friiheren Theorie, dass die Determinante IH,ji yjl den Rang 

(n - -p - - I )  besitzt, d~ wir mit (93) im Ganzen (p+  I) Nebenbedingungen beriick- 

sichtigen miissen. Hieruus folgt nun welter, dass die Determinante 

Hyi yj o Hy i 

Hyj -- I 0 

0 0 - - I  

den Rang (n--p + I) hat. Multiptizieren wir nun erstens die J~ ersten Kolonnen 

mit Hyj und addieren sie zu der vorletzten, und addieren wir zweitens die Summe 

der n ersten Zeilen, .iede mit H ~  multipliziert, zu der letzten Zeile, so ~tndert 

sich nicht der Rang. Wir erhalten aber, wegen (97) und (98) 

I?  o o  
0 0 . 
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Wir  kSnnen jetzt in dieser 

die aus lauter Nullen bestehen, 

sehen, dass die Determinante 

(99) 

letzten Formel die Zeile und die Kolonne, 

streichen, ohne den Rang zu vermindern und 

den Rang ( n , p + I )  besitzt. Da wir auch alle diese Operationen riickwiirts 

machen kSnnen, schliessen wir, dass wenn bei Bestehen der Gleichungen (97) 

und (98) die Determinante (99) den Rang (J~.--p+ I)besitzt,  die Determinante 

I HyiyjI den Rang (l~--p--i) besitzen muss. 

37. Da der Parameter t fiir unser Problem nur eine Iliilfsvariable sein 

soll, geniigt es solche Scharen yon geod~tisch ~iquidistanten Fl~chen zu betraehten, 

die von t unabh~ngig sind, d. h. die die Gestalt S ( x ~ , . . . ,  x,,)=,~ besitzen. Es 

muss demnach S t=o  sein, und dies in die letzte Gleichung (72) eingeseCz~, zeig~, 

dass wir nur solche vollst~ndige Linienelemenfie zu betrachten brauchen, fiir welche 

die kanonischen Koordinaten die Bedingung 

( I 0o) H(xi ,  y i ) :  o 

erffillen. 

Wir wollen nun zeigen, dass schon die Bedingung (IOO) allein, nicht etwa 

die Funktion H selbst, charakteristisch ffir das homogene Variationsproblem des 

w 34 ist. 

Es sei n~mlieh H(x;, y~) eine beliebige Funk~ion, die gleiehzeitig mit H ver- 

sehwindet, ohne dass auf der Fl~ehe H - o  alle H,~ i versehwinden. Nach dem 

w 3 haben wir dann iden~iseh 

( oi) H(xi,  y,)-- A (xi, yi) . H(xi,  ~i), 

wobei A in allen Punkten in denen H verschwindet =~o ist (cf. w 4).~ Ffir alle 

Punkte, in denen (~oo) gilt, erh~ilt man ferner (lurch Differentiation yon (IOI) 

=A.H,j,:, 

( A H, * A,iH ,j+ A,s H,,i 
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Wir  bemerken nun zung.chst, dass die partielle Differentialgleichung fiir die 

geod~itisch iiquidistanten Fl~chen H(xi ,  Sx i ) - -o  stets (lurch die Gleichung 

H(xi,  S~i)-~ o ersetzt werden kann. 

Ebenso stellen die kanonischen Differentialgleichungen (73) dieselben Kurven 

im Raume der x~ dar, wenn man H durch H ersetzt u,nd wenn ausserdem das 

Vorzeichen yon H so gewiihlt worden ist, dass A > o  ist. Diese letzte Bedingung, 

die auch bei der Legendreschen Bedingung yon Bedeutung ist, soll im Folgenden 

stets beriicksichtigt~ werden; dann bedeutet einfach d e r  l~bergang von H zu H ,  

dass man nicht mehr die L~nge der Kurven als Parameter nimmt, sondern einen 

anderen Parameter benutzt, tier natiirlich yon der Wahl  yon A abh~ngt. 

38. Wir wollen noch kurz die Eigenschaften der Funktionen H besprechen. 

Die Relationen (IO2) zeigen in Verbindung mit A ~ o ,  dass die Determinanten 

(99) und 

denselben Rang (n + x--p) haben miissen. Ist umgekehrt H eine Funktion der 

x~, y~, fiir welche die Determinante (IO3) den Rang (~+ I--p) besitzt, so kann 

man sie als Hamiltonsche Funktion eines homoget~.e~ Variationsproblems mit 

Differentialgleichungen ~ls Nebenbedingungen ansehen, l~lan bestimme zun~chst 

die LSsung H(z~, y,-) der partiellen Differentialgleichung 

�9 \ O y i !  = I ,  

die gleichzeitig mit H verschwindet, und deren Vorzeichen so gew~hlt ist, dass 

in der Gleichung (IoI), die hier stattfinden muss, A > o  ausf~ll~. 1 Dann ist nach 

dem u der Rang der Determinante (99) gleich (n+ i --p)  und der 

Rang der Determinante I Hy~jl  gleich (n--p--I) .  Die Funktion H ist nach den 

w167 31--33 die Hamiltonsche Funktion eines Variationsproblems L(xi,  xi} mit 

(p+  I) Nebenbedingungen, die man, weil hier die Gleichung (97) nach Konstruk- 

tion gilt, ersetzen kann durch io Nebenbedingungen yon der Form G~,(xi, ~ii)=o 

1 Die Funktion ti r kann mit Htilfe yon blossen Eliminationen ohne jede Integration be- 
rechnet werden. 
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zugleich mit der Gleichung (93). Nun hat das gquivalente homogene Variations- 

problem 

L = L  xi, - .~,., ~ 
x j  

1nit den gquivalenten homogenen Nebenbedingungen 

(;~, (x:, i) = Gk' xi, o 
x j  

und der Nebenbedingung (93) dieselbe Hamiltonsche Punktion H=. Folglieh hat 

das homogene Variationsproblem mit der Funktion L und den Nebenbedingungen 

Gk ,=o  als Hamiltonsche Funktion die gegebene Funktion H = o .  

39. Zum Schluss wollen wir die Legendresche und die Weierstrass'sche 

Bedingung ausrechnen. Nach (64) kSnnen wir fiir das Problem mit der Hamilton- 
.... 

s•hen Funktion H setzen: 

D(~)=  D(o)I &j- -e  H:,~ ~:.: I ; 

hieraus entnehmen wir die Formel 

d;s ~I~,,::::, o 
D(Q) = - - D ( o )  H,,~--, 

und aus dieser folgt, wegen (97) und (98) 

D(~) =--D(o)[ H;,J, o 

Ffir das homogene Variationsproblem mit der Hamiltonsehen Funktion H==o 

haben wir also nach (IO2) 

Da nun naeh dem 

setzen, die Legendresche Bedingung in der 

langen, alle W.u~eln der Gleichung in Q 

dij --QA H:, i yj, Hvi 
D(.o)----D(o) A ~ 

Hyi  , o 

Vorhergehendem A > o  ist, kSnnen wir, indem wir A ~ Q  

Weise formulieren, dass wir vet- 
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6ij--eHyivj, Hyi] 
( o4) 

Hyj, 0 I =0 

sollen positiv sein. 

233 

i 

Setzen wir also E = A .  E ,  so folgt aus den Gleichungen (to2), wenn wir noch 

beriicksichtigen, dass H=H'-----o sein muss, 

(io5) E = ~  H'y,, (Y'~-- W ) . 
i 

Die Lengendresche Bedingung, die wir oben aufgestellt haben, kann man ghnlich 

wie i m w  13 ableiten, indem man yon (IO5) ausgeht, und die Nebenbedingungen 

H = H ' = o  beriieksichtigt. 

4o. Bei gegebenem homogenen Variationsproblem kann man die tIamil- 

tonsehen Funktionen H oder besser die Bedingung H = o  berechnen, ohne den 

Umweg fiber H zu nehmen. Dazu geniigt es in den Gleiehungen (95) die GrSsse 

a = o  zu setzen. Man erhiilt die Gleichungen yv-M2, i und braucht nur die xi und 

ttk, zwisehen diesen Gleiehungen und den Bedingungen Gk'=o zu eliminieren. 

Dieses ist stets mSglich, weil sowohl die Mir wie auch die Gk' nur yon den Ver- 

hgltnissen der xi abhiingen. 

4t. Das lYIayersehe Problem. Wenn im homogenen Variationsproblem des 

w 34 die Funktion L yon der Form ist, 

(IO6) L=~_~ gxi. x,, 
i 

haben wir ein Mayerxehes Problem vor uns, fiir welches die vorangehende Theorie 

zweekmgssig ein wenig modifiziert werden muss; hierbei bedeuten die gx i die 

partiellen DifferentiMquotienten einer Funktion g (xi) naeh den Veriinderliehen me. 

Die Gleiehungen (95) sind ngmlieh hier yon der Gestalt 

0 Gk' 
( I O 7 )  Vi:~xi+ Z ~ t k ' ~  i +ffXi. 

k' 

30--25280.  Acta mathematica. 47. lmpr im~ le 5 d6cembre 1925. 

Die Weierstrass'sche E-Funktion fiir das Problem mit der tIamiltonschen 

Funktion H lautet nach (56) 
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Setzt man nun 

(io8) 
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~i--y~ 5x i 

uncl berechnet nach dem w 35 die Funktion H=a,  so erhi~lt man 

(io9) H(~,, y~)=K(x,, vi); 

ausserdem folg~ ~us (lO7), dass die Funktion K der Bedingung 

(I IO) K (2ci, ~ ~]i)=~ K (xi, ~]l) 

geniigen muss. Hieraus folgt dureh Differentiation nach 

(~, 1) y,  K,~,. w = K; 
i 

ist nun eine Funktion K ( x .  ~i) durch die Gleiehung K - - A .  K definiert, wobei 

wieder A > o  sein mSge, so entnimmt man aus (I I I) fiir Mle Punkte des R~mnes 

der (xi, ~h) in denen K = o  ist, 

(112) ~Ikr~;i .~i  O. 
i 

42. Die par~ielle DifferentiMgleiehung H(xi,  S,~)=o fiir die geodiitiseh s 

distanten Fl~tehen kann hier mi~ Beriieksiehtig'ung yon (lO8) gesehrieben werden: 

K (~, &i- -~)=o.  

T(x~)=S--~, so erhalten wir start (II3) eine par~ielle Differen- 

( I I3 )  

Setzt man nun 

tialgleiehung 

(II4) 

die durch die 

K (x~, T~i ) :o ,  

Nebenbedingunge~ Gk,-~o allein bestimmt wird, und yon der Wahl 

der I"unktion ~ ganz unabhdng~t ist. 

Die kan6nischen Differentialgleichungen fiir die Cauchyschen Charakteri- 

stiken der partiellen DifferentiMgleichung (I 14) lauten 

Sie fallen mit den Extremalen unseres M'~yersehen Variationsproblems fiir ein 

beliebig vorgeschriebenes ~ zusammen; diese erhiilt man ni~mlieh aus (113) mit 

tIiilfe der Gleichungen 
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+ F, 
J 

und diese letzten Gleichungen kSnnen geschrieben werden: 

d K 
vi- jt 

Die Extrem~len (I ~ ~) unseres u liegen ~uf den Fl~tchen T=cons t .  

L~ngs dieser Extremalen ist n~mlich V~=T:~, x~=K~,  sodass die Gleichung (II2) 
die Gestalt unnimmt: 

Z Txi Xi:O, 
i 

womit unsere Behaup~ung bewiesen ist. 

43. Nun sei P irgend ein Punkt  einer der Fl~chen T=cons t ,  Z. B. der 

Fl~che T = o ;  wir bezeichnen mit S(x l , . . . , x ,~ )=o  eine Fl~iche, die die Fl~che 

T : o  im Punkte P schneider aber nicht beriihrt. Setzen wir nun ~= S--  T, so sin4 die 

Fl~chen S=). fiir unser V~riationsproblem geod~itisch ~iquidistant. Ist nun die 

Legendresche Bedingung fiir dieses Vuriutionsproblem befriedigt, so f01gt aus den 

Uberlegungen des ersten Kapitels, d~ss fiir alle Vergleichskurven, die den ~ebenbe- 

dingungen Gk'=o geniigen, und den Punkt  P mit einem Punkte Q einer Fl~che 

S=S~. verbinden ~(Q) einen grSsseren Wer t  hat als im Punkte der Extrem~len, 

der auf S.~ liegt. D~ aber diese Extremale auf T = o  verl~uft, kSnnen wir schreiben 

~(Q)=S(Q)--T(Q)> S.2, 

und da S(Q)=S~ ist, folgt hieraus T ( Q ) < o .  Die Vergleichskurven verlaufen also 

stets auf  der einen Seite der Flffche T = o ,  und nTan ka.nn die Extremalen (I~5) 

benutzea, um die Begrenzung des Gebietes A zu bestimme~., das wit  i m w  7 er- 

wiihnt haben. 

44. Jede Funktion K(x~., ~), die homogen erster Ordnung in den ~ ist, ist 

fiir ein M~yersches V~ri~tionsproblem ch~r~kteristisch. Die Anzuhl p der Differen- 

ti~lgleichungen Gk,=o, k~nn ngmlich berechnet werden, wenn m~n bemerkt, duss 

der  R~ng der Determinante 

K'~iK, lj,'~' Ko~i I 
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g.leich (~ + i - - p )  sein muss, und die Legendresehe  Bed ingung  ist  erf~ll~, wenn alle 

Wurze ln  der Gleichung in o 

] 6~5-- e K , ~ ,  K,~ 

K,; j ,  " 0 =0 

posi t iv sind. 

45. Die  yon e inem P u n k t  P ausgehenden  Ex~remalen eines Mayerschen  

Problems fiillen hSchstens,  wie es sein soll, eine (n - -0 -d imens iona l e  Mannigfa l t ig-  

kei t  B aus. I n  der T a t  stellen, wegen der Homogene i t~ t sbed ingung  (I IO) fiir K ,  

aus welcher eine s  Bed ingung  fiir die K~,~ folg% die LSsungen des Glei- 

chungssys tems (I 15) dieselbe Kurve  dar, wenn m a n  bei Fes tha l t en  der Anfangswer t e  

der x~, die Anfangswer te  der  V~ mi t  e inem beliebigen P a r a m e t e r w e r t  ), mult ipl izier t .  

Die Dimens ion  tier Mannigfa l t igke i t  B kann  aber  n iedr iger  sein. Dies  f inder  

z. B. start,  wenn die Dif ferent ia lg le iehungen G k , = o  durch  ~iquivalente G k , = o  ersetzt  

werden kSnnen, un te r  welehen sich vol l s td~dige  D(~ 'e ren t ia le  befinden. 

Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

Einleihmg w i ." . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  199 
KaIJitel I .  Die geod~tischen Aquidistanten.  

Einleitende Bemerkungen 9w 2 - - 5  . . . . . . . . . . . . . . . . .  200 
Stellung des Problems 9w 6 - - 8  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  203 
Geod~itiseher Gradient 99 9 - -11  . . . . . . . . . . . . . . . . .  205 
Die Weierstrasssche E-Funktion w 12 . . . . . . .  . . . . . . . .  207 
Die Legendresche Bedingung 99 13- -17  . . . . . . . . . . . . . .  209 
Geod~itische Gef~illkurven 99 18- -19  . . . . . . . . . . . . . . . .  213 
Geod/~tisch /iquidistante Fl~chen 88 20 - -21  . . . . . . . . . . . . .  214 
Das Hilbertsche unabh~ngige Integral  8 22 . . . . . . .  : . . . . .  215 
LSsung einiger spezieller Probleme 88 2 3 - - 2 4  . . . . . . . . . . . .  217 

Kapitel  I i .  Die kanonisehen  Koordinaten.  
Definition w 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  218 
Die Hamiltonsche Funktion 8 26 . . . . . . . . . . . . . . . . .  219 
Die Legendresche Bedingung in kanonischen Koordinaten 8 27 . . . .  220 
Die E-Funktion in kanonischen Koordinaten 8 28 . . . . . . . . . .  221 
Die Bedingung ffir die geod~tische Jkquidistanz 8 29 . . . . . . . . .  992 
Eigenschaften der Hamiltonschen Funktion 88 30 - -33  . . . . . . . .  923 
Die Formeln der Theorie ffir die Probleme in Parameterdarstel lung w167 34 - -40  227 
Das Mayersche Problem 88 41 - -45  . . . . . . . . . . . . .  . . . 233 


