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1. Einleitung. 

P l a t o  hat der Mathematik eine Mittelstellung zwischen der 

philosophischen und der sinnlichen Erkenntniss angewiesen. Und 

dies mit l~echt. Der Philosoph postulirt, der Mathematiker deducirt, 

der Naturforscher entscheidet mit H~lfe der sinnliehen Erkenntniss, 

ob und welche Postulate, also auch, welche aus ihnen abgeleiteten 

S~tze auf reeller Wahrheit beruhen. Seitdem die Leistungsf~higkeit 

unserer Sinnesorgane durch Erfindung der Teleskope, Mikroskope 

und vollkommener Mess- und W~ginstrumente bedeutend gesteigert 

wurde und die Naturforschung, immer mehr yore mathematischen 

Denken durchdrungen, es gelernt hat, die h~here Analysis anzuwenden, 

mn die weitesten Consequenzen aus ihren Erfahrungss~tzen zu ziehen, 

hat sie eine Reihe bedeutender Erfolge bei der LSsung yon Welt- 

und Lebensproblemen gefeiert, die den menschlichen Geist yon jeher 

beschMtigt baben. 

Die Frage nach dem Ursprunge unserer r~umlichen Anschau- 

ungen, das sogenannte Raumproblem ist erst im Beginne des 



Die physiologischen Grundlagen der Geometrie von Euklid. 577 

vorigen Jah�9 in das Bereich der exacten Naturforschung, und 

zwar der Physiologie der Sinnesorgane ~bertragen worden. Die seit 

Jahrtausenden anhaltenden ErSrterungen, die L(isung des Raum- 

problems betreffend, drehten sich in letzter Instanz um die Frage, 

ob unsere geometrischen Vorstellungen nu r  auf den Erfahrungen 

unserer Sinnesorgane beruhen, oder oh sie erst durch gewisse, unserem 

Geiste (oder Gehirne) innewohnenden aprioristischen Ideen und Begfiffe 

bedingt werden. Die Entscheidung zwischen diesen beiden Alter- 

nativen konnte nur die experimentelle Physiologie geben, wie es auch 

Aufgabe de�8 Physiologen war, eventuell den Mechanismus aufzu- 

klaren, dank welchen die Erregungen unserer Sinnesorgane uns be- 

stimmte geometrische Formen erkennen lassen. 

Mit welchem Erfolge mehrere hervorragende Physiologen ira 

Laufe des vorigen Jahrhunderts dieser Aufgabe nachzukommen suchten, 

ist bekannt. Es gent~gt, nur an die Namen von P u r k i n j  e, Johannes  

M t i l l e r ,  D o n d e r s ,  He lmho l t z ] ,  H e r i n g  und W u n d t  zu er- 

innern. Wenn es ihnen trotz der erzielten ErMge doeh nicht ge- 

lingen wollte, eine definitive L(isung des Problems zu geben, so 

lag es vorzugsweise daran, dass sie ihre Studien iiber die Wahr- 

nehmungen unserer Sinnesorgane �9 ausschliesslich auf rien Ge- 

sichtssinn beschrankten. Ihre L5sungen galten also nur dem Sehraume. 

Die wirkliehe LOsung lag aber nicht ira G e s i c h t s s i n n e ,  iiber- 

haupt in keinem der ftinf gelaufigen Sinnesorgane, sondern in einem 

sechsten Sinne - -  dem R a u m s i n n e. Dieser urspri]nglichste und 

in der Thierwelt verb�9 Sinn ist ausser Acht gelassen worden, - -  

weil seine Thatigkeit eine fast ununterbroehene ist, w e i 1 s e i n e E m- 

p f i n d u n g e n ,  von  i m m e r  g l e i c h e r  Ar t  und g l e i c h e r  

I n t e n s i t i ~ t ,  uns  nu r  A n s c h a u u n g e n  i~ber drei  u n v e r -  

~ tnder l i che  E i g e n s c h a f t e n  (oder E i g e n t h i i m l i c h k e i t e n )  

de s  u n e n d l i c h e n  W e l t r a u m s  g e b e n .  Seine Empfindungen 

sind die der. d r e i  R i c h t u n g e n ,  de r  s a g i t t a l e n  (Vorneund 

Hinten) der t r a n s v e r s a l e n  (l~echts und Links) und  d e r  v e r -  

t i e a l e n  (Oben und Unten). Auf d i e s e n  d r e i  R i c h t u n g s -  

e m p � 9  b e r u h e n  u n s e r e  V o r s t e l l u n g e n  u n d  B e -  

g r i f f e  d e r  d re i  A u s d e h n u n g e n  des  R a u m e s  resp.  d e r  

d r e i  A b m e s s u n g e n  de r  in i h n e n  sich b e w e g e n d e n  fes ten  

KSrpe r .  

Die Empfindungen dieser drei Richtungen sind uns so geliiufig, 

so fri~hzeitig angew5hnt, dass sie meistens unbewusst bleiben. Im Lau�9 
E. P f l i i g e r ,  Archiv frit Physiologie. Bd. 85. 38 
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der ontogenetischen - -  vielleicht sogar der phylogenetischen - -  

Entwicklung sind sie ganz ins t inc t iv  gewo�9 Sogar der Physiolog 

�9 sich k•um, worau�9 diese Empfindungen beruhen. Und wenu 

ihrem Ursprung nachge�9 wurde, so lautete die gel~ufige Ant- 

wort: in unseren Bewegungs- oder Innervationsempfindungen. Die 

einfache Ueberlegung, dies sel schon darum unmhglich, weil die 

Richtung der Bewegung vorausgeht, d i e R i c h t u n g s e m p �9 n d u n g 

s c h o n  da se in  muss ,  d a t a i t  e i n e  B e w e g u n g  in e i n e r  be -  

s t i m m t e n  R i c h t u n g  s t a t t f i n d e ,  ist nicht gemacht worden. 

Der Begriff der Bewegungsempfindung ist auch an sich unbestimmt. 

Gewisse Empfindungen, die man darunter versteht, sind fiberhaupt 

nicht vorhanden. Die Vorhandenen sind kaum im Stande, Aufschluss 

aber die Richtung der Bewegung zu gebenl). 

In de r  W i r k l i c h k e i t  w e r d e n  uns  die E m p f i n d u n g e n  

der  d r e i  G r u n d r i c h t u n g e n  d u r c h  e in  s p e c i e l l e s S i n n e s ] -  

o r g a n  ad hoc  g e l i e f e r t ,  das ,  wie meine seit drei Jahrzehnten 

ve�9 Yersuche und Beobachtungen in unzweifelhafter Weise 

festgestellthaben, s e i n e n  S i t z  ira O h r l a b y r i n t h  hat.  Beiden 

ersten Wiederho!ungen der beri~hmten Versuche von F 1 o u r e n s �9 

die Folgen der Durchdrennungen der hi~utigen Bogengi~nge wurde 

meine besondere Aufmerksamkeit, einerseits auf die grosse Gesetz- 

mi~ssigkeit gelenkt, mit welcher Verletzungen oder Reizungen eines 

Bogengangpaares Bewegungen der Thie�9 in de r  Ebene ,  in welcher 

das Paar gelegen ist, hervorrufen, - -  andererseits auf die eigenthi]m- 

liche Lage der drei Bogengangpaa�9 in drei senkrecht zu einander 

stehenden Ebeuen, entsprechend den drei Ausdehnungen des Raumes. 

Ich vermochte durch gewisse Operationen sowohl Tauben als Frhsche 

dazu zwingen, ihre Bewegungen nur in b e s t i m m t e n  R i c h t u n g e n  

auszuf~hren. Klinstlich erzeugte ungewohnte Kopfstellungen, sowie 

Verwirrungen des Sehraumes, he�9 durch prismatische Brillen, 

veranlassten bel Thie�9 analoge Zwangsbewegungen. In der ersten 

Mittheilung dieser Versuche sprach .ich daher die Vermuthung aus, 

dass d ie  B o g e n g ~ n g e  mit den R a u m e m p f i n d u n g e n  und 

R a u m v o r s t e l l u n g e n  in B e z i e h u n g  s t e h e n .  (lb, 261.) 

Die Entdeckung des dominirenden Einfiusses, we]chen die Bogen- 

gange auf den oculomotorischen Apparat auszui~ben vermhgen (1875), 

indem jede Erregung eines Bogenganges Bewegungen der Aug~tpfel 

1) Siehe nhchstes Capitel. 
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auslOst, die durch die Achse des Bogenganges bestimmt waren, sowie 

das gleich darauf (1876) �9 VermSgen des Ohrlabyrinths, 

die Innervationsstiirken des gesammten Muskelsystems zu bestimmen 

und zu reguliren, liessen die ira Jahre 1873 ausgesprochene V e r -  

-m u t h u n g zur G e w i s s h e i t werden. Mit Hi]lfe der darauf folgenden 

Untersuchungen vermochte ich dann die Existenz eines besonderen 

Sinnesorgans ira Ohrl~byrinth �9 welches uns die verschie- 

denen Richtungsempfindungen liefern. In der ira Jahre 1878 (4 und lb) 

erschienenen ausfi]hrlichen Mittheilung meiner darauf beziiglichen 

Untersuchungen entwickelte ich die Theorie dieses Sinnesorgans, 

nach welcher d ie  B o g e n g ~ n g e  das  p e r i p h e r e  O r g a n  des  

s e c h s t e n  S i n n e s ,  des Raumsinnes, seien. Der N. vestibularis 

wurde als Raumnerv~ der N. Cochlearis als alleiniger Hi)rnerv be- 

zeichnet. Die Wahrnehmungen dieses Sinnesorgans dienen den 

Thieren zur Orientirung ihrer Bewegungen in rien drei Richtungen 

des Raumes und zur Localisirung der Gegenst~tnde ira ausseren 

Raume. Der Mensch verwendet die Wahrnehmungen noch ausser- 

dem zur Bildung seiner Vorstellungen von rien drei Ausdehnungen 

des Raumes. S~tmmtliche Empfindungen unserer anderen Sinnes- 

organe, soweit sie auf die Anordnungen der uns umgebenden 

Gegenstande ira Raume und auf die Stellung unseres eigenen KSrpers 

~in demselben Bezug haben, werden auf das ideale System von drei 

rechtwinkligen Coordinaten abertragen, das uns direct durch die 

Empfindungen des Bogengangapparates geliefert wird. 

Die nachgewiesene Existenz eines derartigen Sinnesorgans er- 

mSglichte die L5sung desjenigen Theils des allgemeinen Raumproblems~ 

das bis dahin �9 den Philosophen und den Mathematiker die Klippe 

bildete, an der alle Erkl~rungsversuche scheiterten: Wodurch ist 

der menschliche Geist gezwungen, seine sammtlichen Wahrnehmungen 

sich in der geometrischen Form eines d r e i d i m e n s i o n a l e n  

l~aumes vorzustellen ? 

War es schon damals mSglich, die Ergebnisse meiner Unter- 

suchungen far das allgemeine Raumproblem zu verwerthen? Dies 

schien geradezu ein Erforderniss zu sein, und beabsichtigte ich 

auch, sofort an diese Aufgabe heranzutreten (4, 59). Manche Umst~tnde 

vl,rzSgerten aber die Ausftihrung dieses u Wie jede neue 

wissenschaftliche Errungenschaft, die dem angew5hnten Ideengang und 

den herrschenden Auffassungen widerspricht, hat auch die Demon- 

stration eines speciellen Sinnesorgans far die Raumempfindungen im 
38 * 
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Beginne einiges Befremden hervorgerufen. So eindeutig die be- 

treffenden experimentellen Ergebnisse auch waren, - -  deren that- 

s~chliche Richtigkeit von INiemand bestritten, im Gegentheil "con 

mehreren Seiten best~tigt und erweitert wurde, - -  so konnte man 

die Existenz eines speciellen Sinuesorgans, dazu bestimmt, uns Raum- 

empfindungen zu geben, nicht leicht anerkennen. Auch herrschtea 

zu jener Zeit ganz sonderbare Hypothesen aber die Functionen des 

Ohrlabyrinths, die zwar nur auf einer kleinen Anzahl missverstandener 

Beobachtungen und roh ausge�9 Versuche beruhten, aber trotz- 

dem (oder eben desswegen) schnell popul~r geworden sind. 

Die polemischen Auseinandersetzungen 1) mit den Vertretern 

dieser Hypothesen erforderten neue experimentelle Forschungen, 

deren Ergebnisse s~mmtlich die Grundlagen meiner Theorie befestigt 

und erweitert haben. Mehrere wichtige Voraussetzungen, die ich auf 

Grund der fraheren Ergebnisse formulirt habe, sind seitdem, theils 

durch meine eigenen, theils auch durch die experimentellen Unter- 

suchungen anderer Forscher vollauf best~tigt worden. (So z. B. die 

Untersuchungen von Y v e s  D e l a g e  aber die l~olle der Otocysten 

bei Wirbellosen [12], die von mir aber die Fhhigkeit der Neun- 

augen, mit nur zwei Bogengangpaaren sich nur in zwei Richtungeu 

des Raumes zu orientiren [4, 93], die von R a w i t z  aber die Orieu- 

tirung der japanischeu Tauzm~use, die nur ein Paar normaler Bogen- 

ghnge besitzen [13], und endlich die Versuche an Taubstummen 

von J a m e s ,  S t r e h l ,  Brt~ck u. A.) 

So haben sich mit der Zeit so ziemlich alle t~berhaupt in 

Betracht kommenden Forscher, die auf diesem Gebiete selbstst~ndig 

experimentirt haben, allmMig zu 'der Ueberzeugung bekehrt, das 

Ohrlabyrinth sei ein Sinnesorgan far die Orientirung der Thiere 

in den verschiedenen Richtungen des Raumes (7~ 283 ff.). Auch 

dass der Bogengangapparat die Innervation des gesammten Systems 

der willkt~rlichen Muskeln beherrscht - -  wie ich dies im Jahre 1876 

�9 habe (2 und 3) --~ wird jetzt auch so ziemlich allgemein 

auerkannt (siehe 7, 284). 

Seit der ersten Entwickhng meiner Raumtheorie hat auch das 

allgemeine Raumproblem, wenn nicht eine -colle U m g e s t a l t u n g ,  

so doch eine gewaltige u e r s c hi e b u n g durch die Entwicklung der 

~qicht-E u k 1 i d i schen Geometrie erfah�9 

1) Siehe rien kritischen Theil meiner Arbeiten 5 und 6. 



Die physiologischen Grundlagen der Geometrie von Euklid. 581 

D i e  Mathematiker, welche seit Jahrtausenden bestrebt waren, die 

natiirlichen Grundlagen der Geometrie von E u k l i d  zu finden und 

Beweise fiir die absolute Gewissheit ihrer Axiome zu haufen, machten 

plOtzlich kehrt. Far die meisten Begrander der ~ ich t -Eukl id i schen  

Geometrie sollen jetzt diese Axiome nur filr bestimmte Raumformen 

gelten. Es sind neue I~aumformen von L o b a t s c h e w s k y und 

Riemann  ausgedacht worden, auf welche die Axiome Euk l ids  

nicht anwendbar sind. Filr diese Raumformen wird jetzt bei der 

L5sung des allgemeinen Raumprob]ems die Gleichwerthigkeit mit 

dem E u k l i d i s c h e n  Raume vindicirt. Ja, es wird sogar die Frage 

gestellt, ob der Weltraum nicht ein vier- oder ft~nfdimensionaler sei, 

oder ob er nicht etwa die  Form einer pseudospharischen Flache 

besitze (C l i f fo rd ) .  

Unter solchen Umstanden musste bel der Verwerthung der Func- 

tionen des Raumsinnesorgans zut LSsung des Raumproblems ganz be- 

sondere Rticksicht auf diejenigen LSsungen genommen werden, welche 

die eminentesten Vertreter der neuen, ,,imagini~ren" Geometrie, dem 

Beispiele von H e l m h o l t z  �9 vorgeschlagen haben. So kam es, 

dass in dieser Untersuchung rien ~icht - E u k 1 i d i s c h e n Raum�9 

eine besondere Besprechung gewidmet werden muss te , - -  nati]rlich 

nu5 insofern deren Geometrie far das allgemeine Raumproblem in 

Be~racht kommt. 

Aufgabe der Psychophysiologie ist es, an der Hand der fest- 

gestellten Verrichtungen des Ohrlabyrinths zu entscheiden, ob unsere 

sinnlichen Wahrnehmungen der Eigenschaften des ausseren Raumes 

mit den Siitzen der Geometrie von E u k l i d ,  oder mit denen der 

neuen Geometrie von L o b a t s c h e w s k y  und R i e m a n n - H e l m -  

h o l t z  iibereinstimmen. Es  i s t  h i e r  d e r  V e r s u c h  g e m a c h t ,  

d i e s e r  A u � 9  Gen i i ge  zu l e i s t e n  und so der Physiologie 

ein Gebiet zuriickzuerstatten, das H e l m h o l t z  ira Jahre 1870 

durch seinen bertihmten Vortrag, gehalten im Docenten-Verein in 

Heidelberg, den Mathematikern tiberliefert hat. 

2. Der Raumsinn und die Richtungsgefiihle. Innervations- und 

Bewegungsempfindungen. Die Augenstellungen und die Ebenen 

der Bogeng~tnge. 

Die Ergebnisse der in den letzten Jahren ausgefi]hrten Versuche 

i~ber die Verrichtungen des Ohrlabyrinths wurden in meiner letzten 
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Mittheilung in diesem Archiv ausft~hrlich auseinandergesetzt und in 

~olgenden drei Satzen resi]mirt (7 und 9). 

1. Die e i g e n t l i c h e  O r i e n t i r u n g  in den  dre i  E b e n e n  

des  R a u m e s ,  d. h. die Wahl der Richtungen, in denen unsere 

Bewegungen stattfinden sollen, sowie die Coordinirung der fih' ,las 

Einschlagen und Einhalten dieser Richtungen nothwendigen ~~erven- 

centra b i l d e t  d ie  a u s s c h l i e s s l i c h e  F u n c t i o n  des  B o g e n -  

g a n g a p p a r a t e s .  

2. Die dabei erforderliche Regulirung der Innervationssti~rken 

sowohl fur d i e s e Centra als ft~r d i ej e n i ge n, welche die Erhaltung 

des Gleichgewichts und die sonstigen willkilrlichen Bewegungen be- 

herrschen, geschieht v o r z u g s w e i s e  du�9 Vermittlung des Ohr- 

labyrinths. 

Beim Ausfall des Ohrlabyrinths kann diese Regulirung, wenn auch 

in weniger vollkommener Weise, durch die anderen Sinnesorgane 

(Auge, Tastorgane u. s. w.) ersetzt werden. 

3. D i e  d u r c h  die E r r e g u n g  de r  B o g e n g g t n g e  e r -  

z e u g t e n  E m p f i n d u n g e n  s ind  R i c h t u n g s e m p f i n d u n g e n .  

Sie gelangen zur bewusst•n Wahrnehmung nur bel auf sie gerich- 

teter Aufmerksaml(eit. D i e s e  E m p f i n d u n g e n  g e b e n  uns 

d i r e c t  d ie  B e g r i f f e  von  den d r e i  H a u p t r i c h t u n g e n  des  

R a u m e s ,  de r  s a g i t t a l e n  (Vorn und Hinten), de r  v e r t i c a l e n  

(Oben und Unten) und  de r  l a t e r a l e n  o d e r  t r a n s v e r s a l e n  

(Rechts und Links). Sic geben uns also direct die Anschauung eines 

Systems von drei zu einander senkrechten Coordinaten~ die den drei 

Ausdehnungen des Raumes entsprechen. 

Thiere mit nur zwei Bogengangpaaren (z. B. Pet�9 fluvia- 

tilis) erhalten Empfindungen von nur zwei Richtungen und vermSgen 

sich daher nur in diesen zu orientiren (4 und lb, 337ff.). Thiere mit 

einem Bogengangpaar (gewisse japanische Tanzmause und wahr- 

scheinlich Myxine) haben Empfindungen nur der einen Richtung; sic 

orientiren sich nur in dieser (7, 212ff., 9). 

Diese drei Si~tze geben einfach die thatsiichlichen Ergebnisse 

der zahllosen Versuche und Beobachtungen wieder. Ihre u 

fier den Ursprung unserer Vorstellungen veto Raume erfolgt erst 

weiter unten, nachdem durch Darlegung der jetzigen Stellung der 

Philosophen und Mathematiker zum Raumproblem zuerst die zu 

15senden Au�9 nicher pracisirt sein werden. Hier soll nur 
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die rein physiologische Bedeutung dieser Verrichtungen n~ther er- 

0rtert werden. 

Wie bei allen i~usseren Sinnesorganen verlegen wir auch die 

Ursachen der Empfindungen der Ampullennerven nach aussen. Wir 

erkennen, dank diesen Richtungsempfindungen, die drei Aus- 

dehnungen des Raumes und die drei Abmessungen der festen KSrper, 

Tiefe, HShe und Breite. Wenn wir jede Richtungsempfindung 

in zwei zerlegen, z. B. die verticale in oben und unten, so will dies 

nur die Beziehungen der betreffenden Richtung des i~usseren Raumes 

zu unserem bewussten I c h bezeichnen. Unser Bewusstsein entspricht 

in diesem Falle dem O-Punkte eines rechtwinkligen Coordinaten- 

systems. In ihm w e c h s e l n  die G r u n d r i c h t u n g e n i h r V o r -  

z e i chen .  Es wi~re daher ni]tzlich, von nun an Oben, Rechts und 

Vorn als die p o s i t i v e n  verticalen, transversalen und sagittalen 

Richtungen, Unten, Links und Hinten als die n e g a t i v e n  zu be- 

zeichnen. Wenn vom S i n n e  einer Richtung gesprochen wird, so 

bezieht sich dies nur auf das Vorzeichen derselben. 

Diese Unterscheidungen bieten ausser dem allgemeinen 1) noch 

ein rein physiologisches Interesse: s i i m m t l i c h e  uns  b i s  j e t z t  

b e k a n n t e  T i i u s c h u n g e n  des  s e c h s t e n  S i n n e s  b e s t e h e n  

in d e r  T h a t  n u r  in T h u s c h u n g e n  t ibe r  d i e s e s  Vor -  

z e i c h e n .  

Wir tiiuschen uns z. B. beim Eisenbahnfahren nur dariiber, ob 

wir nach vorn oder nach r{]ckwi~rts fahren, - -  nie verwechseln wir aber 

die sagittale mit der transversalen Richtung. Bai der Ballonfahrt 

k0nnen wir die Empfindung des Au�9 verwechseln mit der 

des Abste igens , -  nie aber mit der der seitlichen Bewegung. Auch 

beim Untertauchen unter's Wasser mit geschlossenen Augen und ver- 

stop�9 Ohren, wobei die vollsti~ndigste Verwirrung der Richtungs- 

empfindungen stattfindet (5, 111)7 irren wir uns �9 rien Sinn  der 
Richtungen 2). 

Der Ursprung unserer Richtungsempfindungen wurde bisher dem 

Gesichtssinn oder den sogenannten Bewegungsempfindungen zuge- 

schrieben. Auf die Rolle des Gesichtssinns wird unten zurtick- 

1) Siehe Cap. 5 S. 512 den Einwand von H e l m h o l t z .  

2) Ueber den p e r s S n l i c h e n  F e h l e r  bel Bestimmungen der Richtungen 

ira dunklen Raume hoffe ich nhchstens ausfuhrlicher berichten zu kSnnen. Siehe 

auch iibcr ahnliche Tiiuschungen das Capitel IX von 5. 
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gekommen. Zuerst sollen die Bewegungsempfindungen, denen be- 

sonders die Nichtphysiologen eine so grosse Bedeutung zuschreiben, 

berticksichtigt werden. 

Der Physiolog kennt streng genommen nut die eine Art regel- 

massiger Wirkungen yon centripetalen Muskelnerven: das sind die- 

jenigen reflectorischen Aenderungen im gerzschlag und Blutdruck, 

welche durch die Herz- und Gefi~ssnerven vermittelt werden. Diese 

Wirkungen sind wahrscheinlich dazu bestimmt, die Blutmengen 

in der Muskelsubstanz in den verschiedenen Phasen ihrer Thi~tig- 

keit und Ruhe zu reguliren. Z e i t w e i s e  erhalten wit yon den 

Muskeln Geftihle der Ermildung, der Steifigkeit oder der Spannung, 

besonders nach deren Ueberanstrengung, und wenn deren Zusammen- 

ziehungen sich grSssere Widersti~nde entgegenstellen. Vom Muskel- 

schmerz als pathologischer Erscheinung kann bier abgesehen werden. 

Irgend welche Bewegungs- oder Contractionsempfindungen, die 

man als M u s k e l g e f t i h l e  beschreibt, erhalten wir keine. Deren 

eventulle Yerwerthung zur Bildung yon Richtungsbegriffen ist also 

vollsti~ndig ausgeschlosseni). Man griff daher, um den Muskel- 

contractionen die gewiinschte Rolle zu erhalten, zu den sogenannten 

I n n e r v a t i o n s e m p f i n d u n g e n .  hTicht die Contraction selbst, 

sondern die Innervation der Muskeln soll zu unserem Bewusstsein 

gelangen. Die Lehre yon den Innervationsempfindungen der Augen- 

muskeln ist besonders yon W u n d t in meisterhafter Weise begriindet 

und entwickelt worden (14). So verlockend auch eine solche 

Hypothese erscheinen mag, einer naheren Pri~fung kann sie aber 

kaum widerstehen. Was zuerst die Innervationen der Kopf-, 

Rumpf- und Extremiti~tenmuskeln anbelangt, so kSnnten solche 

Innervationsempfindungen, w e n n  s ie  auch  e x i s t i r t e n ,  uns yon 

keinerlei I~utzen bei der Bestimmung yon Richtungen sein, und 

zwar aus folgendem Grunde. Bei jeder auch noch so einfachen Be- 

wegung contrahiren sich, ausser denjenigen Muskeln, die direct die 

gewiinschte Bewegung realisiren sollen, noch eine grosse Anzahl 

anderer Muskeln, so z. B. ihre Antagonisten, um eine Ueberschnappung 

der Bewegung zu verhindern, sodann diejenigen Hfilfsmuskeln, welche 

die Extremitiiten oder den Rumpf zu fixiren haben~), u. s. w. 

1) Es ist oben S. 578 schon.hervorgehoben worden, dies sei schon aus dem 

Grunde unm5glich, dass die Richtung der Bewegung v o r a u s  ist. 

2) Vor mehr als 35 Jahren babe ich diese Verh•ltnisse nigher er6rtert 
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Z w e i  B e w e g u n g e n ,  d e r e n  E n d z � 8  u n d  R i c h t u n g  ganz  

v e r s c h i e d e n  s i n d ,  k 5 n n e n  d u r c h  d ie  I n n e r v a t i o n  d e r -  

s e l b e n  M u s k e l n  a u s g e f � 9  w e r d e n .  Wie sollen uns unter 

diesen Umst~nden etwaige Innervationsempfindungen aber das Ziel 

oder die Richtung einer Bewegung unterrichten? 

Aber auch bei den Augennmuskeln stellt sich dieselbe Schwierig- 

keit einer Verwerthung der Innervationsempfindungen �9 das Er- 

kennen der Richtungen entgegen" die ant~gonistischen Muskeln spielen 

ja auch bel den Aenderungen der Augenstellung eine unentbehr- 

liche Rol]e, - -  gleichgaltig, ob durch Erregung oder Hemmung ihrer 

Bewegungen. 

Die Innervationsempfindungen al s s o 1 c h e w~tren also nur 

schwer verwendbar far die Bestimmung der Richtung: s ie  m a s s t e n  

d e n n  g l e i c h z e i t i g  uns  f~ber d ie  I n t e n s i t h t s u n t e r s c h i e d e  

d e r  I n n e r v a t i o n  j e d e s  e i n z e l n e n  M u k e l s  u n t e r r i c h t e n !  

Die Complicirtheit einer solchen Einrichtung ist aber kaum zu aber- 

sehen. Die unzahligen unbewussten Empfindungsdifferenzen sollten 

im Stande sein, sowohl die Richtung der Blicklinie anzugeben Ms 

auch uns zu ermSglichen, um die Gegenst~nde ira Sebraum genau zu 

localisiren und, endlich sogar unsere Begriffe eines dreidimentionalen 

Raumes zu bilden! Trotz der evidenten Unwahrscheinlichkeit eines 

solchen Mechanismus konnten bis jetzt die Vertreter der e m p i -  

r i s t i s c h e n  Theorien in der physiologischen Optik dessen An- 

nahme doch nicht entbehren. 

E. H e r i n g  w~r wohl der einzige Physiologe, der die Annahme 

solcher unwahrscheinlicher Vorrichtungen zu umgehen suchte, indem 

er den bTervenenden der bTetzhaut die F~higkeit zugeschrieben fiat, 

die Breite, HShe und Tiefe direct wahrzunehmen. Dadurch bat 

H e r i n g  gleichzeitig das Raumproblem auf den fur den 1Natur- 

forscher allein zulassigen Boden gestellt: o h n e  d ie  E x i s t e n z  

s p e c i e l l e r  S i n n e s v o r r i c h t u n g e n  f a r  d ie  E r k e n n t n i s s  

de r  d re i  R i c h t u n g e n  des  R a u m e s  i s t  in  d e r  T h a t  e i n e  

b e � 9  L S s u n g  des  R a u m p r o b l e m s  u n m S g l i c h .  

Die gegenseitigen Einwande, welche die Vertreter der e m p i -  

ri st i s c h e n und der nat ivi  s t i schen Anschauungen gegen die Hypo- 

thesen von H e r i n g  und H e l m h o l t z  vorgebracht haben, sind be- 

und begr~ndet, und zwar sowohl in meiner Monographie i]ber die Tabes dorsalis 
(Berlin 1867) wie in meiner Dissertation ,De Choreae Indole y etc. Berlin i864. 
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kannt und brauchen hier nicht er~rtert zu werden. Diese Einw~nde 

sind gewichtig genug, um die Entscheidung zwischen den Beiden 

unmSglich zu machen. Die He r ing ' s che  Theorie besitzt rien Vor- 

zug der grSsseren Einfachheit. Sie bedarf keiner weiteren Halfs- 

hypothesen rein speculativer ~Natur und beschr~nkt ihre Erfahrungen 

zwar auf den Sehraum allein~ vermag aber riel ungezwungener 

dieselben far den wirklichen Raum zu verwerthen. Trotz ihrer 

gr5sseren Wahrscheinlichkeit - -  oder vielmehr dank derselben - -  hat 

sie wenig Anh~mger gefunden. 

Aber weder die H e r i n g ' s c h e  noch die H e l m h o l t z ' s c h e  

Hypothese kSnnen gegen die festgestellte Tbatsache aufkommen, 

d a s s  B l i n d g e b o r e n e  g e n a u e  R i c h t u n g s -  und  R a u m v o r -  

s t e l l ungen  bes i t zen!  Vermochte ja der blindgeborene Saunderson  

sogar eine Geometrie zu schreiben. Die Annahme, bei B]indgeborenen 

vermSgen die Empfindungen der Tastorgane diejenigen des Gesiehts- 

sinns zu ersetzen, ist doch kaum ernstlich zu nehmen. Das Auge 

unterrichtet uns aber die Lage und Bewegungen ausserer Gegenstande 

im w e i t e n  S e h r a u m e ;  die T a s t o r g a n e -  nur aber die un -  

m i t t e 1 b a r bert~hrten Gegenst~.nde ira winzigen Tastraum. 

Blindgeborene fuhren, wie D o n d e r s gezeigt hat, ganz regel- 

m~ssige Augenbewegungen nus. Dies deutet schon darauf hin, dass 

diese Bewegungen nicht durch unsere Gesichtseindraeke ausgel6st 

zu werden brauchen. Wie verworren miissten auch bei einem solchen 

Blindgeborenen die Begriffe der Richtungen sein, wenn die ,,Innerva- 

tionen" seiner Augenmuskeln mit Richtungsempfindungen verbunden 

waren! Der Ursprung dieser Begriffe musste also nothwendiger Weise 

anderswo gesucht werden als in den Gesichts- und Tastorganen; 

dies war sehon v or  ineinen Untersuehungen iiber das Ohrlaby- 

rinth klar. 

Das Auge ist auch aus mehreren Granden riel weniger dazu 

angepasst, als Organ for Richtungs- und Raumempfindungen zu 

dienen, als das GehSrorgan: 1. Der an” Bau und die Lage 

des Bogengangapparates, sowie die bekannte Lagerung der Nerven- 

endigungen in den Ampullen und Otocysten in drei senkrecht zu 

einander gestellten Ebenen sind, wie schon mehrfach auseinander- 

gesetzt wurde, ganz besonders far die Rolle eines Sinnesorgans far 

den Raumsinn geeignet. 2. Der sogenannte ~7. acusticus besteht 

aus zwei, ihrem Ursprunge, ihrer Structur und ihrer eentralen 

Verbreitung nach, ganz verschiedenen :Nervenst~tmmen, dem 
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N. vestibularis, den ich als N. spatialis bezeichnet habe (4), und dem 

N. cochlearis, dem eigentlichen Gehi~rnerv. Auch entwicklungs- 

geschichtlich unterscheiden sich diese beiden Nerven ganz gewaltig. 

Wiihrend das Ohrlabyrinth am frahesten bei den niederen Thieren 

aufzutreten pfiegt, sollen sich nach F l e c h s i g  beim Menschen die 

centralen Verli~ufe der reinen akustischen Nerven sich erst sp~tter 

und zwar schon nach der Geburt entwickeln. 

Wie die leider nicht zu Ende gefahrte Untersuchung von Eichler  

in Lu d wig 's  Laboratorium gezeigt bat (15), sind die Einrichtungen 

der Blutcirculation in dem Bogengangapparat ganz verschieden 

von denen in der Schnecke. Mit diesen Einriehtungen hi~ngen wahr- 

scheinlich die pulsatorisehen Schwankungen der Endo-und Peri- 

lymphe zusammen, welche ieh im Jahre 1878 zuerst beschrieben 

habe (4). Das Ohrlabyrintb besitzt also zwei morphologisch ver- 

schiedene und selbststandige Sinnesorgane, von denen das eine 

fiir die Tonempfindungen, das andere fi]r Richtungs- und Raum- 

empfindungen bestimmt ist. 

Der Vorwurf, welcher der H e ri n g' schen Theorie gemacht worden 

ist, es sei unzulassig, denselben Nervenfasern gleichzeitig zwei ver- 

schiedene Empfindungsweisen (Gesichts- und Riehtungsempfindungen) 

zuzuschreiben, kann daher die Lehre vom Sitze des seehsten Sinnes 

im Ohrlabyrinth n i c h t  treffen 1). 

3. Die Fi~higkeit der Netzhaut, von der i~usseren Welt Empfin- 

dungen zu erhalten~ ist r i~umlich nur auf das vor  ihr liegende 

Sehfeld beschri~nkt~ w~thrend das Gehi~rorgan, d a n k  de r  K o p � 9  

l e i t u n g  ira Stande ist~ g l e i c h z e i t i g  �9 bei u n v e r i ~ n d e r t e r  

S t e 11 u n g i m R a u m e Erregungen von allen Richtungen des Raumes 

zu erhalten. Um in den verschiedenen Richtungen liegende i~ussere 

Gegenstande auf die empfindlichen Stellen der Netzhaut einwirken 

zu lassen, miissen dagegen die Stellungen der Augen und eventue]l 

die des Kopfes und des ganzen KSrpers gewechselt werden. 

4. Endlieh giebt es in der Functionsweise des Gesichtsorgans, 

wie auch der meisten i]brigen bekannten Sinne eine Eigenthiimlich- 

keit, von weleher das Geh0rorgan frei ist. Bei Erregungen der 

Netzhaut, der Haut oder der Zunge wird gleichzeitig mit der 

1) Es sind mehrfach Krankheits™ beschrieben worden, in welchen durch 
einseitigen Druck auf den Vestibularnerven die Fi~higkeit, die Richtung zu erkennen 
au�9 der entsprechenden Seite verschwunden war, die HSrfi~higkeit aber intact blieb. 
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Q u a l i t a t  der Erregung auch die L a g e  des Erregers empflmden. 

Dank der in 3. angegebenen besonderen F~higkeit des GehSrorgans, 

von allen Richtungen des Raumes herkommende Erregungen gleich-  

z e i t i g  e m p f i n d e n  zu k S n n e n ,  wird nothwendiger Weise die 

L a g e  des Erregers ode�9 richtiger die R i c h t u n g ,  in d e r  er 

ge l  ege n i s t ,  gesondert von der Qualiti~t der Erregung empflmden. 

Wir nehmen den Ton sogleich wahr; von dem Orte, wo der Ton 

erzeugt wurde, erkennen wir zuerst nur die  l~ichtung~) .  Die 

U r s a c h e  d e r E r r e g u n g  sowie  deren g e n a u e L a g e k S n n e n  

wir  e r s t  nach  g e n a u e r e r  P r i ~ c i s i r u n g  d ieser  R i c h t u n g  

f e s t s t e l l e n ,  u n d  zwar mit  Z u h i l l f e n ~ h m e  d e r  a n d e � 9  

S i n n e s o r g a n e ,  - -  in e r s t e r  L i n i e  des  G e s i c h t s s i n n e s .  

Der sich dabei abspielende physiologische Vorgang ist etwa 

folgender: Wir richten unseren Blick in der empfundenen Richtung, 

um die Lage und das Wesen der Erregung, d. h. des to~�87 oder 

geri~uscherzeugenden Objects zu erkennen; die  E r r e g u n g  d e r  

N e r v e n e n d e n  d e r A m p u l l e n  15st zu d i e s e m  Z w e c k e  Be- 

w e g u n g e n  de r  A u g a p f e l ,  und eventuell des Kopfes und des  

I~umpfes aus. 

In d ieser  N o t h w e n d i g k e i t  fi ir  das O h r l a b y r i n t h ,  die 

M u s k e l n  dieser  O r g a n e  in T h i ~ t i g k e i t  zu versetzen,  l iegt  

der g e n e t i s c h e  G r u n d  fi;lr die B e h e r r s c h u n g  der Nerven-  

cen t ra  dieser  m o t o r i s c h e n  A p p a r a t e  durch die Ampul len-  

n e r v e n .  

Seitdem diese gesetzmassige Beherrschung in den siebziger 

Jahren festgestellt und beschrieben wurde, ist dieselbe auch in den 

Vordergrund der meisten Beobachtungen an dem Bogengangapparat 

getreten. ~Niemand wollte sich aber der mahevollen Aufgabe unter- 

ziehen, meine Versuche zu wiederholen resp. zu erg~nzen, um 

eine genauere Deutung dieser Abhangigkeit der Augenbewegungen von 

den betreffenden Bogeng~mgen zu erm8glichen. Man zog es vor, 

meinen Behauptungen vollen Glauben zu schenken und die Erschei~ 

nung - -  natilrlich mit Verschweigung meines ~amens --  als eine 

heu entdeckte Thatsache mitzutheilen, wobei die Deutung durch 

nichtssagende Bezeichnungen, wie z. B. die des Tonuslabyrinths, er- 

setzt wurde. 

1) Das Riechorgan bietet in dieser Beziehung eine Analogie mit dem Geh6r- 
organ; darauf beruht vielleicht seine Fi~higkeit, bel niederen Thieren gleichfalls 
ftir die Orientirung zu dienen (7~ 249 ff. und 10). 
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Um zu einer solchen Deutung zu gelangen, gibt es nur rien 

einen sicheren Weg, ni~mlich nach dem eventuellen Zweck der Er- 

scheinung zu forschen. Die absolute Gesetzmassigkeit sammtlicher 

Naturerscheinungen bedingt gleichzeitig deren Zweckmassigkeit. Die 

mit Unrecht verschmi~hte Teleologie wird daher immer ein wichtiges 

Halfsmittel fi]r unseren Geist sein, um zum Versti~ndniss verwiekelter 

~aturerscheinungen zu gelangen. 

Welchen Zweck kann nun die Einrichtung haben, dass jede 

ki]nstliche Erregung eines Bogengangpaares regelmi~ssige Bewegungen 

der Augiipfel, des Kop�9 und des Rump�9 in der Ebene dieses 

Bogenganges ausl(ist? Bei verschiedenen Thieren sind die Bewegungen 

des einen oder des anderen dieser K6rpertheile vorherrschend. Aber, 

wie ich gezeigt habe, kann man jedes Thier zwingen, indem man 

die Bewegungen seines KSrpers und Kopfes unmSglich macht, bei 

den erwiihnten Erregungen nur Augenbewegungen auszufi]hren 

(4, 5und6) .  Die  V e r s t e l l u n g  d e r  B t i c k l i n i e  i s t  a lso  d e r  

ers te  Zweck  a l le r  d ieser  von dem B o g e n g a n g  ausgelSs ten  

B e w e g u n g e n .  Daraus folgt: Die  R i c h t u n g  d e r  B l i c k l i n i e  

hi~ngt in ge se t zmi~s s ige r  W e i s e  von d e r  Q u a l i t a t  d e r  

R i c h t u n g s e m p f i n d u n g  ab, w e l c h e  d i e E r r e g u n g  d e r  be-  

t r o f f e n e n  A m p u l l e n n e r v e n  e r z e u g t .  Darin allein liegt der 

ganze Sinn der Abhangigkeit des ocu]omotorischen Apparates von 

dem Ohrlabyrinth 2). 

Far Thiere sowie fi~r den Naturmenschen ist es ein gebietendes 

Erforderniss, die Ursache  und den Abstand des gerauscherregenden 

Objectes zu erkennen, und dies sowohl far die ~othwehr als far 

den Angriff. Sobald sie dessen Richtung wahrgenommen haben, suchen 

Mie mit Beihi]l�9 des Sehorgans dieser Ursache nachzuspahen. Dabei 

erlernen sie allmi~lig, die zur Erreichung ihres Zweckes erforderlichen 

Muskelbewegungen auszuftihren. So bildeten sich im Lau�9 von Jahr- 

tausenden die reflectorischen Beziehungen zwischen den Ampullen- 

nerven und den motorischen Nerven aus, die in dem Mechanismus 

der Beherrschung d e r  letzteren durch die ersteren ihren voll- 

kommensten Ausdruck gefunden haben. Die u der Inner- 

vationssti~rken zwischen den in Thatigkeit zu versetzenden Muskeln, 

die Aufhebung der Hemmungen von Seiten der Antagonisten, 

1) Die Irrlehre von der sogenannten compensatorischen :Natur gewisser Augen- 

bewegnngen verzSgerte ara lhngsten das klare Verstiindniss des ganzen u 
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mit einem Worte, das ganze Spiel dieses wunderbaren Mechanismus 

geschieht, wie friiher (7, 287 ff.) erli~utert wurde, durch Ausschal- 

tung von Widersti~nden, etwa in der Weise wie die Vertheilung 

elektrischer Kriffte zwischen zahlreichen Leitern. Dem Zwecke der 

Selbsterhaltung entsprechend functionirt aber dieser Mechanismus 

in au tomat i sche r  Weise: Die Erregung der Ampullennerven ver- 

mag schon die erforderlichen Bewegmlgen auf rein reflectorischem 

Wege, ohne Betheiligung des Bewusstseins, auszul5sen. 

Die z e i t l i c h e  R e i h e n f o l g e  der sich dabei abspielenden 

Vorgi~nge zeigt, wie verfehlt es war, das Ohrlabyrinth als ein 

S i n n e s o r g a n fur die Stellungen des Kopfes oder ft~r die Erhaltung 

des Gleichgewichts betrachten zu wollen. Es ware dies auch eine ganz 

absonderliche Functionsweise. Die Bewegung der sensiblen Nerven 

der Muskeln, der Haut, der Gelenke, der Sehnen u. s. w. sollten, 

statt direct zum Bewusstsein zu gelangen, dies erst auf dem Um- 

wege eines anderen p e ri p h e r e n Sinnesorgans thun ! 

In der Wirklichkeit bestimmen wir die Lage u n s e r e r  K 5 r p e r -  

t h e i l e  ira R a u m e  mit Hi]Ife der Empfindungen des Ohvlabyrinths 

in derselben Weise, wie wir dies ftir die Lage der i~usseren 

G e g e n s t i ~ n d e  thun. Diese Empfindungen geben uns nur die drei 

Richtungen, die drei Coordinaten des Raumes an, die far die Lage- 

bestimmung erforderlich sind 1). 

Diese b e w u s s t e  Verwendung der Richtungsempfindungen des 

Bogengangapparates zur Orientirung ira Raume bedarf nicht noth- 

wendig der BeihOlfe des Gesichtssinnes. Die Empfindungen der 

anderen sensiblen Gebilde des K5rpers k5nnen geni]gen. Daher ver- 

mOgen B l i n d g e b o r e n e  sich zu orientiren~ sowohl tiber die Ver- 

schiebungen ihrer einzelnen KSrpertheile, als auch aber die Bewegungen 

ihres ganzen KSrpers ira i~usseren Raume. hn Gegentheil, bei 

erhaltenem Gesichtssinn und verlorenen oder gest0rten Functionen 

des Ohrlabyrinths ist eine vollkommene Orientirung' in den drei Rich- 

tungen des Raumes unmi)glich. 

Eine vollkommene Regulirung der I n n e r v a t i o n s s t i ~ r k e n  

der Augen- resp. Kopf- oder Ki~rpermuskeln durch das Ohrlabyrinth 

muss sowohl bei der Localisirung der i~usseren Gegensti~nde im Seh- 

raum als auch bei unserer eigenen Orientirung stattfinden. Es 

fragt sich nun, ob eine Wahrnehmung dieser Innervationsstarken far 

1) Diese Deutung der Rolle des Ohriabyrinths habe ich im Gegens~tze zu 
der Goltz'schen schon ira Jahre 1873 vertreten (siehe la~ b~ ,5 und 6). 
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das Augenmaass durchaus erforderlich ist. Der Er�9 der aus- 

gefiihrten Bewegungen ist for dieses Maass �9 nicht ausreichend, 

wie auch die Empfindungen~ die wir durch Zerrungen der Haut, 

Sehnen und auch durch den Bienendruck in der AugenhShle er- 

balten, nur beschri~nkte Beihiilfe beim Messen der Abstande 

gew~thren kSnnen. Wie aber oben (s. S. 584ff.) schon er5rtert, ist 

eine Wahrnehmung der Innervationsst~rken in l�9 Grade un- 

wahrscheinlich. FUr  das  A u g e n m a a s s  k a n n  d ie  a l l e i n i g e  

K e n n t n i s s d e r V e r s c h i e b u n g  d e r A u g e n a c h s e n g e g e n d i e  

A c h s e n  d e r B o g e n g a n g e  w a h r s c h e i n l i e h  s c h o n g e n t l g e n .  

Die drei Hauptebenen, welche die physiologische Optik als die 

des w i r k 1 i c h e n l~aumes annimmt, sind willki]rlich gewahlt worden. 

Bei unserem jetzigen Wissen der ~esetzmi~ssigen Abh~tngigkeit der 

Augenbewegungen von den Bogenghngen dilr�9 die drei Ebenen 

der Bogengi~nge a l l e i n  als die Hauptebenen des wirklichen 

Raumes gelten. 

D ie  D r e h a c h s e n  d e r  A u g a p f e i  mi l s sen  a l so  au f  das  

S y s t e m  de r  d r e i  r e c h t w i n k l i g e n  C o o r d i n a t e n  de s  

B o g e n g a n g a p p a r a t e s  b e z o g e n  w e r d e n .  ,,Denkt man sich, 

sagt H e r i n g  06, 548), dass der jeweilige Ort der Aufmerksam- 

keit bedingt ist durch einen psychophysischen irocess, so kann man 

diesen Process zugleich als das physische Moment gelten lassen, 

welches die entsprechende Innervation ausl5st." Der psychophysische 

Process, der unsere Au�9 in Anspruch nimmt, ist die 

durch die Erregung der Ampullen erzeugte Wahrnebmung einer be- 

stimmten Richtung; diese Erregung gibt also, wie man jetzt be- 

haupten kann~ das physische Moment ab, welches die Augenstellung 

veri~ndert. 

Um genauer den Mechanismus �9 zu kSnnen, durch 

welchen die u der Augenachsen auf das Coordinaten- 

system des Bogengangapparates uns in den Stand setzt, durch das 

Augenmaass den Ort des fixirten Objectes und den A b s t a n d  

zwischen den gesehenen Objecten zu bestimmen, ist vorerst eine 

Revision der Gesetze erforderlich, welche die Bewegungen der Augi~pfel 

in ihrer Abhangigkeit von den Bogengi~ngen beherrschen. Und zwar 

muss diese Revision nus einleucbtenden Grtinden mit Hi]lfe von Ver: 

suchen an Affen gemacht werden 1). 

1) In meiner letzten Arbeit (7�87 230) sind die Methoden angegeben, die bel 
einer 'solchen Revision benutzt werden miissen. • 
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Es bedarf wohl keiner besonderen Er5rterung, um darzuthun, 

dass die angeborenen Einrichtungen, auf welchen die Association der 

Augenbewegungen beruht, in den Hirncentra zu suchen sind, welche 

die Versibularnerven mit den optischen und oculomatorischœ ~Nerven 

verbinden. Die psychologischen Beziehungen zwischen den Begriffen 

der R i c h t u n g  und des A b s t a n d e s  werden durch die namlichen 

Hirncentra vermittelt, da ja diese beiden Begriffe in den Empfin- 

dungen des Raumsinns und des Gesichtssinns ihren Ursprung haben. 

Die Begriffe der R i c h t u n g  und des A b s t a n d e s  wurden seit 

Jahrtausenden als Grundlagen zum Aufbau der Geometrie benutzt. 

Im Capitel 5 soll gezeigt werden, dass dies auch mit Recht so 

geschah. 

3. Der bisherigœ Stand des Raumproblœ 

A. Hat der Raum eine sœ reelle Existenz, unabhi~ngig 

von der sich in ihm bewœ234 Materie, oder ist er mit der Mate�9 

resp. mit deren Bewegung identiseh? 

B. Worauf beruht die Nothwendigkeit far den menschlichen 

Geist, den Raum als dreidimensional zu betraehten, und die Un- 

mSglichkeit, die Empfindungen unserer Sinne in einer anderen als 

in dieser geometrischen Form zu ordnen? 

C. Welches ist der Ursprung der geometrischen Axiome von 

E u k l i d ,  und worauf beruht ihre apodiktische Gewissheit, da ihre 

Riehtigkeit nie direct bewiesen werden konnte? 

In diesen drei Fragen ist das ganze Raumproblem enthalten, 

welches auch sonst seine besonderen Gœ ira Laufe der Jahr- 

tausende waren. Philosophen, Mathematiker und Naturforscher 

suehten vorzugsweise die ein• oder andere dieser Fragen zu l(~sen, je 

nach dem naherem Zweck ihrer Forschungen. Trotz der unendlichen 

Zahl der vorgeschlagenen L(~sungen des Raumproblems kann man 

aber in den Beantwortungen dieser Fragen zwei streng gesonde�9 

Kategorien unterscheiden, die e m p i r i s t i s c h e und die n a t i v i - 

t i s t i s c h e n .  

L o e k e (17), der darauf verzichtete, eine Definition des Raumes 

und der Ausdehnung zu geben, nahm die Existenz eines reellen 

1 e œ r e n Raumes an, in welchem die Materiœ sich frei bewegt. Unsere 

Kenntnisse von diesem Raum sollen auf den Erfahrungen unserer 

Sinnesorgane, besonders der Gesichts- und Tastorgane bœ234 
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Ein entschiedener Gegner angeborener Ideen, kann L o c k e  als 

der SchSpfer der e m p i r i s t i s c h e n Raumtheorie gelten. B e r k ei e y 

verwarf den Begriff eines absoluten l~aumes und behauptete, unsere 

Raumvorstellungen wiirden von den Erfahrungen iiber die B e-  

w e g u n g  abgeleitet. ,Ist es m0glich, dass wir die Idee der Aus- 

dehnung haben~ ehe wir B e w e g u n g e n  ausf0hren? Mit anderen 

Worten, kann ein Mensch, der niemals Bewegungen ausgefahrt hat, 

sich Gegenst~nde vorstellen, die sich in einer Entfernung von ein- 

~nder befinden?" (18.) In der Formulirung dieser beiden Fragen 

sind in o vo so ziemlich die si~mmtlichen LSsungen des Problems 

enthalten, denen die modernen Vertreter der empiristischen An- 

schauungen, sowohl Ph!losophen als Mathematiker und Physiologen, 

huldigen, mit dem Unterschiede aber, dass die Letzteren meistens die 

Realiti~t des absoluten Raumes anerkennen. 

Ein ganz gewaltiger Fortschritt in der Behandlung des Raum- 

problems wurde gemacht, als K ant  seine bertihmte aprioristische 

Theorie der Raumvorstellungen formulirt hat. Zu dieser Formulirung 

ist er erst in spi~teren Jahren seines Wirkens gekommen. Fri]her 

war K a n t ein eifriger Verfechter des selbststandigen Vorhandenseins 

eines absoluten Raumes, der eine von der Materie gang unabhi~ngige 

Existenz besitzt. Ja, die Existenz des objectiven Raumes betrachtete 

K a n t  in seiner im Jahre 1768 erschienenen Schrift ,,Von dem 

ersten Grunde des Unterschiedes der Gegenden ira Raume" als eine 

nothwendige Vorbedingung for das Wesen der Materie. Aber schon 

ira :[ahre 1770 (19) entwickelte K a n t  seine ganz entg'egengesetzte 

Lehre, die ihre endg~ltige Gestalt in der ,Kritik der reinen Vernunft" 

(1781) erhalten hat. Diese Lehre beherrscht auch jetzt noch das 

ganze Raumproblem; sie soll hier mit rien eigenen Worten ihres 

Sch5pfers wiedergegeben werden. 

,,l. Der Raum ist kein empirischer Begriff~ der von i~usseren Er- 

fahrungen abgezogen werden kann. Denn datait gewisse Empfindungen 

auf etwas ausser mich bezogen werden (d" i. auf etwas in einem 

anderen Orte des Raumes, als darinnen ich mich befinde)~ ingleichen, 

datait ich sie als ausser und neben einander, mithin nicht bloss ver- 

schieden, sondern als in verschiedenen Orten vorstellen kSnne, dazu 

muss die Vorstellung des Raumes schon zu Grunde liegen . . . "  

,2. Der Raum ist eine nothwendige Vorstellung a priori, die 

allen ausseren Anschauungen zu Grunde liegt. Man kann sich 

niemals eine Vorstellung davon macheu, dass kein Raum sei, ob 
E. P f l f i g e r ,  Arehlv fiir Physiologie. Bd. SS. 39 
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man sich gleich ganz wohl denken kann, dass keine Gegensti~nde 

darin angetroffen w e r d e n . . . "  

,3. Der Raum ist kein . . .  allgemeiner B e g r i f f  von Verhalt- 

nissen der Dinge iiberhaupt, sondern eine reine A n s c h a u u n g . "  

(20, 2 9 ) .  

Als Hauptargument zu Gunsten der aprioristischen Natur unserer 

Raumvorstellungen fahrt K an t  die Apodikticit~t der geometrischen 

Axiome an, die als absolut sicher gelten, ohne dass ihre Richtigkeit 

je bewiesen werden konnte . . .  ,Denn die geometrischen Si~tze sind 

insgesammt apodiktisch, d. i. mit dem Bewusstsein ihrer ~~othwendig- 

keit verbunden; z. B. der Raum hat nur drei Abmessungen; der- 

gleichen Si~tze aber kSnnen nieht empirische oder Erfahrungssi~tze 

sein, noch aus ihnen abgeleitet werden." 

Der grosse Vortheil der K a n t '  schen Lehre besteht darin, dass 

sie das ganze Raumproblem 15st oder, richtiger, zu 15sert scheint. 

Die drei ira E ingang  dieses  C a p i t e l s  f o r m u l i r t e n  F r a g e n  

w e r d e n  mi t  e i n e m  Mal  b e a n t w o r t e t .  Ihre Hauptschwi~chen 

liegen darin, dass sie erstens nur eine V o r a u s s e t z u n g ,  ein 

P o s t u 1 a t ist, dessen Richtigkeit nicht bewiesen wird, und dass sie~ 

ausserdem, im Grunde n i c h t s  erkl i~rt .  

Ein Postulat kann �9 den Philosophen und den Mathematiker 

�9 weitere Deductionen und Ausft~hrungen von grossem Werthe sein. 

Der Naturforscher, der den Mechanismus der Erscheinungen zu er- 

klaren such t ,  muss Beweise far die Begrondung des Postulats ver- 

langen und wird der Entstehung und den organischen Ursachen der 

aprioristischen Anschauungen nachforschen. 

Die einzige positive Sti;~tze der Kant 'schen Lehre - -  die Apo- 

dikticit~t der Axiome--- kann auch bestritten werden. Sie kann anderer- 

seits~ wie ira fi]nften Capitel gezeigt wird, ihren Grund auch anders- 

wo als in einer aprioristischen Anschauung unseres Geistes haben. 

Die der K ant '  sehen entgegengesetzte LSsung des Raumproblems 

bat ira vorigen Jahrhundert ihre systematische Entwicklung besonders 

durch J. S t u a r t  Mi l l  erhalten (21). Mit Recht bestreitet Mi l l ,  

dass den mathematischen Wissenschaften eine grSssere Gewissheit 

als den experimentellen zukommt. Die rein mathematisch e~~t- 

wickelten Theorien werden erst durch die Er�9 besti~tigt und 

zur Gewissheit erhoben~). 

1) Die Identitat von Licht und Elektricitiit ist e�9 durch die genialen 

Experimente von H e r t z  mit Sicherheit festgestellt worden. Die elektrodynamische 



Die physiologischen Grundlagen der Geometrie von E u k l i d .  595  

Den Definitionen der Geometrie soll nur eine relative Richtigkeit 

zukommen. Die Axiome besitzen zwar volle Galtigkeit, das Gleiche 

ist aber auch for viele Wahrheiten der rein experimentellen Wissen- 

schaften der Fall. Die Definitionen seien nach M il l  nur Generali- 

sationen gewisser Wahrnehmungen husserer Objecte: der Punkt nur 

das ,minimum visibile" ; die eindimensionale Linie nur die Abstraction 

eines Kreidestrichs oder eines gespannten Fadens; der vollkommene 

Kreis --  die Erinnerung an die Durchschnittsflache eines Baumes. 

Die Definitionen der Geometrie k5nnen daher nur eine ap pr oxi-  

m a t i v e Giiltigkeit beanspruchen. 

Das Gewagte dieser Mil l ' schen Argumentation liegt auf der 

Hand. Die Definitionen der E u k l i d i s c h e n  Geometrie beziehen 

sich auf einen i d e a 1 e n ausdehnungslosen Punkt, auf eine Linie, 

die eine Lange ohne Breite ist, auf eine ideale Gerade~ die in's Un- 

endliche verl~mgert werden kann u. s. w. 

Die r e a l e n  Linien, Punkte, Geraden u. s. w., an denen unsere 

Erfahrungen gemacht werden, besitzen diese Eigenschaften nicht. 

Wie konnten denn aus der Idealisirung so roher Erfahrungen ab- 

geleitete Schlt~sse zu absolut richtigen Axiomen �9 S t u a r t  

Mi l l  greift, um diesem Einwande zu entgeheni zur Association von 

Ideen zwischen immer und ausnahmslos verbundenen Vorstellungen. 

Er muss aber zugeben, dass es sehr schwierig ist, Vorstellungen zu 

trennen, wenn die entsprechenden Empfindungen niemals gesondert 

dem menscblichen Geist dargeboten werden. 

Die MSglichkeit, durch Idealisirung der an reellen Gegenstanden 

gemachten Erfabrungen die Definitionen und Axiome der Geometrie 

abzuleiten~ ist von Pbilosophen und Mathematikern, welche den 

e m p i r i s  c h e n Ursprung dieser Wissenschaft beweisen wollten, viel- 

fach er0rtert und immer bejahend beantwortet worden. 

Bei  de r  A b w e s e n h e i t  e ines  S i n n e s o r g a n s ,  w e l c h e s  

uns  die B e g r i � 9  von idealen  L i n i e n ,  P u n k t e n ,  Winkeln,  

K r e i s e n  u. s. w. g e b e n  k S n n t e ,  war  auch  die  A n n a h m e  

e i n e r  s o l c h e n  M S g l i c h k e i t  ft~r d ie  E m p i r i k e r  von un-  

u m g a n g l i c h e r  N o t h w e n d i g k e i t .  Die Berechtigung einer 

solchen Annahme, wenn es sich da�9 bandelt, den Ursprung der 

Axiome zu erklaren, ist aber mehr als zweifelhaft. ,Stammen die 

Theorie von M a x w e l l  hat nur auf die M6glichkeit einer solchen Identit~t hin- 

gewiesen. 

39 * 
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Axiome aus der Erfahrung?" schreibt F. K le in .  , , H e l m h o l t z  ist 

hierfiir bekanntlich in nachdri]cklicher Weise eingetreten. Aber seine 

Darlegungen erscheinen nach bestimmter Richtung unvollstiindig. 

Man wird, wenn man dieselben ~berdenkt, zwa" gerne zugeben, dass 

die Erfahrung ah dem Zustandekommen der Axiome einen grossen 

Antheil hat, man wird aber bemerkenl dass gerade derjenige Punkt bel 

H e 1 m h o 1 t z uner0rtert bleibt, der dem Mathematiker vor anderen 

interessant ist. Es handelt sieh um einen Process, rien wir in genau 

derselben Weise bei der theoretischen Behandlung irgend w e l c h e r  

e m p i r i s c h e r  D a t e n  n u n m e h r  v o l l z i e h e n ,  und de r  eben -  

d a r u m  dem 5 : a t u r f o r s c h e r  vi~llig s e l b s t v e r s t i ~ n d l i c h  

e r s c h e i n e n  mag." x) 

,,Ich werde mich in allgemeiner Fassung so ausdrficken: D ie 

E r g e b n i s s e  i r g e n d  w e l c h e r  B e o b a c h t u n g e n  g e l t e n  

i m m e r  n u r  i n n e r h a l b  b e s t i m m t e r  G e n a u i g k e i t s -  

g r e n z e n  und  u n t e r  p a r t i c u l i ~ r e n  B e d i n g u n g e n ;  

i n d e m  wir  die  A x i o m e  a u f s t e l l e n ~  s e t z e n  wir  an S t e l l e  

d i e s e r  E r g e b n i s s e  A u s s a g e n  von a b s o l u t e r  P r i~c i s ion  

u n d A 11 g e m e i n h e i t. In dieser ,Idealisirung' der empirischen 

Daten liegt meines Erachtens das eigentliche Wesen der Axiome..." 

So dri]ckt sich F. K 1 e i n, einer der eminentesten Vertreter der Nicht- 

Euk l id i schen  Theorien, aus (22, 4). Wie alle Vertheidiger dieser 

Theorien ist K l e i n  kein Anhi~nger der Meinung, ,,als seien die 

Axiome nach ihrem concreten Inhalte b~othwendigkeiten der inneren 

Anschauung"; er muss also, in g e w i s s e n  G r e n z e n ,  der Er- 

fahrung und der GewShnung einen Antheil an dem Ursprung der 

Axiome zugestehen. Die Idealisirung der Erfahrungen ist ftlr K1 e i n 

aber bei Weitem nicht so ,,selbstversti~ndlich", wie sie z. B. 

H e l m h o l t z  erscheint. Ein Verfahren, das in der t h e o r e t i s c h e n  

P h y s ik gang und giibe ist, kann nicht ohne Weiteres zur Be- 

grtindung von Axiomen von ,,absoluter Pracis ion" gedient haben. 

Denn dadurch unterscheiden sich eben die Axiome von E u k l i d ,  

dass sich ihre a b s o l u t e  G f i l t i g k e i t  wi~hrend Jahrtausende be- 

wi~hrt bat, ohne je bewiesen worden zu sein, dass noch  nie  auch 

die geringste Thatsache constatirt worden ist, welche mit ihnen in 

Widerspruch gerathen wi~re. In dieser tausendji~hrigen Besti~tigung 

einen Beweis far die Berechtigung zu solcher Idealisirung bei der 

1) Nur dieser Passus ist von mir gesperrt wiedergegeben. 
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Aufstellung voa Axiomen ersehen zu wollen, wie dies hiiufig geschieht, 

w'are auch dann kaum zuli~ssig, wenn es absolut keine andere Mi~glich- 

keit als durch Idealisi�9 g~be, den Ursprung der Axiome zu erkliiren. 

Da aber dies (siehe Cap. 5) nicht der Fall ist, so beweist diese Be- 

sti~tigung eben das Gegentheil: die N i c h t b e r e c h t i g ~ n g ,  die 

A x i o m e  mi t  g e w S h n l i c h e n  p h y s i k a l i s c h e n H y p 0 t h e s e u ,  

d ie  e i n e n  z e i t l i c h - b e s c h r l i n k t e n  W e r t h  b e s i t z e n ,  zu 

v e r g l e i c h e n .  :: 

Wtirden auch die eminentesten Mathematiker aller ZeiteD so 

riel Miihe verwendet haben, um Beweise �9 das elfte Axiom von 

E u k H d  zu sammeln, wenn die blosse Idealisirung roher Erfahrungen 

-zur Begriindung von: Axiomen geni~gt hi~tte? Mit Hfilfe einiger 

Kreidestriche hiitten sic sich ja das viete Kopfzerbrechen ersparen 

k(}nnen . . . . .  Es wird in Capitel 5 niiher auseinandergesetzt, :dass 

die psychischen Vorgiinge, mit deren Hillfe de[ synthetische Aufbau 

der Geometrie aus den Defirdtionen und Axiomen von E u k l i d  statt- 

gefunden hat, der ,,Idealisirung" gerade entgegengesetzt waren: 

an r e  al  en  geometriscben Figuren wurden nur die Si~tze be- 

stiitigt, we!che von vorher wahrgenommenen id e a l e n  GrSssen ab- 

geleitet wurden. 

Es bat nicht an Versuchen gefehlt, die zwischen rien beiden sich 

gegeniiberstehenden Theorien bestehende Kluft durch vermittelnde 

Lehren zu iiberbriicken. 

Die H e g e 1 'scbe Lehre von dem gemeinschaftlichen Ursprung 

unserer Raumvorstellungen von der Erfahrung un d von aprioristische~ 

Ideen sowohl wie das ,,Zusammenwirkea" verschiedener F~ctorea 

H e r b a r t ' s  gehi~ren zu solchen missgltickten Versuchen. Sic ver- 

einigten eigentlich nur die Lilcken der empiristischen und apri0ri- 

stischen Auffassungen. 

Nach cirier anderen Richtung hin versuchte einer der hervor- 

ragendsten Vertreter der empiristischen Theorien - -  T a i n e  - -  

die Schwierigkeit ztl umgehen. Nachdem er sehr weitliiufig und mit 

grossem Scharfsinn unsere geometrischen Anschauungen von Be- 

wegungsempfindungen abzuleiten versuchte, griff er endlich zu 

cirier ganz anderen Vorstellungsweise: ,,Le temps est le pš de 

l'espace !", was wohl sagen will, dass die G 1 e i c h z e i t i g k e i t analog• 

sinnlicher Empfindungen den Begriff des Raumes gibt. 

Diese AushtHfe ist aber nicht stichhaltig: Eine solche Gleich- 

zeitigkeit kann hOchstens den Begriff der E n t f e r n u n g  'oder des 
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A b s t a n d e s liefern~ aber nicht den eines R a u m e s und ara wenigsten 

eines Raumes von drei Ausdehnungen. 

Nur e in  Philosoph hat es ira vorigen Jahrhundert versucht, die 

erapiristische Raumtheorie rait Hiilfe der Analyse der Beweguagen lester 

KSrper direct zu begrilnden, indera er von einer solchen Analyse 

den Ursprung der geometrischen Axiome ableitete, - -  das ist U e b e r -  

w e g. Eine volle LSsung des Problems hat er �9 nicht gebea 

kSnnen, weil eine solcbe, ohne die Zuhi]lfenahme der Verrichtungen 

des sechsten Sinnes, i~berhaupt unrai~glich ist. Dagegen hat U e b e r- 

w eg mehrere gewichtige Beitriige zu einer solchen L0sung geliefert~ 

die einen bedeutenden Fortschritt ausu~achen. Kaum 22 Jahre alt, 

hat er eine kleine Schrift ve�9 ,Die Principien der Georaetrie 

wissenschaftlich dargestellt" 2) (23)3 in der er die Grundforraen der 

E u k l i d i s c h e n  Geometrie und auch einige Eigenschaften des Raumes 

rait ausserordentlicher Schi~rfe und wahrhaft genialer Intuition ab- 

zuleiten vermochte. Um seinen gewonnenen Siitzen ,,absolute Genauig- 

keit" beilegen zu kSnnen, war er nati]rlich auch gezwungen~ zu deren 

Idealisirung seine Zufiucht zu nehmen. An sich selbst sind aber diese 

Satze vollkomraen fiir die Bewegungen lester KSrper gtiltig, und wie 

gleich gezeigt wird, haben sie auch gl~tnzende Besti~tigungen erfahren. 

Der Ausgangspunkt U e b e r w e g ' s  bei der Analyse der Be- 

wegungen �9 K5rper war folgender: 

,,Ein raaterieller~ fester KSrper kann nach dem Zeugniss der 

Sinne (I), wenn er unbefestigt ist, iiberall hin gelangen, wo sich nicht 

schon ein anderer lester KSrper befindet; (II) derselbe, an einer 

einzelnen Stelle festgehalten, kann sich nicht mehr unbeschrhnkt 

tiberallhin bewegen, ist aber doch nicht aller Bewegungen beraubt; 

(III) ausserdera nach an einer zweiten Stelle festgehalten, kann 

derselbe an keiner Stelle raehr alle bel (II) mSglichen Bewegungen 

raachen, aber doch immer noch bewegt werden; (IV) wird aber eine 

dritte Stelle des K5rpers befestigt, die bei (III) noch bewegt werden 

konnte, so wird alle 13ewegung derselben i]be�9 unmi)glichl y 

Wie schon W a s s i l i e f f  (24a und b) hervorgehoben hat~ sind 

diese Ausgangspunkte U e b e r w e g 's ,  mit d en drei Annahraen identisch~ 

w e l c h e  H e l r a h o l t z  ira J a h r e  1867 bei s e i n e n  b e r � 9  

U n t e r s u c h u n g e n  i]ber d ie  R i e m a n n ' s c h e n  R a u m f o r m e n  

b e n u t z t e (Siehe Cap. 4), Untersuchungen, die spliter S o p h u s L i e 

1) Dieselbe wurde 3--4 Jahre spi~ter im Archiv i�9 Philologie und Pi~dagogik 
:Bd. 17, 1851, ver5ffentlicht. 
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in seiner Theorie der Transformationsgruppen (26) weiter ent- 

wickelt hat ~). 

Auch die Resultate, zu denen U e b e r w e g  bel jener Analyse 

gelangt ist, decken sich so ziemlich mit denen von H e l m h o l t z  

und S o p h u s  Lie.  So vermochte auch U e b e r w e g  aus den Be- 

wegungen lester K(~rper die drei Eigenschaften des Raumes, Gleich- 

mi~ssigkeit�87 Continuiti~t und Unendlichkeit abzuleiten. Auch die 

Bedeutung der G r u p p e n ,  die er als R e i h e n  bezeichnete, erkannte 

U e b e r w e g ganz ri&fig. Selbstverstiindlich sind die Methoden 

und die Beweisfilhrungen von H e l m h o l t z  und Sophus  Lie  riel 

strenger und praciser entwickelt als dies bei U e b e r w e g der Fall ist. 

Manches hat er nnr geahnt, was seine Nachfolger streng bewiesen 

haben. Seine Untersuchung ist deshalb aber um so. bewunderungs- 

wiirdiger ~). 

In den folgenden Capiteln wird noch mehrmals auf die U e b e r -  

w eg'sche Schrift zuriickgegriffen. Deren synthetischer Theil ist 

von besonderem Werthe gerade far meine jetzige Untersuchung, 

dank der entscheidenden Bedeutung, welche Ueb e r w e g mit Recht 

dem Begriff der Ri ch t un g, bel der Erkl~rung der Definitionen und 

der Axiome von E u k l i d ,  beigelegt hat. 

4. Die )licht-Euklid'sehen Raumformen. 

Die Frage nach dem Ursprunge der Axiome von E u k l i d  be- 

schifftigte hauptsi~chlich die Mathematiker; und zwar waren ihre 

Bemi~hungen meistens darauf gerichtet, Beweise for das el�9 Axiom, 

1) Siehe nhchstes Capitel. 

2) Die Untersuchung U e b  er  w e g ' s  ist ziemlieh unbemerkt geblieben, und 

scheint er selbst iiberrascht worden zu sein, als dieselbe in �9 Ueber- 

setzung von D e l b o e u f  dessen ,Prol›233 de la Gš (27)hinzugeftigt 

wurde. Wie aus seiner kurzen Notiz iibe�9 D e l b o e u f ' s  Schrift hervorgeht (28), 

war U e b e r w e g  i]ber die Reproduction seiner Schrift wenig erfreut. Der geringe 

Anklang, welchen dieselbe geflmden, hat ihn vielleicht an derem Werthe zweifeln 

gemacht. Auch ist er sp~ter von selbst zur Ueberzeugung gelangt, es sel un- 

m5glich, in den alleinigen Erfahrungen �9 die Bewegungen lester Ki~rper die 

Grundlagen fflr die Li~sung des Raumproblems zu finden. In dem d~esem Problem 

gewidmeten Abschnitt  seiner Logik (29) erwi~hnt er nicht einmal seine Jugend- 

schrift. Auch in seinem Grundriss der Geschichte der Philosophie (30) ist von 

derselben keine Rede. Gli~cklicher Weise hat M o r i t z  B r a s  ch in seinem Buche fiber 

F r i e d r i c h U e b e r w e g (31) seine geometrischen Abhandlungen abgedruckt. Dieselber. 

verdier)en sicherlich eine sachkundige Wiirdigung von Seiten der Mathematiker. 
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das der Parallelen, zu finden. ,,In der Theorie der Parallellinien, y sehrieb 

G a u s s  (33, 166), ,sind wir jetzt noch nicht weiter als E u k l i d  war. 

Diess ist die p a r t i e  h o n t e u s e  der Mathematik, die frah oder 

spgt eine ganz andere Gestalt bekommen muss." Das elffe Axiom 

oder die ft~nffe Forderung, wie man jetzt mit Vorliebe sagt~ lautet 

bei E u k l i d :  � 8 7  z w e i  g e r a d e  L i n i e n  v o n  e i n e r  

d r i t t e n  so g e s c h n i t t e n ,  d a s s  d i e  b e i d e n  i n n e r e n ,  an  

e i n e r l e i  S e i t e  d e r  s e h n e i d œ  L i n i e  l i e g e n d e n  

W i n k e l  z u s a m m e n  k l e i n e r  a l s  z w e i  R e e h t e  s i n d ,  so 

t r e f f e n  d i e se  b e i d e n  L i n i e n  g e n a g s a m  v e r l a n g e r t  an e b e n  

de r  S e i t e  z u s a m m e n . "  ~) Die Nothwendigkeit dieses Grundsatzes 

ist bel Weitem nicht so selbstverst~ndlich, wie die der t~brigen Axiome 

von E u k l i d ,  d i e  er als allgemeine Begriffe (notions communes) 

hingestelit bat. Ste bedarf also des Beweises. Aus d e n  v e r g e b -  

l i c h e n  B e m a h u n g e n  d e r  M a t h e m a t i k e r ,  e i n e n  s o l c h e n  

B e w e i s  zu f i n d e n ,  i s t  d i e  G e o m e t r i e  d e r  N i e h t -  

E u k l i d i s c h e n  R a u m f o r m e n  e n t s t a n d e n .  

Die Gesehiehte dieses Entstehens soll hier nur insofern beriihrt 

werden, als diese Geometrie f�9 die L/~sung des Raumproblems in 

Betracht kommt. Der franzSsische Mathematiker L e g e n d r e  (47) 

suchte das Parallelaxiom durch den gleichwerthigen Satz, die Winkel- 

summe eines Dreiecks betrage zwei Rechte, zu beweisen. Es 

gelang ihm, dabei den Naehweis zu geben, dass diese Winkelsumme 

nicht g r S s s e r  als zwei Rechte sein k6nne. Das Gegentheil, dass 

ste auch nicht k l e i n e r  als zwei Rœ sein kann, vermochte er 

nicht zu beweisen. In den dreissiger Jahren des vorigen Jahr- 

hunderts w~hlte der geniale russische Mathematiker L o b a t s c h e w- 

s k y (34) eine ganz andere Beweisfahrung. Er  versuehte es, ob durch 

die Entwicklung einer dem elften Axiom e n t g e g e n g e s e t z t e n  

F o r d e r u n g, man nicht auf unaberwindliche Widersprtmhe stossen 

w~rde und auf diesem Wege die Nothwendigkeit dieses Axioms be- 

weisen k~)nnte. Bei seinen synthetischen Ableitungen gelangte 

L o b a t s c h e w s k y  aber zu dem aberrasehenden Resultat, es seien keine 

solchen Widerspr~iche vorhanden, und es k8nne eine Raum�9 geben, 

1) Wo nicht das Gegentheil gesagt wird, sind die Citate aus Eukl id  der 
Uebersetzung von J. Fr. Lorenz  (1781) entnommen. Dieselbe ist genau nach 
dem griechischen Text gemacht worden und wurde sp~ter (1808--1824) von 
M o 11 w e i d e verbessert (32). 
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in welcher die Winkelsumme eines Dreiecks k l e i n e r  sel als zwei 

Rechte, in w e l c h e r  a l s o  d a s  P a r a l l e l a x i o m  v o n  E u k l i d  

u n d  � 9  s i ~ m m t l i c h e  v o n  i h m  a b h i ~ n g i g e n  g e o -  

m e t r i s c h e n  Si~tze  k e i n e  G i ] l t i g k e i t  h a b e n .  

Fast gleichzeitig mit L o b a t s c h e w s k y  gelangte ein junger 

ungarischer Artilleriehauptmann~ J o h a n n v. B o 1 y a i ~ angeregt durch 

seinen Vater, einen Mitschiiler und Freund von G au s s~ zu demselben 

Resultat. So w u r d e  d i e  G e o m e t r i e  d e r  i m a g i n i ~ r e n  o d e r  

~ ' i c h t - E u k l i d i s c h e n  R a u m f o r m e n  g e s c h a � 9  

Ira Jahre 1854 entwickelte R i  e in a n n die M5glichkeit ~ noch 

einer anderen Raum�9 der sphi~rischem in we]cher das Parallelaxiom 

gleichfalls ungi~ltig sei und die Winkelsumme eines Dreiecks g r  5 s s e r 

als zwei Rechte sein kOnne. In einer Variante dieser Raumform 

soll auch das zw51�9 Axiom von E u k l i d  - -  ,zwei gerade Linien 

schliessen keinen Raum ein" - -  keine Anwendung finden. Als 

Grundlage ft~r seine analytischen Ableitungen benutzte R i  e m a n n 

einen algebraischen Ausdruck~ das K r ii m m u n g s m a a s s von G a u s s, 

das der Kri]mmung einer Fli~che entspricht und durch den Abstand 

zweier in beliebiger Richtung von einander liegenden Punkte ge- 

geben wird. Ri  e m a n n stellte als Axiom auf, dass in jedem Raume, 

in welchem die freie Bewegung �9 KSrper mSglich ist, dieses 

Kriimmungsmaas iiberall einen constanten Werth hat (36). 

Die R i e m a n n ' s c h e  Raumform ist besonders von H e l m h o l t z  

weiter untersucht worden. Ausgehend von drei Annahmen tiber die 

freien Beweglichkeitsbedingungen fester Ki~rper, - -  Annahmen, die 

identisch mit den von U e b e r w e g  im Jahre 1850 gemachten sind 

(siehe oben S. 598), - -  hat H e l m h  o l t z  auf analytischem Wege die 

Bedeutung jenes algebraischen Ausdrucks (Krt~mmungsmaass) ent- 

wickelt, den R i e m a n n  als G r u n d l a g e  genommen hat. Die von 

R i e m a n n  aufgestellte F o r d e r u n g ,  der Raum di]r�9 als Zahlen- 

mannigfaltigkeit angesehen werden, betrachtete dabei H e l m h  o l t z  

ausdriicklich als A x i o m ~). 

1) Ueber die sehr interessante Vorgeschichte dieser Geometrie, von Euklid 
bis Gauss, siehe das ~Verk von St~ckel  und Engel  (35), das mehrmals hier 
citirt wird. 

2) .Nach Riemann soll der Raum ein besonderer Fall einer dreifach aus- 
gedehnten Zahlenmannigfaltigkeit sein, in welcher sich das Quadrat des Bogen- 
elementes durch eine quadratische Form der Differenziale der Coordinaten 
~usdriickt. 



602 E.v. Cyon: 

Auf Grundlage seiner beriihmten anaiytischen Untersuchungen 

(1868) gelangte H e 1 m h o I t  z zu Resultaten, die in dem Hauptsatze 

gipfelten, dass d i e  U n t e r s c h i e d e  d e r  v e r s c h i e d e n e n  R a u m -  

f o r m e n  s i c h  d u r c h  i h r e  K r � 9  k e n n z e i c h -  

ne  n. In einem Vortrag ,Ueber  den Ursprung und die Bedeutung 

der geometrischen Axiome ~', gehalten in Heidelberg ira Jahre 1870, 

hat H e l m h o l t z  es vermocht, die allgemeine Aufmerksamkeit auf 

die neue Geometrie zu lenken. 

Die Nicht-Euklidische Geometrie nimmt jetzt als g 1 e i c h - 

b e r e c h t i g t drei Raumformen ans die sich folgendermaassen kenn- 

zeichnen : 1. Der E u k 1 i d i s c h e Raum : Parallelaxiom gilltig ~ also 

die Winkelsumme eines Dreiecks g I e i c h zwei Rechten; Kriimmungs- 

maass g l e i c h  ~Null. 2. Der L o b a t s c h e w s k y ' s c h e  Raum: 

Winkelsumme eines Dreiecks k 1 e i n er  als zwei Rechte ; Kriimmungs- 

maass besitzt n e g a t i v e s  V o r z e i c h e n .  3. Der R i e m a n n -  

H e l m h o l t z ' s c h e :  Winkelsumme g r 5 s s e r  als zwei Rechte; 

Kriimmungsmaass bat p o s i  t i r e  s Vorzeichen. In einer Variante 

dieser Raumform, vermi~gen auch zwei gerade Linien einen Raum 

zu umschliessen. Die E u k l i d i s c h e  Raumform soll nach R i e m a n n  

ein ebener Raum sein; der L o b a t s c h e w s k y ' s c h e  wurde von 

B e l  t r a m  i als ein pseudo-sphi~rischer bezeichnet ; der Ri  e m a n n-  

H e l m h o l t z ' s c h e  - -  ist der sphhrische Raum. 

Dass die Schi~p�9 der neuen Geometrie einen grossen Einfluss 

auf unsere Vorstellungen vom Raume haben muss, schien unvermeid- 

lich. G a u s s ,  der die Mi~glichkeit einer Geometrie~ welche von dem 

elften Axiom unabhi~ngig ware,  vorhersagte, setzte auch voraus, 

dass dieselbe eine LSsung des Raumproblems zut Folge haben wird. 

In seiner Correspondenz, welche die Nothwendigkeit einer ~Nicht- 

Euklidischen Geometrie behandelt, findet man zahlreiche Andeutungen, 

in welehem Sinn diese Li~sung geschehen wird. Es sollen einige 

solche Stellen hier wiedergegeben werden: 

So schrieb G a u s s  a n  O l b e r s  im Jahre 1817: 

,~Ich komme immer mehr zur Ueberzeugung, dass die Nothwendigkeit unserer 
Geometrie nicht bewiesen werden kann~ wenigstens nicht vom mens chl ichen 
u noch fi” den m e n s c h l i c h e n  u u kommen wir in 
einem anderen Leben zu anderen Einsichten in das Wesen des Raumes, die unu 
jetzt unerreichbar sind. Bis dahin miisste man d i e G e o m e t r i e  nicht mit 
der  Ar i t hme t ik ,  die rein a priori  steht,  sondern etwa mit der 
Mechan ik  in gleichem Range setzen . . .y (33, 177). 
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Aus den gesperrten Worten folgt also, dass G a u s s  den a p r i o -  

r i s t i s c h e n  Ursprung der Geometrie nicht anerkennen wollte. E r  

hielt an dem Standpunkt lest ,  den N e w t o n  in folgenden Worten 

formulirte : , ,Fundatur igitur Ge  o m e t r i a in praxi mechanica et nihil 

aliud, quam Mechanicae universalis pars illa, quae ar tem mensurandi 

accurate proponit  ac demonstrat." 

, . . . .  Ich weiss nicht," schrieb Gauss an Bessel,  den 27. Januar 1829, 
,ob ich mit Ihnen je iiber meine Ansichten dartiber gesprochen habe. Auch hier 

habe ich manches noch weiter consolidirt, und meine Ueberzeugung, dass wir 
die G e o m e t r i e  nicht  vol ls t~ndig a p r io r i  beg r i inden  kSnnen ,  i s t ,  

wo mSgl ich ,  noch fester geworden. Inzwischen werde ich wohl noch lange 

nicht dazu kommen, meine sehr  ausgedehnten  Untersuchungen dari;iber zur 
5ffentlichen Bekanntmachung auszuarbeiten, un(] vieileicht wird diess auch bel 

meinen Lebzeiten nie geschehen, da ich das Geschrei  der BSotier  scheue, 

wenn ich meine A n s i c h t  ganz a u s s p r e c h e n  wollte." 

, , . . . .  :Nach meiner innigsten Ueberzeugung hatdie Raumlehre eine ganz 
andere Stellung in unserem Bewusstsein a priori wie die reine GrSssenlehre; es 

geht unserer Kenntniss von jener durchaus diejenige vollstandige Ueberzeugung von 

ihrer :Nothwendigkeit (also auch von ihrer absoluten Wahrheit) ab, die der letzten 
eigen ist; wir mfissen in Demuth zugeben, dass, wenn die Zahl b loss  unseres 

Geistes Product ist, der l=[aum auch ausser  unserem Geis te  eine Rea l i t~ t  
bat, der wir a priori ihre Gesetze nicht vollst~ndig vorsehreiben kSnnen. y (Brief 

vom 9. April 1830.) 

G a u s s  war also weder von der N o t h w e n d i g k e i t  noch von 

der a b s o l u t e n  W a h r h e i t  d e r  E u k l i d i s c h e n  G e o m e t r i e  

aberzeugt. Der R a u m  besitzt eine R e a l i t a t ,  und nur  die Z a h l  ist 

aprioristischen Ursprungs. 

In  mehreren Schreiben wendet sich G a u s s  auch direct gegen 

K a n t s  Lehre ,  so z. B. ara 6. Mi~rz 1832 in einem Schreiben an 

W o l f g a n g  v o n  B o l y a i :  

, . . .  Gerade in der UnmSglichkeit, zwischen Z und S a priori 

zu entscheiden~ liegt der klarste Beweis, dass K a n t  U n r e c h t  

h a t t e ,  z u  b e h a u p t e n ,  d e r  R a u m  s e i  n u r  F o r m  u n s e r e r  

An  s ch  a u u n g .  Einen anderen, ebenso starken Grund habe ich in 

einem kleinen Aufsatze angedeutet ,  der in G(~ttingischeu Gelehrten 

A~zeigen 1831 steht, StOck 4 p. 6 2 5 . . . "  (33, 224.) 

L o b a t s c h e w s k y ,  dem es gelungen ist, die LSsung zu geben, 

die G a u s s  angestrebt hat, war i~hnlis Ansicht iiber die K a n t ' s c h e  

Lehre. 
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,Den geometrischen Begriffen selbst ist noch nicht die Wahrheit eigen, die 
man bat beweisen wollen, und die ebenso wie andere physische Gesetze nur durch 
die Erfahrung bestiitigt werden kann, also zum Beispiel durch astronomische 
Beobachtungen." (34:.) 

. . .  ,,In der l~atur," sagt noch Lobatschewsky,  �87 wir eigentlich 
nur die Bewegung, ohne die Sinneseindriicke nicht m6glich sind. Mie iibrigen 
Begriffe, zum Beispiel die geome t r i s chen ,  sind kiinstlich von Unserem 
Verstande erzeugt, indem sie aus den Eigenschaften der Bewegung 
abge le i t e t  sind, und desshalb ist de r  Raum an und fiir sich ab- 
gesonde r t  fii�9 uns nicht vorhanden." . . .  ,Ohne Zweifel werden 
immer die Begr i f fe  zuerst gegeben sein, die wir in der Natu�9  ver- 
mi t te ls t  unse re r  Sinne erwerben. Der Verstand kann und nmss sie auf 

die kleinste Zahl zurtickfi~hren, datait sie dadurch der Wissenschaft als leste 
Grundlage die•en k6nnen." . . . 

Mit einem Worte, wie G a u s s  so nahm auch L o b a t s c h e w s k y  

an, dass die geometrischen Wahrheiten aus der Erfahrung abgeleitet 

sind, und dass ihnen keine apodiktische Gewissheit zukommt. Da- 

gegen ist der Raum ffir G a u s s  eine R e a l i t i i t ;  nach L o b a -  

t s c h e w sk y kommt ihm keine ,abgesonderte" Existenz zu. 

Ebenso entschieden hat sich R i e m a n n  zu Gunsten des empi- 

rischen Ursprungs unserer Raumvorstellungen ausgesprochen. Den 

Beweis daft~r erblickt er darin, ,,dass eine mehrfach ausgedehnte 

Gr6sse verschiedener Maassverh~ltnisse �9 ist und der Raum also 

einen besonderen Fall einer dreifach ausgedehnten GrOsse bildet" (36). 

Die Satze der Geometrie sollen sich daher nicht aus allgemeinen Be- 

griffen ableiten lassen, sondern diejenigen Eigenschaften, du�9 

welche der Raum sich von anderen denkbaren dreifach ausgedehnten 

GrSssen unterscheidet, nur aus der Er�9 entnommen werden 

k6nnen. 

In seinem e�9 Vortrag (25) sucht auch H e l m h o l t z  

mehrmals die Si~tze der Nicht-E u kl i d i s c h e n Geometrie als Argu- 

mente gegen den aprioristischen Ursp�9 unserer Raumvorstellungen 

zu ve�9 ,Wenn aber," sagt  er, ,,R~ume anderer Art in dem 

angegebenen Sinne v o r s t e l l b a r  s i n d ,  so ware datait auch wider- 

legt, dass die Axiome der Geometrie nothwendige Folgen einer 

a p r i o r i  gegebenen transcendentalen Form unserer Anschauungen 

ira K a n t ' s c h e n  Sinne seien." (25, 22.) Der rein empirische 

Ursprung dieser Axiome soll nach H e l m h o l t z  in ganz unzweifel- 

hafter Weise durch die M S g l i c h k e i t  bewiesen werden, u n s  

p s e u d o - s p h a r i s c h e  u n d  s p h i i r i s c h e  Ri iume  a u s z u d e n k e n ,  

in denen die Axiome von E u k l i d  keine Gt~ltigkeit haben. 
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Sind nun diese Obereinstimmenden Ansichten der SchSpfer der 

imagin~ren Geometrie auch wirklich berechtigt? 

Ist es ihnen wirklich gelungen, den a p r i o r i s t i s c h e n  oder 

wenigstens den n a tiv i s t i sc h e n l) Ursprung der Raumvorstellungen 

zu widerlegen resp. rien empirischen zu beweisen? Mit einem 

Worte: haben G a u s s ,  L o b a t s c h e w s k y ~  R i e m a n n ,  I-Ielmholtz 

und ihre ~'aehfolger es wirkl]ch vermochL eine entscheidende LSsung 

des Raumproblems zu geben? Die Frage muss entschieden verneint 

werden. Weder Ober die Realitht des absoluten Raumes noch Ober 

die Herkunft unserer Vorstellungen vom dreidimensionalen Raume 

bat die Nicht- E u k 1 i d i s c h e Geometrie irgend welche definitive Auf- 

klarungen gebracht. 

Nach G a u s s ist der Raum eine Realitat, naeh L o b a t s C h e w s k y 

ist ,,der Raum an und far sich abgesondert for uns nicht vorhandea". 

Ja~ noch mehr, im Laufe der durch seinen Vortrag erzeugten Polemik 

mit L a n d ,  A l b e r t  K r a u s e  u. a. fand H e l m h o l t z  Veranlassung, 

sogar rien Raum an sich far r e in  t r a n s c e n d e n t a l  zu erkl~tren. 

Nur �9 die Axiome wollte er noch den e m p i r i s c b e n  Ursprung 

beibehalten (25, 391). 

Irgend welche Aufklarung oder Bewei~e for diesen empirischen 

Ursprung vermochte aber H e l m h o l t z  nicht einmal far die Axiome 

von E u c l i d  zu geben. Denn die Bestatigungen dieser Axiome aus 

der E r f a h r u n g ,  die er in grosser Anzahl anfOhrt, k5nnen ja nur 

�9 den p h y s i s c h e n  Raum gelten, den er von dem t r a n s c e n d e n -  

t a l e n  unterseheiden will. Dagegen bezeigen diese angefOhrten Er-  

f a h r u n g e n  geradezu, dass die Axiome von R i e m a n n - H e l m -  

h o l tz  iiber das Krtlmmungsmaass und den Raum als Zahlenmannig- 

faltigkeit mit ihnen in u n v e r s S h n l i c h e m  W i d e r s p r u c h e  

s t e h e n .  

,,Alle Systeme praktisch ausgefiihrter Messungen," gibt H e l m -  

h o l t z  zu (25~ 23), ,,bel denen die drei Winkel grosser gerad- 

liniger Dreiecke einzeln gemessen worden sind, also aucb nament- 

lich alle Systeme astronomischer Messungen, welche die Parallachse 

der unmessbar, weit entfernten Fixsterne gleich Null ergeben, . . .  be- 

statigea empirisch das Axiom der Parallelen und zeigen, dass in 

unserem Raume und bel Anwendung unserer Messungsmethoden das 

Kr0mmungsmaass des Raumes als von h~ull ununterscheidbar er- 

1) Diese beiden Hypothesen sind nicht noth~'endig identisch. 
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scheint." Das Gleiche folgt auch aus den Behauptungen von L o b a -  

t s ch e w s k y : , J ' a i  prouv› ailleurs, en m'appuyant  sur quelques obser- 

vations astronomiques, que dans un triangle, dont les c¤233 sont de 

la mœ grandeur ” peu prš que la distance de le terre au soleil, 

la somme des angles ne peut jamais diff› des deux angles droits 

d'une quantit› qui puisse surpasser 0~0003" en secondes sexag› 

males. Or, cette difference doit œ d'autant moindre, que les c¤233 

d'un triangle sont plus petits." Diese winzige GrOsse kann doch 

noch innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler liegen. 

Die Erfahrung lehrt also, dass in unserem Weltraum das 

Parallelaxiom von E u k l i d  absolute Galtigkeit hatl) .  W i e  s o l l  

a l s o  d i e  N i c h t - E u k l i d i s c h e  G e o m e t r i e ,  w e l c h e  v o n  

d i e s e m  A x i o m  u n a b h i i n g i g  i s t ,  d e n  e m p i r i s c h e n  U r -  

s p r u n g  u n s e r e r  R a u m v o r s t e l l u n g e n  b e w e i s e n ?  

Uebrigens, wenn der Raum eine blosse Z a h 1 e n m a n n i g f a 1 t i g- 

k e i t  w~re, so w|•rde dies ja eher f~r den a p r i o r i s t i s c h e n  U r -  

s p r u n g  unserer Raumvorstellungen sprechen™ denn dass ,die Zahl 

bloss unseres Geistes Product ist", wird ja mit G a u s s  auch von 

rien meisten Mathematikern angenommen. 

Bei der UnmOglichkeit, einerseits den wirklichen U r s p r u n g  

der Axiome von E u k l i d  zu demonstriren, andererseits fur die 

Axiome von R i e m a n n  e m p i r i s c h e  B e w e i s e  zu finden, be- 

streiten H e 1 m h o 1 t z und die meisten Nicht-Euklidianer die absolute 

G~ltigkeit der E uk I i d i s c h e n Axiome, um so der K a n t 'scben Lehre 

ihr Hauptargument zu entreissen. Und dies, trotzdem sie selbst neue 

end werthvolle Belege fflr deren G~dtigkeit an�9 und nur,  weil 

man i m a g i n ~r e l~aumformen ausdenken kann, welche vom Parallel- 

axiom unabh~ngig sind. Sind wir aber wirklich im Stande, wie 

H e l m h o l t z  es will, uns genaue V o r s t e l l u n g e n  von pseudo- 

1) Die Bezeichnung des Euklidischen Raumes als ebener Raton bat viele 
Schwierigk› erhoben. Helmholtz gesteht dies, indem er schreibt: ,,Wir 
werden nun weiter zu fl'agen haben, wo diese besonderen Bes~immungen her- 
kommen, welche unseren l%aum als ebenen Raum charakterisiren, da dieselben 
nicht in rien allgemeinen Begriff einer ausgedehn ten  GrOsse von drei 
Dimensionen und f re ie r  Beweglichkeit  (ter in ihr en tha l t enen  be- 
grenzten Gebilde eingeschlossen sind. y (~5, 22.) Um dieser, auch nach 
Kil l ing (37) unpassenden  Bezeiehnung aus dem Wege zu gehen, bat 
F. Klein  die Euklid 'sche Raumfbrm die p a r a b o l i s c h e  genannt; die Loba- 
tschewsky'sche Raumform bezeichnet Klein als die hyperbolische, die Rie- 
mann~scbe a]s die elliptische. 
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sph~trischen und sphi~rischen R~tumen oder, richtiger gesagt, von den 

Wahrnehmungen zu machen~ welche wir erhalten wt~rden, wenn wir 

pl(itzlich in solche Riiume versetzt werden? Die Malereien, die 

H e l m h o l t z  von solchen Wahrnehmungen lnacht, sind, wie F. Kle in  

ganz richtig sagt, ,eine Mischung von wahr und falsch" (22, 26), 

k•nnen jedenfalls nicht als Beweise gelten far ,,die Reihe de�9 sinn- 

lichen Eindriicke, wetche eine sph~rische oder pseudosphi~rische Welt 

uns geben wiirde, wenn sie existirte" ( H e l m h o l t z ) .  

Dass die Ni c h t - E u k l i d i s c h e  Geometrie nicht ira Stande ist, die 

Frage nach den Ursachen zu beantworten, die uns zwingen, unsere An- 

schauungen auf einen dreidimensionalen Raum zu beschr• dies 

gestehen ihre Vertreter ausdrilcklich: ,,Anders ist es mit den Dimen- 

sionen des Raumes," sagt He lm h o 1 t z. ,,Da alle unsere Mittel sinn- 

licher Anschauung sich nur auf einen Raum von drei Dimensionen 

erstrecken und die vierte Dimension nicht bloss eine Abiinderung 

von Vorhandenem, sondern etwas vollstandig ~™ ware, so befinden 

wir uns schon wegen u n s e r e r  k S r p e r l i c h e n  O r g a n i s a t i o n  in. 

der a b s o l u t e n  U n m S g l i e h k e i t ,  uns  e ine  A n s c h a u u n g s -  

w e i s e  einer  v i e r t e n  D i m e n s i o n  v o r z u s t e l l e n "  (25, 29.) 

Gauss  war derselben Ansicht: , . . . .  Was noch zu desideriren 

wi~re, ist der metaphysische Grund~ w a r u m  es so ist, und datait 

a u c h  d i e E r w e i t e r u n g  attf  e i n e G e o m e t r i e  von m e h r  a]s 

d r e i D i m e n s i o n e n ,  wof t i r  wir  m e n s c h l i c h e W e s e n  k e i n e  

A n s c h a u u n g  h a b e n ,  die aher, il1 abstracto betrachtet, nicht 

widersprechend ist und fiiglich hSheren Wesen zukommen k5nnte." 

(Brief an G e r l i n g ,  8. April 1844. 337 241.) 

Professor K i l l i n g ,  ein fast fanatischer Nicht-Euklidianer, 

schreibt: ,So sehr die Frage nach der Dreizahl der Dimensionen 

die Philosophen beschaftigt hat, i s t  es b i s h e r  n i c h t  g e l u n g e n ,  

e i n e n  von u n s e r e r  E r f a h r u n g  u n a b h i i n g i g e n  t i e f e r e n  

G r u n d  daf i ] r  a n z u g e b e n  . . . " 1 )  

Trotzdem also die SchSpfer der Nicht- E u kl i d i s c h e n Geometrie 

die Kan t ' s che  Lehre vom a p r i o r i s t i s c h e n  Ursprunge unserer 

Raumbegriffe beki~mpften, waren aie gezwungen~ auch in der Frage 

iiber die Herkunft der dreidimensiona]en Anschaumlgen sich auf den 

Standpunkt K a n t ' s  zu stellen. 

Der eminente Mathematiker H. P o in c a r › einer der FSrde�9 

1) In de• drei Citaten sind die Shtze von nlir gesperrt gedruckt. 
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der neuen Geometrie, bat in mehreren Aufs~tzen aber deren Stellung 

zum Raumproblem sich noch riel deutlicher im Sinne K a n t ' s  aus- 

sprechen miissen. 

Zum Ausgangspunkte seiner Betrachtungen aber die Grundlagen 

der Geometrie nimmt P o i n c a r › einerseits gewisse Voraussetzungen 

aber die Bewegungsempfindungen, hauptsitchlich der Augenmuskeln7 

andererseits die Entwicklungen von S o p h u s L i e tiber die Gruppen- 

bildungen bei den Bewegungen lester K(irper. 

P o i n c a r ›  Voraussetzungen �9 die Bedeutung der Be- 

wegungsempfindungen sind vom physiologischen Standpunkt aus meistens 

unzutreffend. Sie beziehen sich t~brigens nur auf den S e h r a u m, 

nicht auf den wirklichen R a u m .  Unsere Er0rterungen im zweiten 

Kapitel machen es iiberflassig, hier auf diese Auseinandersetzungen 

nicher einzugehen. Von Bedeutung fiir die uns hier beschi~�9 

Fragen sind hauptsitehlich die Schliisse von P o i n c a r 6, weil sie 

evident beweisen~ dass, auch mit Zuhalfenahme der so bedeutungs- 

vollen analytischen Studien von S o p h u s L i e iiber die Transfor- 

mations-Gruppen, es nicht mtiglich sel, die nattlrlichen Grundlagen der 

Axiome von E u k l i d  und den Ursprung unserer dreidimensionalen 

Raumanschauung aufzuklitren. ,,La notion de ces corps id› (der 

geometrischen Figuren), schreibt P o i n c a r ›  ,, e s t  t i r ›  de t o u t e s  

p i š  de  n o t r e  e s p r i t  et  l ' e x p ›  n ' e s t  q u ' u n e o c c a -  

s i o n  q u i  n o u s  e n g a g e  ” l ' e n  f a i r e  s o r t i r "  (38). 

In einem ausfahrlicheren Aufsatze iiber denselben Gegenstand 

ist diese Auffassung noch kategorischer ausgedriickt: ,, G e o m e t r y  

is no t  an e x p e r i m e n t a l  s c i e n c e ~  expe r i ence  fo rms  m e r e l y  

t h •  o c c a s i o n  f o r  o u r  r e f l e c t i n g  u p o n  t h e  g e o m e t r i c a l  

i d e a s  w h i c h  p r e e x i s t  in  u s "  (39, 41). 

Dabei hebt P o i n c a r ›  mit Recht hervor, dass er darin in 

voller Uebereinstimmung mit H e 1 m h o 1 t z und S o p h u s L i e ist: 

,,[ differ from them in one point only, but probably the difference 

is in the mode of expression only and at the bottom we are com- 

pletely in accord" (39, 40). Dieser Punkt betrifft folgenden Ein- 

wurf, den man t t e l m h o l t z  und L i e  gemacht hat: , ,But  y o u r  

g r o u p  p r e s u p p o s e s  s p a c e ;  to c o n s t r u c t  i t y o u  are ob l iged  

to a s s u r e  a e o n t i n u u m  o f t h r e e  d i m e n s i o n s .  You proceed 

as if you already know analytical Geometry." Der Unterschied 

zwischen ,,presupposes" und ,,preexists" ist in der That unerheblich. 

Die gezwungene Riickkehr der hervorragendsten Vertreter der 
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iN i c h t-  E u k 1 i d i s c h e n Geometrie 1) zu preexistirenden oder aprio- 

ristischen geometrischen Vorstel]ungen oder angeborenen ,,kSrper- 

lichen Organisationen" beweist zur Evidenz, d a s s e s d e n M a t h e -  

m a t i k e r n ,  e b e n s o w e n i g  w i e d e n P h i l o s o p h e n  d e r  e m p i -  

r i s t i s c h e n  S c h u l e n ,  g e l i n g e n  w o l l t e ,  m i t  H i i t f e  v o n  

E r f a h r u n g e n  an  d e n  B e w e g u n g e n  f e s t e r  K S r p e r  d e n  

U r s p r u n g  d e r  A x i o m e  v o n  E u k l i d  u n d  r ien u n s e r š  

d r e i d i m e n s i o n a l e n  R a u m a n s c h a u u n g e n  zu  e r k l i ~ r e n .  Sie 

mussten, ebenso wie K a n t ,  ihre Zufiucht zu aprioristischen Auf- 

fassungen nehmen. 

D e r  R a u m  m u s s  v o r h a n d e n  s e i n ,  d a m i t B e w e g u n g e n  

f e s t e r  K 5 r p e r  m S g l i c h  s e i e n .  D ie  V o r s t e l l u n g e n  e i n e s  

d r e i d i m e n s i o n a l e n R a u m e s  m a s s e n  schon  g e g e b e n s e i n ,  

d a t a i t  w i r B e w e g u n g e n  in d e m s e l b e n  b e o b a c h t e n  k S n n e n .  

Solange die Existenz und die Verrichtungen eines besonderen 

Raumsinnes�87 dazu bestimmt uns diese Vorstellungen zu geben, un- 

bekannt waren, musste K a n t ' s  Lehre �87  trotz ihrer Lticken, als die 

einzig logisch Voraussetzbare gelten. 

,Selten vergeht ein Jahr,  wo nicht irgend ein neuer u 

zum Vorschein kame�87 diese Liicke auszufi]llen, ohne dass wir doch, 

wenn wir ehrlich und offen reden wollen, sagen kSnnten, dass wir 

im Wesentlichen irgend weiter gekommen,wiiren~ als E u k 1 i d e s vor 

2000 Jahren war. Ein solches aufrichtiges und unumwundenes Ge- 

sti~ndniss scheint uns der Wilrde der Wissenscha�9 angemessener, als 

das eitele Bemtihen, die Liicke, d i e  m a n  n i c h t  a u s f i i l l e n  k a n n ,  

durch ein unhaltbares Gewebe von Scheinbeweisen zu verbergen." 

So sprach G a u s s  ira Jahre 1816. Trotz de�9 SchSpfung der 

N i c h t -  E u k 1 i d i s c h e n Geometrie behielten diese Worte i n B e z u g 

a u f  das R a u m p r o b l e m  ihre volle Geltung, bis zut Entdeckung 

eines speciellen Sinnesorgans far unsere raumlichen Wahrnehmungen. 

1) C~yley und F. Klein machen insofern eine Ausnahme, als sie die 
metaphysische Frage von den Eigenschaften des Raumes durch die Frage nach 
rien Verfahren zur Ausmessung von Abst~nden ersetzt haben. Der competenteste 
Kenner der Lobatschewsky'schen Schri�9 Professor Wass i l ie f f ,  ver- 
sichert, dass auch L o b ~ t s c h e w s k y ,,die Theorien �9 die Eigenschaften des 
Raumes nicht gebilligt haben w~rde". Er w~rde die Weiterentwicklung seiner 
Geometrie in dem gleichen Sinne wie Cayley u. F. Klein ver�9 haben (40~ 237). 

E. P f l ©  Archiv f~r Physiologio. Bd. 85. 40 
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5. Der physiologische Ursprung der Definitionen and Axiome 

von Euklid. 

Verfolgt man die wi~hrend der letzten Jahrhunderte sieh wieder- 

holenden Bœ mathematische Beweise far die Axiome von 

E u k 1 i d, - -  oder far deren Unabhlingigkeit von einander - -  zu finden, 

so begegnet man dem Begriffe der R i c h t u n g ,  als Leitmotiv bel 

rien meisten der vorgeschlagenen Li3sungen. Bis zur Hi~lfte des 

vorigen Jahrhunderts beherrsehte dieser scheinbar so klare Begriff 

die Bestrebungen der Mathematiker und Philosophen. Sogar Loba-  

t s c h e w s k y ,  der erste Begrander dœ neuen Geometrie, machte 

noch den Versuch, mit Halfe der Ri e h t u n g das elfte Axiom zu 

beweisen, indem er die Parallellinien als Linien gleicher Richtung 

definirte (40, 239)1). 

Ira Nachlass und Briefwechsœ von G a u s s taucht der Begriff 

der Richtung sehr hi~ufig bei den Versuchen auf, eine Theorie der 

Parallellinien zu entwickeln. In den berahmten Aufsiitzen von Si r 

J o h n  H e r s c h e l ,  erschienen im Q u a r t e r l v  R e v i e w ,  - -  wo er zu 

Gunsten S t u a r t  M i l l ' s  gegen W h e w e l l  in der Streitfrage ilber 

rien Ursprung unserer Raumbegriffe Stellung genommen hat, 

wird manchmal die Entscheidung in dem Beg�9234 der Richtung 

gesueht: ,,Nun ist die œ klare Vorstellung, die wir uns von 

de r  G e r a d h e i t  de r  L i n i e  m a c h e n  k S n n e n ,  GleichfSrmig-  

k e i t  der  R i c h t u n g ,  d e n n  der  R a u m  is t  in  der  l e t z t e n  

A n a l y s e  n i e h t s  a ls  e ine  M e n g e  von E n t f e r n u n g e n  u n d  

R i e h t u n g e n "  (42). 

Auch U e b e r w e g  hat in seiner schon citirten Arbeit, beim 

synthetischen Aufbau der Geometrie, mit Erfolg die ,,Richtung" als 

Grundlage benutzt. In neuester Zeit hat R i e h l  einen bemerkens- 

werthen Versuch gemacht, mit Hiilfe von R i c h t u n g s e m p f i n d u n g e n  

das ganze Raumproblem zu l(~sen (43). Leider bat er die l~ichtungs- 

empfindungen von rien problematischen Bewegungsempfindnngen ab- 

zuleiten gesucht, und daran scheiterte sein Versuch. Dan sonst 

ganz richtigen Gedanken R i e h l ' s  hat unlangst (1890) Heymans  

von Neuem aufgenommen. Mœ Untersuchungen iiber die Existenz 

eines besonderen Sinnesorgans far die Richtungsempfindungen waren 

1) Swinden ira Jahre 1790 und C. F. Jacobi ira Jahre 1824 0:2) 
huben die gleiche Auffassung vertreten. 
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ihm aber unbekannt (44). Mit den Bewegungsempfindungen konnte 

er ebensowenig vorwarts kommen, wie sein Vorganger. 

Wenn die Verwendung des Begriffes der Richtung nicht ver- 

mochte, einen entscheidenden Erfolg in der Geometrie zu erlaugen, 

so lag dies an der Schwierigkeit~ eine genaue Definition der ,~Rich- 

tung" zu geben. Die Mathematiker legten aber merkwi~rdiger Weise 

gerade auf diese D e f i n i t i o n  ein besonderes Gewicht. G a u s s  

suehte gegen diese Tendenz zu r e a g i r e n -  aber vergebens. Dies 

ist um so mehr zu bedauern, dass, wie aus dem folgendem Citate 

klar hervorgeht, G a u s s  den  p h y s i o l o g i s c h e n  U r s p r u n g  des  

B e g r i f � 9  de r  R i c h t u n g  s i c h e r l i c h  g e a h n t  ha t  . . .  , ,Der 

U n t e r s c h i e d  z w i s c h e n  R e c h t s  und  L i n k s  li~sst s i c h a b e r  

n i c h t  d e f i n i r e n ,  s o n d e r n  nu r  v o r z e i g e n ,  so d a s s  es 

d a m i t e i n e  i ~ h n l i c h e B e w a n d t n i s s  ba t ,  wie  m i t S i i s s  u n d  

B i t t e r .  Omne simile claudicat aber; das Letztere gilt nur ft ir  

W e s e n ,  d i e  G e s c h m a c k s o r g a n e  h a b e n ,  das erstere fi lr  

a l l e  G e i s t e r ,  d e n e n  d ie  m a t e r i e l l e  W e l t  a p p r e h e n s i b e l  

ist .  Zwei soIche Geister aber kSnnen sich fiber Rechts und Links 

nicht anders umnittelbir versti~ndigen, als indem Ein und dasselbe 

materielle, individuelle Ding eine Briicke zwischen ihnen schl~gt, 

ich sage unmittelbar, da auch A sieh mit Z versti~ndigen kann, indem 

zwischen A und B eine materielle Brt~cke, zwischen B und C eine 

andere u. s. w. geschlagen werden oder worden sein kann. Welche 

Geltung diese Sache in der Metaphysik hat, und dass ich darin die 

schlagende Widerlegung von K a n t ' s  Einbildung rime, der Raum sei 

b l o s s  die Form unserer i~usseren Anschauung, habe ich succinct in 

den G5ttingischen Gelehrten Anzeigen 1831, S. 635 ausgesproehen." 

(Brief an Schumacher vom 8. Februar 1846, 33~ 247). 

Diese Worte des bedeutendsten Mathematikers des vorigen Jahr- 

hunderts ki)nnten als Motto der vorliegenden Untersuchung gelten; 

sie enthalten die wesentliche Grundlage der hier gegebenen LOsung 

des l~aumproblems. Die drei Grundrichtungen Sagittal, Transversal' 

und Vertical sind Grundempfindungen wie S ils s und B i t t e  roder  wie 

R o t h ,  Gr i ln  und V i o l e t .  Die Braeken, welche erforderlichsind, 

nm eine Versti~ndigung zwischen den verschiedenen Geistern zu ermSg- 

lichen, - -  die erste Vorbedingung filr die wissenscha�9 Behandlung 

einer Frage - -  diese Brticken sind durch die Untersuchungen er- 

richtet worden, welche die Existenz eines besonderen Sinnesorgans 

festgestellt haben, dazu bestimmt, uns drei verschiedene Richtungs- 

empfindungen zu geben . . . 40* 
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Die M~glichkeit einer Verstandigung aber den Begriff der 

R i c h t u n g  brachte es mit sich, dass in der zweiten H~lfte des 

vorigen Jahrhunderts dieser Begriff, als eine der Grundlagen der 

Geometrie, ganz zurackgestellt und bel der L5sung des Raumproblems 

durch den Begriff des A b s t a n d e s  ersetzt wurde. Schon hat 

P r o k l o s  zu diesem letzteren Begriff far die Deutung des elften 

Axioms geg�9 Die Definition der parallelen Linien, als Linien 

von gleichem Abstaud (equidistante Linien) hat seither mehrmals die 

Geometer angezogen. Wenn der Begriff des A b s t a n d e s  endlich 

den Sieg aber den der Richtung davongetragen hat, so geschah dies 

theilweise dank der Physiologie oder richtiger der physiologischen 

Optik. Bei der Analyse der Bewegungen �9 KSrper kommt 

fast ausschliesslich der S e h r a u m  in Betracht, und der Abstand als 

eine durch das Augenmaass b e s t i m m b a r e oder, richtiger, wahr- 

nehmbare GrOsse musste bel der Verwerthung dieser Analyse far 

die Erkenntniss des wirklichen R~tumes nothwendiger Weise eine 

hervorragende Rolle spielen. Darum glaubte auch H e l m h o l t z ,  

den Begriff der l~ichtung bek~mpfen zu massen. ,Wie soll man 

aber Richtung definiren, doch wieder nur dureh die gerade Linie; hier 

bewegen wir uns in einem Circulus vitiosus. Riehtung ist sogar der 

specieilere Begriff~ denn in jeder geraden Linie giebt es zwei ent- 

gegengesetzte Richtungen 1),, (25, 392). 

Wenn eine Definition der Richtung auch in der That unmSglieh 

ware�87 so darf'te dies kein unaberwindliehes ttinderniss far die Ver- 

wendung des Begriffs der Richtung als Grundlage der Geometrie 

bilden~). Die analoge Schwierigkeit, a n d  e r e  E m p f i n d u n g e n ,  

wie l~oth, Gr[m und Violet oder Blau genauer zu definiren~ haben 

ja auch Y o u n g  und H e l m h o l t z  nieht ~~erhindert~ die Farbenlehre 

aufzubauen. Um eine solche Verwendung fruchtbringend zu machen~ 

1) Letzteres beruht, wie schon oben (S. 583) gezeigt wurde, auf einer Ver- 
wechslung der Richtung als Eigenschaft des Raumes mit dem Sinne der l~ich- 
tung, die nur eine Beziehung dieser Eigenschaft zu unserem ,Ich" bedeutet. 

2) Es gibt aber auch he�9 Vertreter der ~Nicht-Euklidischen 
Geometrie, die es f�9 deren weitere Entwicklung er�9 halten, auch den 
Begriff des Abstandes aufzugeben. So schreibt Killing." ~,.. Die Geometrie, 
gleichwie sie den Begriff der Richtung in dem vom Parallelaxiom geforderten 
Sinn bat aufgeben massen, so auch rien Begriff des Abst~ndes als Grundbegriff 
nicht wird festhalten kSnnen, und somit weit ~ber ~Nicht. E u k 1 i d i s c h e Raum- 
ormen in engerem Sinne hinausgehen muss..." (87, V.) 
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sollte der Nachweis gen~gen, die Begriffe der Richtung beruhen 

ebenso auf sinnlichen Empfindungen, wie die Begriffe von t{o th  

und G r t i n  oder Silss und B i t t e r .  Einen solchen Nachweis haben 

aber meine Untersuchungen in aberzeugender Weise schou ira Jahre 

1878 geliefert. 

Es soll nun hier der Versuch gemacht werden, die Definitionen 

und Axiome von E u k l i  d auf ihren nattirlichen Ursprung aus den 

sinnlichen Wahrnehmungen des Bogengangapparates zurt~ckzuft~bren. 

wei t  davon entfernt~ die Einzelheiten der nun folgenden Demonstration 

als endgaltig hinzustellen, soll dieser erste Versuch nur dazu dienen, 

die Ueberzeugung zu wecken, dy die naturgem~issen Grundlagen 

der Geometrie von E u k l i d  auf rein sinnlichen Wahrnehmungen 

des Raumsinnorgans beruhen. Die weitere Ausniitzung dieser Grund- 

lagen von Seiten competenter Mathematiker wird dann sicherlich nicht 

ausbleiben. 

Es Sollen daher hier nur einige der wichtigsten geometrischen 

GrSssen von E u k 1 i d beriicksichtigt werden. 

Die gerade Linie wird von E u k l i d  definirt: ,Eine gerade 

Linie ist diejenige, welche zwischen allen in ihr befindlichen Punkten 

auf e i n e r 1 e i A r t liegt." (L o r e nz.) ~) Recta linea est quaecanque 

ex aequo punctis in eu sitis jacet ~). 

Die franzSsische Uebersetzung, wie sie K 5 ni g (45) ebenfalls 

nach dem griechischen Text giebt, hat rien gleichen Sinn: ,,La 

ligne droite est celle qui est ›  s i t u ›  entre ses extr›233 

Der Begriff der geraden Linie, welchen E uk l id definiren wollte, 

erscheint ganz klar: eine Linie~ die gegen alle ibre Punkte auf 

e i n e r l e i  A r t  gelegen ist, will sagen, e ine  L i n i e ,  d i e  n a c h  

k e i n e r  S e i t e  h i n  a u s b i e g t ,  deren alle Punkte g l e i c h m i ~ s s i g ,  

d. b. in derselben Richtung gelegen sind. Die gerade Linie ist die 

Linie e i n e r Richtung. 

U e b e r w e g glaubte dieser Definition eine strengere wissen- 

schaftliche Begrtindung zu geben�87 indem er die R i c h t u n g  aus der 

1) Die von den Nicht-Euklidianern bevorzugte Uebersetzung von Heiberg 
lautet folgendermaassen: ,,Eine Linie ist gerade, wenn sie gegen die in ihr be- 
findlichen Punkte auf einerlei Art gelegen ist. y 

2) Der griechische Text Eukl id ' s  lautet: E~~~t5 :TQatttt™ ~a~'t~, �9231 $~ 
"t'~o~, vo~™ $™ $y231 a~uy231 x~~vat. Clavius bat folgende Deutung dieser 
I)efinition vorgeschlagen: ,Nullum punctum in~ermedium ab extremis sursum aut 
deorsum vel huz vel illuc flectendo subsaltat. ~' 
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Bewegung fester K•rper abzuleiten suchte: ,Diejenige Linie, welche 

bei der Drehung um zwei ihrer Punkte i n s i ch b 1 e i b t ,  heisst gerade." 

An sich ist eine solche Definition schon zuli~ssig, um so mehr als 

auch die D r e h u n g  eine R i c h t u n g  voraussetzt. 

Sie ist aber ffir die h i e r  in  B e t r a c h t  k o m m e n d e  F r a ~ ' e  

k e i n e s f a l l s  zutreffend. Wenn man nach dem Ursprung der 

Definitionen und Axiome von E u k l i d  nachforschen will, ist es nicht 

gestattet, ihm einen Ideengang oder Voraussetzungen zuzuschreiben, 

die er schon darum nicht haben konnte, dass sie erst ira Laufe des 

vorigen Jahrhunderts entstanden sind~). Es ist sicherlich kein Zu- 

fall, dass E u k l i d  ira ersten Buche den Begriff der Bewegung aus- 

geschlossen bat. Die Begriffe der Richtung und der Lage geniigten 

ihm vollsti~ndig, um die in diesem Buche vorkommenden GrOssen zu- 

definiren und um gewisse Axiome, die er als allgemeine Begriffe 

(notions communes) au�9 zu formuliren. 

b�9 beim Axiom der Congruenz soll E u k l i d  zur Bewegung 

gegriffen haben. Aber auch dies ist mehr als zweifelhaft. Das achte 

Axiom lautet: ,Quae sibi mutuo congruunt sunt aequalia"~ d. h. 

,,GrSssen, die auf einander p a s s e n ,  sind einander g l e i c h "  

( L a m b e r t ) ,  oder ,,Was einander deckt, ist einander g l e i c h "  

L or  e nz) ;  ,,Les grandeurs qui conviennent sont › et semblables 

et r› (K ~ n i g). 

Von Bewegung ist hier keine �9 h5chstens von U ml egung~) .  

Und auch dies ist problematisch. Wenn man Kinde�9 die Geometrie 

lehrt, z. B. die Congruenz der Dreiecke, so denkt doch Niemand 

daran, das eine Dreieck auf das andere wirklich zu legen. 

Die alteren Geometer haben riel richtiger die Congruenz auf 

den Satz der Gleichheit a) (similitude) zurt~ckgefahrt, der uns direct 

1) Soll ja nach P o i n c a r ›  Euk l id  sogar die Bildung von Gruppen, wie 
sie Sophus Lie entwickelt hat, ge~hnt haben! 

2) ,E u k 1 i d, y schreibt S t ~ c k e 1 (85, 8), ,hat gewiss absichtlich in dem ganzen 
ersten Buche den Begriff der Bewegung nur bei dem Beweise des ersten Con- 
gruenzsatzes benutzt. Stillschweigend macht er hier sogar von der Umlegung 
Gebrauch. Sollte ihm entgangen sein, dass bel der Geome t r i e  der Ebene  
zwischen Bewegung und Umlegung ein wesen t l i che r  Un te r sch i ed  
bes teh t?"  Dies ist eben Euk l id  so wenig entgangen, dass er sogar kaum 
von dem Begriff der Umlegung Gebrauch machte~ - -  von Bewegung ist in dem 
Congruenzsatze aber ke�8 Spur zu finden. 

3) S o z. B. K S n i g  (45): ,,Pour Euclide congruence est une notion commune y 
die mit dem grossen Princip der Gleichheit verbunden ist (6. Buch). 
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durcb die A n s c h a u u n g  gegeben istO. Wie so]len auch an Be- 

wegungen r e al e r K 5 r p e r gemachte Erfahrungen zum Satze der 

Cong�9 f[~h�8 ? Wo sind denn solche KSrper~ die vollkommen 

congruent oder auch nur vollkommen gleich waren? 

Eine vollkommene Congruenz kommt eigentlich nur in unserem 

Bewusstsein zu Stande, und zwar meistens durch Verschmelzung 

zweier identischer Netzhautbilder oder durch Wahrnehmung iden- 

tischer Eindrt~cke von zwei zwar  v e r s c h i e d e n e n ,  aber g ]e i ch  

e r s c h e i n e n d e n  Dingen. 

Wie dem auch sei, bei der Definition der geraden Linie hat 

E u k l i  d nur an Lage und Richtung gedacht. Dari]ber herrscht 

volle Uebereinstimmung. Es bandelt sich also bei unserem jetzigen 

Wissen liber den Ursprung der Richtungsempfindungen nur darum, 

die Entstehung des Begriffs der geraden Linie als der Linie e in er  

Richtung p h y s i o 1 o g i s c h zu begrlinden. 

Es wurde im zweiten Capitel die functionelle Bedeutung der 

Beherrschung der Augenmuskeln durch die Bogengi~nge erSrtert und 

gezeigt, warum eine jede Erregung der Ampullennerven, gleichzeitig 

mit der Erzeugung einer Richtungsempfindung, gewisse Augen- 

bewegungen auslSst, welche die Blicklinie in der emp�9 Rich- 

tung wendet (S. 589 ff.), d. h. zur Quelle dieser Erregung. Kann die 

Augenbewegung allein eine solche Richtung der Blicklinie nicht er- 

zielen, so rufen die Ampullennerven auf refiectorischem Wege die 

erforderlichen Kopf- resp. KSrperbewegungen hervor. 

Der  W e g ,  de r  von d e r E r r e g u n g s q u e l l e z u r N e r v e m  

s t e l l e  f i i h r t ,  wo e ine  b e s t i m m t e  R i c h t u n g  e m p f u n d e n  

w i r d ,  g ib t  d ie  g e r a d e  L i n i e  d i e s e r  e i n e n  R i c h t u n g  an;  

d ie  B l i c k l i n i e  v e r a n s c h a u l i c h t  d i e se  g e r a d e  L in i e .  Die 

ideale Richtung ist ihrem Wesen nach u n b e g r e n z t .  Dagegen ist 

die ihr entsprechende oder richtiger mit ihr zusammenfa]lende gerade 

Linie b e g r e n z t, einerseits durch den Ausgangspunkt der Erregung, 

andererseits durch den Punkt, wo diese Erregung wahrgenommen 

wird. Sie ist gleich dem A b s t a n d e  zwischen diesen beiden 

Punkten. A b e r  d i e s e  g e r a d e  L i n i e  k a n n  s e l b s t v e r s t i i n d -  

1) F. Klein bat gezeigt, dass man die projectivische Geometrie ohne Zu- 
h~ilfenahme der ]~ewegung aufbauen kSnne, indem man sie durch die u 
ersetzt. ,,Jede Strecke, jeder Winkel ist sich selbst congruent" (Hilbert; 46), 
dies wird doch nicht durch die Bewegung gelehrt. 
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l i ch  in d e r i h r  e n t s p r e c h e n d e n  R i c h t u n g  n a c h  W i l l k i i r  

v e r l i ~ n g e r t  w e r d e n l ) .  

Aus dieser durch den Ursp�9 der idealen geraden Linie be- 

dingten Fahigkeit entst~nd die zweite Forderung von E u k l i d :  

J e d e  b e g r e n z t e  g e r a d e L i n i e  s t e t i g  i n g e r a d e r R i c h t u n g  

zu v e r l a n g e r n .  

Psychologisch k5nnte man also die gerade Linie etwa so defi- 

niren: d i e  i d e a l e  g e r a d e  L i n i e  i s t  d ie  v e r a n s c h a u l i c h t e  

V o r s t e l l u n g  e i n e r  e m p f u n d e n e n  R i c h t u n g .  

Die Entstehungsweise des Begriffs der geraden Linie bedingt es, 

dass die gerade Linie die ki]rzeste Linie zwischen zwei Punkten 

(Arch im ed) ist und rechtfertigt auch die Definition "con L e g e n d r e :  

,,La d r o i t e  e s t  le p l u s  c o u r t  c h e m i n  d 'un  p o i n t  ” un  

a u t r e . "  Es wurde dieser Definition der Vorwurf gemacht, sic be- 

darfe noch einer Definition des ,,Weggs". Dieser , ,Weg" oder 

A b s t a n d  f~llt aber mit der ,,Richtung" zusammen, wie wir sahen. 

Die Definition von L e g e n d r e  entspricht daher noch riel enger dem 

physiologischen Ursprung der idealen geraden Linie. 

E u k l i d  hat seine Definition nicht nur durch die eben citirte 

zweite Forderung vervollstiindigt und priicisirt, sondern auch durch 

das zwSlfte Axiom: , ,Zwei  g e r a d e  L i n i e n  k S n n e n  k e i n e n  

R a u m  e i n s c h l i e s s e n " ,  oder was dasselbe ist, k5nnen sich nur 

in e i n e m  Punkte schneiden. 

Auch dieses Axiom besti~tigt ebenso wie die zweite Forderung 

den physiologischen Ursprung des Begriffs der geraden Linie. S ic  

f o l g t  u n m i t t e l b a r  aus  d e r  W a h r n e h m u n g  d e r  R i c h t u n g  

und  aus  i h r e r  P r o j e c t i o n  n a c h  aussen2).  Die v e r s c h i e -  

d e n e n  R i c h t u n g s e m p f i n d u n g e n  t r e f f e n  n u r  in u n s e r e m  

B e w u s s t s e i n  z u s a m m e n .  In welchem Sinne sie auch verli~ngert 

d .h .  projicirt werden, sie mt~ssen divergiren: die verschiedenen 

Richtungen schneiden sich nur einmal in u n s e r e m  B e w u s s t s e i n S ) .  

1) Bei der Verl~ingerung dieser geraden Linie nach der Seite des letzteren 
Punktes andert sich das Vorzeichen (oder Sinn) ihrer Richtung (siehe oben S. 583). 

2) Wie bei Mien Empfindungen unserer ausseren Sinnesorgane. 
3) In seinem berfihmten u (25b) suchte Helmholtz seinen Zu- 

hOrern die zweite Variante der Ri ema n n' schen Raumform, in der auch das 
zwSlfte Axiom von E ukli d ungiiltig sein soll, dadurch mundgerecht zu machen, 
dass er die Definition der geraden Linie von Legendre,  die gerade Linie sel 
der kfirzeste Weg zwischen zwei Punkten umkehrte. Fier die Bewohner der 



Die physiologischen Grundlagen der Geometrie von E u k l i d .  617 

Der iiberzeugende Beweis, dass der Begriff der geraden Linie 

als Linie der einen Richtung seinen Ursprung in den Wahrnehmungen 

des Ohrlabyrinths hat, wird durch die Thatsache geliefert, d ass 

a ] l e T h i e r e  u n d M e n s c h e n ,  die  e in  n o r m a l f u n c t i o n i r e n -  

des  Ohr l aby r i~n th  b e s i t z e n -  und  n u r  s o l c h e - - ,  d i e  

g e r a d e  L i n i e  als  den  k i i r z e s t e n  W e g  k e n n e n .  Nur sie 

schlagen mit der gr5ssten Pracision die geradlinige Richtung ein, um 

ara schnellsten zu ihrem Ziele zu gelangen. Man beobachte z. B. 

Brieftauben, wenn sie auf dem Heimweg begriffen sind (7 u. 10), 

HuMe, wenn sie die Strasse k�9 oder um eine Strassenecke um- 

biegen, auf der Jagd gehetzte Thiere, die auf der Flucht begriffen 

sind, und man wird erstaunen, mit welcher Pri~cision sie jedes Mal 

ihre Richtung weebseln und die Diagonale einzuschlagen verstehen, 

um ihren Weg abzaki]rzen. Kinder, die das Gehen erst zu erlernen 

beginnen, machen die gr5sste Anstrengung, um in gerader Riehtung 

zu gehen, sobald sie zu einem Ziele gelangen wollen. 

Dagegen bewegen sich Thiere, die kein Ohrlabyrinth besitzen, 

und wenn sie mit Ht'llfe ihrer Gesichts- und Geruchtsorgane noch so 

vollkommen sich zu orientieren verstehn, wie z. B.  Bienen und 

Ameisen (7 und 10) nur in Halbkreisen und in Bogen: d ie  g e r a d e  

L i n i e  i s t  i h n e n  u n b e k a n n t i ) .  

Bel  d e r  e r s t e n  K a t e g o r i e  von T h i e r e n  v e r m S g e n  

a n g e b o r e n e  o d e r  e r w o r b e n e  D e f e c t e  des  B o g e n g a n g -  

a p p a r a t e s  die  K e n n t n i s s  de r  g e r a d e n  R i c h t u n g s l i n i e  

a u f z u h e b e n ,  wie dies an gewissen japanischen Tanzmausen, an 

Neunaugen 2), an speciell operirten Tauben, FrSschen, Kaninchen etc. 

zu sehen ist, und zwar auch  d a n n ,  wenn  i h r e  G e s i e h t s -  

Oberflache einer Kugel gibt es viele ktirzeste Linien zwischen zwei Punkten, 

- -  also auch viele gerade Linien! A l b e r t  K r a u s e  (47, 50) bat schon den 

logischen Fehler solcher Umkehrung eines Satzes hervorgehoben. Alle Affen 

sind Thiere, - -  desswegen sind aber nicht aile Thiere Affen. 

1) Auf dieser Unkenntniss der geraden Richtung beruhen au™ die meisten 

Fliegen- und Insectenfanger, die durch gewisse riechende Substanzen diese Thiere 

durch eine relativ weite Oeffnung in einen geschlossenen Raum verlocken: die 

gefangenen Thiere gehen um die Eingangsiiffnung herum, ohne den Ausweg zu 

finden, weil sie die geradr Richtung nicht einzunehmen verstehen. 

2) Diese ein- und zweidimensionale Wesen, d. h. Wesen, die nur eine oder 

zwei Richtungen des Raumes kennen, bewegen sich nie geradlinig, sondern nur 

ira Zickzack und in Kreisen. 
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o r g a n e  v o l l k o m m e n  e r h a l t e n s i n d .  A u c h b e i m  M e n s c h e n  

k a n n  d i e  K e n n t n i s s  d e r  g e r a d e n  L i n i e  m o m e n t a n  o d e r  

a u f l ~ n g e r e  Z e i t  a u f g e h o b e n  w e r d e n  d u r c h  K r a n k h e i t e n  

d e s  O h r l a b y r i n t h s ,  d u r c h  I n t o x i c a t i o n e n ~  u n g e w o h n t e  

B e w e g u n g e n ~  wie  da s  S c h a u k e l n ~  D r e h u n g e n  u m  d i e  

L ~ n g s a c h s e  und alle a n d e r e n  S t S r u n g e n  d e r  h a r m o n i -  

s c h e n  B e z i e h u n g e n  z w i s c h e n  d e m R a u m -  u n d G e s i c h t s -  

s i n n e l ) .  

Die unzahligen Versuche und Betrachtungen~ wetche diese That- 

sache in unzweifelhafter Weise festgeste]lt haben, lassen nur die 

e i n e  Deutung zu: D i e  B e g r i f f e  d e r  g e r a d e n  L i n i e ,  d i e s e  

f u n d a m e n t a l e  R a u m g r S s s e  d e r  G e o m e t r i e ,  r a h r e n  v o n  

d e n  R i c h t u n g s e m p f i n d u n g e n  d e s  O h r l a b y r i n t h s  h e r .  

Der ~achweis des nat[u~lichen Ursprungs der von E u k l i d  ge- 

gebenen Definition der gerade Linie, ermSglicht auch, die Schwierig- 

keiten zu heben, welche seine Definition der Parallellinien bis jetzt 

geboten hat: ,,Para]lel sind gerade Linien, die in derselben Ebene 

liegen und auf keiner der beiden Seiten zusammentreffen, soweit 

man sie auch vert~ngern mag." 

Die Schwierigkeit lag hauptsachlich in der UnmSglichkeit, den 

Beweis zu geben, dass die gezeichneten Linien wirldiche gerade 

Linien sind, die in einer Ebene liegen. Um zur Erkl~rung der 

Parallellinien zu gelangen~ nehmen die Mathematiker zu dem Be- 

griffe d e r  R i c h t u n g  oder dem des A b s t a n d e s  ihre Zuflucht 

(siehe oben). Beide Begriffe sind, wie eben gezeigt worden~ physio- 

logischen Ursprungs und seien bestimmend fur die Definition der 

geraden Linie von E u k l i d .  Dadurch werden d e r  n a t a r l i c h e  

1) Siehe die Capitel t~ber Dreh- und Ges~chtsschwindel, liber Taubstumme u. s. w. 
in den Untersuchungen 4~ 5, 6 und 7. Dieser Schwindel muss entstehen jedes 
Mai, wenn das gewohnte harmonische Zusammenwirken des Ohrlabyrinths mit 
der •etzhaut anormaler Weise gestSrt wird, sel es durch abnorme Gesichts- 
empfindungen, durch St5rungen ira Ohrlabyrinth selbst oder in den Assoliations- 
centra dieser Organe. Taubstumme~ die an ein solches harmonisches Zusammen- 
wirken nicht gewShnt sind, oder bei denen durch De�9 des Bogengangapparates 
kein solches Zusammenwirken aberhaupt mSglieh sel, solche Taubstumme d�9 
weder den Schwindel noch die Seekrankheit kennen: diesen Schluss habe ich 
ira Jahre 1878 aus meiner Theorie des Raumsinns deducirt. Zahlreiche Ver- 
suche an Taubstummen von James, Strehl u. A. haben seitdem die Riehtigkeit 
dieser Deduction vollauf best~tigt. 
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U r s p r u n g  und  auch  d ie  B e r e c h t i g u n g  de r  o b i g e n D e f i -  

n i t i o n  der P a r a l l e l e n  d i r e c t  b e w i e s e n .  

Demgemass f~llt es nicht schwer, sich zu �9 dass Kinder 

und Erwachsene, wenn sie auch keinerlei geometrischen Unterricht 

genossen haben, sehr gut wissen, dass parallele Richtungen nicht 

zusammentreffen kSnnen. Eine blosse Nachfrage genagt, u~m zu zeigen, 

dass dieses Wissen nicht durch die Er�9 erlangt ist, sondern 

auf einer d i r e c t e n  A n s c h a u u n g  beruht. Auch Thiere kennen 

diese Eigenthamlichkeit der parallelen Richtungen. Man beobachte 

nur Spiele von Kindern unter sich oder mit Thieren oder auch Thiere, 

die der Ver�9 zu entweichen suchen. Das im Spiel oder im 

Ernst verfolgte Thier sucht bei der Flucht immer' die gleiche Rich- 

tung wie das Verfo]gende zu bewahren; wahrend ira Gegentheil das 

Verfolgende das Verfolgte durch d ie  A b w e i c h u n g  von d e r  

p a r a l l e l e n  R i c h t u n g  zu erwischen sucht. Wechselt ersteres die 

Richtung, s o schlagt auch so�9 d as Verfolgte d i es e n eu e Ri c h t u n g 

ein�87 w o b e i  es auch  d u r c h  d a s A u g e n m a a s s  den  g l e i c h e n  

A b s t a n d  zu b e w a h r e n  sucht .  Geschieht das Spiel in einem 

beschrankten Raume, so sieht man die Verfolgung in Zickzacklaufen 

ausarten 1). 

Wenu die Spielenden oder Verfolgten nicht die Vorstellung 

h~ttten, dass bel Einhaltung der parallelen Richtungen ein Zusammen- 

treffen unmSglich sei, so wtirde es rien Verfolgten doch riel einfacher 

erscheinen~ eine Richtung einzuschlagen, die der des Veriblgers e n t- 

g e g e n g e s e t z t  ist. 

Von Idealisirungen oder Abstractionen gemachter Erfahrungen 

kann wohl bel Thieren nicht die Rede sein: d i e s e  U e b e r z e u g u n g  

i s t  i h n e n  a l so  d i r e c t  durch ihre  S i n n e s w a h r n e h m u n g e n  

g e g e b e n. Es liegt hier ebenfalls ein Beispiel des Zusammen- 

wirkens des Ohrlabyrinths mit dem Sehorgan vor, auf welchem die 

erforderliche Harmonie zwischen dem Sehraum und dem wirklichen 

Raum beruht. Die Begriffe der R i c h t u n g  und des A b s t a n d e s  

sind die beiden natarlichen Grundlagen der Geometrie eben dank 

dieser Harmonie, ohne welche jede Orientirung und jede Localisirung 

unmSglich ware. Da die, den drei Ausdehnungen des Raumes ent- 

sprechenden Richtungsempfindungen die bestimmende Rolle bei der 

1) Ueber das Zickzackspiel der Thiere siehe z. B. das interessante Werk 
von Groos: ,Die Spiele der Thiere." (49.) 
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Orientirung spielen, so mtissen die Bogengi~nge die Bewegungen der 

Muskeln beherrschen, welche die Localisirung in dem Seh- und 

Tastraume, die nur kleine Bruchtheile des Weltraumes seien, er- 

mSglichen. 

Bei den Erkliirungsversuchen der Definition der Parallelen wurde 

ausser der R i c h t u n g  und des Abstands auch der Begriff der Un- 

endlichkeit der geraden Linie mehrmars herangezogen, wie er aus 

der zweiten Forde�9 E u k l i  d s folgt. Es ist schon gezeigt worden, 

dass die Berechtigung dieser Forderung auch in der Wahrnehmung 

der idealen Richtung liegt. 

Die Demonstration des physiologischen Ursprungs der Definitionen 

der geraden Linte und der Parallelen aus den R i c h t u n g s e m -  

p f i n d u n g e n  kiinnte bei der grundlegenden Bedeutung dieser 

beiden geometrischen Gr5ssen fur diesen ersten Versuch genilgen. Es 

soll aber noch gezeigt werden, dass auch der analoge Ursprung der 

anderen Definitionen von E u k 1 i d ohne Schwierigkeiten in derselben 

Weise sich herleiten lhsst. Noch einige Beispiele sollen daher an- 

geft~hrt werden. 

Der Winkel wird von E u k l i d  folgendermassen definirt: ,Ein 

ebener Winkel ist die N e i g u n g  zweier Linieni die in einer Ebene 

zusammentreffen~ ohne in g e r a d e r  L i n i e  zu liegen." N e i g u n g  

kann keinen anderen Sinn haben als R i c h t u n g s u n t e r s c h i e d ,  

d a j a  die Worte , ,nicht  in g e r a d e r  L i n i e "  nur e ine  Deutung 

zulassen~ ,,in d e r s e l b e n  R i c h t u n g " .  U e b e r w e g ,  der auch in 

dem synthetischen Theil seiner sehr bedeutenden Arbeit soviel Bei- 

spiele wirklich ausserordentlicher Intuition gegeben hat, - -  formulirte 

die betreffende Definition E u k l i d ' s  folgendermassen: , D e r  U n t e r -  

s c h i e d  de r  R i c h t u n g e n  z w e i e r  von e i n e m  P u n k t e  aus-  

g e h e n d e r  L i n i e n  h e i s s t  Winke l . ' :  Es geni~gte U e b e r w e g ,  

den Begriff der Richtung bei der Ableitung der E u k l i d i s c h e n  

Raumformen ira Geiste anwesend zu haben, um die richtige Formu- 

lirung zu treffen. Denn auch bei der jetzigen Kenntniss des physio- 

logischen Ursprungs des Begriffes R i c h t u n g k5nnte man nicht 

zutreffender den Winkel definiren. Es ist kaum nSthig~ die Worte 

,,von einem Punkte a u s g e h e n d e r "  durch ,,in einem Punkte zu- 

s a m m e n t r e f f e n d e r "  zu ersetzen, -- denn wir projiciren ja unsere 

Empfindungen n a c h a u s s e n. 

Die Lage der B0gengi~nge in drei senkrecht zu einander stehenden 

Ebenen bedingt es, dass die Anschauung d e s r e c h t e n W in k e 1 s 
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uns unmittelbar gegeben ist. Daher geht auch die Definition dieses 

Winkels bel E u k l i d  derjenigen der anderen Winkel (spitzen und 

stumpfen) voraus. 

Die Definition der E b e ne als Flache, welche ,zwischen a]len in 

ihr befindlichen Linien au�9 einerlei Art gelegen ist", wurde von allen 

Geometern als analog der Definition der geraden Linie aufgefasst. 

t~ei unserem jetzigen Wissen von der Entstehungsweise des Begriffs 

der geraden Linie liegt es nahe~ den Begriff der Ebene auf die 

identischen Richtungsempfindungen s~tmmtlicher in der Ebene e i n e s 

b e s t i m m t e n  B o g e n g a n g e s  gelegenen Nervenenden zur~ck- 

zu�9 Werden ja die Q u a l i t a t e n  dieser Empfindungen durch 

die gegensei~ige Lage der drei Bogeng~nge in drei zu einander 

senkrechten Ebenen bedingt. 

Die Begriffe der stumpfen und spitzen Winke]~ sowie die des 

Kreises kSnnten vielleicht durch die Drehungen der Aug~pfel (und 

eventuell des Kopfes) entstanden sein, die bel der Pr~cisirung der 

emp�9 Richtungen auftreten~ da solche Drehungen mit einer 

Yerschiebung dœ Augenachsen gegen die Coordinaten der Bogeng~tn~'e 

verbunden sind. (S. 591.) 

Den Punkt definirt E u k l i d  als etwas, ,was  k e i n e  T h e i l e  

hat" .  Statt dieser Definition wurden mehrere andere vorgeschlagen, 

wie z. D. ,,der Punkt ist die Grenze der Linie" ( L e g e n d r e ) ,  oder 

,,die Stel]e, wo zwei Linien sich kreuzen" (B lanche t ) .  Nach den 

~orangegangene n Auseinandersetzungen ~ber den Ursprung der ge- 

raden Linie bietet die Deutung dieser beiden Definitionen keinerlei 

Schwierigkeit. MSglicher Weise ist ~ber dennoch die von E u k l i d  

gegebene Definition physiologisch die am meisten pracise. Es wurde 

dieser Definition der Vorwurf der zu grossen Allgemeinheit gemacht; 

sie soll z. B. auch au�9 das Bewusstsein, die Intelligenz oder die 

Seele 1) bezogen werden kSnnen. Dieser Vorwurf deutet aber viel- 

leicht auf den wahren Begriff hin, der E u k li d bei seiner Definition 

vorgeschwebt hat: Der Punkt, wo alle Richtungsempfindungen zu- 

sammentreffen~ i s t  e b e n  das  u n t h e i l b a r e  B e w u s s t s e i n .  Das 

selbstbewusste I ch ,  in dem die Richtungen des Raumes sich 

kreuzen, - -  ist das, was ,,keine Theile" oder ,keine Ausdehnung" hat. 

Die Definitionen von E u k 1 i d sind also, wie ich glaube bewiesen 

zu haben, keine P o s t u l a t e  oder H y p o t h e s e n ,  wie viele Mathe- 

1) Siehe D e l b o e u f  (27). 
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matiker geglaubt haben, sondern d e r  A u s d r u c k  v o n  B e g r i f f e n ,  

d i e  d i r e c t  d u r c h  d ie  s i n n l i c h e n  W a h r n e h m u n g e n  e i n e s  

b e s o n d e r n S i n n e s o r g a n s  g e g e b e n  s ind .  Die geometrischen 

Figuren sind i d e a l e  R a u m g r S s s e n  nnd nicht g e o m e t r i s c h e  

K 5 r p e r ,  wie die Empiristen sie zu bezeichnen pflegen. Sie ent- 

stehen auf Erregungen der i~usseren Welt und werden bestimmt durch 

die F o r m unseres Empfindœ Die Axiome von E u k 1 i d sind u n - 

m i t t e l  b a r e F o 1 g e r u n g e n aus diesen sinnlichen Wahrnehmungen, 

welche in den Definitionen mehr oder weniger praeise formulirt 

wurden. Sie sind so enge mit den sinnlichen Wahrnehmungen ver- 

kn�9 dass sie uns als durch directe Anschauung gegeben er- 

scheinen. Sie bedt~rfen keiner mathematischen B e w e i s e ,  sondern 

nur B e s t i ~ t i g u n g e n  dureh die Erfahrungen an realen Gegen- 

sti~nden. E u k l i d  hat sie daher als a!lgemeine Begl~ffe (notions 

communes) hingestellt, ohne Beweise zu geben~ die er fii�8 �9 

fiiissig hielt. 

Der physiologische Ursprung der i d e a l e n  R a u m g r 5 s s e n ,  

auf welche sich die Axiome von E u k l i d  beziehen, ist der Grund 

der apodiktischen Gewissheit, welche ihnen bis gegen die Mitte des 

vorigen Jahrhunderts auch von denjenigen Mathematikern zuerkannt 

wurde, die ara eifrigsten bemi~ht waren, mathematische Beweise far 

das elfte Axiom zu suchen~). Die b l o s s e  A n s c h a u u n g  lehrte 

schon, dass, wenn zwei in einer Ebene liegende gerade Linien mit 

einer sie schneidenden geraden innere Winkel bilden, die kleiner als 

zwei Rechte sind, diese geraden Linien n i c h t  p a r a l l e l  s e i n  

k0nnen, also bei ihrer Verlangerung sich n~hern mi~ssen. Dass sie, 

wenn gentigend verl~mgert, auch zusammentreffen, dies folgt aus dem 

Begriffe der parallelen Richtungen, wie ihn uns die. sinnliche 

Wahrnehmung aufzwingt. Die Geometer,  welche, wie R a m u s ,  

C l a i r a u t  u. A., immer behauptet haben, es sei unni]tz, nach Be- 

weisen zu suchen for e t w a s ,  was  an  s i c h  v o l l k o m m e n  k l a r  

i s t ,  hatten, ebenso wie E u k l i  d, vollkommen Recht. 

Jetzt, wo die natilrlichen Grundlagen der geometrischen Defini- 

tionen festgestellt wurden, also auch die Berechtigung der Begriffe 

von der geraden iLinie und den Parallelen nicht mehr bestritten 

werden kann, - -  erlangen auch die vielen mathematischen Beweis- 

1) ,,Euklides ab omni n~evo viudicatus," so lautet die beri~hmte Schrift von 
S a c c h e r i, ein es Vorli~ufers der Nicht- E u k 1 i d i s c h e n Geometrie. 
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�9  des el �9  Axioms,  wie sie von W a I 1 i s ,  S a c c h e r i 1), 

L a m b e r t u. A. gegeben wurden, ihre volle Gi]ltigkeit.  

Es kann daher  dem von R i e m a n n ,  H e l m h o l t z  u. A. ge-  

machten Versuch ,  die Axiome von E u k l i d  wegen der  N i c h t -  

E u k  1 i d i s c h e n Geometr ie ,  als nicht mehr  absolut  gt~ltig hinzustel len,  

keinesfal ls  beiges t immt werden. Dieser  Versuch verdankt  wohl sein 

Ents tehen hauptsiichlich dem Wunsche,  der  K a n t '  schen Lehre  ihr  

Haupta rgument ,  die apodikt ische Gewissheit  der  geometr ischen Axiome, 

zu entziehen2).  A b e r ,  wie aus der  Fes ts te l lung der  nat t i r l ichen 

Grundlagen  dieser  Axiome j e t z t  hervorgeht ,  ha t  diese Gewisshei t  

einen ganz anderen Ursprung  a l s  die unserem Geiste innewohnenden 

aprioris t ischen Ideen,  niimlich den u n s e r e r - -  sinnlichen Wahrnehmungen .  

1) Besonders die drei geometrisch-physikalischen t~eweise von S a c c h e r i. 

2) Riemann stand bekanntlich ganz unter dem Einfluss der Herbar t ' s ehen  

Anschauungen, die auch auf I - I e lmhol tz  nicht ohne Wirkung waren. Es w~re 

aber von hohem Interesse zu erfahren, ob H e l m h o l t z  bis zu Ende an der in 

seiner H e i d e l b e r g e r  Rede ausgesprochenen Ansicht festgeh~lten bat, die ~icht- 

E u k l i d i s c h e  Geometrie habe das l~aumproblem in einer K a n t  ung~nstigen 

Weise entschieden. Es liegen mehrere Anzeichen vor, dass dem nicht ganz so ist. 

In der zweiten Auflage seiner Physiologischen Optik hat er nirgends der ~ieht- 

E u k l i d i s c h e n  Raumformen gedacht. Der Naine R i e m a n n ' s  wird nur einmal 

~uf Seite 336 ira u erw~hnt, ohne Bezug auf die hier vorliegende Frage. 

Dagegen bat He lmhol tz  an den Capiteln, wo die nativistischen und empirischen 

Raumtheorien discutirt werden, in der neuen Auflage nichts geandert, mit Aus- 

nahme eines Satzes, der sich eben au fKan t  bezieht: ,So betrachtete er nament- 

lich die geometrischen Axiome auch als ursprtinglich in der Raumanschauung 

gegebene S~itze, eine Ansicht, d ie  ich  zu w i d e r l e g e n  g e s u c h t  habe , "  

(S. 613) statt ,iiber welche sich noch streiten liisst" (1. Auflage S. 456). Wie 

A r t h u r  KSnig  in seiner Einleitung sagt, lag es auch nicht in der Absicht von 

H e h n h o l t z ,  irgendwelche Aenderungen in diesem Theile (von S. 640 an)voro 

zunehmen, lm Jahre 1880 hatte ich mit H e l m h o l t z  eine mehrstiindige Be- 

sprechung fiber meine Raumtheorie, die ja in vielen Punkten mit seinen Ansiehten 

schwer zu vers(ihnen war. Die Beweisffthigkeit meiner thatsiichlichen Ergebnisse 

gab er gerne zu. Sein Hauptargument gegen meine Theorie bestand darin, dass 

er die MSglichkeit von Empfindungen der A u s d e h n u n g e n nicht zugeben konnte. 

Damals war nur der franzSsische Text meiner Arbeit erschienen, in welchem, 

um das vieldeutige Wort D i r e c t i o n  mSglichst zu vermeiden, meistens , , sen-  
s a t i o n s  d ~ ›  statt ,sensations de direction" gesetzt war. Als ich 

H e l m h o l t z  auf diesen Umstand aufmerksam machte, rieth er mir angelegentlichst, 

ira deutscben Text nur von den ganz einwandsfreien ,Richtungsempfindungen y 

tu  sprechen, die einem physiologisch klaren Begriff entsprechen. Diesen Rath 

des genialen Meisters habe ieh seitdem a uch genau befolgt. 
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Die Nothwendigkeit einer solchen Bek~tmpfungsweise der Lehre von 

K a n t existirt also nicht mehr. 

Dass s~mmtliche empirischen Beobachtungen und Erfahrungen 

die Galtigkeit der Euk l id ' s cben  Axiome~-  und n u r  d i e s e r  --  

vollauf bestatigen, mussten ja, wie oben gezeigt (S. 605ff.)~ auch 

R i e m a n n  und H e l m h o l t z  zugeben. 

Der vor Jahren gelie�9 Nachweis, dass unsere u 

von dem dreidimensionalen Raume mit Halle der Richtungsempfin- 

dungen der Bogengange gebildet werden, ist jetzt erweitert und vervoll- 

st~ndigt worden: Die physiologischen Verrichtungen des Ohrlabyrinths 

geben auch die wichtigsten nati:~rlichen Grundlagen der Begriffe ab, 

auf welchen die E u k l i d i s c h e  G e o m e t r i e  aufgebaut wurde. D i e s s  

b i l d e t  e ine  s c h a r f e  S c h e i d e w a n d  z w i s c h e n  d i e s e r  und  

der  N i c h t - E u k l i d i s c h e n  G e o m e t r i e .  Mathemathisch mSgen 

sich die E u k l i d i s c h e n  von den N i c h t - E u k l i d i s c h e n  Raum- 

�9 nur durch das Vorzeichen ihres Krammungsmaasses - -  oder, 

viel sicherer, -- durch ihre Abhangigkeit oder Unabh~ngigkeit voa 

Parallelaxiom - -  unterscheiden. P h y s i c a l i s c h  ist der Unterschied 

zwischen den beiden Geometrien ein ganz gewaltiger: die Eukl i  dis ch e 

Geometrie beruht a l l e i n  auf unserer sinnlichen Erkenntniss. Nur  

ih r e Shtze konnten daher durch die Erfahrung und durch Messungen 

ira uns zug~nglichen Raume best~tigt und bewiesen werden. Die 

�87 gesunden Menschenverstande scheinbar so widerstrebenden 

Gedankenbildungen" (S t a c k e 1) der Nicht-Euklidischen Geometrie 

sind, wie ihr bekannter Ursprung es zeigt, reine Producte der 

mathematischen Ableitungen von G a u s s, L o b a t s c h e w s k y,  B o 1 y a i, 

Ri e m an n und H e 1 m h o It z. Sie sind also rein transcendentale 

SchSp�9 einiger hervorragender Geister. Ihre Raumformen sind 

imagin~re und der menschlichen Vorstellung nur sehr s c h w e r , -  

wenn aberhaupt zuganglich. Sie widerspricht auch aller Anschauung. 

Die Bewegungsgesetze �9 KSrper im sphhrischen und pseudo- 

sphhrischen Raume sind zwar mit Zuh~ll�9 variabler Gleichungen 

mit grosser Pr› abgeleitet worden. Ob sie aber wirklich wo 

realisirt sind - -  bleibt bis jetzt problematisch. 

Von e i n e r  G l e i c h s t e l l u n g  de r  b e i d e n  G e o m e t r i e n ,  

und  n o c h w e n i g e r  von d e r B e t r a c h t u n g  d e r E u k l i d i s c h e n  

G e o m e t r i e  als des S p e c i a l f a l l e s  e i n e r  a l l g e m e i n e n  

G e o m e t r i e ,  in de r  vom P a r a l l e l a x i o m  a b g e s e h e n  wi rd ,  

(F. K l e i n ,  D a v i d H i l b e r t ,  H. Po inca r ›  k a n n  d a h e r  k a u m  
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die  R e d e  sein.  Es mag a n a l y t i s c h  zuli~ssig s e i n ,  d ie  

e i n z e l n e n  A x i o m e  als  u n a b h a n g i g  von e i n a n d e r  zu be- 

t r a c h t e n ;  p h y s i c a l i s e h  i s t  d i e s ,  n a e h  dem g e m e i n -  

s c h a f t l i c h e n  U r s p r u n g e  de r  D e f i n i t i o n e n  u n d  Ax iome  

von E u k l i d ,  besonders von der geraden Linie und den Parallel- 

linien, sicherlich unstattha�9 

Unser logisches Denken beruht zum Theil auf den Begriffen, die 

der E u k 1 i d i s c h e n Geometrie als Grundlagen gedient haben, so wie 

diese Geometrie selbst die m0glichst consequente logische Ent- 

wicklung dieser Begriffe ist. 

F. A. T a u r i n u s, einer der Vorli~ufer der neuen Geometrie, 

sagte: . . . .  ,,Wenn die Vorstellung des Raumes als die blosse Form 

der iiusseren Sinne betrachtet werden darf�87 so ist unstreitig das 

E u k l i d i s c h e  System das Wahre" (35, 51). Dass unsere Vor- 

stellungen der geometrischen Griissen wirklich diesen Ursp�9 

haben~ --  glaube ich zur Gentige festgestellt zu haben. 

6. Eine L~sung des Raumproblems. 

Von den drei Fragen, die das Wesen des Raumproblems aus- 

machen (siehe oben S. 592), haben hier zwei ihre LSsung ge�9 

indem die Geometrie von E u k l id auf ihre naturgemi~sse Begrtindung 

zuriickge�9 worden ist. Der  E u k l i d i s c h e  R a u m  i s t  a u c h  

d e r  p h y s i o l o g i s c h e  R a u m ,  d. h. die geometrischen Formen, 

welche E u k l i d  behandelt, sind durch die Wahrnehmungen unserer 

Sinne, speciell des sechsten Sinns, des R a u m s i n n s ,  gegeben. 

Die dritte Frage des Raumproblems, die iiber die reale Existenz 

des Raumes, darf kaum vom Naturforscher erSrtert werden; --  denn 

eine Verneinung dieser Frage wiirde die Iqegation der Existenz der 

Sinnesorgane, des menschlichen Verstandes und der des ~aturforschers 

selbst involviren. Das Causalgesetz ist die erste Grundlage jeder 

menschlichen Erkenntniss. Dasselbe zwingt uns, die Existenz eines 

wirklichen realen Raumes anzuerkennen, ohne welchen weder Be- 

wegungen fester K~rper noch irgend welche Empfindungen m0g- 

lich wi~ren. 

Der B e r k e 1 ey'sche Phanomenalismus wird dem Naturforscher, 

trotz aller Bewunderung far den Scharfsinn seines Begriinders, immer 

als unannehmbar erscheinen. Wenn es keine andere als p sych i sche  

W a h r h e i t  gi~be~ so mi]ssten alle Menschen die g l e i c h e n  An- 
E. P f l � 9  A�9 fiir Physiologie. Bd. 85. 41 
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sichten haben. Man findet aber kaum zwei Methaphysiker, die �9 

irgend eine erkenntnisstheoretische Frage v o 11 s t i~ n d ig i]berein- 

stimmen. 

Es ist daher sicherlich kein Zufall, dass die Physiologen erst 

�9 das Raumproblem thi~tiges Interesse gewonnen haben, seitdem K a n t 

durch die Lehre von dem ,,Ding an sich" das B e r k e l e y ' s c h e  

System mit den ersten Erfordernissen der menschlichen Vernun�9 

versShnt hat. 

Die Lehre von dem a p r i o � 9  Ursprung unserer Raum- 

vorstellung gab wenigstens eine greifbare Unterlage fi]r die natur- 

wissenscha�9 Discussion. Es wurde oben (S. 593) erwahnt, dass 

K a n t  zu dieser Lehre erst seine Zuflucht nahm~ als er die U n-  

m S g l i c h k e i t  erkannte, aus der E r f a h r u n g  allein, soweit sie auf 

den Wahrnehmungen der bekannten fi]nf Sinne (eigentlieh nur des 

Gesichtssinnes) beruhte, das Entstehen unserer Anschauungen von 

einem dreidimensionalen Raume abzuleiten. 

Diese Unm5glichkeit hat auch die Sch6pfer der Nicht- E u k I i d i - 

s c h e n Geometrie zu K a n t ' s  Lehre zuri~ckgedri~ngt, trotzdem sie 

selbst sich als entschiedene Anhanger der empirischen Anschauungen 

erklarten 1). Die Feststellung der Existenz eines speciellen Raum- 

sinnes, dem wir die Wahrnehmungen der drei Richtungen des 

Raumes verdanken, bat diese UnmSglichkeit beseitigt. A n g e b o r e n 

o d e r p r ~ e x i s t i r e n d s i n d n i c h t  u n s e r e R a u m a n s c h a u u n g e n  

o d e r  g e o m e t r i s c h e  I d e e n ,  s o n d e r n  die  S i n n e s o r g a n e ,  

we ]che  uns  d i e se  A n s c h a u u n g e n  geben .  Thiere benutzen 

die Wahrnehmungen der drei Riehtungen des Raumes zur Orien- 

tirung ihrer Bewegungen und zur Localisirung der ~usseren Gegen- 

sti~nde ira Seh- und Tastraume. Der Mensch verwendet dieselben 

noch ausserdem, um die u von rien drei Ausdehnungen 

des Raumes und den drei Abmessungen lester KSrper zu bilden. 

Auf das System der drei rechtwinkligen Coordinaten, errichtet durch 

die Empfindungen der drei in zu einander senkrechten Ebenen ge- 

legenen Bogengange, t~bertragt der Me nsch die Empfindungen seiner 

anderen Sinnesorgane. 

Die Worte K a n t ' s :  ,,Der Raum ist nichts anderes als nur die 

F orm aller Erscheinungen i~usserer Sinne" ki~nnen in dieser 

Fassung nicht mehr gelten. Physiologiseh miisste der Satz jetzt 

1) Siehe oben S. 607 ff. 
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folgendermaassen lauten: Die Eigenscha�9 des Raumes sind uns 

durœ die F o r m  der Wahrnehmungen des Raumsinnes gegeben. 

Die ,kSrperliche Organisation", die H e l m h o l t z  als nothwendig 

voraussetzte, um die gezwungene Anschauung eines drœ aus- 

gedehnten l~aumes zu erklftren, beruht nicht nur auf dœ Functionen 

des p e r i p h e r e n Bogengangapparates allein, sondern auch auf dem 

VermSgen d e r  t t i r n c e n t r a  de r  R a u m n e r v e n ,  die Erregungen 

der letzteren in der F o r m von Richtungea drei verschiedener Quali- 

tftten oder Modalit~tten wahrzunehmen. 

Entsprechen die wahrgenommenen drei Richtungen des Raumes 

auch drei realen Ausdehnungen des ftusseren Raumes �87  oder sind 

die drei Dimensionen nur reale Eigenscha�9 f e s t e r  K S r p e r l ) ?  

Der anatomische Bau und die gegenseitige Lage der Bogeng~inge 

scheint bel diesem Sinnesorgane wirklich auf eine gewisse Ueber- 

einstimmung zwischen der Natur unserer Perceptionen und den 

Eigenscha�9 der ,,Dinge an sich" hinzuweisen. U e b e r w e g ,  der 

die Existenz des Raumsinnorgans nicht kannte, ahnte schon die Noth- 

wendigkeit einer solchen Uebereinstimmung. 

,Waren nun diese letzteren (die ausserhalb seines Bewusstseins 

liegenden Dinge) anderen Gesetzen unterworfen als solchen, die aus 

dœ I~ratur des dem percipirenden Wesen geometrisch-erkennbaren 

Raumes sich verstehen lassen, so wt~rde dieses Wesen zwar eine in s]ch 

harmonische r e i n e  Geometrie gewinnen kSnnen, aber keine in sich 

harmonische an g e w an d t e Geometrie, keine auf die durch Sinnes- 

affectionen bedingte Erscheinungen passende geometrisch-physicalische 

Erklarung" . . .  

"~'ie kiSnnten auch alle bis jetzt ausgefflhrten physicalischen und 

astronomi~chen Mes~ungen die Gesetze der Geometrie von Eukl id  be- 

statigen, wenn unsere Ansehauungen der drei Richtungen des Raumes 

nicht realen Eigensehaften des wirklichen Weltraums entsprechen 

warden.9 

Besitzt dieser Weltraum nur d re i  Ausdehnungen oder riihrt 

diese Anzahl nur von der beschr~inkten Organisation unseres Ohr- 

labyrinths ab? K5nnten GeschSpfe mit einem System von vier 

Bogengangpaaren, far die viellœ das vierrechtwinklige Coordinaten- 

system von W e i e r s t r a s s  das gewohnte w~tre, sich auch eine Vor- 

1) Als solche Dimensionen betrachte ich, gem~ss der Definition von Euklid 
(11. Buch), die L~inge, Breite und Tiefe; und nicht die drei Begrenzungen -- Punkt, 
Linie und Fl~che der neueren Geometer. 

41 * 
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s t e l l u n g  von eine�9 vierten Ausdehnung (les l~aumes (nieht der 

festen KiSrper) machen? 

W i r  vœ wohl algebraisch dem Raume n Ausdœ 

nungen zuzuschreiben, aber wie A l b e r t  K r a u s e  ganz richtig 

sagte, ,,an dem Charakter der Raumanschauung a l s  e i n  n u r  in 

d r e i  zu  e i n a n d e r  r e c h t w i n k l i g  s t e h e n d e n  R i c h t u n g e n  

A u s g œ  ~ndert eine algebraische Methode, welche aus 

practisehen Granden eine v i e r t e  R i c h t u n g  mit behandelt, gar 

niehts". 

Wir dilrfen dennoch nicht ein fi]r alle Mal die obige Frage ver- 

neinen. 

Wir s e h e n auch Aetherschwingungen nur von einer beschrankten 

Anzahl Wellenli~ngen und h 0 r e n  nur Luftschwingungen von nur 

wenigen Octaven. Wir k e n n e n  aber Aether- und Luftschwingunge~J, 

welche die Netzhaut- resp. die Schneckennerven nicht zu erregen Yer- 

mSgen. J~, wir vermSgen sogar die u n s i c h t b a r e n  H e r t z ' s c h e n  

Aetherwellen zu h 0 r e n, und mehrere Octaven u n h 5 r b a r e r Luft- 

schwingungen dank R. K 5 n i g an den Staubfiguren zu s e h e n. W~rum 

soll sieh dahe�9 auch die Vermuthung von N e w c o m b  nicht einst 

bewahrheiten kSnnen, dass die Gesetze der Bewegung in der vierten 

Dimension fi]�9 die Bewegungen der Molekule gi]ltig seien? 

Hat ja R i e m  a n n  in seiner berilhmten Habilitationsschri�9 vom 

Jahre 1854 tiber die Hypothesen der Geometrie vorhergesagt, dass die 

Voraussetzungen seiner Geometrie �9 die Maassverh~ltnisse im un- 

endlich Kleinen zutreffen werden . . .  
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