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DIE THEORIE DER REGULAREN GRAPHS

VON

JULIUS PETERSEN

in KOPENHAGEN.,

1. In seinem Beweise fiir die Endlichkeit des einer biniren Form
zugehorigen Invariantensystems (Mathematische Annalen, Bd. 33) stitat
Hr. Hiserr sich auf einen von Hrn. Gorpan aufgestellten Satz, be-
treffend eine gewisse Classe diophantischer Gleichungen. Aus diesem
Satze folgt, dass man, wenn n gegeben ist, eine endliche Anzahl Producte
von der Form

(w1 C xa)a(xl — x3)'9(x2 - w3)2’ e (xn—l - xr«)s

bilden kann, so dass alle andere Producte derselben Form sich aus den
gebildeten durch Multiplication zusammensetzen lassen. Die Producte
sind dadurch characterisirt, dass die Exponenten positive, ganze Zahlen
(Null mitgerechnet) sind, und dass der Grad in z,, z,, ..., z, fur jedes
Product derselbe ist. Die gebildeten Producte werden wir Gruhdfactoren
nennen; sie entsprechen den Grundlosungen der diophantischéh Gleich-
ungen. Ist z. B. » = 3, so muss man a=/f=y haben, und der einzige
Grundfactor ist
(xl - x?)(ma - {U3)(503 — xl)’

Fuar den Beweis des Hrn. Hineerr ist die Endlichkeit der Anzahl von
Grundfactoren ausreichend; fur fernere Untersuchungen wird aber die
wirkliche Bestimmung dieser Ausdriicke von Bedeutung sein; diese Be-
stimmung ist der Zweck der folgenden Betrachtungen. Es zeigt sich ein
merkwiirdiger Unterschied, nachdem der Grad in den einzelnen Buch-

staben (der mit dem Grade der entsprechenden Invariante tibereinstimmt),
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gerade oder ungerade ist. Im ersteren Falle (und nur dieser kommt bei
Grundformen ungerader Ordnung vor) stellt sich heraus, dass alle Grund-
factoren von dem ersten oder zweiten Grade sind (in den einzelnen Buch-
staben); im zweiten, der bei weitemn der schwierigere ist, giebt es dagegen
Grundfactoren die, firr hinlanglich grosses #, von jedem Grade sein konnen.
Der einfachste ist vom dritten Grade fur m = 10; er ist erst von Hrn.
SYLVESTER bemerkt, der gleichzeitic mit mir die Frage nach den Grund-
factoren in Angrift genommen hat,-und mit dem ich vielfach dariiber
verkehrt habe. Obgleich wir die Beantwortung der Frage auf ganz ver-
schiedenem Wege gesucht haben, habe ich doch seinen Mittheilungen eine
Erregung zu verdanken, ohne die ich vielleicht langst von den grossen

Schwierigkeiten, die sich far jeden Schritt darbieten, ermiidet worden wire.

%

2t Man kann der Aufgabe eine geometrische Form geben, indem
man %, ,%,,..., ¢, durch beliebige Punkte der Ebene reprisentirt, wihrend
der Factor z, — z, durch eine beliebige Verbindungslinie zwischen z,,
und z, dargestellt wird. Man erhalt so fur das Product eine Figur,
welche aus n Punkten besteht, die so verbunden sind, dass in jedem
Punkte gleich viele Linien zusammenlaufen. Dieselben zwei Punkte konnen
durch mehrere Linien verbunden sein. Als Beispiel betrachte man die

Figur 1, die das Product
(z, — T-z)?(me. - x-s)?(‘l"l — x)(#, — z,) (e, — 'T4)(‘Ta — )

darstellt.

Englische Verfasser haben fur ahnliche Figuren den Namen graph
eingefﬁhrf; ich werde diesen Namen beibehalten und nenne den graph re-
guldr, weil in jedem Punkte gleich viele Linien zusammenlaufen. Fur
Halbinvarianten wiirden irregulare graphs in Betracht kommen, was doch
hier nicht naher besprochen werden soll.

Durch die Ordnung eines graphs werde ich die Anzahl der Punkte
(die Ordnung der binaren Grundform) verstehen, durch den Grad die
Anzahl der in jedem Punkte zusammenlaufenden Linien (den Grad der
entsprechenden Invariante). Durch &% oder einfach , werde ich einen
graph von der Ordnung » und vom Grade o verstehen. Ein solcher lasst
sich zerlegen oder in Factoren aufldsen, wenn man andere graphs von
derselben Ordnung aber von niedrigerem Grade finden kann, die durch
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Uberlagerung den gegebenen graph herstellen. Ein graph, der sich nicht
in solcher Weise aufldsen lasst, heisst primitiv. Unsere Aufgabe geht auf
die Bestimmung aller primitiven graphs aus.

Sind die Punkte @,b,¢, ..., und bezeichnen wir die Verbindungs-
linien durch @b, ac, bc, ..., den graph durch (ab)*(bc)’, ..., dann wird
in diesem Ausdrucke jeder Buchstabe gleich oft vorkommen, indem die
Exponenten beriicksichtigt werden.

Gewdhnlich setzen wir voraus, dass der graph nicht von graphs
niedrigerer Ordnung zusammengesetzt ist, das ist, dass er nicht aus Theilen
besteht, die unter sich nicht verbunden sind.

Graphs von geradem Grade.

3. KEin graph zweiten Grades besteht aus geschlossenen Polygonen;
sind diese alle von gerader Seitenanzahl, so ldsst sich der graph in zwei
Factoren ersten Grades zerlegen; in allen anderen Fallen ist er primitiv.

Wir konnen namlich von einem beliebigen Punkte a ausgeben und
einer Linie ab folgen; in & laufen zwei Linien zusammen; wir kdnnen
daher den Weg von b aus z B. nach ¢ fortsetzen; indem wir so fort-
fahren und keine Linie mehr als einmal durchlaufen, miissen wir wieder
nach ¢ kommen und haben so ein geschlossenes Polygon gefunden; finden
sich noch mehrere Linien im graph, werden diese in derselben Weise be-
handelt; am Ende haben wir dann alle Linien des graphs als Seiten ge-
schlossener Polygone geordnet. Unter diesen konnen Zweiecke (Doppel-
linien) vorkommen.

Bekommen wir in der angegebenen Weise nur ein Polygon, und hat
dieses eine gerade Anzahl von Seiten, dann lasst der graph sich in zwei
Factoren ersten Grades zerlegen, indem die erste, dritte, funfte, ... Linie
zusammengenommen einen graph ersten Grades bilden, wahrend dasselbe
von den tbrigen Seiten gilt. Besteht der graph aus p Polygonen, die
alle eine gerade Anzahl von Seiten haben, und nehmen wir von jedem
der Polygone die Halfte der Seiten in der angegebenen Weise, dann wird
der graph zerlegt und zwar durch verschiedene Combination der Polygon-
theile in 277! verschiedenen Weisen. Sind nicht alle Polygone von ge-
rader Seitenanzahl, dann ist der graph, wie man leicht sieht, primitiv.
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4. Wir wollen annehmen, dass ein graph von beliebigem Grade
a + f sich auf zwei verschiedene Weisen in zwei andere von den Graden
a und B zerlegen lasst. Der Uberschaulichkeit wegen machen wir die
Linien des ersten blau, die Linien des zweiten roth, so dass in jedem
Punkte a blaue und S rothe Linien zusammerlaufen. Die zweite Zer-
legung muss sich aus der ersten bilden lassen, indem gewisse Linien der
zwei Factoren vertauscht werden, das ist, indem gewisse rothe Linien blau
und gewisse blauc Linien roth gemacht werden. Diese zwei Systeme von
Linien mussen, mit Buchstaben geschrieben [(ab)*(bc)’...] dieselben Buch-
staben gleich oft enthalten, da die Vertauschung die Anzahl Male, in
denen jeder Buchstabe in jedem der Factoren vorkommt, nicht #ndern
darf. Findet man nun z B. ab unter den blauen vertauschten Linien,
dann muss man unter den rothen b z. B. in Jc finden, dann wieder unter
den blauen ¢ z. B. in ¢d und so weiter, bis man a4 unter den rothen
findet, Die Linien, welche vertauscht werden sollen, miuissen daher ein
oder mehrere geschlossene Polygone bilden, in denen die Seiten ab-
wechselnd roth und blau sind, und die daher alle von gerader Seiten-
anzahl sind. Die zweite Zerlegung wird erreicht, wenn wir in den be-
sprochenen Polygonen die Farben tberall verandern. (Fig. 2 und 3.)

Solche Polygone werde ich Wechselpolygone nennen, wihrend eine
Wechsellinie oder ein Wechselweg eine offene polygonale Linie, wo die
Seiten abwechselnd roth und blau sind, bedeutet.

Wir haben 8o den Satz gewonnen:

Wenn ein beliebiger graph sich in mehreren Weisen in zwei Factoren
von gegebenen Graden zerlegen lisst (einen blauen und einen rothen), dann
lasst sich jede Zerlegung aus jeder anderen bilden, indem die Seiten ge-
wisser Wechselpolygone ihre Farben verdndern.

Ebenso ist leicht ersichtlich, dass:

Wenn ein beliebiger graph in zwei Factoren zerlegt ist und sich auf
der Figur ein Wechselpolygon findet, dann erhdlt man eine neue Zerlegung,
wenn man die Farben aller Seiten des Wechselpolygons verdndert.

5. Jeder graph geraden Grades ldsst sich in einem geschlossenen Zuge
zeichnen, vorausgesetzt dass er nicht aus Theilen ohne Verbindung besteht.
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Um- diesen Satz zu beweisen folgen wir continuirlich den Linien,
indem wir von einem beliebigen der Punkte, a, ausgehen und in beliebiger
Weise fortschreiten, nur dass keine Linie mehr als einmal durchgelaufen
werden darf. Jedes Mal, wenn wir einen Punkt passiren, durchlaufen wir
zwei der im Punkte zusammenstossenden Linien, wahrend eine gerade An-
zahl (Null mitgerechnet) noch nicht durchgelaufener zurtickbleibt. Wenn
wir nicht weiter kommen konnen, miissen wir daher in @ sein und alle
davon auslaufende Linien passirt haben. Wir haben so einen geschlos-
senen Zug gebildet. Sind alle darin vorkommende Punkte so oft wie
moglich passirt, dann haben wir den ganzen graph durchgelaufen, da im
anderen Falle ein Theil des graphs existierte, der mit dem itbrigen Theil
ohne Verbindung war.

Ist beim Zuge ein Punkt & zwar passiert, aber nicht so oft wie
moglich, dann konnen wir den Zug bei & offnen und das eine Ende tiber
b hinaus fortsetzen, bis wir in b wieder den vergrosserten Zug schliessen,
wenn alle von b auslaufende Linien passiert sind; in dieser Weise konnen
wir den Zug immer erweitern, bis er alle Linien des graphs enthilt.

Besteht der graph aus mehreren nicht unter sich verbundenen Theilen,
so bekommen wir so viele Zuge als Theile da sind. Ist dieses nicht der
Fall, so zeichnen wir ein geschlossenes Polygon wo die Seiten sich wie im
Zuge folgen und wie auf der ursprunglichen Figur bezeichnet werden.
War diese vom Grade 20, dann wird an den Ecken des gezeichneten
Polygons jeder der Buchstaben a Mal vorkommen. Dieses Polygon werden
wir den ausgestreckten graph nennen. '

Als Beispiel konnen wir Fig. 4 betrachten; wir machen hier den Zug

ab be ec ca ab bd da.
Offnen wir bei d, konnen wir hier den Zug
dc ce ed

einschalten, und wir konnen dann den ausgestreckten graph (Fig. s)
zeichnen.

Man sieht ubrigens leicht, dass der bewiesene Satz auch fir nicht
regulare graphs gilt, wenn nur in jedem Punkte eine gerade Anzahl von
Linien zusammenlaufen. So gilt der Satz z B. fur jede algebraische
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Curve, die nicht aus Theilen ohnc Verbindung unter sich besteht und
mit einer geeigneten Auffassung von unendlichen Zweigen.

6. Jeder graph vierten Grades ldsst sich in zwei Factoren zweiten
Grades zerlegen.

Wird der graph (Fig. 4) in der oben entwickelten Weise ausgestreckt,
danu erhalten wir cin Polygon (Fig. 5), wo jeder Buchstabe des graphs
an den Ecken zweimal vorkommt, und welches eine gerade Anzahl von
Seiten hat. Farben wir jetzt die Seiten dieses Polygons abwechselnd blau
und roth, so sind die Endpunkte der rothen und die Endpunkte der
blauen mit denselben Buchstaben bezeichnet, so das jeder Buchstabe bei
den blauen zwei Mal vorkommt. Fihren wir die Farben der Linien auf
den graph hiniiber, mussen folglich in jedem Punkte zwei rothe und zwei
blaue Linien zusammenlaufen (Fig. 6). Der graph ist daher in zwei Fac-
toren zweiten Grades zerlegt.

In derselben Weise kann jeder graph G, in zwei Factoren G, zerlegt
werden, wenn nur die ganze Anzahl der Linien gerade ist, dass heisst,
wenn nicht o und n beide ungerade sind. Ist dies der Fall, dann ist
die genannte Zerlegung unmoglich, da kein graph von ungerader Ordnung
und ungerademn Grade existiert. Es ist vorausgesetzt, dass der graph nicht
aus nichtverbundenen Theilen besteht.

7. Aus einem graph geraden Grades G,, konnen wir einen neuen
G), bilden, indem wir zwei nicht zusammenstossende Linien @b und cd
entfernen und fiir diese zwei neue Linien ac und bd oder ad und bc hin-
einsetzen. Finden sich mehrere Linien ab, so wird nur die eine entfernt.
Ob eine zugesetzte Linie sich schon im graph findet, ist ohne Bedeutung;
sie bekommt dann eine um eins erhohte Multiplicitit. Ich werde die
zwei graphs gepaari nennen.

Wenn von zwei gepaarten graphs der eine sich in Factoren zweiten
Grades zerlegen ldisst, dann ldisst sich der andere in eben solche Factoren
zerlegen.

Um diesen Satz zu beweisen, denken wir uns, dass G,, in Factoren
zweiten Grades zerlegt ist. Finden sich nun ab und c¢d in demselben
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Factor zweiten Grades, dann geht dieser durch die Anderung in einen
neuen graph zweiten Grades iber, wihrend die tubrigen Factoren (die
auch ad und cd enthalten kdnnen) ungeindert bleiben. G, ist gomit in
Factoren zweiten Grades zerlegt. Finden sich aber ad und ¢d in zwei
verschiedenen der Factoren, dann bilden wir aus diesen zwei ihr Product,
welches vom vierten Grade ist. Gehen wir jetzt zu @,, uber, indem wir
die Anderung ausfuhren, dann geht der Factor vierten Grades in einen
neuen Factor vierten Grades uiber, wihrend alle Factoren zweiten Grades
ungeindert bleiben. Nun lisst sich aber, wie oben gezeigt, jeder graph
vierten Grades in zwei Factoren zweiten Grades zerlegen. @, lasst sich
also auch in diesem Falle in Factoren zweiten Grades zerlegen.

8. Durch successive Anwendung der in 7 besprochenen Anderung ldsst
sich jeder graph in jeden anderen von derselben Ordnung und demselben
Grad iberfiihren.

Wir denken uns, dass wir einen gegebenen graph in einen anderen,
der den Factor zweiten Grades ab bc cd de ef . .. ka enthilt, tiberfithren
wollen. Wir denken uns ferner, dass wir in dem gegebenen graph die
Linien ab, bc, cd aber nicht de finden. Alle von d und e ausgehende
Linien konnen nicht in einen Punkt zusammenlaufen; wir mussen daher
zwel Linien dg und ek finden konnen, wo g und % verschiedene Punkte
sind. Wir setzen dann de und gk statt dg und ek und haben so de ein-
gefithrt; ist ¢d mehrfach, dann ist es gleichgultig, ob g in ¢ fallt; ist cd
dagegen einfach, durfen wir nicht g in ¢ nehmen, um nicht die schon
eingefithrte Linie c¢d zu entfernen. Da die ftibrigen von d und e aus-
gehenden Linien nicht in einen Punkt zusammenlaufen konnen, ist es
aber immer moglich ftir g einen anderen Punkt als ¢ zu wihlen. Wir
sehen also, dass es immer moglich ist eine neue der gewiinschten Linien
einzufithren, ohne eine von den schon eingefithrten Linien zu entfernen;
wir konnen dann in dieser Weise fortsetzen, bis wir den gegebenen Factor
zweiten Grades in demn gebildeten graph finden. Wir entfernen jetzt vor-
laufig diesen Factor und behalten zuriick einen graph, der wieder so ge-
andert werden kann, dass ein beliebig gegebener Factor zweiten Grades
eingefuhrt wird. Indem wir in dieser Weise fortfahren, bekommen wir
zuletzt einen graph, der von beliebig gewshlten Factoren zweiten Grades
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zusammengesetzt ist. Ein anderer graph von derselben Ordnung und
Grad lasst sich auch in diesen und daher auch in den ersten tiberfuhren.

9. dJeder graph geraden Grades lisst sich in Factoren zweiten Grades
zerlegen.

Wir haben namlich in 8 gesehen, dass wir eine Reihe graphs bilden
konnen, die mit einem beliebig gegebenen anfangt und mit einem in
Factoren zweiten Grades zerlegten endigt, und von denen jede zwei nach
einander folgende gepaart sind. Zufolge des in 7 bewiesenen Satzes sind
dann alle graphs in der ganzen Reihe in Factoren zweiten Grades zer-
legbar.

Wir haben so das erste Ziel ' unserer Untersuchungen erreicht, in-
dem wir bewiesen haben, dass wenn wir alle graphs ersten Grades und alle
primitive graphs zweiten Grades bilden, dann lassen sich aus diesen alle
anderen von geradem Grade durch Uberlagerung (Multiplication) bilden.
Daraus folgt, dass die Grundlosungen der diophantischen Gleichungen,
durch welche die Exponenten (die Multiplicitst der Linien) bestimmt
werden, in dem betrachteten Falle nur die Zahlen o, 1 und 2 sein konnen.

Wir werden die primitiven graphs fiir die ersten Werthe von  auf-
stellen. Fiur # = 2 bekommen wir eine einzelne Linie, fur #» = 3, wie
Seite 193 angefiihrt, ein Dreieck; fur » = 4, zwei einzelne Linien, ent-
sprechend (#, — z,)(x, — z,) und den zwei Produkten, die hieraus durch
Vertauschung der Buchstaben gebildet werden konnen. Die graphs von
ungeradem Grade geben, was spiter gezeigt werden soll, zu keinen neuen
primitiven graphs Veranlassung, so lange n < 10. Fiir n = 5 giebt es
zwei primitive Formen der graphs, die eine das Fiinfeck, die andere aus
einem Dreiecke und einem Zweiecke zusammengesetzt. Far n = 6 ist der
von zwei Dreiecken zusammengesetzte graph zweiten Grades primitiv,
wiahrend die ubrigen vom zweiten Grade sich zerlegen lassen u. s. w.

10. Ein graph vierten Grades lasst sich, wie wir gezeigt haben,
immer in zwei Factoren zweiten Grades zerlegen, und zwar im Allge-
meinen in verschiedenen Weisen, da die durch Farbung der Linien zer-

! Mein Beweis war urspritnglich nicht ganz so einfach wie Jjetzt; die Verbesserung
verdavke ich dem Hrn. Direktor Bva.
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legte Figur gewdhnlich viele Wechselpolygone enthalten wird. Ich werde
beweisen, dass man, einige sehr specielle Fille ausgenommen, immer zwei
beliebige der Linien withlen kann und zwei Zerlegungen der Art bewerk-
stelligen, dass die zwei Linien sich bei der einen Zerlegung in demselben,
bei der anderen in verschiedenen Factoren finden. Mit anderen Worten,
wir konnen in einem zerlegten graph ein Wechselpolygon finden, in dem
eine beliebig gewshlte Linie Seite, eine andere beliebig gewihlte Linie
nicht Seite ist. Ein solches Polygon wird uns namlich erlauben die Farbe
der einen Linie zu veraindern, wihrend die Farbe der anderen ungeindert
bleibt. Die Ausnahmefille treten dann ein, wenn jedes Wechselpolygon,
welches die eine Linie als Seite hat, auch die andere als Seite haben
muss, so dass beide Linien gleichzeitig die Farben verindern miussen. Ich
werde zwei Linien mit dieser Eigenschaft gepaart nennen. Sie konnen
dieselbe oder verschiedene Farben haben. Das gepaarte Linien vorkommen
konnen, ersehen wir durch die folgende Uberlegung.

Ein graph zweiten Grades, also auch ein graph vierten Grades, ist von
geschlossenen Polygonen zusammengesetst, wo alle Seiten eines Polygons
dieselbe Farbe haben. Eine oder mehrere beliebige, geschlossene Curven
mussen jedes der Polygone eine gerade Anzahl Male schneiden (Null mit-
gerechnet). Wenn daher der graph aus zwei Theilen besteht, die unter sich
nur durch zwei Linien verbunden sind, miissen diese zu demselben Po-
lygone gehéren und daher dieselbe Farbe haben. Zwei solche Linien sind
also gepaart. Uberhaupt muss jede geschlossene Curve eine gerade An-
zahl rother und eine gerade Anzahl blauer Linien schneiden. Wir wollen
annehmen, dass wir eine oder mehrere geschlossenc Curven der Art zeich-
nen konnen, dass die Anzahl der Schnittpunkte mit den Linien des graphs
fir zwei der Linien eine gerade (Null mitgerechnet), fiir die tibrigen cine
ungerade ist. Wir konnen dann beweisen, dass die zwei Linien ge-
paart sind.

1) n gerade. Ist die Seitenanzahl des Polygons zu dem die eine
Linie gehort, gerade, dann muss die zweite Linie zu demselben Polygon
gehoren, da die ganze Anzahl von Schnittpunkten mit allen Seiten des
Polygons gerade ist. Ist die Seitenanzahl des Polygons ungerade, muss
es noch ein Polygon mit ungerader Seitenanzahl und von derselben Farbe
geben; die zweite Linie muss dann zu diesem Polygone gehoren. In

beiden Fillen missen die zwei Linien gepaart und von derselben Farbe
Acta mathematica. 15. Imprimé le 26 aofit 1891, 26
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sein.  Im ersten Falle sind die Polygone alle von gerader Seitenanzahl
und der greph lasst sich also in Factoren ersten Grades zerlegen; im
zweiten Falle sind alle rothe oder alle blaue Polygone von gerader Seiten-
anzahl, so dass der eine Factor sich zerlegen lasst.

2) n ungerade. Fs mussen wenigstens ein rothes und ein blaues
Polygon von ungerader Seitenanzahl vorkommen, und in jedem von diesen
muss eine der Linien Seite sein. Die zwei Linien sind also gepaart und
haben verschiedene Farben.

Es entsteht die Frage ob die hier gefundenen hinlianglichen Be-
dingungen auch notwendig sind; diese Frage wird spiter beantwortet.

Kann man e¢ine oder mehrere Curven der Art zeichnen, dass fir jede
Linic die Anzahl der Schnittpunkte einc ungerade ist, so kann von den
Polygonen keines eine ungerade Seitenanzahl haben; der graph lasst sich
dann, wie friher gezeigt, in vier Factoren crsten Grades zerlegen. Dieser
Satz lasst sich nicht umkehren.

Wir wollen annehmen, dass wir eine Anzahl geschlossener Curven
der Art gezeichnet haben, dass die Anzahl der Linier, die eine ungerade
Anzahl von Schnittpunkten haben, so gross wie moglich ist. Die Curven
theilen die Ebene in Fliachenstiicke, die wir uns abwechselnd als schwarz
oder weiss denken wollen.” Gehen wir continuirlich von einem Stiick in
cin anderes tber, dann missen wir die Curven eine gerade oder eine un-
gerade Anzahl Male passieren, je nachdem die zwei Flachenstiicke ahnlich
oder verschieden gefarbt sind. Wir wollen dieses beniitzen, um einem
graph eine mehr uberschauliche Form zu geben. Wir ziehen eine Gerade
und setzen die Punkte des graphs, deren Lage ja ohne Bedeutung ist, auf
der einen oder der andern Seite der Geraden ab, je nachdem sie ur-
spriinglich’ in einem weissen oder einem schwarzen Flachentheil liegen.
Ziehen wir nun die Verbindungslinien, so werden diese von der Geraden
einmal oder gar nicht geschnitten, je nachdem ihre urspriingliche Anzahl
von Schnittpunkten ungerade oder gerade war, denn wenn Schnittpunkte
durch continuirliche Anderung zum Verschwinden gebracht werden, miissen
sie immer zu Paaren verschwinden. Wir ersehen hieraus, dass die Be-
dingung dafiir, dass alle Linien mit den Curven eine ungerade Anzahl

! Dass dieses miiglich ist, beweist wan leicht, indem man bei kleinen Avnderungen

der Curven bewerkstelligeus kann, dass diese sich wicht schueiden.
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von Schnittpunkten bekommen konnen, ist, dass die Punkte des graphs
in zwei solche Systeme zerfallen, das Punkte des einen Systems nur mit
Punkten des anderen Systems verbunden sind.

11. Wir wollen jetzt die Bedingung dafur suchen, dass zwei Linien
des graphs ab und c¢d gepaart sind. Um diese zu finden, zeichnen wir
den graph ausgestreckt und erhalten dadurch ein geschlossenes Polygon
mit abwechselnd rothen und blauen Seiten. Die KEcken sind mit den
Buchstaben des graphs a,b,c, ... bezeichnet, und jeder der Buchstaben
findet sich bei zwei Ecken. Wir ziehen dann die Verbindungslinien (Fig. 7)
aa, bb,cc, ... und nennen diese gerade oder wungerade, je nachdem sie
eine gerade oder einec ungerade Anzahl Sciten des Polygons abschneiden.
Bei den geraden endigen die abgeschnittenen Theile mit Linien verschie-
dener Farbe, bei den ungeraden mit Linien derselben Farbe.

Wir konnen auf unserer Figur alle Wechselwege des gegebenen
graphs verfolgen. Wir haben nur dem Umkreise des Polygons zu folgen,
doch so, dass wir von jedem Punkte zu dem anderen Ende seiner Ver-
bindungslinie hinitberspringen konnen, um von dort aus mit der passenden
Farbe weiter zu gehen. Wir bemerken, dass die Richtung, in der wir
das Polygon umkreisen, durch einen solchen Sprung geindert oder nicht
geandert wird, je nachdem die Verbindungslinie ungerade oder gerade ist.

Wenn wir jetzt untersuchen wollen, ob ab und cd gepaart sind, dann
ziehen wir quer uber das Polygon eine Linie, welche ab und cd schneidet,
und die wir die Querlinie nennen wollen. (Fig. 7.)

Wenn die Querlinie keine Verbindungslinte schneidet, so sind ab und
cd gepaart, denn der graph besteht dann aus zwei Theilen, die nur durch
ab und c¢d verbunden sind.

Wenn die Querlinie eine gerade Verbindungslinie 2. B. mm schneidet,
dann sind ab und cd nicht gepaart.

Wir konnen namlich von @ aus iitber b und weiter nach m géhen
und dann iber die Verbindungslinie nach der zweiten Ecke m springen;
da mm gerade ist, wird die Umlaufsrichtung nicht geindert, und wir
konnen daher weiter zu @ dem Umkreise folgen. Wir haben dann ein
Wechselpolygon ama gebildet, in dem ab aber nicht cd Seite ist. Die
zwei Linien konnen daher nicht gepaart sein.
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Wenn die Querlinie alle ungeraden und keine gerade Verbindungslinie
schneidet, dann sind ab und cd gepaart.

Wenn wir namlich wie oben mit e anfangen, kénnen wir mit einem
Wechselweg, ohne ¢d zu passieren, nie nach ¢ kommen. Wir miissen
namlich, um von & aus nach a, also auf die andere Seite der Querlinie,
zu kommen, eine ungerade Anzahl von ungeraden Verbindungslinien pas-
siren. Wie wir auch gehen, miussen wir daher jedesmal, wenn wir uns
auf derselben Seite der Querlinie wie @ befinden, in der Richtung von @
weg fortschreiten. In jedem Wechselpolygon, wo ab Seite ist, muss daher
auch cd Seite sein, das heisst, die zwei Linien sind gepaart.

Wir haben so einc ausreichende Bedingung dafiir gefunden, dass ab
und cd gepaart sind und werden jetzt beweisen dass, mit einer speciellen
Ausnahme, die Bedingung auch notwendig ist. Um diesen Beweis zu er-
leichtern, wollen wir erst eine Bemerkung thun.

Eine ungerade Verbindungslinie schneidet vom Polygon ein Stiick ab,
dessen #dusserste Seiten dieselben Farben haben. Wir wollen ein solches
Stiick umkehren, so dass die zwei Endpunkte ihren Platz vertauschen;
wir haben dadurch die Linien des graphs im ausgestreckten graph eine
neue Ordnung gegeben, ohne dass die Farben dadurch verindert sind.
Das Umkehren hat aber den Einfluss gehabt, dass jede Verbindungslinie
zwischen einem Punkte des umgekehrten Stiickes und einem nicht zu
diesem gehorigen Punkte ihre Natur gewechselt hat, so dass die geraden
ungerade, die ungeraden gerade geworden sind. Wird z. B. (Fig. 7) das
Stiick fecbaf umgekehrt, dann werden aa, b6 und cc ungerade, wahrend
-ee gerade wird.

Wir werden jetzt annehmen, dass die Querlinie nur ungerade Ver-
bindungslinien, aber nicht alle solche Linien schneidet. Sei mm eine un-
gerade Verbindungslinie, die von der Querlinie nicht geschnitten wird.
Wir merken uns alle Verbindungslinien, welche mm schneiden, ebenso
alle die, welche wiederum diese schneiden und so weiter; es kdnnen dann
zwei Falle eintreten:

1.) Wir erreichen in dieser Weise keine Verbindungslinie, welche
die Querlinie schneidet; wir erreichen also nur Punkte welche auf der-
selben Seite der Querlinie liegen; sind die #ussersten r und s (Fig. 8),
dann kommt jeder Buchstabe, der sich von r bis s findet, dort zweimal
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vor; diese Punkte sind dann auf dem graph unter sich verbunden und
stehen nur durch zwei Linien rp und sg mit dem tbrigen Theil des
graphs in Verbindung. rp und sq missen dann dieselbe Farbe haben,
und jeder Wechselweg, der durch pr in den abgeschnittenen Theil hin-
eintritt, muss diesen. durch sg verlassen; wir kénnen daher, wenn wir
von ab aus Wechselpolygone bilden wollen, den Theil des Polygons veon
p nach ¢ ganz fortlassen, indem wir ihn durch eine Linie pg ersetzen,
welcher Linie wir die fiir 7p und sg gemeinschaftliche Farbe geben. Es
kann mehrere solche Stiicke geben; sie werden dann in derselben Weise
behandelt, und wir betrachten nur den reducierten graph.

2.)  Wir kommen durch das angegebene Verfahren einst zu einer
Verbindungslinie, welche die Querlinie schneidet. Diese sei ff; sie wurde
gefunden als eine andere Verbindungslinie gg schneidend, diese als kA
schneidend und so weiter; indem wir so zuriickgehen, miissen wir cinst
eine ungerade Verbindungslinie begegnen, wenn nicht frither dann, wenn wir
zu mm kommen. Sei £k die erste ungerade Verbindungslinie die wir treffen;
wir haben dann eine Reihe von Verbindungslinien, wo die erste ff und die
letzte kk ungerade, die tubrigen gerade sind; jede schneidet die vorher-
gehende und die nachfolgende und keine andere, und nur ff schneidet
die Querlinie. ,

Wenn wir jetzt in der frither angegebenen Weise % umkehren, dan
wird die nichste in der Reihe ungerade; kehren wir diese um, so wird wieder
die nachste ungerade und so weiter, bis gg ungerade und zuletzt /f gerade
wird. Wir wissen aber, dass wenn die Querlinie eine gerade Verbindungs-
linie schneidet, dann werden @b und c¢d nicht gepaart.

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen:

Die notwendige und ausreichende Bedingung dafiir, dass in einem graph
swei Linien gepaart sind, ist, dass die zu den zwei Linien im ausgestreckien,
reducierten graph gehirige Querlinie alle ungeraden und keine gerade Ver-
bindungslinie schneidet.

Um diese Bedingung mit den frither gefundenen unvollstindigen Be-
dingung in Verbindung zu bringen, zeichuen wir den ausgestreckten
graph in Zickzack (Fig. 9), so dass die Ecken abwechselnd Spitzen und
Thaler bilden, Eine gerade Verbindungslinie verbindet dann zwei Spitzen
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oder zwei Thiler; wahrend eine ungerade eine Spitze mit einem Thal
verbindet. FEs giebt dann mehrere Fille:

1.) n ungerade. ab und cd gleichfarbig. (Fig. 9.) Auf der einen
Seite der Querlinie findet man eine gerade Anzahl von Spitzen und eine
gerade Anzahl von Thialern, wahrend auf der anderen Seite die Anzahl
beider ungerade ist. Der im Satze besprochene Fall kann hier nicht
eintreten, denn die ungeraden Verbindungslinien sollten eine gerade Anzahl
Spitzen auf der ecinen Seite der Querlinie mit ciner ungeraden Anzahl
Thalern auf der anderen Seite verbinden, was unmoglich ist. Die ge-
paarten Linien miissen daher ungleichfarbig scin.

2.) n gerade; ab und cd ungleichfarbig.

Auf jeder Seite der Querlinic findet man eine gerade Anzahl von
Spitzen und cine ungerade Anzahl von Thalern oder umgekehrt. Die un-
geraden Verbindungslinien konnen auch hier mnicht gezogen werden; die
gepaarten Linien missen also gleichfarbig sein.  Wir haben also den Satz:

In eimem grapl sind gepaarte Linien gleichfarbig, wenn die Ordnung
-des reducierten graphs gerade, ungleichfarbiy, wenn diese Ordnung un-
gerade ist.

Wir miissen erinnern, dass bei der Reduction nur solche Theile zu
entfernen sind, in denen die zu untersuchenden Linien nicht vorkommen.
Haben wir z B. einen grapk zehnter Ordnung, der, wenn wir fur zwei
Linien pr und g¢s die neuen pg und s setzen, sich in zwei graphs
funfter Ordnung theilt, dann mussen zwei gepaarte Linien, die beide in
einem Theil liegen, ungleichfarbig sein, wihrend sie, wenn in jedem der
Theile eine der Linien liegt, gleichfarbig sein miissen.

12. Wir gehen jetzt von dem ausgestreckten graph zu dem wirk-
lichen graph uber, indem wir die Punkte auf beiden Seiten ciner Geraden
AB absetzen; wir thun dieses in der Weise, dass wir auf der einen Seite
alle Punkte absetzen, deren entsprechende Buchstaben sich an den Spitzen
der einen Seite und an den Thalern der anderen Seite der Querlinie be-
finden. Auf der entgegengesetzten Seite von 4B werden dann die Punkte
abgesetzt, deren entsprechende Buchstaben an den Thilern der ersten und
an den Spitzen der zweiten Seite der Querlinie sich finden. Eine solche
Absetzung ist immer moglich, wenn ab und cd gepaart sind, denn ist z. B.
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mm gerade, dann stehen dic zwei Buchstaben m beide an Spitzen oder
beide an Thalern auf derselben Seite der Querlinie; ist aber mm ungerade,
dann steht m einmal an einer Spitze auf der einen Seite und einmal an
einem Thal auf der anderen Seite der Querlinie. Wir verbinden jetzt die
Punkte mit den Linien des graphs. a und & sind auf derselben Seite,
ebenso ¢ und d. Die Linien ab und c¢d werden daher nicht von AB ge-
schnitten. Dagegen muss AB jede andere Linie schneiden, wie die fol-
gende Uberlegung zeigt. Ist mm gerade, und finden wir an dem einen
Ende die Polygonseiten am und mfG, am anderen Ende ym und md, dann
stehen m und m an zwei Spitzen (Thalern) auf der einen Seite der Quer-
linie, wthrend a, 8,7, 0 an Thalern (Spitzen) steht. Wird m uber 4B
abgesetzt, so missen daher a, 8, y, ¢ unter AB abgesetzt werden, und die
vier von m auslaufenden Linien schneiden alle AB. Ist mm ungerade,
kommen wir auf ahnliche Weise zu demselben Resultat. Also:

Wenn ewei Linien gepaart sind, kann der reducierte graph so ge-
zeichnet werden, dass eine Glerade alle Linien nur nicht die zwei gepaarten
schneidet.

Gehen wir continuirlich zu einer beliebigen Lage der Punkte tiber,
so bekommen wir statt AB eine oder mehrere geschlossene Curven, die die
gepaarten Linien eine gerade, die tbrigen eine ungerade Anzahl Male
schneiden. Liegen ab und c¢d auf verschiedenen Seiten von 4B, so muss die
Ordnung gerade sein, und die zwei Linien haben dieselbe Farbe; jedes
geschlossene Poly,gon, welches beide Linien oder keine von ihnen enthalt,
muss von gerader Seitenanzahl sein, wahrend ein Polygon, welches nur
die eine Linie enthalt, eine ungerade Anzahl von Seiten haben muss.
Liegen ab und cd auf derselben Seite von 4B, dann muss die Ordnung
ungerade sein und die Linien daher verschiedene Farben haben.

Graphs von ungeradem Grade.

13. Wahrend unter den graphs geraden Grades sich keine primitiven
von hoherem Grade als dem zweiten finden, lassen sich primitive graphs von
jedem ungeraden Grade construiren. Ist der Grad z. B. 2a+ 1, dann kdnnen
wir von einem Punkte dus 2a 4 1 Linien ziehen, und jede dieser Linien
mit zwei a-fache Linien fortsetzen, die dann durch eine a 4 1-fache Linie
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verbunden werden. Der so cntstandene graph von der Ordnung 6a -+ 4
ist offenbar primitiv, denn der erste Punkt kann nicht in einem geschlos-
senen Polygon Ecke werden, und der graph kann daher keinen Factor
zweiten Grades haben. Ist « = 1, bekommen wir in dieser Weise den
frither genannten Syvvester’schen graph, der tuberhaupt der einfachste
primitive graph ungeraden Grades ist. (Fig. 11.)

Wir wollen die Ordnung, die gerade sein muss, mit 2n bezeichnen
und den folgenden Satz beweisen:

. . 2n . . C e .
Ein graph, dessen Grad héher als 5 + 1 ist, kann nicht primitiv sein.

Wir denken uns, dass wir auf dem graph vom Grade g ein System
von a« Linien aufsuchen deren 2a Endpunkte alle verschieden sind. Es
giebt viele solche Systeme; wir wahlen dasjenige, fur welches a seinen
grossten Werth hat. Wird « = %, dann bilden die # Linien einen Factor
ersten Grades, und der graph lasst sich in diesen und Factoren zweiten
Grades zerlegen. Ist der graph primitiv, muss daher a < n sein. Wir
farben die a Linien roth und alle tbrigen Linien blau.

Die a Linien verbinden 2a Punkte zu Paaren; die ubrigen 2n— 24
Punkte haben unter sich keine Verbindungslinie; die davon auslaufenden
2g(n — @) Linien mussen daher alle zu den 24 Punkten gehen; diese sind
unter sich durch die a und z B. § andere Linien verbunden; indem diese
von beiden Endpunkten aus gezahlt werden, haben wir dann

200 = 2(a + fB) + 29(n — a).

Wir betrachten jetzt eine von den « rothen Linien z B. ab; wir konnen
nicht zwei Linien ac¢ und bd finden, wo ¢ und d zwel verschiedene der
2n — 2a Punkte sind, denn in solchem Falle hatten wir nicht ab sondern
ac und bd roth gefarbt und dadurch « grosser bekommen; von a und b
zusammen genommen konnen daher hochstens ¢ Linien zu den 2n — 2a
Punkten gehen, so dass wenigstens ¢ (Linien zwischen @ und & zweimal
gerechnet) unter den 2(a 4 j3) sich finden miissen. Wir haben daher

2(a+ ) 2 g,
und wenn wir dieses in die obige Gleichung einsetzen,

209 > ag + 29(n — a),
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woraus
2n

o >
=3

.

Es sind also immer wenigstens die zwei Drittel der Punkte zu Paaren
verbunden.

Wir wollen jetzt annehmen, dass wir a =% — 1 haben. Die 2n— 2
Punkte sind dann zu Paaren verbunden, wihrend die zwei iibrigen, ¢ und
b, nicht verbunden sind. Wir bilden dann einen neuen graph, indem wir
zwei Linien ac und &d, wo ¢ und d verschiedene Punkte sind, durch ab
und cd ersetzen. Fiir diesen graph ist a = n, und er lasst sich daher
in einen Factor ersten Grades und in Factoren zweiten Grades zerlegen.
ab findet sich in dem Factor ersten Grades; wenn cd auch dort ware,
dann konnten wir wieder ac und bd fur ab und cd einsetzen, und der
gegebene graph whre zerlegt. c¢d muss sich daher in einem Factor zweiten
Grades finden. Wird dieser mit dem Factor ersten Grades multiplicirt,
und ac und bd wieder eingefuhrt, dann ist der gegebene graph in einen
Factor dritten Grades und Factoren zweiten Grades zerlegt. Fir a = n—1
kann also ein primitiver graph nur vom dritten Grade sein.

Ist a=n—2, so operiren wir in derselben Weise und finden, dass der
graph,~wenn er primitiv ist, hochsteris vom fiinften Grade sein kann. In
derselben Weise konnen wir fortfahren, bis wir den kleinsten Maximal-

. . . . n - . . e
werth fir a erreichen; dieser ist n—3 und entspricht einem primitiven

graph, der hochstens vom Grade 3313—{- 1 ist. w. z. b. w.

Wir sahen oben, dass « gri‘)sSér gemacht werden konnte, wenn wir
zwischen zwei von den 2# — 2a Punkten einen Wechselweg cabd finden
konnten; dasselbe gilt wenn wir zwischen zwei von den 2n — 24 Punkten
itberhaupt einen Wechselweg finden konnen, denn verindert man die
Farben der Seiten eines solchen Weges, so wird die Anzahl der rothen
Linien um eins vergrossert. Man beweist leicht, dass diese Bedingung
auch notwendig ist.

14. Indem wir die « Linien aufs Geradewohl ausnehmen und dann
mittelst Wechselwege a zu vergrdssern suchen, kénnen wir untersuchen,

ob ein gegebener graph primitiv ist oder nicht; es entsteht aber die Frage,
Acta mathematica, 15. Imprimé le 24 aoft 1851, 27
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ob die primitiven graphs sich nicht durch einfache Kennzeichen von den
zerlegbaren scheiden. Es spricht etwas dafiir, dass ein primitiver graph
Bldtter haben muss, indem ein Blatt ein solcher Theil des graphs ist, der
nur durch eine einzelne Linie mit dem ubrigen Theil in Verbindung steht.
Ich habe daher versucht dieses zu beweisen, habe aber die Schwierigkeiten
so gross gefunden, dass ich die Untersuchung auf den graph dritten Grades
beschrankt habe. Die Aufgabe lasst sich in vielfacher Weise umformen;
es kommt ja nur darauf an, dass die Wege im graph sich immer ver-
zweigen und zusammenlaufen, die Wege brauchen aber nicht eben Linien
zu sein, Ich werde nur die folgende Fassung nennen: Wir haben ein
geschlossenes Netz von einer geraden Anzahl von Dreiecken bestehend;
jede Linie ist Seite in zwei Dreiecken; welche ist die Bedingung dafur,
dass wir durch Entfernung von einigen Linien die Dreiecke zwei und zwei
zu Vierecke vereinigen konnen? In dieser Fassung scheint die Aufgabe
mit den functionen- und gruppentheoretischen Untersuchungen von KLEIN
und W. Dyck in enger Verbindung zu stehen. Ob die Untersuchung
dadurch erleichtert werden kann, wird dahingestellt.

15. Wenn wir in einem G, auf cinem beliebigen Wege fortschreiten,
wo keine Linie mehr als einmal durchgelaufen werden darf, dann konnen
wir nicht weiter kommen, wenn wir einen Punkt zum zweiten Mal er-
reichen; wir werden einen solchen Weg eine Ketfe nennen; wenn wir die
Kette vorwirts und riockwarts so weit wie moglich fortsetzen, muss sie
mit geschlossenen Polygonen schliessen; bilden wir auch Ketten von den
tibrigen Linien, werden diese mit freien Endpunkten schliessen konnen,
namlich, wenn der Endpunkt sich schon in einer anderen Kette befindet;
die letzten Ketten werden gewdhnlich nur aus einer Linie bestehen. Da
jeder Punkt einmal und nur einmal als Endpunkt einer Kette auftreten
darf, haben wir den Satz:

Jeder G lisst sich in n Ketten auflosen.

Wir werden die Ketten nach der Anzahl ihrer Linien gerade oder
ungerade nennen.

16. Wenn der graph sich in n ungerade Ketten auflisen ldsst, ist
er nicht primitiv.
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Um diesen Satz zu beweisen, machen wir die Linien jeder Kette ab-
wechselnd roth und blau, so dass die Endlinien immer blau sind. Werden
die Ketten dann wieder zusammengesetzt, dann geht von jedem Punkt
des graphs zwei blaue und eine rothe Linie aus; die blauen bilden dann
einen Factor zweiten, die rothen einen Factor ersten Grades.

Wenn der graph primitiv ist, mussen daher gerade Ketten vorkom-
men; wenn diese wie die ungeraden gefarbt werden, bekommen sie eine
rothe und eine blaue Endlinie. Werden die Ketten wieder zusammen-
gesetzt, dann finden wir im graph fur jede gerade Kette einen Punkt mit
zwei rothen und einer blauen Linie, wihrend die tuibrigen Punkte zwei
blaue und eine rothe Linie haben. - Giebt es a Punkte der ersten Art,

dann findet man im graph ;—[a + 2(2n — a)] blaue Linien; die Anzahl der

geraden Kelten ist daher eine gerade.

Wir setzen voraus, dass die Zerlegung so gemacht ist, dass « so klein
wie moglich ist. Wenn wir von Wegen reden, sind immer Wechselwege
darunter verstanden.

- Zwischen zwei roth-roth-blauen Punkten kann kein Weg gehen, dessen
Endlinien beide roth sind.

" Findet sich nsmlich ein solcher Weg, dann kdnnen wir durch Ver-
anderung der Farben seiner Linien a um zwei verkleinern.

17. Wir werden jetzt einen Theil des graphs aus den Ketten bilden,
indem wir mit einer geraden Kette abc...kl anfangen, wo ab roth, &l
blau ist. Kommt ] nicht frither in der Kette vor, dann muss es sich in
einer anderen Kette und zwar nicht als Endpunkt finden; wir theilen
dann diese Kette bei / in zwei Stucke und verlingern die gerade Kette
mit dem Stiicke, das bei ! eine rothe Linie hat. Nach der Verlangerung
muss die gerade Kette, zufolge des zuletzt aufgestellten Satzes, wieder mit
einer blauen Linie endigen, das ist, wieder gerade sein. Wir diirfen
daher voraussetzen, dass ! auch im Innern der geraden Kette vorkommt,
so dass alle drei von 7 auslaufenden Linien sich auf der gezeichneten Figur
befinden; wir nennen einen solchen Punkt wvollstindig. Indem wir, wie
gleich gezeigt werden wird, unsere Figur erweitern, nennen wir immer
einen Punkt, der von @ aus mit einer rothen Linie erreicht werden kann
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einen R-Punkt, wihrend die Punkte, dic von @ aus nur mit blauen Linien
erreicht werden konnen, B-Punkte genannt werden. (Fig. 10.)

Wir erweitern unsere Figur, indem wir allmahlig zu allen R-Punkten
die dort anschliessenden Ketten fiigen. Diese Ketten missen alle un-
gerade sein, da zufolge des oben bewiesenen Satzes, der von a ausgehende
Weg nicht mit eciner rothen Linie schliessen kann. Eine zugefiigte Kette
kann' in einem unvollstindigen R-Punkt oder B-Punkt endigen und macht
dann diesen Punkt vollstindig. Im ersten Falle kann die Kette von a
aus in beiden Richtungen durchgelaufen werden, so dass alle ihre Punkte
R-Punkte werden (Fig. 10); auch Punkte, die frither B-Punkte waren,
konnen durch die Zufagung in R-Punkte ubergehen. Eine zugefugte
Kette kann auch in einem Punkte schliessen, den wir nicht friher gehabt
haben; wir sehen in derselben Weise wie bei der geraden Kette, dass wir
immer annehmen dirfen, dass ein solcher Punkt vollstindig ist, indem
die Kette in sich selbst schliesst. Die Kette bildet am Ende ein Polygon;
ist dieses von ungerader Seitenanzahl, so werden alle ihre Ecken R-Punkte
(Fig. x0). Wenn wir nicht mit Zufiigungen langer fortsetzen kénnen, haben
wir aus einer geraden und tbrigens ungeraden Ketten eine Figur gebildet,
die die folgenden Eigenschaften hat:

Alle Punkte konnen von @ aus auf Wechselwege erreicht werden,
denn jede zugefiigte Kette fangt mit blau an und schliesst sich an einem
Punkt, der mit roth erreicht werden kann.

Alle R-Punkte sind vollstandige Punkte; sie konnen alle von a aus
mit einer rothen Linie erreicht werden und moglicherweise auch mit
einer blauen.

Die B-Punkte konnen vollstindig oder unvollstindig sein, aber immer
nur mit einer blauen Linie erreicht werden. Ein Weg, der nach einem
B-Punkte fuhrt, kann gar nicht oder nur in einer Richtung weitergefithrt
werden.

a ist ein freier Punkt oder, wenn a in einer zugefigten Kette sich
findet, ein vollstindiger Punkt, jedoch ein solcher, in den zwei rothe und
eine blane Linie zusammenlaufen; er ist der einzige vollstandige Punkt
dieser Art.

Wenn der Punkt @ vollstandig ist, werden wir, wenn es moglich ist,
die Figur erweitern, indem wir nicht allein ab sondern auch die zweite
von @ auslaufende rothe Linie als Anfangslinie unserer Wege nehmen
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wollen. Dadurch werden vielleicht frithere B-Punkte in R-Punkte tiber-
gehen und dadurch die Zufiigung neuer ungeraden Ketten erlauben. Die
angefithrten Eigenschaften der endlichen Figur werden dadurch nicht ver-
andert werden.

Wir werden jetzt die construirte Figur etwas niher untersuchen.

18. Wir konnen von @ aus alle Linien unserer Figur auf Wechsel-
wege durchlaufen; es giebt aber hier einen Unterschied, indem einige nur
in einer, andere in beiden Richtungen durchgelaufen werden kénnen. Die
ersten wollen wir einpfeilig, die anderen zweipfeilig nennen. Bei einem
unvollsténdigen B-Punkt sind beide Linien einpfeilig, die blaue gegen den
Punkt, die rothe vom Punkte weg gerichtet.

Fine rothe zweipfeilige Linie muss an jedem Ende wenigstens eine an-
schliessende blaue zweipfeilige Linie haben.

Sei mn die rothe Linie (Fig. 12), mp, mq, nr,ns blaue Linien. Gehen
wir von m nach %, missen wir von p oder von ¢ kommen und konnen
den Weg nach r sowohl als nach s fortsetzen; #hnlich wenn der Weg
von # nach m fihrt. Es werden also entweder mp oder mg und entweder
nr oder ms zweipfeilig. Die zwei tibrigen blauen Linien konnen einpfeilig
sein und miissen dann von m und n weg gerichiet sein.

- Fine zweipfeilige blaue Linie muss an jedem Ende eine anschliessende,
aweipfeilige Linie haben.

Eine blaue Linie kann einen Wechselweg schliessen; ist dieses hier
nicht der Fall, sicht man leicht, dass die anschliessenden rothen Linien
beide zweipfeilig sind, und dass die einpfeiligen blauen Linien wie im
vorigen Falle nach aussen gerichtet sind.

Sei nun mn (Fig. 13) blau, pm und ng roth. Diese miissen dann we-
nigstens die Richtungen pm und gn haben; haben sie auch die Richtungen
mp und ng, dann ist der Satz richtig; wir wollen daher annehmen dass
pm einpfeilig ist; es muss dann der Wechselweg, mit dem wir von n
nach m kommen, mit nm schliessen, er muss dann frither iber m gefithrt
haben, so dass sein letztes Stiick pml...nm ist, wo ml die zweite zu m
gehorige blaue Linie bedeutet. Der Weg lasst sich dann aber auch so
schliessen: pmn ...Im, so dass ml zweipfeilig ist. Wenn also eine der an-
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schliessenden rothen Linien einpfeilig ist, dann ist die anschliessende blaue
Linie zweipfeilig, und damit ist der Satz bewiesen.

Wir bemerken besonders, dass die einpfeilige rothe Linie gegen m ge-
richtet ist. :

Die Anfangslinie ab ist einpfeilig, wenn a ein freier Punkt ist; ist a
ein vollstandiger R-Punkt, dann sind die zwei rothen Linien zweipfeilig,
und die blaue, wenn einpfeilig, von a weg gerichtet; ist a ein B-Punkt,
dann sind die drei Linien einpfeilig.

19. Aus den zwei bewiesenen Satzen folgt, dass die zweipfeiligen
Linien, wenn sich solche finden, ein oder mehrere geschlossene Systeme
bilden miissen; die Punkte eines solchen Systems konnen vollstindig oder
unvollstdndig sein; (in der urspriinglichen Figur sind sie alle vollstindig)
in den letaten schliessen sich einpfeilige Linien an, und wir haben gesehen,
dass diese, wenn sie roth sind, nach dem Systeme, wenn sie blau sind von
dem Systeme weg gerichtet sind.

In jedes der Systeme zweipfeiliger Linien kann nur eine rothe Linie
hineinfihren.

Sei pm eine rothe Linie, die in das System hineinfohrt; indem wir
pm als Ausgangslinie unserer Wege nehmen, konnen wir entweder alle
Linien des Systems in beiden Richtungen durchlaufen oder nicht; in dem
ersten Falle kann keine andere rothe Linie gr in das System hineinfiihren,
denn indem wir von pm nach r mit blau kommen konnen, wirden wir
den Weg nach ¢ fortsetzen konnen, und gr wire dann zweipfeilig. Im
zweiten Falle wiirde sich ein kleineres System von zweipfeiligen Linien
(mit Ricksicht auf pm) bilden lassen konnen; dieses System miisste sich
in Linien fortsetzen, die von pm aus einpfeilig waren; es missten dann
andere rothe Linien in das System hineinfithren, so dass man von diesen
aus die einpfeiligen in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen konnte.
Wir denken uns dass ein solcher Weg das zweipfeilige System mit der
Linie af erreicht; wir kdnnten dann den Weg pm...pBx... gehen und
dadurch das zu a als Anfangspunkt gehdrige zweipfeilige System mit einer
rothen Linie verlassen. Da dieses unmoglich ist, kann nur eine rothe
Linie in das System hineinfithren; wir konnen von dieser aus alle Punkte
des Systems mit roth erreichen und daher das System mittelst jeder an-
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schliessenden blauen Linie verlassen. Giebt es im System a vollstandige
und A unvollstaindige Punkte (der Eintrittspunkt unter den ersten gerech-

net), dann ist die Anzahl von blauen Linien %(20:—!— p); die Anzahl der

anschliessenden einpfeiligen blauen Linien ist daher gerade; sie kann Null
sein, und das System bildet dann ein Blatt.

Der Punkt o muss besonders betrachtet werden; ist er ein R-Punkt,
dann findet er sich in einem Systeme von zweipfeiligen Linien; man be-
weist wie oben, dass keine rothe Linie in dieses System hineinfithren
kann, und dass das System mittelst jeder anschliessenden blauen Linie ver-
lassen werdén kann. Die Anzahl dieser Linien ist ungerade.

20, Wir ziehen jetat jedes zweipfeiliges System in einen Punkt zu-
sammen; wir haben dann eine Figur mit folgenden Eigenschaften:

Man kann von @ aus jeden Punkt erreichen.

Die neugebildeten Punkte sind (¢ ausgenommen) alle R-Punkte (wir
wollen sie, wo sie ausgezeichnet werden sollen, als NE-Punkte bezeichnen);
die blauen Linien konnen bei ihnen in bdliebiger, doch gerader Anzahl
vorkommen. Ist diese Anzahl Null, dann endigt der Weg mit einer rothen
Linie an einem Blatte.

Alle Linien sind einpfeilig.

Der Anfangspunkt kann ein freier Punkt sein: die Wege kﬁnnen
dann nur mit ab anfangen; oder er kann ein vollstindiger B-Punkt sein:
die Wege konnen mit beiden rothen Linien anfangen; er kann endlich ein
NE-Punkt sein: es laufen dann von ihm eine ungerade Anzahl blauer
Linien aus; jede von diesen kann als Anfangslinie der Wege genommen
werden.

Wir werden uns jetzt die neue Figur in der Weise allmahlig aufgebaut
denken, dass wir erst von @ aus einen beliebigen Wechselweg zeichnen,
den wir so lange wie moglich fortsetzen; wo von diesem Wege Verzweig-
ungen von R-Punkten auslaufen, fiigen wir neue Wege hinzu und fahren
so fort, bis unseré ganze Figur construirt ist; indem wir dieses thun, be-
zeichnen wir den jeden Augenblick vorkommenden Uberschuss der Anzahl
unvollstindiger R-Punkte tiber die Anzahl unvollstandiger B-Punkte mit d.

Da jeder zugefuigter Weg mit blau anfangt und mit blau endigt, o
hat er, wenn wir von dem Anfangspunkte und dem Endpunkte absehen,
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ebenso viele unvollstindige R-Punkte als unvolstindige B-Punkte. Die
Vertanderung von d bei einer Zufigung wird daher nur von der Natur
des Anfangspunktes und Endpunktes abh#ingen.

Die Anfangspunkte der zugefugten Wege sind immer unvollstandige
R-Punkte; die Endpunkte konnen nicht R-Punkte sein, denn dann wiirden
die zugefugten Linien zweipfeilig werden. Eine zugefugte Kette kann
daher die Natur der schon vorhandenen Punkte nicht versindern. Wir
sind dadurch von der grossten Schwierigkeit, die die Untersuchung der ur-
spriinglichen Figur darbot, befreit worden, denn diese bestand eben darin,
dass eine Zuftigung B-Punkte in R-Punkte uiberfihren konnte.

Im Allgemeinen wird so durch die Zufiigung eines Weges am Anfang
ein unvollstindiger R-Punkt, am Ende ein unvollstandiger B-Punkt ver-
schwinden, indem sie in vollstandige Punkte tibergehen. Ein zugefugter
Weg wird daher im allgemeinen d nicht verindern. Hier sind doch fol-
gende Falle zu beachten:

Wenn der Weg zu einem Blatte fuhrt, wird d um zwei verkleinert.
Wir werden annehmen, dass es 3 Blatter giebt.

Wenn o ein NR-Punkt ist, wird die eine seiner blauen Linien als An-
fangslinie des ersten Weges genommen; die iibrigen werden alle Anfangs-
linien von zugefiigten Wegen; erst, wenn der letzte von diesen zugefugt
wird, wird der Punkt vollstindig; ist die Anzahl der Linien p, so wird
daher durch diese Zufigungen d um p — 2 vergrossert.

Ein NR-Punkt wird erst mit einer Kette passirt und dadurch die
rothe und eine blaue Linie gezeichnet und der Punkt ist dann ein un-
vollstandiger R-Punkt; die ubrigen blauen Linien werden alle Anfangs-
linien von zugefiugten Wegen, und erst, wenn der letzte von diesen ge-
zeichnet wird, wird der Punkt vollstaindig; ist die Anzahl der blauen
Linien p, so wird auch von einem solchen Punkte eine Vergrosserung von
d um p— 2 herrithren. Wir wollen annehmen, dass es r NR-Punkte
giebt (2, wenn er ein R-Punkt ist, mitgerechnet, die Blatter nicht mit-
gerechnet), und dass von diesen im Ganzen ! blaue Linien hinauslaufen;
die ganze von diesen Punkten herrithrende Vergrosserung von d ist dann
I — 2r; der Werth dieser Grosse ist positiv oder Null; nur wenn a der
einzige NR-Punkt ist und nur eine blaue Linie hat, ist der Werth — 1;
wir werden diesen Fall, wo a ein Blatt reprasentirt, vorlaufig aus-
schliessen.
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Wir zeichnen den ersten Weg von @ aus beliebig, doch so, dass wir
ihn durch e fuhren, wenn dieser Punkt vollstindig ist. Wenn dieser Weg
gezeichnet ist, hat d einen Werth, den wir mit ¢ bezeichnen wollen; wenn
die ganze Figur gezeichnet ist, hat d dann den Werth

6+ 1—2r—2f

bekommen; es giebt dann keine unvollstandige R-Punkte und eine Anzahl
unvollstindiger B-Punkte, die wir mit & bezeichnen wollen; es ist also

—b=3+l—27—2ﬂ

oder

2=10b+4 0+ 1— 2r.

Wir werden jetat ¢ bestimmen; wir konnen annehmen, dass der erste
Weg nicht in einem Blatte schliesst; wir rechnen gewiss dadurch,; wenn
er in einem Blatt endigt, ¢ um zwei zu gross; wir rechnen aber dann
auch # um eins zu gross, da das Blatt sich nicht in den zugefugten
Wegen findet. Das Resultat wird daher nicht geindert.

Es giebt nun folgende Falle: \

1) a ist ein freier Punkt. Man hat dann ¢ = 2. (Fig. 10.)

2) o ist ein vollstindiger B-Punkt; indem & passirt wird, wird ein
unvollstindiger B-Punkt verloren; daher ist ¢ = 3. (Fig. 15.)

3) @ ist ein R-Punkt; die erste Linie ist blau und ¢ = 1. (Fig. 16.)

Wir werden erst den letzten Fall beseitigen. :

Hat a nur eine blaue Linie, dann ist a ein Blatt; dieser wird mit’
den Wegen nicht erreicht und kommt daher unter den g Blattern nicht
vor. b muss ungerade sein; ist b > 3, so haben wir also wenigstens drei
Blatter; ist & = 1, haben wir zwei Blatter; unsere Figur steht dann aber
mit dem tbrigen Theil des graphs nur durch eine Linie in Verbindung;
der ubrige Theil bildet daher ein Blatt, und der graph hat auch in
diesem Falle wenigstens drei Blatter. (Fig. 17.)

In dem zweiten Falle war ¢ = 3; b ist ungerade. Ist b= 3 wird
f>3 Ist b=1, sechen wir wie im vorigen Falle, dass der graph we-
nigstens drei Blatter hat.

Wir haben so nur ubrig den ersten Fall zu untersuchen. ¥ ist ge-
rade, und wenn b= 4 ist, wird #= 3. Wir brauchen daher nur b =o

und & = 2 zu betrachten.
Acta mathematica, 15. Imprime le 8 aoft 1891, 28
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b = 2. Da die Anzahl gerader Ketten eines graphs gerade ist, konnen
wir eine neue gerade Kette nehmen und ganz wie frither fortfahren; die
neue Figur kann mit der alten in Verbindung treten; sie kann eine Kette
durch a senden; in dieser muss ¢ ein B-Punkt sein; es kann eine Kette
in einem der unvollstindigen B-Punkte schliessen; ein solcher Punkt wird
dann vollstindig mit einpfeiligen Punkten. Indem wir jetzt die ganze
Figur einpfeilig machen und wie frither aufbauen wird d wegen der neuen
mit roth anfangenden Anfangslinie (ausser der fritheren) um zwei vergros-
sert. Der graph hat also auch in diesem Falle wenigstens drei Blitter.

b =o. Wir operiren wie im vorigen Falle; die neue Figur wird
hier in sich abgeschlossen; wir brauchen daher nur den Fall zu be-
trachten, wo wieder fur die neue Figur 4 = o ist. Wir haben dann zwei
Blatter; wenn es mehrere gerade Ketten gibe, miisste dann auch in diesem
Falle der graph wenigstens drei Blatter haben. Wir setzen daher voraus,
dass die zwei geraden Ketten die einzigen sind. Es giebt dann im graph
nur zwei Punkte 4 und B mit zwei rothen und einer blauen Linie,
whahrend die abrigen zwei blaue und ecine rothe Linie haben; von jedem
der zwei Punkte 4 und B fihrt eine rothe Linie zu einem Blatte. Wir
konnen aber zeigen, dass wir immer dafar Sorge tragen konnen, dass
dieser Fall nicht eintritt. Wir konnen namlich von A aus, mit der nicht
nach dem Blatte laufenden rothen Tinie anfangend, einen beliebigen
Wechselweg nach einem Punkte C fithren, und zwar so, dass die letzte
Linie dieses Weges blau ist. Verandern wir dann die Farben dieses Weges,
so wird der Punkt mit zwei rothen und einen blauen Linie nach C verlegt.
Hier muss dann die eine gerade Kette anfangen, und ihre erste rothe
Linie kann nicht direct zu dem Blatte firhren.

Wir haben so den folgende Satz bewiesen:

Ein primitiver graph vom dritten Grade muss wenigstens drei Bldtter
haben.

Aug diesem Satze ktnnen wir verschiedene Folgerungen ziehen.

21. Ein nicht primitiver graph dritten Grades lasst sich in einen
Factor' zweiten und einen Factor ersten Grades zerlegen; wir wollen die
Linien des ersten blau, diec Linien des zweiten roth machen. Finden sich
Wechselpolygone, dann kdnnen neue Zerlegungen dadurch abgeleitet werden;
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es kann aber vorkommen, dass gewisse Linien nicht ihre Farben andern
konnen, also nicht in Wechselpolygonen Seiten sind. Besteht z. B. der
graph aus zwei Theilen, die nur durch eine Linie verbunden sind, dann
kann diese nicht in einem geschlossenen Polygone Seite sein und muss
daher roth sein.

Wir wollen annehmen dass eine rothe Linie ab notwendig roth sein
muss; wir theilen sie in einem Punkte m, und fiigen in m eine Linie mn
mit einem Blatte zu. Der neue graph muss primitiv sein, denn wire er
zerlegbar, dann musste mn roth, am und mbd blau sein; durch Wegnahme
von mn und dem Blatte, hatten wir dann eine Zerlegung des urspring-
lichen graphs, bei der ab blau war. Der neue graph ist also primitiv
und hat daher wenigstens drei Blatter; der urspriingliche graph muss
daher auch Blatter haben. Also:

Ein zerlegbarer graph, in dem eine rothe Linie ihre Farbe mcht dndern
kann, muss Dldtter haben.

22, Wir wollen annehmen, dass wir einen primitiven graph mit drei
Blattern haben. Nehmen wir zwei Linien ab und ¢d, jede in einem Blatte
liegend, fort und setzen fir diese ac und bd, dann hat der neue graph
picht drei Blatter und ist daher zerlegbar.  Wir mussen daher fur den
gegebenen graph a=n-—1 (Siehe 13) haben; also:

In einem primitiven graph dritten Grades mit drei Blittern kinnen
wir immer w— 1 Linien finden, die die 2n — 2 Punkte zu Paaren wver-
binden.

Man sieht leicht, wie sich dieser Satz erweitern lasst.

23. Durch die obige Entwickelung haben wir nicht nur den Satz
betreffend die Anzahl der Blatter bewiesen, sondern wir haben auch den
Weg gefunden auf den wir alle primitive graphs direct construiren konnen;
wir konnen namlich die einpfeiligen Systeme ganz nach Belieben zeichnen,
wenn wir nur die angegebenen Regeln fir die Erweiterung beobachten;
ist dieses gethan, konnen wir bei den NR-Punkten beliebige zweipfeilige
Systeme mit angemessener Anzahl von anschliessenden Linien einschalten.
Finden sich noch unvollstindige B-Punkte, kann der graph beliebig ver-
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vollstindigt werden, nur dass keine Punktc mit zwei rothen Linien da-
durch entstehen diirfen.

Da ein Blatt wenigstens drei Punkte hat, wird Fig. 11 den ein-
fachsten primitiven graph darstellen. In Fig. 14 haben wir ein primi-
tiver graph vierzehnter Ordnung.

Fur graphs von héherem Grade habe ich die Untersuchung nicht
durchgefihrt; es scheint doch, dass der hier befolgte Weg auch dort zum
Ziel fohren kann.







