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DIE T H E O R I E  DER REGULARE-H GRAPHS 

YON 

JULIUS P E T E R S E N  
in K O P E N H A G E N ,  

r. In seinem Beweise ftir die Endlichkeit des einer binl~ren Form 

zugehsrigen Invari antensystems (M a t h e m a t i s c h e A n n a 1 e n, Bd. 3 3) sti~tzt 

Hr. HII~BF~aT sich auf einen von Hrn. GORDAN aufgestellten Satz, be- 

treffend eine gewisse Classe diophantischer Gleichungen. Aus diesem 

Satze folgt, dass man, wenn n gegeben ist, eine endliche Anzahl Producte 

yon der Form 

(9/~1 ~ x 2 ) a ( X l  - -  X3) f l (~  ~ - -  XS)~f~  ~ (~n--1  ~ Xn) r 

bilden kann, so dass alle andere Producte derselben Form sieh aus den 

gebildctcn durch Multiplication zusammensetzen lassen. Die Producte 

sind dadurch characterisirt, dass die Exponenten positive, ganze Zahlen 

(Null mitgerechnet) sind, und dass der Grad in x i ,  x ~ , . . . ,  zn ft~r jedes 

Product derselbe ist. Die gebildeten Producte werden wir Grut2dfactoren 
nennen; sic entsprechen den Grundlssungen der diophantisehe'h Gleich- 

ungen. Ist z. B. n ~ 3, so muss man r  haben, und der einzige 

Grundfactor ist 

Ftlr den Beweis des Hrn. HIt,BERT ist die Endlichkeit der Anzahl von 

Grundfactoren ausreichend; ftir fernere Untersuchungen wird aber die 

wirkliche Bestimmung dieser Ausdrtlcke von Bedeutung sein; diese Be- 

stimmung ist der Zweck der folgenden Betrachtungen. Es zeigt sich ein 

merkwiirdiger Unterschied, nachdem der Grad in den einzelnen Buch- 

staben (der mit dem Grade der entspreehenden Invariante tlbereinstimmt), 
A~a mathtmati, va. 15. Imprim~ le 16 mai 1891. 95 
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gerade oder ungerade ist. Im ersteren Falle (und nur dieser kommt bei 

Grundformen ungerader Ordnung vor) stellt sich heraus, dass alle Grund- 

factoren von dem ersten oder zweiten Grade sind (in den einzelnen Buch- 

staben); im zweiten, der bei weitem der schwierigere ist, giebt es dagegen 

Grundfactoren die, ftir hinlanglich grosses n, von jedem Grade sein konnen. 

Der einfachste ist vom dritten Grade fiir n----- Io; er ist erst von Hrn. 

SYLVESTER bemerkt, der gleichzeitig mit mir die Frage nach den Grund- 

factoren in Angriff genommen ha t , 'und  mit dem ich vielfach dart~ber 

verkehrt habe. Obgleich wir die Beantwortung der Frage auf ganz ver- 

schiedenem Wege gesucht haben, habe ich doch seinen Mittheilungen eine 

Erregung zu verdanken, ohne die ich vielleicht l~tngst yon den grossen 

Schwierigkeiten, die sich ftir jeden Schritt darbieten, ermtldet worden ware. 

2'! Man kann der Aufgabe eine geometrische Form geben, indem 

man x~, x~ , . . . ,  x~ dutch beliebige Punkte der Ebene reprnsentirt, wahrend 

der Factor x~ ~ x~ dutch eine beliebige Verbindungslinie zwischen x~ 

und xp dargestellt wird. Ma.n erhMt so fi~r .das Product eine Figur, 

welche aus n Punkten besteht, die so verbunden sind, dass in jedem 

Punkte gleich viele Linien zusammenlaufen. Dieselben zwei Punkte ksnnen 

dutch mehrere Linien verbunden sein. Als Beispiel betrachte man die 

Figur I, die das Product 

darstellt. 

Englische Verfasser haben ffir ahnlichc Figuren den Namen graph 
eingeffihrt,; ich werde diesen Namen beibehalten und nenne den graph re- 

guli~r, well ill jedem Punkte gleich viele I.inien zusammenlaufen. Far 

Halbinvarianten wt~rden irregulare grap]~s in Betracht kommen, was doch 

hier nicht n'~her besl)rochen werden soll. 

Dutch die Or(bno~g eines grapl~s werde ich die Anzahl der Punkte 

(die Ordnung der binaren Grundform) verstehen, dutch den Grad die 

Anzahl dcr in jedem Punktc zusammenlaufendcn Linien (den Grad der 

entsprechenden Invariaute). Dutch GI: oder einfach G. werde ich einen 

graph von der Ordnung ~ lind vom Grade a verstehen. Ein soleher lasst 

sich zerlegen oder in Factoren aufiSsen, wenn man andere grapl~s yon 

derselben Ordnung aber yon niedrigerem Grade finden kann, die durch 
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lJberlagerung den gegebenen graph her~tellen. Ein graph, der sich nicht 

in solcher Weise auflSsen lasst, heisst primitiv. Unsere Aufgabe geht a u f  

die Bestimmung aller primitiven graphs aus. 

Sind die Punkte a ,  b,  c ,  . . . ,  und bezeichnen wir die Verbindungs- 

linien durch ab, ac, b c , . . . ,  den graph durch (ab)"(bc)Z,..., dann wird 

in diesem Ausdrucke jeder Buchstabe gleich oft vorkommen, indem die 

Exponenten beriicksichtigt werden. 

Gewshnlich setzen wir voraus, dass der graph nicht von graphs 
niedrigerer Ordnung zusammengesetzt ist, das ist, dass er nicht aus Theilen 

besteht, die unter sich nicht verbunden sind. 

Graphs  volt g e r a d e m  Grade .  

3. Ein graph zweiten Grades besteht aus geschlossenen t)olygonen; 
sind diese alle yon gerader Seite~anzahl, so ldsst sich der graph in zwei 
Factoren ersten Grades zerlegen; in allen anderen Fdllen ist er primitiv. 

Wir k0nnen n'~mlich von einem beliebigen Punkte a ausgehen und 

einer Linie ab folgen; in b laufen zwei Linien zusammen; wir ksnnen 

daher den Weg yon b aus z. B. nach c fortsetzen; indem wit so fort- 

fahren und keine Linie mehr als elnmal durchlaufen, mi]ssen wir wieder 

naeh a kommen und haben so ein geschlossenes Polygon gefunden; finden 

sich noch mehrere Linien im graph, werden diese in derselben Weise be- 

handelt; am Ende haben wir dann alle Linien des graphs als Seiten ge- 

schlossener Polygone geordnet. Unter diesen kSnnen Zweiecke (Doppel- 

linien) vorkommen. 

Bekommen wir in der angegebenen Weise nur ein Polygon, und hat 

dieses eine gerade Anzahl yon Seiten, dann lasst der graph sich in zwei 

Factoren ersten Grades zerlegen, indem die erste, dritte, ff infte, . .  Linie 

zusammengenommen einen graph ersten Grades bilden, wahrend dasselbe 

yon den iibrigen Seiten gilt. Besteht der graph aus p Polygonen, die 

alle eine gerade Anzahl yon Seiten haben, und nehmen wit yon jedem 

der Polygone die HMfte der Seiten in der angegebenen Weise, dann wird 

der graph zerlegt und zwar durch verschiedene Combination der Polygon- 

theile in 2 p-1 verschiedenen Weisen. Sind nicht alle Polygone yon ge- 

rader Seitenanzahl, dann ist der graph, wie man leicht sieht, primitiv. 
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4. Wir wollen annehmen, dass ein graph von beliebigem Grade 

a ~-~8 sieh auf zwei verschiedene Weisen in zwei andere yon den Graden 

a und fl zerlegen l~sst. Der ~bersehaulichkeit wegen machen wit die 

Linien des ersten blau, die Linien des zweiten roth, so dass in jedem 

Punkte a b|aue und fl rothe Linien zusammenlaufen. Die zweite Zer- 

legung muss sich aus der ersten bilden lassen, indem gewisse Linien der 

zwei Factoren vertauscht werden, das ist, indem gewisse rothe Linien blau 

und gewisse blaue Linien roth gemacht werden. Diese zwei Systeme yon 

Linien mt~ssen, mit Buchstaben geschrieben [(ab)*(bc)~...] dieselben Buch- 

staben gleich oft enthalten, da die Vertauschung die Anzahl Male, in 

denen jeder Buchstabe in jedem der Factoren vorkommt, nicht andern 

darf. Findet man nun z. B. ab unter den blauen vertauschten Linien, 

dann muss man unter den rothen b z. B. in bc finden, dann wieder unter 

den blauen c z. B. in cd und so weiter, bis man a unter den rothen 

findet. Die Linien, welche vertauscht werden sollen, mfissen daher ein 

oder mehrere geschlossene Polygone bilden, in denen die Seiten ab- 

wechselnd roth und blau sind, und die daher alle von gerader Seiten- 

anzahl sind. Die zweite Zerlegung wird erreicht, wenn wit in den be- 

sprochenen Polygonen die Farben t~berall ver~ndern. (Fig. 2 und 3.) 

Solche Polygone werde ich Wechselpolygone nennen, withrend eine 

Wechsellinie oder ein Wechsdweg eine offene polygonale Linie, wo die 

Seiten abweehselnd roth und blau sind, bedeutet. 

Wit  haben so den Satz gewonnen: 

Wean ein beliebiger graph sich in mehreren Weisea in zwei Factoren 

,;on gegebenen Graden zerlegea ldsst (einen blauen und einen rothen), dann 

ldsst sich ]ede Zerlegung aus ]eder anderea bildea, indem die Seiten ge- 

wisser Wechselpolygone ihre .Fartmn veranclern. 

Ebenso ist leicht ersichtlieh, dass: 

Wean ein beliebiger graph in zwei Factoren zerlegt ist und sich auf 

der Figur ein Wechselpolygon finder, dann erhdlt man eine neue Zerlegung, 

wean man die Farben aller Seilen des Wechselpolygons verdndert. 

5. Jeder graph geradea Grades ldsst sich in einem geschtosseaen Zuge 

zeichnen, vorausgesetzt dass er nicht aus Theilen ohne Verbindung besteht. 



Die Theorie der regul~ren graphs. 197 

Um diesen Satz zu beweisen folgen wir continuirlich den Linien, 

indem wit yon einem beliebigen der Punkte, a, au~gehen und in beliebiger 

Weise fortschreiten, nut dass keine Linie mehr als einmal durchgelaufen 

werden darf. Jedes Mal, wenn wit einen Punkt pasairen, durchlaufen wir 

zwei der im Punkte zusammenstossenden Linien, wahrend eine gerade An- 

zahl (Null mitgerechnet) noch nicht durchgelaufener zuriickbleibt. Wenn 

wir nicht welter kommen ksnnen, miissen wir daher in a sein und alle 

davon auslaufende Linien passirt haben. Wir haben so einen geschlos- 

senen Zug gebildet. Sind alle darin vorkommende Punkte so oft wie 
msglich passirt, dann haben wir den ganzen graph durchgelaufen, da im 

anderen Falle ein Theil des graphs existierte, der mit dem tibrigen Theil 

ohne Verbindung war. 

Ist beim Zuge ein Punkt b zwar passiert, aber nicht so oft wie 

moglich, dann kSnnen wir den Zug bei b offnen und das eine Endc aber 

b hinaus fortsetzen, his wir in b wieder den vergrSsserten Zug schliesscn, 

wenn alle von b auslaufende Linien passiert sind; in dieser Weise ksnncn 

wir den Zug immer erweitern, bis er alle Linien des graphs enth~lt. 
Besteht der graph aus mehreren nicht unter sich verbundenenTheilen, 

so bekommen wir so viele Ziige als Theile da sind. Ist dieses nicht dcr 
Fall, so zeichnen wit ein geschlossenes Polygon wo die Seiten sich wie im 

Zuge folgen und wie auf der ursprtlnglichen Figur bezeichnet werden. 

War diese vom Grade 2a, dann wird an den Ecken des gezeichneten 

Polygons jeder der Buchstaben a Mal vorkommen. Dieses Polygon werden 

wir den ausgestreckten graph nennen. 

Als Bcispiel k0nnen wit Fig. 4 betrachten; wit machen bier den Zug 

ab be ec ca ab bd da. 

Offnen wir bei d, konnen wir hier den Zug 

dc ce ed 

einschalten, und wir k0nnen dann den ausgestreckten graph (Fig. '5) 
zeichnen. 

Man sieht ilbrigens leicht, dass der bewiesene Satz auch ffir nicht 

regulate graphs gilt, wenn nur in jedem Punkte eine gerade Anzahl yon 

Linien zusammenlaufen. So gilt der Satz z. B. ffir jede algebraische 
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Curve, die nicht aus Theilen ohnc Verbindung unter sich besteht und 

mit einer geeigneten Auffassung von unendlichen Zweigen. 

6. Jeder graph vierten Grades ldsst sich in zwei Factoren zweilen 

Grades zerlegen. 

Wird der graph (Fig. 4) in der oben entwickelten Weise ausgestreckt, 

dann erhalten wir ein Polygon (Fig. 5), wo jeder Buchstabe des graphs 

an den Ecken zweimal vorkommt, und welches eine gerade Anzahl yon 

Seiten hat. Farben wir j e tz t  die Seiten dieses Polygons abwechselnd blau 

und roth, so sind die Endpunkte der rothen und die Endpunkte tier 

blauen mit denselben Buchstaben bezeichnet, so das jeder Buehstabe bei 

den blauen zwei Mal vorkommt. Fahren wir die Farben der Linien auf 

den graph hint~ber, mt~ssen folglich in jedem Punkte zwei rothe und zwei 

blaue Linien zusammenlaufen (Fig. 6). Der graph ist daher in zwei Fac- 

toren zweiten Grades zerlegt. 

In derselben Weise kann jeder graph G.~ in zwei Factoren G, zerlegt 

werden, wenn nur die ganze Anzahl der Linien gerade ist, dass heisst, 

wenn nicht a und n beide ungerade sind. Ist dies der Fall, dann ist 

die g.enannte Zerlegung unmoglich, da kein graph yon ungerader Ordnung 

und ungeradem Grade existiert. Es ist vorausgesetzt, dass tier graph nicht 

aus  nichtverbundenen Theilen besteht. 

7. Aus einem graph geraden Grades G2. ksnnen wir einen neuen 

G;~ bilden, indem wir zwei nicht zusammenstossende Linien ab und cd 

entfernen und ftir diese zwei neue Linien ac und bd oder ad und bc hin- 

einsetzen. Finden sich mehrere Linien ab, so wird nur die eine entfernt. 

Ob eine zugesetzte Linie sich schon im graph findet, ist ohne Bedeutung; 

sie bekommt dann eine um eins erh(ihte Multiplicitat. Ich werde die 

zwei graphs gepaart nennen. 

Wenn yon zwei gepaarten graphs der eine sich in Factoren zweiten 

Grades zerlegen ldsst, dann l(isst sich der andere in eben solche Factoren 

zerlegen. 

Um diesen Satz zu beweisen, denken wir uns, dass G~ in Factoren 

zweiten Grades zerlegt ist. Finden sich nun ab und cd in demselben 
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Factor zweiten Grades, dann geht dieser durch die Anderung in einen 

neuen graph zweiten Grades fiber, wahrend die i~brigen Factoren (die 

auch ab und cd enthalten kSnnen) ungeiindert bleiben. G~. ist somit in 

Factoren zweiten Grades zerlegt. Finden sich aber ab und cd in zwei 

verschiedenen der Factoren, dann bilden wir aus diesen zwei ihr Product, 

welches vom vierten Grade ist. Gehen wir jetzt zu G.~. tiber, indem wir 

die Andcrung ausffihren, dann geht der Factor vierten Grades in einen 

neuen Factor vierten Grades fiber, whhrend alle Factoren zweiten Grades 

ungeandert bleiben. Nun llisst sich abet, wie oben gezeigt, jeder graph 

vierten Grades in zwei Factoren zweiten Grades zerlegen. G~. lasst sich 

also auch in diesem Falle in Factoren zweiten Grades zerlegen. 

8. Durch successive Anwendung der in 7 besprochenen Jinderung ldsst 
sich jeder graph in jeden anderen yon derselben Ordnung und demselben 

Grad iiberfiihren. 

Wir denken uns, dass wir einen gegebenen graph in einen anderen, 

der den Factor zweiten Grades ab bc cd de e f . . .  ka enthMt, t~berfi~hren 

wollen. Wit  denken uns ferner, d'lss wir in dem gegebenen graph die 

Linien ab, bc, cd abet nicht de finden. Alle von d und e ausgehende 

Linien konnen nicht in einen Punkt zusammenlaufen; wir miissen daher 

zwei Linien dg und eh finden k0nnen, wo g und h verschiedene Punkte 

sind. Wir setzen dann de und gh statt dg und eh und haben so de ein- 

gefi~hrt; ist cd mehrfach, dann ist es gleichgt~ltig, ob g in c fMlt; ist cd 
dagegen einfach, diirfen wir nicht g in c nehmen, um nicht die schon 

cingefiihrte Linie cd zu entfernen. Da die fibrigen yon d und e aus- 

gehenden Linien nicht in einen Punkt zusamm'enlaufen k0nnen, ist es 

aber immer mSglich ffir g einen anderen Punkt als c zu wi~hlen. Wit  
\ 

sehen also, dass es immcr mSglich ist eine neue der gewtinschten Linien 

einzuftihren, ohne eine yon den schon eingeftihrten Linien zu entfernen; 

wir k0nnen dann in dieser Weise fortsetzen, bis wir den gegebenen Factor 

zweiten Grades in dem gebildeten graph finden. Wir entfernen jetzt vor- 

l'~ufig diesen Factor und behalten zuri~ck einen graph, der wieder so ge- 

andert werden kann, dass ein beliebig gegebener Factor zweiten Grades 

eingeffihrt wird. Indem wir in dieser Weise fortfahren, bekommen wit 

zuletzt einen graph, der yon beliebig gewahlten Factoren zweiten Grades 
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zusammengesetzt ist. Ein anderer graph yon derse|ben Ordnung und 

Grad lasst sich auch in diesen und daher auch in den ersten llberft~hren. 

9. Jeder graph geraden Grades ldsst sich in Factoren zweiten Grades 
zerlegen. 

Wir haben namlich in 8 gesehen, dass wit eine Reihe graphs bilden 

kSnnen, die mit einem beliebig gegebenen anfangt und mit einem in 

Factoren zweiten Grades zerlegten endigt, und von denen jede zwei nach 

einander folgende gepaart sind. Zufolge des in 7 bewiesenen Satzes sind 

dann alle graphs in der ganzen Reihe in Factoren zweiten Grades zer- 

legbar. 

Wit  haben so das erste Ziel a unserer Untersuchungen erreicht, in- 

dem wir bewiesen haben, dass wenn wir alle graphs ersten Grades und alle 

primitive graphs zweiten Grades bilden, dann lassen sich aus diesen alle 

anderen yon geradem Grade dureh U-berlagerung (Multiplication) bilden. 

Daraus folgt, dass die Grundlssungen der diophantischen Gleichungen, 

dutch welche die Exponenten (die Multiplieitlit der I,inien) bestimmt 

werden, in dem betrachteten Falle nur die Zahlen o ,  i und 2 sein konnen. 

Wit  werden die primitiven graphs ffir die ersten Werthe von n auf- 

stellen. Ft',r n ~ 2 bekommen wit eine einzelne Linie, for n ~---3, wie 

Seite 193 angefiihrt, ein Dreieck; far n ---- 4, zwei einzelne Linien, ent- 

sprechend ( ~ ' 1 -  ~ ) ( ~ 3 -  ~4) und den zwei Produkten, die hieraus dureh 

Vertauschung der Buchstaben gebildet werden konnen. Die graphs von 

ungeradem Grade geben, was spKter gezeigt werden soll, zu keinen neuen 

primitiven graphs Veranlassung, so lange n < Io. Fi~r n--- 5 giebt es 

zwei primitive Formen der graphs, die eine das Filnfeck, die andere aus 

einem Dreiecke und einem Zweiecke zusammengesetzt. Ffir n ~ 6 ist der 

yon zwei Dreieeken zusammengesetzte graph zweiten Grades primitiv, 

wahrend die fibrigen vom zweiten Grade sich zerlegen lassen u. s. w. 

IO. Ein graph vierten Grades l~sst sich, wie wir gezeigt haben, 

immer in zwei Factoren zweiten Grades zerlegen, und zwar im Allge- 

meinen in verschiedenen Weisen, da die dutch Farbung der Linien zer- 

I Mein Beweis war ursprttnglich nicht ganz so einfaeh wie jetgt;  die Verbesserung 

vardauke ich dem Hrn. Direktor Bmo.  
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legte Figur gew5hnlieh viele Wechselpolygone ettthalten wird. Ich werke 

beweisen, kass man, einige sehr specielle Fi~lle ausgenommen, immer zwei 

beliebige tier Linien wahlen kann und zwei Zerlegungen der Art  bewerk- 

stelligen, dass die zwei Linien sich bei der einen Zerlegung in demselben, 

bei der anderen in verschiedenen Factoren finden. Mit ankeren Worten, 
Q 

wir k(~nnen in einem Zerlegten graph ein Wechselpolygon finden, in dem 

eine beliebig gewahlte Linie Seite, eine andere beliebig gewahlte Linie 

nicht Seite ist. Ein  solches Polygon wird uns namlich erlauben die Farbe 

der einen Linie zu veri~ndern, wahrend die Farbe der anderen ungeandert 

bleibt. Die Ausnahmef~lle treten dann ein, wenn jedes Wechselpolygon, 

welches die eine Linie als Seite hat, auch die andere als Seite haben 

muss, so dass beide Linien gleichzeitig die Farben ver~ndern mt~ssen. Ich 

werde zwei Linien mit dieser Eigenschaft gepaart nennen. Sie ksnnen 

dieselbe oder verschiedene Farben haben. Das gepaarte Linien vorkommen 

k0nnen, ersehen wit durch die folgende Uberlegung. 

Ein graph zweiten Grades, also auch ein gra2h vierten Grades, ist yon 

geschlossenen Polygonen zusammengesetzt, wo alle Seiten tines Polygons 

dieselbe Farbe haben. Eine oder mehrere beliebige, gesehlossene Curven 

mllssen jedes der Polygone eine gerade Anzahl Male schneiden (Null mit- 

gerechnet). Wenn daher der graph aus zwei Theilen besteht, die unter sich 

nut durch zwei Linien verbunden sink, mtlssen diese zu demselben Po- 

lygone geh0ren und daher dieselbe Farbe haben. Zwei solche Linien sind 

also gepaart. IJberhaupt muss jede geschlossene Curve eine gerade An- 

zahl rother und eine gerade Anzahl blauer Linien schneiden. Wir wollen 

annehmen, dass wir eine oder mehrere geschlossene Curven der Art zeich- 

hen ksnnen, dass die Anzahl der Schnittpunkte mit den Linien des grapT~s 
for zwei der Linien eine gerade (Null mitgerechnet), ftir die iibrigen eine 

ungerade ist. Wit kSnnen dann beweisen, dass die zwei Linien ge- 
paart sink. 

I) n gerade. Ist die Seitenanzahl des Polygons zu dem die eine 

Linie gehort, gerade, dann muss die zweite Linie zu demselben Polygon 

gehoren, da die ganze Anzahl yon Schnittpunkten mit allen Seiten des 

Polygons gerake ist. Ist die Seitenarizahl des Polygons ungerade, muss 

es noch ein Polygon mit ungerader Seitenanzahl und yon kerselben Farbe 

geben; die zweite Linie muss dann zu diesem Polygone geh6ren. In 

beiden Fallen mtissen die zwei Linien gepaart und ~ yon derselben Farbe 
Acta  ma themat i ca .  1,5. I m p r i m 6  le 26 aoll t  1891. ~6  
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scin. Im ersten Falle sind die Polygone alle yon gerader Seitenanzahl 

und der graph l~tsst sich also in Factoren ersten Grades zerlegen; im 

zweiten Falle sind alle rothe oder alle blaue Polygone yon gerader Seiten- 

anzahl, so dass der eine Factor sich zerlegen l=asst. 

2) ~ ungerade. Es mClssen wenigstens ein rothes und ein blaues 

Polygon yon ungerader Seitenanzahl vorkommen, und in jedem yon diesen 

muss eine der Linien Seite sein. Die zwei Linien sind also gepaart und 

haben verschiedene Farben. 

Es entsteht die Frage ob die hier gefundenen hinlangliehen Be- 

dingungen aueh notwendig sind; diese Frage wird spliter beantwortet. 

Kann man eine oder mehrere Curven der Art zeiehnen, dass far jede 

Linie die Anzahl der Sehnittpunkte eine ungerade ist, so kann yon den 

Polygonen keines eine ungerade Seitenanzahl haben; der graph lasst sieh 

dann, wie fraher gezeigt, in vier Faetoren ersten Grades zerlegen. Dieser 

Satz l~sst sieh nicht umkehren. 

Wir wollen annehmen, dass wit eine Anzahl gesehlossener Curven 

der Art gezeichnet haben, dass die Anzahl der Linier, die eine ungerade 

Anzahl yon Sehnittpunkten haben, so gross wie m0glieh ist. Die Curven 

theilen die Ebene in FlachenstCmke, die wir uns abweehselnd als sehwarz 

oder weiss denken wollen. ~ Gehen wir eontinuirlieh yon einem Stt~ek in 

ein anderes aber, dann mt'lssen wir die Curven eine gerade oder eine un- 

gerade Anzahl Male passieren, je naehdem die zwei Flachensti~eke ~hnlieh 

oder versehieden gefarbt sind. Wir wollen dieses beniitzen, um einein 

graph eine mehr aberschauliehe Form zu geben. Wit ziehen eine Gerade 

und setzen die Punkte des graphs, deren Lage ja ohne Bedeutung ist, auf 

der einen oder der andern Seite der Geraden ab, je naehdem sic ur- 

sprtmglieh: in einem weissen oder einem sehwarzen Fl'~ehentheil liegen. 

Ziehen wir nun die Verbindungslinien, so werden diese von der Geraden 

einmal oder gar nieht gesehnitten, je nachdem ihre ursprangliche Anzahl 

yon Sehnittpunkten ungerade oder gerade war, denn wenn Sehnittpunkte 

dureh eontinuirliehe Anderung zum Versehwinden gebraeht whrden~ massen 

sic immer zu Paaren versehwinden. Wir ersehen hieraus, dass die Be- 

dingung da%r, (lass alle Linien mit den Curven eine nngerade Anzahl 

Dass dieses milglich ist. beweist man leicht; indem maa bei kleinen ~.nderungen 

der Curven bewerkstelligen kann~ dass diese sieh nicht schueiden. 



Die Theorie der regularen graphs. 203 

yon Schnittpunkten bekommen ksnnen, ist, dass die Punkte des graphs 

in zwei solche Systeme zerfallen, das Punkte des einen Systems nut mit 

Punkten des anderen Systems verbunden sind. 

i I. Wir wollen jetzt die Bedingung daffir suchen, dass zwei Linien 

des graphs ab und cd gepaart sind. Um diese zu finden, zeichnen wir 

den graph ausgestreckt und erhalten dadurch ein geschlossenes Polygon 

mit abwechselnd rothen und blauen Seiten. Die Ecken sind mit den 

Buchstaben des graphs a, b, c,  . .. bezeichnet, und jeder der Buchstaben 

finder sich bei zwei Eeken. Wi t  ziehen dann die Verbindun.qslinien (Fig. 7) 

aa, bb, c c , . . ,  und nennen diese gerade oder ungerade, je naehdem sie 

eine gerade oder eine ungerade Anzahl Sciten des Polygons abschnciden. 

Bei den geraden endigen die abgeschnittenen Theile mit Linien verschie- 

dener Farbe, bei den ungeraden mit Lilfien derselben Farbe. 

Wir kSnnen auf unserer Figur alle Wechselwege des gegebenen 

graphs verfolgen. Wit haben nur dem Umkreise des Polygons zu folgen, 

doch so, dass wit yon jedem Punkte zu dem anderen Ende seiner Ver- 

bindungslinie hinfiberspringen ksnnen, um von dort aus mit der passenden 

Farbe welter zu gehen. Wit bemerken, dass die Richtung, in der wir 

das Polygon umkreisen, dutch einen solchen Sprung geandert oder nicht 

gegndert wird, je nachdem die Verbindungslinie ungerade oder gerade ist. 

Wenn wir jetzt untersuchen wollen, oh ab und cd gepaart sind, dann 

ziehen wir quer fiber das Polygon eine Linie, welehe ab und cd schneidet, 

und die wir die Qaerlinie nennen wollen. (Fig. 7.) 

Wenn die Qaerlinie keine Verbindungslinie schneider, so sind ab und 

cd gepaart~ denn der graph besteht dann aus zwei Theilen, die nut dutch 

ab und cd verbunden sind. 

BTenn die Ouerlinie eine gerade Verbindungslinie z. B. mm sc]meidet, 

dann sind a b und c d nicht gepaart. 

Wit kSnnen namlieh yon a aus tiber b und welter nach m gdhen 

und dann fiber die Verbindungslinie nach der zweiten Ecke m springen; 

da mm gerade ist, wird die Umlaufsrichtung nicht gei~ndert, und wit 

kSnnen daher welter zu a dem Umkreise folgen. Wir haben dann ein 

Wechselpolygon ama gebildet, in dem ab aber nicht cd S~ite ist. Die 

zwei Linien konnen daher nicht gepaart sein. 
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Wenn die Querlinie alle ungeraden und keine gerade Verbindungslinie 

sehneidet, dann sind ab und cd gepaart. 

Wenn wir namlich wie oben mit ab anfangen, k6nnen wir mit einem 

Wechselweg, ohne cd zu passieren, nie nach a kommen. Wir miissen 

ni~mlich, um yon b aus nach a, also auf die andere Seite der Querlinie, 

zu kommen, eine ungerade Anzahl yon ungeraden Verbindungslinien pas- 

siren. Wie wir auch gehen, mtassen wir daher jedesmal, wenn wir uns 

auf derselben Seite der Querlinie wie a befinden, in der Richtung yon a 

weg fortschreiten. In jedem Wechselpolygon, wo ab Seite ist, muss daher 

auch cd Seite sein, das heisst, die zwei Linien sind gepaart. 

Wit  haben so eine ausreiehende Bedingung daf~ar gefunden, dass ab 

und cd gepaart sind und werden jetzt beweisen dass, mit einer speciellen 

Ausnahme, die Bedingung auch notwendig ist. Urn diesen Beweis zu er- 

leichtern, wollen wir erst eine Bemerkung thun. 

Eine ungerade Verbindungslinie schneider vom Polygon ein Stiick ab, 

dessen i~usserste Seiten dieselben Farben haben. Wir wollen ein solches 

Stiick umkehren, so dass die zwei Endpunkte ihren Platz vertauschen; 

wit haben dadureh die Linien des graphs im ausgestreckten graph eine 

neue Ordnung gegeben, ohne dass die Farben dadurch verandert sind. 

Das Umkehren hat aber den Einfluss gehabt, dass jede Verbindungslinie 

zwischen einem Punkte des umgekehrten Stt'~ekes und einem nicht zu 

diesem gehorigen Punkte ihre Natur gewechselt hat, so dass die geraden 

ungerade, die ungeraden gerade geworden sin& Wird z. B. (Fig. 7) das 

Sti~ek fecbaf  umgekehrt, dann werden aa, bb und cc ungerade, wghrend 

ee gerade wird. 

Wit  werden jetzt annehmen, dass die Querlinie nur ungerade Ver- 

bindungslinien, aber nieht alle solche Linien schneider. Sei mm eine un- 

gerade Verbindungslinie, die von der Querlinie nicht geschnitten wird. 

Wit merken uns alle Verbindungslinien, welche mm schneiden, ebenso 

alle die, welche wiederum diese schneiden und so weiter; es kbnnen dann 

zwei Falle eintreten: 

I.) Wir erreichen in dieser Weise keine Verbindungslinie, welche 

die Querlinie schneidet; wir erreichen also nur Punkte welche auf der- 

selben Seite der Querlinie liegen; sind die aussersten r u n d  s (Fig. 8), 

dann kommt jeder Buchstabe, der sich yon r bis s finder, dort zweimal 
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vor; diese Punkte sind dann auf dem graph unter sich verbunden und 

stehen nur durch zwei Linien rp und sq mit dem fibrigen Theil des 

graphs in Verbindung. rp und sq mtissen dann dieselbe Farbe haben, 

und je~er Wechselweg, der dutch pr in dcn abgcschnittenen Theil hin- 

eintritt, muss diesen durch sq verlassen; wir ksnnen da}mr, wenn wir 

von ab aus Wechselpolygone bilden wollen, den Theil des Polygons von 

p nach q ganz fortlassen, indem wit ihn dutch eine Linie pq ersetzen, 

welcher Linie wit die ffir rp und s9 gemeinschaftlicbe Farbe geben. Es 

kann mehrere solche Stiicke geben; sie werden dann in derselben Weise 

behandelt, und wir betrachten nur den reducierten graph. 

2.) Wir kommen dutch das angegebene Verfahren einst zu einer 

Verbindungslinie, welche die Querlinie schneider. Diese sei if; sie wurde 

gefunden als eine andere Verbindungslinie gg schneidend, diese als hh 

schneidend und so wciter; indem wir so zuriickgehen, miissen wir einst 

eine ungerade Verbindungslinie begegnen, wenn nicht friiher dann, wenn wit 

zu mm kommen. Sei kk die erste ungerade Verbindungslinie die wir treffen; 

wir haben dann eine Reihe von Verbindungslinien, wo die erste ff  und die 

letzte kk ungerade, die i]brigen gerade sind; jede schneidet die vorher- 

gehende und die nachfolgende und keine andere, und nur ff  schneidet 

die Querlinie. 

Wenn wir jetzt in der frfiher angegebenen Weise kk umkehren, dann 

wird die nachste in der Reihe ungeradc; kehren wit diese urn, so wiM wieder 

die n~chste ungerade und so welter, bis gg ungerade und zuletzt ffgerade 

wird. Wit wissen aber, dass wenn die Querlinie eine gerade Vcrbindungs- 

linie schneider, dann werden ab und cd nicht gepaart. 

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 

Die notwendige und ausreichende Bedingung dafiir, class in einem graph 

zwei Linien gepaart sind, ist~ class die zu den zwei Linien im ausgestreckten, 

reducierten graph geh6rige Querlinie alle ungeraden und keine gerade Ver- 

bindungslinie schneider. 

Um diese Bedingung mit den frfiher gefundenen unvollsti~ndigen Bc- 

dingung in Verbindung zu bringeR, zeichnen wir den ausgestreckten 

graph in Zickzack (Fig. 9), so dass die Ecken abwechselnd Spitzen und 

ThMer bilden. Eine gerade Verbindungslinie verbindet darn zwei Spitzen 
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oder zwei ThMer; w'~hrend eine unger,lde cine Spitze mit einem Thal 

verbindet. Es giebt dann mehrere FMle: 

I.) n ungerade, ab und cd gleichfarbig. (Fig. 9.) Auf der cinch 

Seite der Querlinie findet man eine gcrade Anzahl yon Spitzen und eine 

gerade Anzahl yon ThMern, wahrcnd auf dcr anderen Seitc die Anzahl 

beider ungerade ist. Der im Satzc besprochene Fall kann hier nicht 

eintreten, denn die ungeraden Vcrbindungs|inicn solltcn cine geradc Anzahl 

Spitzen auf dcr cinch Seite der Querlinie mit ciner ungeraden Anzahl 

ThMern auf der anderen Suite verbinden, was unmsglich ist. Die ge- 

paarten Linicn mfisscn daher ungleichfarbig skin. 

2.) n gerade; ab und cd unglcichfarbig. 

Auf jeder Seite der Querlinie finder man eine geradc Anzahl yon 

Spitzen und cine ungerade Anzahl yon ThMern oder umgckchrt. Die un- 

geraden Vcrbindungslinien ksnnen auch hier nicht gczogcn werden; die 

gepaarten L.inien mfissen also gleichfarbig scin. Wir habcn also den Satz: 

In einem graph sind gepaarte Liuien gleichfitrbig, wenn die Ordnung 

des reducierten graphs gerade, ungleichfarbig, wenn diese Ordnung un- 

gerade ist. 

Wir miissen erinnern, dass bei der Reduction nur solche Theile zu 

entfernen sind, in denen die zu untersuchenden Linien nicht vorkommen. 

Haben wir z. B. einen graph zchnter Ordnung, dcr, wenn wit far  zwei 

Linien pr und qs die neuen pq und rs setzen, sieh in zwei graphs 

fiinfter Ordnung theilt, dann miissen zwei gepaarte Linicn, die beide in 

einem Theil liegen, ungleichfarbig sein, wahrend sie, wenn in jedem der 

Theile eine der Linien liegt, gleichfarbig sein mt~ssen. 

12. Wir gehen jetzt yon dem ausgestreckten graph zu dem wirk- 

lichen graph fiber, indem wir die Punkte auf beiden Seiten einer Geraden 

AB absetzen; wir thun dieses in der Weise, dass wir auf der einen Seite 

alle Punkte absetzen, deren entsprechende Buchstaben sich an den Spitzen 

der einen Seite und an den ThMern der anderen Seite der Querlinie be- 

finden. Auf der entgegengesetzten Seite yon AB werden dann die Punkte 

abgesetzt, deren entsprechende Buchstaben an den Thalern der ersten und 

an den Spitzen der zweiten Seite der Querlinie sich finden. Eine solche 

Absetzung ist immer mSglich, wenn ab und cd gepaart sind, denn ist z. B. 
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ram gerade, dana stehen die zwei Buchstaben m beide an Spitzen oder 

beide an ThMern auf derselben Seite der Querlinie; ist aber mm ungerade, 

dann steht m einmal an einer Spitze auf der einen Seite und einmal an 

einem Thal auf der anderen Seite der Querlinie. Wir verbinden jetzt die 

Punkte mit den Linien des graphs, a u n d  b sind auf derselben Seite, 

ebenso c und d. Die Linien ab und cd werden daher nicht yon A B  ge- 

schnitten. Dagegen muss AB jede andere Linie schneiden, wie die fol- 

gende lJberlegung zeigt. Ist mm gerade, und finden wir an dem einen 

Ende die Polygonseiten am und m/3, am anderen Ends ~-m und m3, dann 

stehen m u n d  m an zwei Spitzen (Th~lern) auf der einen Seite der Quer- 

lime, wi~hrend a,/3~ 7", 3 an ThMern (Spitzen) steht. Wird m fiber AB 

abgesetzt, so mfissen daher a ,  fl, ~', 3 unter A B  abgesetzt werden, und die 

vier yon m auslaufenden Linien schneiden alle AB.  Ist mm ungerade, 

kommen wir auf ~hnliche Weise zu demselben Resultat. Also: 

Wenn zwei .Linien gepaart sind, kann der reducierte graph so ge- 

zeichnet werden, dass ejne Gerade alle Linien nur nicht die zwei 9epaarten 

schneidet. 

Gehen wir continuirlich zu einer beliebigen Lage der Punkte fiber, 

so bekommen Mr statt A B  eine oder mehrere geschlossene Curven, die die 

gepaarten Linien eine gerade, die fibrigen eine ungerade Anzahl Male 

schneiden. Liegen ab und cd auf versehiedenen Seiten von AB,  so muss die 

Ordnung gerade sein, und die zwei Linien haben dieselbe Farbe; jedes 

geschlossene Polygon, welches beide Linien oder keine yon ihnen entht~lt, 

muss yon gerader Seitenanzahl sein, whhrend ein Polygon, welches nur 

die eine Linie enthr~lt, eine ungerade Anzahl von Seiten haben muss. 

Liegen ab und cd auf derselben Seite yon AB,  dann muss die Ordnung 

ungerade sein und die Linien daher verschiedene Farben haben. 

Graphs  yon u n g e r a d e m  Grade. 

13. W'~hrend unter den graphs geraden Grades sich keine primitiven 

yon hsherem Grade als dem zweiten finden, lassen sich primitive graphs yon 

jedem ungeraden Grade construiren. Ist der Grad z. B. za-k- I, dann ksnnen 

wit yon einem Punkte tlus 2a-1- z Linien ziehen, und jede dieser Linien 

mit zwei a-fache Linien fortsetzen, die dann durch eine a-I- I-fache LiMe 
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verbunden werden. Der so cntstandene .qraph yon der Ordnung 6a + 4 

ist offenbar primitiv, denn der erste Punkt  kann nicht in einem geschlos- 

senen Polygon Ecke werden, und der graph kann daher keinen Factor 

zweiten Grades haben. Ist a - ~  I, bekommen wir ill dieser Weise den 

S fri;lher genannten ~:YLVESTEI~schen [lraph, der aberhaupt  der einfachste 

primitive .qraph ungeraden Grades ist. (Fig. i i.) 

Wir wollen die Ordnung, die gerade sein muss, mit 2n bezeichnen 

und den folgenden Satz beweisen: 

Ein  g r a p h ,  (lessen Grad hSher als 2n Jr- i ist, kaun nicht primitiv sein. 

Wir denken uns, dass wir auf dem graph yore Grade g ein System 

,con a Linien aufsuchen deren ea Endpunkte  alle verschieden sind. Es 

giebt viele solche Systeme; wir wahlen dasjenige, fill" welches a seinen 

grSssten Werth hat. Wird a = n, dann bilden die n Linien einen Factor 

ersten Grades, und der graph lasst sich in diesen und Factoren zweiten 

Grades zerlegen. Ist der graph primitiv, muss daher a < n sein. Wit  

farben die a Linien roth und alle tlbrigen Linien blau. 

Die a Linien verbinden 2a Punkte  zu Paaren; die abrigen 2 n ~  2a 

Punkte hubert unter sich keine Verbindungslinie; die d~von auslaufenden 

2g(n ~ a) Linien mtlssen daher alle zu den 2a Punkten gehen; diese sind 

unter sich durch die r und z. B. fl andere Linien verbunden; indem diese 

yon beiden Endpunkten aus gezahlt werden, haben wit dann 

_- + f l ) +   g(n- 

Wir bctrachten jetzt eine yon den a rothen Linien z. B. ab; wir k0nnen 

nicht zwei Linien ac und bd finden, wo c und el zwei verschiedene der 

2n ~ 2a Punkte sind, denn in solchem Falle hatten wir nicht ab sondern 

ac und bd roth gefarbt und dadurch a grOsser bekommen; yon a und b 

zusammen genommen kSnnen daher hSehstens g Linien zu den 2n ~ 2a 

Punkten gehen, so dass wenigstens fl (Linien zwischen a und b zweimal 

gerechnet) unter den 2(a + fl) sich finden miissen. Wir haben daher 

und wenn wir dieses in die obige Gleichung einsetzen, 

+ 2g (n  - -  
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woraus 
2 ~  a > - - .  

= 3  

Es sind also immer wenigstens die zwei Drittel der Punkte zu Paaren 

verbunden. 

Wit  wollen jetzt annehmen, dass wir a = n - - I  haben. Die 2 n - - 2  

Punkte sind dann zu Paaren verbunden, wahrend die zwei tibrigen, a und 

b, nicht verbunden sind. Wir bilden dann einen neuen graph, indem wir 

zwei Linien ac und 5d, wo c und d verschiedene Punkte sind, dutch ab 

und cd ersetzen. Fiir diesen graph ist a = n, und er lasst sich daher 

in einen Factor ersten Grades und in Factoren zweiten Grades zerlegen. 

ab findet sich in dem Factor ersten Grades; wenn cd auch dort ware, 

dann kSnnten wir wieder  ac und bd fi~r ab und cd einsetzen, und der 

gegebene graph ware zerlegt, cd muss sich daher in einem Factor zweiten 

Grades finden. Wird dieser mit dem Factor ersten Grades multiplicirt, 

und ac und bd wieder eingefiahrt, dann ist der gegebene graph in einen 

Factor dritten Grades und Factoren zweiten Grades zerlegt. For ~ = n - -  i 

kann also ein primitiver graph nur vom dritten Grade sein. 

Ist a = n - - 2 ,  so operiren wir in derselben Weise und finden, dass der 

graph,-wenn er pr imit iv is t ,  h(~chstens vom fiinften Grade sein kann. In 

derselben Weise kSnnen wir fortfahren, bis wir den kleinsten Maximal- 

n und entspricht einem prlmitiven werth far a erreichen; dieser ist n - - ~  

graph, der hSchstens vom Grade 2 n + I  ist. w. z. b. w. 
3 

Wir sahen oben, dass a grSsser gemacht werden konnte, wenn wir 

zwischen zwei von den 2 n - - 2 a  Punkten einen Wechselweg cabd finden 

konnten; dasselbe gilt wenn wit zwischen zwei yon den 2 n - -  2 a  Punkten 

tiberhaupt einen Wechselweg finden kSnnen, denn verandert man die 

Farben der Seiten eines solchen Weges, so wird die Anzahl der rothen 

Linien um eins vergrSssert. Man beweist leicht, dass diese Bedingung 

auch notwendig ist. 

14. Indem wir die a Linien aufs Geradewohl ausnehmen und dann 

mittelst Wechselwege a zu vergrSssern suchen, ksnnen wir untersuchen, 

ob ein gegebener graph primitiv ist oder nicht; es entsteht abet die Frage, 
Av~a maCheme~tlca. 1~. Imprlmtt le 24 aofit 1891. 97 
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ob die primitiven graphs sich nieht dureh einfache Kennzeichen von den 

zerlegbaren scheiden. Es spricht etwas dafl~r, dass ein primitiver graph 

Bl(itter haben muss, indem ein Blatt ein solcher Theil des graphs ist, der 

nur durch eine einzelne Linie mit dem tlbrigen Theil in Verbindung steht. 

Ich habe daher versucht dieses zu beweisen, habe aber die Schwierigkeiten 

so gross gefunden, dass ich die Untersuchung auf den graph dritten Grades 

beschrankt habe. Die Aufgabe la.sst sich in vielfacher Weise umformen; 

es kommt ja nur darauf an, dass die Wege im graph sich immer ver- 

zweigen und zusammenlaufen, die Wege brauchen aber nicht eben Linien 

zu sein. Ich werde nur die folgende Fassung nennen: Wir haben ein 

geschlossenes Netz yon einer geraden Anzahl yon Dreiecken bestehend; 

jede Linie ist Seite in zwei Dreiecken; welche ist die Bedingung dafter, 

dass wir durch Entfernung yon einigen Linien die Dreiecke zwei und zwei 

zu Vierecke vereinigen kSnnen? In dieser Fassung scheint die Aufgabe 

mit den functionen- und gruppentheoretischen Untersuchungen yon KLEIS 

und W. DYCK in eager Verbindung zu stehen. Ob die Untersuchung 

dadurch erleichtert werden kann, wird dahingestellt. 

15. Wenn wit in einem G 3 auf einem beliebigen Wege fortschreiten, 

wo keine Linie mehr als einmal durchgelaufen werden darf, dana ksnnen 

wit nicht welter kommen, wean wir einen Punkt zum zweiten Mal er- 

reichen; wit werden einen solchen Weg eine Kette nennen; wenn wir die 

Kette vorwarts und rt~ckw~rts so welt wie msglich fortsetzen, muss sie 

mit geschlossenen Polygonen schliessen; bilden wir auch Ketten yon den 

i~brigen Linien, werden diese mit freien Endpunkten schliessen ksnnen, 

namlich, wenn der Endpunkt sich schon in einer anderen Kette befindet; 

die letzten Ketten werden gewshnlich nur aus einer Linie bestehen. Da 

jeder Punkt einmal und nur einmal als Endpunkt einer Kette auftreten 

darf, haben wir den Satz: 

Jeder G~" lSsst sich in n Ketten auflSsen. 

Wir werden die Ketten nach der Anzahl ihrer Linien gerade oder 

ungerade nennen. 

I6. Wenn der graph sich in n ungerade Ketten aufl6sen lasst, ist 
er nicht primitiv. 
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Um diesen Satz zu beweisen, machen wir die Linien jeder Kette ab- 

wechselnd roth und blau, so dass die Endlinien immer blau sind. Werden 

die Ketten dann wieder zusammengesetzt, dann geht yon jedem Punkt 

des graphs zwei blaue und eine rothe Linie aus; die blauen bilden dann 

einen Factor zweiten, die rothen einen Factor ersten Grade~ 

Wenn der graph primitivist,  mtissen daher gerade Ketten vorkom- 

men; wenn diese wie die ungeraden gefarbt werden, bekommen sic eine 

rothe und eine blaue Endlinie. Werden die Ketten wieder zusammen- 

gesetzt, dann finden wir im graph fiir jede gerade Kette einen Punkt mit 

zwei rothen und einer blauen Linie, w'~hrend die tibrigen Punkte zwei 

blaue und eine rothe Linie haben .  Giebt es a Punkte der ersten Art, 

x [a + 2 (:n - -  a)] blaue Linien; die Anzahl der dann findet man im graph 2 

geraden Ketten ist daher eine gerade. 
Wir setzen voraus, dass die Zerlegung so gemacht ist, dass a so klein 

wie mSglich ist. Wenn wit yon Wegen reden, sind immcr Wechselwege 

darunter verstanden. 

Zwischen zwei roth-roth-blauen Punkten kann kein Weg gehen, dessen 
Endlinlen beide roth sind. 

Finde t  sich namlich ein solcher Weg, dann ksnnen wir durch Ver- 

•nderung der Farben seiner Linien a u m  zwei verkleinern. 

17. Wir werden jetzt einen Theil des graphs aus den Ketten bilden, 

]ndem wir mit einer geraden Kctte abe.., kl anfangen, wo ab roth, kl 
blau ist. Kommt 1 nicht fr•her in der Kette vor, dann muss es sich in 

einer anderen Kette und zwar nicht als Endpunkt finden; wit theilen 

dann diese Kette bei l in zwei Stacke und verlangern die gerade Kette 

mit dem Stficke, das bei 1 eine rothe Linie hat. Nach der Verl~ngerung 

muss die gerade Kette, zufolge des zulctzt aufgestellten Satzes, wieder mit 

einer blauen Linie endigen, das ist, wieder gerade sein. Wir darfen 

daher voraussetzen, dass 1 auch im Innern der geraden Kette vorkommt, 

so dass alle drei von 1 auslaufenden Linien sich auf der gezeichneten Figur 

befinden; wir nennen einen solchen Punkt vollst4ndig. Indem wir, wie 

gleich gezeigt werden wird, unsere Figur erweitern, nennen wir immcr 

einen Punkt, der yon a aus mit einer rothen Linie erreicht werden kann 
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einen R-Punkt, wt~hrend die Punkte, die von a aus nut mit blauen Linien 

erreicht werden kGnnen, B-Punkte genannt werden. (Fig. xo.) 

Wir erweitern unsere Figur, indem wir allmahlig zu allen/~-Punkten 

die dort anschliessenden Ketten ft~gen. Diese Ketten mfissen alle un- 

gerade sein, da zufolge des oben bewiesenen Satzes, der yon a ausgehende 

Wcg nicht mit einer rothen Linie schliessen kann. Eine zugefiigte Kette 

kann" in einem unvollstt~ndigen R-Punkt oder B-Punkt endigen und macht 

dann diesen Punkt vollstandig. Im ersten Falle kann die Kette yon a 

aus in beiden Richtungen durchgelaufen werden, so dass alle ihre Punkte 

R-Punkte werden (Fig. Io); auch Punkte, die frt~her B, Punkte waren, 

k0anen durch die Zuft~gung in R-Punkte i:tbergehen. Eine zugeftigte 

Kette kanrt auch in einem Punkte schliessen, den wit nicht fri~her gehabt 

haben; wir sehen in derselben Weise wie bei der geraden Kette, dass wir 

immer annehmen diarfen, dass ein solcher Punkt vollstandig ist, indem 

die Kette in sich selbst schliesst. Die Kette bildet am Ende ein Polygon; 

ist dieses yon ungerader Seitenanzahl, so werden alle ihre Ecken R-Punkte 

(Fig. I o). Wenn wir nicht mit Zuft~gungen langer fortsetzen ksnnen, haben 

wir aus einer geraden und i~brigens ungeraden Ketten eine Figur gebildet, 

die die folgenden Eigenschaften hat: 

Alle Punkte ksnnen yon a aus auf Wechselwege erreicht werden, 

denn jede zugefQgte Kette f'angt mit blau an und schliesst sich an einem 

Punkt, der mit roth erreicht werden kann. 

Alle R-Punkte sind vollstandige Punkte; sie ksnnen alle yon a aus 

mit einer rothen Linie erreicht werden und m0glicherweise auch mit 

einer blauen. 
Die B-Punkte kt~nnen vollstandig oder unvollstandig sein, abet immer 

nur mit einer blauen Linie erreicht werden. Ein Weg, der nach einem 

B-Punkte fahrt,  kann gar nicht oder nut in einer Richtung weitergefahrt 

werden. 
a ist ein freier Punkt oder, wenn a in einer zugeft~gten Kette sich 

findet, ein vollstiindiger Punkt, jedoch ein solcher, in den zwei rothe und 

eine blaue Linie zusammenlaufen; er ist der einzige vollstandige Punkt 

dieser Art. 
Wenn der Punkt a vollstandig ist, werden wit, wenn es mSglich ist, 

die Figur erweitern, indem wit nicht allein ab sondern auch die zweite 

yon a auslaufende rothe Linie als Anfangslinie unserer Wege nehmen 
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wollen. Dadurch werden vielleicht frt~here B-Punkte in /hPunkte iiber- 

gehen und dadurch die Zufagung neuer ungeraden Ketten erlauben. Die 

angefiihrten Eigenschaften der endlichen Figur werden dadurch nicht ver- 

andert werden. 

Wir werden jetzt die construirte Figur etwas naher untersuchen. 

18. Wir kSnnen yon a aus alle Linien unserer Figur auf Wechsel- 

wege durchlaufen; es giebt abet bier einen Unterschied, indem einige nut  

in einer, andere in beiden Richtungen durchgelaufen werden kSnnen. Die 

ersten wollen wit einpfeilig, die anderen zweipfeilig nennen. Bei einem 

unvollstandigen B-Punkt sind beide Linien einpfeilig, die blaue gegen den 

Punkt, die rothe vom Punkte weg gerichtet. 

Eine rothe zweipfeilige Linie muss an jedem Ende wenOstens eine an- 

schliessende blaue zweipfeilige Linie haben. 

Sei mn die rothe Linie (Fig. I2), rap, mq, nr ,  ns blaue Linien. Gehen 

wir von m nach n, milssen wir yon p oder von q' kommen und ksnnen 

den Weg nach r sowohl als nach s fortsetzen; ahnlich wenn der Weg 

yon n nach m fiihrt. Es werden also entweder mp oder mq und entweder 

nr oder ns zweipfeilig. Die zwei tibrigen blauen Linien k0nnen einpfeilig 

sein und miissen dann yon m u n d  n weg gerichtet sein. 

Eine zweipfeilige blaue Linie muss an jedem Ende eine anschliessende, 

zweipfeilige Linie haben. 

Eine blaue Linie kann einen Wechselweg schliessen; ist dieses bier 

nicht der Fall, sieht man leicht, dass die anschliessenden rothen Linien 

beide zweipfeilig sind, und dass die einpfeiligen blauen Linien wie im 

vorigen Falle nach aussen gerichtet sind. 

Sei nun mn (Fig. 13) blau, pm und nq roth. Diese mtissen dann we- 

nigstens die Richtungen pm und qn haben; haben sie auch die Richtungen 

mp und nq, dann ist der Satz richtig; wit wollen daher annehmen dass 

join einpfeilig ist; es muss dann der Wechselweg, mit dem wir yon n 

nach m kommen, mi~ nm schliessen, er muss dann friiher iiber m geffihrt 

haben, so dass sein letztes Stack p m l . . ,  nm ist, wo ml die zweite zu m 

gehsrige blaue Linie bedeutet. Der Weg l~s t  sich dann aber auch so 

schliessen: p m n . . ,  lm, so dass ml zweipfeilig ist. Wenn also eine der an- 
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schliessenden rothen Linien einpfeilig ist, dann ist die ansehliessende blaue 

Linie zweipfeilig, und damit ist der Satz bewiesen. 
Wir bemerken besonders~ dass die einpfeilige rothe Linie gegen m ge- 

richter ist. 

Die Anfangslinie ab ist einpfeilig, wenn a ein freier Punkt ist; ist a 
ein vollstandiger R-Punkt, dann sind die zwei rothen Linien zweipfeilig, 

und die blaue, wenn einpfeilig, yon a weg gerichtet; ist a ein B-Punkt, 

dann sind die drei Linien einpfeilig. 

I9. Aus den zwei bewiesenen Satzen folgt, dass die zweipfeiligen 
Linien, wenn sich solehe finden, ein oder mehrere geschlossene Systeme 

bilden mtissen; die Punkte eines solchen Systems konnen vollstandig oder 

unvollstandig sein; (in der ursprilnglichen Figur sind sie alle vollstandig) 

in den letzten schliessen sich einpfeilige Linien an, u~d wir haben gesehen, 

dass diese, wenn sie roth sind, nach dem Systeme, wenn sie blau sind yon 

dem Systeme weg geriehtet sind. 

In jedes der Systeme zweipfeiliger Zinien kann nur eine rothe Linie 

hineinfahren. 

Sei pm eine rothe Linie, die in das System hineinffihrt; indem wir 

pm als Ausgangslinie unserer Wege nehmen, ksnnen wir entweder alle 

Linien des Systems in beiden Richtungen durehlaufen oder nicht; in dem 
ersten Falle kann keine andere rothe Linie qr in das System hineinfiahren, 

denn indem wir yon pm nach r mit blau kommen k5nnen, wiirden wir 

den Weg nach q fortsetzen konnen, und qr ware dann zweipfeilig. Im 
zweiten FaDe wt~rde sich ein kleineres System von zweipfeiligen Linien 
(mit Racksicht auf pro) bilden lassen kSnnen; dieses System miisste sich 

in Linien fortsetzen, die yon pm aus einpfeilig waren; es mfissten dann 
andere rothe Linien in das System hineinft~hren, so dass man yon diesen 

aus die einpfeiligen in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen konnt~. 
Wir denken uns dass ein solcher Weg dan zweipfeilige System mit der 

Linie aft erreicht; wit ksnnten dann den Weg p r o . . ,  f l a . . ,  gehen und 
dadurch das zu a als Anfangspunkt gehsrige zweipfeilige System mit einer 

rothen Linie verlassen. Da dieses unmsglieh ist, kann nur eine rothe 
Linie in das System hineinftihren; wir ksnnen von diener aus alle Punkte 

des Systems mit roth erreichen und daher dan System mittelst jeder an- 
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sehliessenden blauen Linie verlassen. Giebt kS im System a vollst,~ndige 

und ~ unvollst~ndige Punkte (der Eintrittspunkt unter den ersten gereeh- 

i (2a + fl); die Anzahl der net), dann ist die Anzahl von blauen Linien 

anschliessenden einpfeiligen blauen Linien ist daher gerade; sie kann Null 

sein, und das System bildet dann ein Blatt. 

Der Punkt a muss besonders betrachtet werden; ist er ein R-Punkt, 

dann findet er sich in einem Systeme yon zweipfeiligen Linien; man be- 
weist wie oben, dass keine roche Linie in dieses System hineinfahren 

kann, und dass das System mittelst jeder anschliessenden blauen Linie ver- 

lassen werden kann. Die Anzahl dieser Linien ist ungerade. 

20. Wir  ziehen jetzt jedes zweipfeiliges System in einen Punkt zu- 
sammen; wit haben dann eine Figur mit folgenden Eigenschaften: 

Man kann yon a aus jeden Punkt erreichen. 

Die neugebildeten Punkte slnd (a ausgenommen) alle R-Punkte (wir 

wollen sie, wo sie ausgezeichnet werden sollen, als NR-Punkte bezeichnen); 

die blauen Linien kOnnen bei ihnen in bclliebiger, doch gerader Anzahl 

vorkommen. Ist diese Anzahl Null, dann endigt der Weg mit einer rothen 

Linie an einem Blatte. 

Alle Linien sind einpfeilig. 

Der Anfangspunkt kann ein freier Punkt sein: die Wege ksnnen 
dann nur mit ab anfangen; oder er kann ein vollst•ndiger B-Punkt sein: 

die Wege ksnnen mit beiden rothen Linien anfangen; er kanri endlich ein 

NR-Punkt sein: es laufen dann von ihm eine ungerade Anzahl blauer 

Linien aus; jede yon diesen kann als Anfangslinie der Wege genommen 

werden. 
Wir werden uns jetzt die neue Figur in der Weise allmahlig aufgebaut 

denken, dass wir erst yon a aus einen beliebigen Wechselweg zeichnen, 

den wir so lange wie mSglich fortsetzen; wo yon diesem Wege Verzweig- 

ungen yon R-Punkten auslaufen, f0gen wir neue Wege hinzu und fahren 

so fort, bis unser~ ganze Figur construirt ist; indem wir dieses thun, be- 

zeichnen wir den jeden Augenblick vorkommenden ~berschuss der Anzahl 

unvollstandiger R-Punkte fiber die Anzahl unvollstandiger B-Punkte mit d. 
Da jeder zugeftlgter Weg mit blau anfangt und mit blau endigt, so 

hat er, wenn wir von dem Anfangspunkte und dem Endpunkte absehen, 
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ebenso viele unvollst'~ndige R-Punkte als unvoHstl~ndige B-Punkte. Die 

Veri~nderung von d bei einer Zufiigung wird daher nur yon der Natur 

des Anfangspunktes und Endpunktes abh~ngen. 

Die Anfangspunkte der zugeffigten Wege sind immer unvollstandige 

R-Punkte; die Endpunkte kSnnen nicht R-Punkte sein, denn dann wilrden 

die zugefl~gten Linien zweipfeilig werden. Eine zugeffigte Kette kann 

daher die Natur der schon vorhandenen Punkte nicht ver~ndern. Wit 

sind dadurch yon der grSssten Schwierigkeit, die die Untersuchung der ur- 

sprt~nglichen Figur darbot, befreit worden, denn diese bestand eben darin, 

dass eine Zufllgung B-Punkte in R-Punkte aberftlhren konnte. 

Im Allgemeinen wird so durch die Zuft~gung eines Weges am Anfang 

ein unvollst'~ndiger R-Punkt, am Ende ein unvollstandiger B-Punkt ver- 

schwinden, indem sie in vollst~ndige Punkte libergehen. Ein zugeftigter 

Weg wird daher im allgemeinen d nicht verandern. Hier sind doch fol- 

gende FMle zu beachten: 
Wenn der Weg zu einem Blatte fi~hrt, wird d um zwei verkleinert. 

Wir werden annehmen, dass es fl Bl'~tter giebt. 

Wenn a ein N//-Punkt ist, wird die eine seiner blauen Linien als An- 

fangslinie des ersten Weges genommen; die t~brigen werden alle Anfangs- 

linien yon zugeffigten Wegen; erst, wenn der letzte von diesen zugefiigt 

wird, wird der Punkt vol|standig; ist die Anzahl der Linien p,  so wird 

daher durch diese Zufiigungen d u m  p -  2 vergrSssert. 

Ein NR-Punkt wird erst mlt einer Kette passirt und dadurch die 

rothe und eine blaue Linie gezeichnet und der Punkt ist dann ein un- 

vollst~ndiger //-Punkt; die ilbrigen blauen Linien werden alle Anfangs- 

linien yon zugeffigten Wegen, und erst, wenn der letzte von diesen ge- 

zeichnet wird, wird der Punkt vollstandig; ist die Anzahl der blauen 

Linien p, so wird auch von einem solchen Punkte eine VergrSsserung von 

d um p -  2 herrt~hren. Wir wollen annehmen, dass es r NR-Punkte 

giebt (a, wenn er ein R-Punkt ist, mitgerechnet, die Blotter nicht mit- 

gerechnet), und dass yon diesen im Ganzen 1 blaue Linien hinauslaufen; 

die ganze yon diesen Punkten herrtihrende VergrSsserung yon d ist dann 

l -  2r; der Werth dieser Grssse ist positiv oder Null; nur wenn a der 

einzige NR-Punkt ist und nur eine blaue Linie hat, ist der Werth - - x ;  

wit werden diesen Fall, wo a ein Blatt reprasentirt, vorlaufig aus- 

schliessen. 
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Wir zeichnen den ersten Weg yon a aus beliebig, doch so, dass wir 

ihn durch a ft~hren, wenn dieser Punkt vollst~ndig ist. Wenn dieser Weg 

gezeichnet ist, hat d einen Werth, den wir mit ~ bezeichnen wollen; wenn 

die ganze Figur gezeichnet ist, hat d dann den Werth 

3 + l - - 2 r ~ 2 f l  

bekommen; es giebt dann keine unvollstAndige B-Punkte und eine Anzahl 

unvollst~ndiger B-Punkte, die wir mit b bezeiehnen wollen; es ist also 

oder 

- - b = ~ + l - - 2 r - - 2 f l  

Wir werden jetzt 3 bestimmen; wir kSnnen annehmen, class der erste 

Weg nleht in einem Blatte sehliesst; wir reehnen gewlss dadureh,/wenn 

er in einem Blatt endigt, 3 um zwei zu gross; wit reehnen aber dann 

aueh fl um eins zu gross, da das Blatt sieh nleht in den zugeffigten 

Wegen finder. Das Resultat wird daher nieht get~ndert. 

Es giebt nun folgende FMle: 

i) a ist ein freier Punkt. Man hat dann 3 = 2. (Fig. I o.) 

2) a ist ein vollst'~ndiger B-Punkt; indem a passirt wird, wird ein 

unvollst'andiger B-Punkt verloren; daher ist ~ ~ 3. (Fig. 15. ) 

3) a ist eln R-Punkt; die erste Linie ist blau und # ~ i. (Fig. I6.) 

Wir werden erst den letzten Fall beseitigen. 

Hat a nur eine bl~ue Linie, dann ist a ein Blatt; dieser wird m i t  

den Wegen nieht erreieht und kommt daher unter den /~ Bl~ttern nieht 

vor. b muss ungerade sein; ist b > 3, so haben wir also wenigstens drei 

Blotter; ist b = i, haben wit zwei Blotter; unsere Figur steht dann aber 
mit dem ~brigen Theil des gra!ohs nur dureh eine Linie in Verbindung; 

der t~brige Theil bildet daher ein Blatt, und der graloh hat aueh i n  

diesem Falle wenigstens drel Bl'~tter. (Fig. 17.) 

In dem zweiten Falle war ~ = 3; b ist ungerade. Ist b ~  3 wir~ 

/ 3 ~ 3 .  Ist b = I, sehen wir wie im vorigen Falle, dass der graph we- 
nigstens drei Blotter hat. 

Wir haben so nur iibrlg den ersten Fall zu untersuchen, b ist ge- 

fade, und wenn b ~ 4  ist, wird f l ~ 3 .  Wit  brauchen daher nut b ~ o  
und b = 2 zu betrachten. 

Ae|a mathemattca. IIi. Impr lm~ le 8 ao~t 1891. ~ 
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b ~ 2. Da die Anzahl gerader Ketten eines graphs gerade ist, ksnnen 

wit eine neue gerade Kette nehmen und ganz wie frtiher fortfahren; die 

neue Figur kann mit der alten in Verbindung treten; sie kann eine Kette 

dutch a senden; in dieser muss a ein B-Punkt sein; es kann eine Kette 

in einem der unvollstandigen B-Punkte schliessen; ein solcher Punkt wird 

dann vollstandig mit einpfeiligen Punkten. Indem wir jetzt die ganze 

Figur einpfeilig machen und wie frt~her aufbauen wird d wegen der neuen 

mit roth anfangenden Anfangslinie (ausser der frt~heren)um zwei vergrSs- 

sert. Der graph hat also auch in diesem Falle wenigstens drei Bl~itter. 

b = o. Wir operiren wie im vorigen Falle; die neue Figur wird 

bier in sich abgeschlossen; wir brauchen daher nur den Fall zu be- 

trachten, wo wieder fiat die neue Figur b = o ist. Wir haben dann zwei 

Blittter; wenn es mehrere gerade Ketten g'~be, mtisste dann auch in diesem 

Falle der graph wenigstens drei Blhtter haben. Wit setzen daher voraus, 

dass die zwei geraden Ketten die einzigen sind. Es giebt dann im graph 
nut zwel Punkte A und B mit zwei rothen und einer blauen Linie, 

w/~hrend die t~brigen zwei blaue und eine rothe Linie haben; yon jedem 

der zwei Punkte A und B ft~hrt eine rothe Linie zu einem Blatte. Wir 

ksnnen aber zeigen, dass wit immer daftir Sorge tragen ksnnen, dass 

dieser Fall nicht eintritt. Wir ksnnen namlich yon A aus, mit der nicht 

nach dem Blatte laufenden rothen Linie anfangend, einen beliebigen 

Wechselweg naeh einem Punkte C ft~hren, und zwar so, dass die letzte 

Linie dieses Weges blau ist. Verltndern wit dann die Farben dieses Weges, 

so wird der Punkt mit zwei rothen und einen blauen Linie nach C verlegt. 

Hier muss dann die eine gerade Kette anfangen, und ihre erste rothe 

Linie kann nicht direct zu dem Blatte ft~hren. 

Wir haben so den folgende Satz bewiesen: 

Ein primitiver graph yore dritten Grade muss wenigstens drei Bldtter 
haben. 

Aus diesem Satze ksnnen wir verschiedene Folgerungen ziehen. 

: I ,  Ein nicht primitiver graph dritten Grades l~sst sich in einen 

Factor' zweiten und einen Factor ersten Grades zerlegen; wir wollen die 

Linien des ersten blau, die Linien des zweiten roth machen. Finden sich 

Wechselpolygone, dann ksnnen neue Zerlegungen dadureh abgeleitet werden; 
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es kann aber vorkommen, dass gewisse Linien nicht ihre Farben andern 

k0nnen, also nicht in Wechselpolygonen Seiten sind. Besteht z. B. der 

graph aus zwei Theilen, die nur durch eine Linie verbunden sind, dann 

kann diese nicht in einem geschlossenen Polygone Seite sein und muss 

daher roth sein. 

Wir wollen annehmen dass eine rothe Linie ab notwendig roth sein 

muss; wit theilen sic in einem Punkte m, und fagen in m eine Linie mn 

mit einem Blatte zu. Der neue graph muss primitiv sein, denn ware er 

zerlegbar, dann musste mn roth, am und mb blau sein; durch Wegnahme 

yon mn und dem Blatte, hatten wir dann eine Zerlegung des urspri~ng- 

lichen graphs, bei der ab blau war. Der neue graph ist also primitiv 

und hat daher wenigstens drei Blatter; der ursprt~ngliche graph muss 

daher auch Blatter haben. Also: 

Ein zerlegbarer graph, in dem eine rothe Linie ihre Farbe nwht dndern 

kann, muss Blditter haben. 

22. W i t  wollen annehmen, dass wir einen primitiven graph mit drei 

Blattern haben. Nehmen wir zwei Linien ab und cd, jede in einem Blatte 

liegend, fort und setzen ftir diese ac und bd, dann hat der neue graph 

nicht drei Blotter und ist daher zerlegbar. Wir miissen daher far den 

gegebenen graph a = n - - I  (Siehe I3) haben; also: 

In einem primitiven graph &'itte~ Grades mit drei Bldtter~t k6nnen 

wit immer n ~ I Linien finden, die die 2n ~ 2 Punkte zu Paaren-ver- 

binden. 

Man sieht leicht, wie sich dieser Satz erweitern lasst. 

23. Durch die obige Entwickelung haben wit nicht nur den Satz 

betreffend die Anzahl der Blatter bewiesen, sondern wir haben auch den 

Weg gefunden auf den wit alle primitive graphs direct construiren ksnnen; 

wir k~nnen namlich die einpfeiligen Systeme ganz nach Belieben zeichnen, 

wenn wit nur die angegebenen Regeln far die Erweiterung beobachten; 

ist dieses gethan, kOnnen wir bei den NR-Punkten beliebige zweipfeilige 

Systeme mit angemessener Anzahl yon anschliessenden Linien einschalten. 

Finden sich noch unvollstandige B-Punkte, kann der graph beliebig ver- 
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vollst~ndigt werden, nur dass keine Punkte mit zwei rothcn Linien da- 
dutch entstehcn diirfcn. 

Da ein Blatt wenigstcns drei Punkte hat, wird Fig. I i  den ein- 
fachsten primitiven graph darstcllen. In Fig. I4 haben wit ein primi- 

tiver graph vierzehnter Ordnung. 

Fi;tr graphs yon hShercm Grade babe ich die Untersuchung nicht 

durchgefiihrt; es schcint doch, dass dcr bier bcfolgte Weg auch dort zum 
Ziel ftihren kann. 
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