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Summary. - In  the present paper those formally hyperbolic di/]erential equations are charac- 
terized ]or which solutions can be represented by means o] di]/erential operators acting on 
hotomorphic ]unctions. This is done by a necessary and su]]ieient condition on the coe]]ieients 
o] the di]]erential equation. These operators are determined simultaneously. By  it a general 
procedure is presented to construct di]]erential equations and corresponding differential operators 
which map holomorphie functions onto solutions of the di]]erential equations. We also discuss 
the question under which circumstances all the solutions o] a di]ferential equation can be 
represented by differential operators, l~or the equations characterized previously we determine 
the Riemann ]unction. Some special classes o] di]]erential eguations are investigated in detail. 
Furthermore the possibility o] a representation of pseudo-analytic ]unctions and the cor- 
responding VeI~ua resolvents by di]]erential operators is discussed. 

O. - Einle i tung.  

Zur Darstellung der LSsungen elliptischer beziehungsweise formal hyperbolischer 

Differentialgleichungen sind verschiedene Methoden entwickelt worden. Einerseits 

bedient man sich gewisser Integraloperatoren (vgl. z.B. [10], [21]), andererseits sind 

in den letzten Jahren unter Verwendung spezieller Differentialoperatoren interes- 

sante Ergebnisse erzielt worden (vgl. z.B. [7]). 

Die Integraldarstellung nach I. N. V E ~ A  [21] gestattet es unter anderem Rand- 

wer~probleme bei elliptischen Differentialgleichungen zu behandeln. Ffir die Dar- 

stellung nach S. BE~G~A~ [10] wurdea in [13] und [15J diejenigen Differeatialglei- 

chungen charakterisiert, ffir die Bergman-Oper~toren mit Polynomerzeugenden 

existieren. Die MSglichkeit, fiir eine LSsung, die mittels eines Bergman-Operators 

mit Polynomerzeugender dargestellt wird, eine integralfreie Form zu finden, wird 

in [14] untersucht. Der bei gewShnlichen DifferentiMgleichungen beksnnte Begriff 

des Fundgmentglsystems konnte in [24] auf gewisse lineare partielle Differential- 

gleichungen zweiter Ordnung ausgedehnt werden~ falls deren L5sungen unter Ver- 

(*) Entrata in Redazione il 17 luglio 1984. 
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wenduag bestimmter Differentialoper~toren angcgeben werden kSnnen. In [25] 

werdcn Beziekungen zwischen verallgemeinerten Fundamen~lsystemen, der Rie- 

mann-Funktion und Bergmau-Opera.toren untersuckt. Die Darstellungen mit Hilfe 

yon Differenti~loperatoren erlauben es unter underem ~uch, die funktionentheore- 

tischen Eigenschaften der LSsungen zu untersuchen. Eine Zusammcnf~ssung yon 

K. W. BAUEt~ und St. t~USCHEWEYK tier in dieser l%ichtung gcwonnenen l%esultate 

finder man in [7]. 

Es erhcbt sick daher die Frage~ fiir wclche Differentialgleichungen solche Diffc- 

rcntialoperatoren existieren. J. P ~ G E ~  konnte in [17] eine gewisse Charakteri- 

sicrung treffcn. In dcr vorliegcnden Arbeit wird ein notwcndiges und hinreichcndes 

Kritcrium angegeben, unter dem es mSglick ist, fiir eine formal hyperbolische 

Differentialgleichung eine LSsungsdarstellung mittcls Differentialoperatoren zu finden. 

Der Bcweis dazu erSffnct gleichzeitig ein Verfakren, d~s es erl~ubt, beliebig viele 

Diffcrentialglcickungen zu konstruieren, die LSsungsdarstellungcn mit Eilfe yon 

Diffcrentialoloeratoren besitzen, die d~bei simulta.n bestimmt werden kSnnen. Auch 

kann tier interessante Zus~mmellhang zwischen einer L6sung, dargcstellt clutch einen 

auf eine holomorphe Funktion wirkenden Differcntialoper~tor, und dicser Erzeugen- 

den angegeben wcrden. Daneben wird die Existenz solcher Diffcrentigloperatoren 

bei gdjungierten Differentialgleichungen untersucht u n d e s  werden diejenigen Diffe- 

rcnti~lgleichungen char~kterisiert~ far die ~lle LSsungcn mit tIilfc yon Differentigl- 

opergtoren gngegeben werden kSnnen. Schliel~lich wird die ~Sglichkeit der Darstel- 

lung pseudognalytiscker Funktionen unter Verwendung yon Differentiglopcratorcn 

diskutiert. 

Im zweiten Abschnitt werden zu den darer  ausgezcichneten Gleichungen die 

l%icmsmn-Funktionen bes~immt. ZugehSrige Bergman-Oper~teren mit Polynomer- 

zeugendcn k6nnen dutch das yon W. WATZLAWEK in [26] erzicltc I~csultat bestimmt 

werden. D~neben sei neck auf entsprechende Konstruktionsverfuhren hingewicscn, 

die man in [23] und [19] finder. Auch werdeu die bc ide r  Darstellung pseudoanuly- 

tischer Funktionen durch Integralopcratoren nach I .N .  VEKUA [21] verwcndeten 

Resolventen fiir bestimmte, zuvor ausgezeichnete Klassen angegeben. 

Im dritten Abschnitt wird gezeigt, wie sick einerscits gewisse, schon untersuchtc 

Differentialgleickungen als Spezial~lle der hier betruckteten Khssen ergebcn und 

sick andererseits die gewonnenen l%csult~te auf bisher noch nickt bekandelte Diffe- 

renti~lgleiehungen anwenden hssen. 

1. - Li~sungsdarste l lungen durch Dif ferent ia loperatoren.  

bezeichne im folgenden ein einfach zusammenk~agendes Gebiet der komplexea 

Zaklenebene~ ~ das durch Spiegelung yon g an der reellen Achse entsteheade Gebie~. 

Die formal hyperbolische Diffcrentialgleichung 
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mit (z, g) e 9 • ~ and den in 9 • ~ analytischen Koeffizienten 5~, ~ = 1, 2, 3, re4uziert 

sich 4urch 

o 

auf die verktirzte Form 

mit 

bzw. dutch 

aul 

V~,,: + 5~(z, ~) v~,~ + e~(z, ~) v~ = o 

0 

z 

v~ = y expfa~(~, C) a~ 
0 

mit 

V~,~ + $~(z, ~) V:,o + ~.(z, ~) V~ = o 

D~ = a~--fa~,r ~) d~ , 
0 

52=5a--515~--52,: .  

Aus Grfinden der Zweekmi~gigkeit wghlen wit ffir die folgenden ~]Yberlegungen 

b~(z, ~) = (log A.(z,  ~))~, A~ V= 0 in 9 X ~,  

b2(z, ~ ) =  (logAn(z, ~))r Z,~:~ 0 in 9 •  

~l(z, ~) = B . ( z ,  ~), 

e~(z, ~) = B~(z,  ~) , 

das heigt, die betrachteten Differentialgleichungen haben die Gestalt 

(1.1) 

(1.2) 

Lw :=  w~r + (log A.) ,w:  -t- B~w = 0 , 

/ ~  :=  #o~ + (log ~r~):#o + / ~ #  = 0,  

mi~ in ~ •  analytisehen Funktionen An, Z,~, B ~ , / ~ ,  wobei A~z{~r 0 in ~•  

Ist in g •  b l - - 0  oder b2~0,  so gelte A ~ - I  bzw. ~ - - 1 .  

Funktionen w bzw. ~, die in 9 •  analytiseh sind und dort die Differential- 

gleichung (1.1) bzw. (1.2) erffillen, nennt man L6sungen yon (1.1) bzw. (1.2). Da 

die Differentialgleiehungen tier Gestalt (1.2) formal denen tier Gestalt (1.1) gleiehen, 

besehr~nke ich reich bei den folgenden Untersuchungen vorwiegend auf G!eichungen 

des ersten Tyios. Alle hier angestellten t_~berlegungen lassen sich ohne Schwierig- 

keiten sofort auf Gleichungen der Form (1.2) iibertragem 
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DEFI~ITI0~. - Zwei Differentiulopera.toren K~, K.~ seien in 9 x~  definiert durch 

8 ~ 8~ 

wobei die Funktionen a~,, k = O, 1, ..., n, und bk, k ~ 0, 1, ..., m, in g • ~ ~nalytisch 

seien m i t a . @  0, b ~ #  0 in 9 •  Ist K~g bzw. / ~ h  fiir g(z) holomorph in 9, h(~) 

holomorph in 9, LSsung 4er DifferentiMgleichung (1.1) oder der Differeatiulgleichung 

(1.2), so nennt mun X~ :~-Operutor bzw. /s ~5~-Operator voa (1.1) bzw. (1.2) in 

9X~. 
Die Z~hlen n und m geben dsbei die Ordnung des Operstors sn. 

Im folgenden gelte: Ffir k e No seien die Funktionen A~(z, ~), A~(z, ~), B~(z, ~), 
/~(z, ~) in 9 •  unalytisch mit A~:_~# 0 in 9 •  

Zuni~chst werden drei ttilfssi~tze ~ngegeben, die wit im folgenden ben6tigen 

werden. Die ersten beiden fibernehmen wir yon J. P t ~ E L  [16]. 

tt]:LFSSA~Z 1.1. -- a) Bezeichnet v(z, ~) eine LSsung yon 

(1.3) v,r + (log A~_I),vr + B~_lv : O 

mit (logA~_l),r 0 in ~• k e N ,  k lest, so erhi~It man durch 

(1.4) w - - / ~ _ l v  

mit 

0 
(1.5) -~_~ : =  ~ -F (log A~_~)~ 

eine Z6sung yon 

(1.6) w~r + (log A~),w: + B~w = 0,  

wobei gilt 

(1.7) 
Ak_l 

A~ = B~_I-- (log A~_~)~ ' 
B~ = Bk_x-- (10g Ak_l)~: �9 

b) Bezeichnet ~(z, ~) eine L6sung yon 

(1.s) ~ + (log Xk_~)r ~ + 1~_~ ~ = 0 

mit (log-~_l)~r 0 in 9 •  k e N ,  k fest, so wird 4urch 
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mit  

(1.9) 

~uf eine L6sung ~ yon 

(1.10) 

~_~  : =  q- (log d~_~): 

abgebilde~. D~bei gilt: 

~XLFSSATZ 1.2. -- a) Bezeichnet w eine L6sung yon (1.6) mit  B~va 0 in 9 x ~  

so erhi~lt man dutch 

1 
(1.11) v = -- - -we 

BT0 

cine L6sung v yon (1.3). 

b) Is t  ~ eine LSsung yon (1.10) und /~.V: 0 in 9 •  so ist 

(1.12) ~ = - -=- w~ 
BT~ 

eine L6sung yon (1.8). 

IhLPSSA~Z 1.3. - a) Jeder ~-Operator KT~, k ~N, yon Gleichung (1.6) k~nn 

d~rges~ellt werden in der Form 

Kk = N~_lKk_l 

mit _~_~ gemi~g (1.5) und dem ~-~-Opera tor  K~_I zu (1.3). 

b) Jeder  ~ f O p e r a t o r  / ~  k E N~ yon (1.10) besitzt die Darstellung 

mit  -~k-1 gem~I~ (1.9) und dem ,'B~-I-Operator /~-1  yon (1.8). 

BEWmS. - Der Beweis sei hier nur  fiir Teil a) geffihrt, die zweite Aussage ergibt 

sich unalog. 
k 

Der Operator / i 7 ~  ~a~(z~ $)(3~/3zJ)~ lc E N~ ist ~ -Oper~ to r  zu (1.6), falls die 
5 = 0  

1 1  - ,4nnali  di  dllatematica 
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Koeffizienten s mit a~_~ ~ 0 folgende Bedingungen erfiillen: 

a k ~ a ~ B~a~ + ~-1 ,r  , ..., ~,,r + (log A~),a~,: + 0 j = O, i, k - -  i 

-- -- B~ 

~ls = " 

Dieses System geht 4ureh 

~-~ ( log~ ~ z ~ - I  
~ k - -  1 

a ~ _  1 : =  a f - -  ~,z - -  ~ k - 1 / z a J  
(1.13) 

~--1 
a ~ _  1 : ~ -  1 

j =  k - - l , k - - 2 , . . . , 0  

fiber in 

(1.14) 

_ a~-i 
~-~  A ~ _ ~ ) 0 ~  ~ B k _ ~  ~ + = o j,~r + (log" , -~ ' j - - l ,  [ ' 

/r : - -  B k  1 
(~k-- 2, ~ -- 

a ~  1 ~ 0.  

j = 0,1~..., k - - 2 ,  

Die Funktionen AT-- un4 B~_~ sind dabei gegeben durch 

AT-- = A1~B~ , B1~_I = B~ § (log AT~Bk)~r �9 

Unter Verwendung yon (1.13) kann tier Operator K~ jetzt in der folgenden 

Gestalt geschrieben werden: 

__ I X' a ~-i ~ - i  . 

K~ = ~z\,~o , ~ 7  + (log A~_l)~oX ~, ~ ,  

Da die Funktionen a ~-~ ..., , j = O, 1, k - - 1 ,  dem System (1.14) genfigen, stellt 

k- -1  

K~_~ = ~ a~-~(~J/~z j) einen 5~-~-Operator zu (1.3) dar u n d e s  gilt K k =  ~ z ,  Kk_~. 
J = 0  

Dumit gelingt es jetzt, tolgende notwendige und hinreiehende Bedingung fiir 

diejenigen Differentialgleichungen anzugeben, die LSsungsdarste]lungen mittets Dif- 

CerentiMoperatoren erlauben. 

SATZ 1.4. - Zur Differentialgleichung (1.1) 

w ,  + (log A~)~wr + B~w = 0 

gibt es in 6 •  gen~u d~nn einen ~-Opera to r  .K~, n e N,  falls mit 

(1.15) A~_I = A~Bk , B~_I = B~ + (log AkB~)~r , k = n, n - -  1, ..., 1 ,  

Bo x 0 in g •  
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erffillt ist. Der Operator K~ ist gegeben dutch 

(i.16) 

_F~o = ~ ~- (log Ak)~, k = 0, 1, ..., n -- 1 .  

BEWEIS. - a) Die Differentialgleiehung 

(1.17) v~r + (log Ao)~v r § B o y  =- 0 

besitzt f0r den Fall, dab in g • ~ Bo ~ 0 ist, dort die L6sung v ~ g, g(z )  holomorph 

in 9. Mittels 

w = F~_~F~_~  ... F o r  = K ~ g  

erh~lt man  naeh Hilfssatz 1.1.a in 9 •  eine L6sung der Differentialgleichung (1.1) 

mi~ tIilfe des :5~-Operators K~. 

b) Dutch sukzessive Zerlegung des :g~-Operators K~ gem~fl Hilfssatz 1.3.a 

ergibt sich 

K ~  = ~ _ I  ... ~ _ ~  K~_~ -~ F ~ _ I  ... ~o  ~ l ~ N~ l <~ ~ . 

Soll nun v = g~ g(z)  holomorph in ~ L6sung yon (1.17) sein, so muB mit  (1.15) 

Bo--= 0 in g •  erffillt sein. 

Dureh die Transformation # ~- A~w geht die Differentialgleiehung (1.1) fiber in 

mit  

1 
(1.18) ~ ---- ~--~ / ~  = B~-- (log A,~)~r m e N, m fes~. 

Die Aussagen der Hilfss~tze 1.1.5 und 1.3.b gestat ten es nun in entsprechender 

Weise folgenden Satz zu beweisen: 

SA~z 1.5. - Die Differentialgleichung (1.1) besitzt in g •  genau dana einen 

,'g~-Operator /~m, m ~ N ,  falls mi t  (1.18) und  

(1.19) ~ _ ~  =- ~ / ~ ,  B~_~ - - / ~  + (log A~Bk)~r  , k = m ,  m - -  1,  . . . ,  1 ,  

Bo ~ 0 in g •  
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ist. / ~  ist 4abei gegeben dutch 

1 
(1.20) /~ .  = ~ ~ - ~  ...-Po 

mit  

P ~ =  ~ + ( l o g ~ ) r  k = O, J , . . . ,  m 1 .  
og 

BEMERKV~G. -- Damit  erhal ten wir eia Konstrukt ionsprinzip ffir Differential- 

gleichungen, zu denen es einen ~ - O p e r a t o r  bzw. einen 5~-Opera tor  gib% wobei 

4iese Operatoren simultan bes t immt werden. Man starter  yon einer Differential- 

gleichung der Fo rm 

Wo,,~ + (log Ao)~Wo,r = O . 

Die in 9 •  analytische Funkt ion  Ao(z, ~) kann dabei bis auf die Bedingung 

Aova 0 in 9 •  beliebig vorgegeben werden. Wo =-g,  g(z) holomorph in 9, ist eine 

L6sung d~von. Durch wiederholte Abbildungen tier F o rm  

wl~ ~-- ~7r k ~-~ 1~ 2, ..., n, ~ ~ N ,  

gelangt man  zur Differentialgleichung 

w.,or + (log A~)~w.,r + B ~ w .  = O , 

wobei die Funkt ionen  A~ un4 B~ mittels 

Ak 
A1~+1 = BT~ -- (log Ak)~r ' 

Bk+l ~- BT~-- (log Ak)~,  k = O, 1~ ..., n -- 1 , 

berechnet  werden. Der zugeh6rige 5~-Operator  laute t  

K~ ~- .F~_ t ... Fo �9 

Enfsprechen4 kann man auch Differentialgleichungen mit  ~ - O p e r ~ t o r e n  bilden. 

Somit ist man  in tier Lage,  beliebig viele Differentialgleichungea zu konstruieren,  

deren L6sungen mit  Hilfe yon Differentialoperatoren dargestellt  werden kSnnen. 

Unter  Verwendung eines Satzes yon 1% ]=[EEI~SII~K [12] ergibt sich aus den S~t- 

zen 1.4 und 1.5 unmit te lb~r  das folgende 

Ii:O~0r,]~A~ 1.6. - Is t  mit  (1.15), (1.18) und (1.19) sowohl Bo ~ 0 gls ~ueh / ~ o -  O 

ia g x ~ ,  so gibt es zu (1.1) einen ~ - O p e r a t o r  K~ gemini3 (1.16), n e N, un4  eiaen 
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$~-Operator  / ~  g e m ~  (1.20), m e N. Fiir g(z) holomorph in g, h(~) holomorph 

in g, ist 

L6sung yon (1.1) in gXg .  Umgeketn't gibt es dann zu jeder in g X g  definierten 

L6sung yon (1.1) zwei in g bzw. g holomorphe Funkt ionen g(z) und h(~), so dab 

is t  m ~-n ,  so besitzen beide Operatoren dieselbe Ordnung. 

Wegen (1.15) und (1.19) gilt mit  (1.18) fiir /~ ~ Z generell 

B~+!~-- B,~+~_~ ~- 0 . 

Setzt man ia der zweiten Gleichung einmal ~ = --n~ dann k = m § 1, so er- 

kennt  man, dab die Bedingungen Bo ~ 0 bzw. /~o--= O in g • g ~quiv~lent sind zu 

B~+~+~ ~ 0 und  B.+~+~ ~ 0 in g X g. Damit  gilt neben den Aussagen der Sgtze 1.4 

and  1.5 and  des Korollars 1.6 fiber die Chargkterisierung yon Differenti~lgleichungen 

mit  $~-Opergtoren bzw. ~ - O p e r a t o r e n  noch tier folgende 

SA~Z 1.7. - a) Die Gleichung (1.1) besitzt in g • g genau dann einen .~-Operator ,  

n e N, falls mit  (1.18) und -~1~+1 = Xk/(B1~-- (log XT~)~), ]~7~+1 = / ~ k - -  (log ~ ) ~ : / :  O in 

• g, k ~ m, ..., m ~- n , /~+~+1 ~ 0 in 9 x g erffillt ist. 

b) Zur Gleichung (1.1) gibt es in g x g genau d~nn einen ~ - O p e r a t o r ,  m e N, 

lalls mit  Ak+~ ~- Ak/(B~:--( log Ak)~:), B~+~ = B~--( log Az:)~:/: O in g x g ,  1~ = n, ..., 

..., n -}- m, B~+~+~ ~ O in g x g gilt. 

c) Is t  sowohl B~+~+~-O als auch ~ + ~ + z ~ - 0  in 9 x g ,  so gibt es dort ztt 

(1.1) einen 5t~-Operator und einen ~ - O p e r a t o r .  Desgleichen falls in g •  Bo=-0 

und B~+~+I ~ O bzw. /~o ~ O u~d /~+~+~ ~ 0 gilt. 

Der folgende S~tz gibt den Zusammenhang zwischen einer L6sung der Diffe- 

rentialgleichung (1.1), die sich mit  Hilfe eines .~-Operators bzw. eines ~ - O p e r a t o r s  

darstellen l~l~t, und der Erzeugenden g(z) bzw. h(~) an: 

SATZ 1.8. - Is t  mit  (1.15), (1.18) und (1.19) Bk/~,@ 0 in g •  fiir k = 1, ...~ n, 

= l , . . . , m ,  n, m e N ,  so gilt: 

Ffir jede in g x g  definierte L6sung w~, j = 1, 2, yon (1.1), die sich darstellen 

l~3t in der Form 

wl = K~g , g(z) holomorph ill g ,  

w2 = ] ~ h ,  h(~) holomorph in g ,  
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mit  K .  un4/~,~ gemN~ (1.16) bzw. (1,20), ist die Erzeugende g(z) bzw. h(~) eindeutig 

best immt 4urch 

( 1 . ~ 1 )  " 

(1.22) 

Dabei gilt 

(1.23) D~ -- 

g(z) =- D~w~ , 

h(~) = D ~ w ~ .  

(1.24) D~ -- 

1 
~-~ Dk_l, B~_k+i 

1 ~ D~_i, 
/~_~,+~ Oz 

]~= l ~ . . . ~ n ,  D o w l = w l ,  

lc = 1, ...~ m ,  ])oW~ = A~w~ . 

BEWEIS. - Die n-lathe sukzessive Anwendung yon Hilfssatz 1.2.a liefert zungchst 

Gleichung (1.21). Beriieksichtigt man, dag A~w2 = #~ L6sung yon 

w2,~-- (log An)~2.~ + (Bn-- (log An)~)~2 = 0 

ist, so erh~It mml analog u~ter Verwendung yon Hilfssatz l.2.b die Rel~tioa (1.22). 

Die Frage der Existenz yon Differentialopemtorer~ bei adjungierten DifferentiM- 

gleiehungen behandelt  der folgende 

SATZ 1.9. - Die zu (1.1) 

Zw = w~: ~- (log A~)~wr § B~w = 0 

adjungierte DiffereEtiulgleichung 

L*u : =  u~:-- (log A~),u~ + (B~--  (log A~)~:) u = 0 

besitzt in 9 •  g e ~ u  d~nn einen :~fOper~tor ,  n E N, f~lls es i~ 9 •  zu L w - - - 0  

einen ~ - O p e r a t o r  gibt. Dunn gilt 

w = K~g =- F~_~ ... Fog,  g(z) holomorph in 9 ,  

ist Lbsung yon Lw = O, 

u ----/~h ---- A~/?~_~ ... z0oh, h(~) holomorph in ~ ,  

is~ L6sung voa L * u - ~  O mit 

_0 @ (log A~:)~ /?7., ~ + (log A~):,  
/ ~  ~ ~z ' 

fiir /~ = 0, ...~ n - - l ,  und A1~ k =  0, . . . ~ n - - 1 ,  gem~B (1.15). 
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BEWEIS. -- Ne~oh Satz 1.4 gibt es zu L w  = 0 genau dann einen 53~-Operator, 

falls mit  (1.15) B o ~  0 in 9 •  Die zu L w  = 0 adjmlgierte Differentialgleiehung 

L * u  = 0 geht dureh u = A~v fiber in 

v,r § (log A~)r § B~v  = 0 .  

Nach Satz 1.5 besitzt diese Gleichung genau dan~ einen ~5~-Opers~tor, falls such 

hier B o -  0 in 9 •  erffillt ist. Die LSsungsdarstellungen f01gen aus den entspre- 

chenden Aussagen der Si~tze 1.4 nnd 1.5. 

KOUOL~au 1.10. - Besitzt die Differentialgleichung (1.1) L w  = 0 eine zweiglie- 

drige LSsungsdarstellung, das heiBt ffir w gilt in 9 •  

w = K . g  §  

g(z) holomorph in 9, h(~) holomorph in ~, mi t  K~ gemgB (1.16) und K~ gem~B 

(1.20)7 m 7 h e n  7 wobei die Funk~ionen ~ , 7 / ~ 7  k = 07 ...7 m - - l ~  sieh unter  Ver- 

wendung yon (1.18) nach (1.19) berechnen 7 so k6nnen aueh die LSsungen der zu 

(1.1) adjungierten Differentialgleichung L * u  = 0 durch einen :B~'-Operator un4 

cinea ~B~,-Operator dargestellt werden. Es gilt in 9 • 9 

g(z) und h(~) holomorph in 9 bzw. 9, 

KO o 
= ~ ' , ~ - *  . ' .  F o  ~ 7 

R o  I o = 

~ n  " ' "  7 

F~ :-- =- + (log Av)~, 
OZ 

_P~ = ~.: ~- (log Ak): 

k - -  0 7 . . . 7  m - -  1 , 

k =  07..., n - - 1 .  

Nach [12] kann dumit  in 9 • 9 die gesamte L6sungsmannigfaltigkeit tier Diffe- 

rentialgleiehung (1.1) L w  = 0 und der dazu adjungierten Differentialgleichung 

L*u  = 0 angegeben werden. 

Daran sehlieBt jetzt  unmit te lbar  folgen4e Aussage an: 

SATZ 1.11. - Zu selbstadjungierten Differentiulgleichungen 7 d.h. zu 

w ~  ~ B . w = O ,  

existiert in 9 x ~  genau d~nn eine zweigliedrige LSsungsdarstellung 

w - -  K~g  § R ~ h  , 
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g(z) holomorph irl 9, h(~) holomorph in (3, falls mit  (1.15) B o ~  0 in g • erfiillt 

ist. Die Operatoren K~, K . ,  n ~ N ,  werden mit (1.16) bzw. (1.20) bereehnet.  

Unter  den Differentialgleiehunge~ (1.1) mit  3~'- und ~ - O p e r a t o r e n  sin4 unter  

anderem diejenigen besonders interessant, deren Differentialoper~toren sich dureh 

folgende Eigensehaftea auszeietmen: Der ~ - O p e r a t o r  K. ,  n ~ N ,  zu (1.1) besitze 

die Gestalt  K~ = ~ _ ~  .../~o (x~gl. (1.16)). Der :B~-Operator /~,, dazu, m e IV, sei 

derar t  besehaffen, dab tier zweit e L6sungsantei ! w~ yon (1.1) mit  tier in ~ holomor- 

pher~ Funkt ion  h($) un4 j r j<n,  geschrieben werden kann als 

li~ i F~ . 
w~ = / ~ h ( ~ )  = Z ~-~ "" Poh(~)  = ~ [ _~_~ .. Fob(z ) ]*  = 

1 
= - ~  [g~_jh(z)]* 

w2----/~h(~) = ~ h(~) ffir j = n .  

for ~ < n  -- 1 , 

/* bezeiclmet dabei die zu ] i m  Sinne yon I. 1~. VEKUA [21] konjugierte Funk-  

tion, K~_j den 3~-J-Operator zu 

w,r 5- (log A._j)~w~ § B~_jw = 0,  

wobei die A._j u~4 B~_j mit  (1.15) berechnet werden. Die Ordnung 4es 3~-Opera-  

tots  ist demnaeh also m = n -  j. Dann gilt: 

SATZ 1.12. - Eine Differeatialgleichung 4er Form (1.1) besitzt  dana  un4 nur 

dana in g • ~ eine L6sung der Form 

( i . 2 5 )  
•  

w ---- K.g(z) , ~[K~_jh(z)]*,  

n ~ N, j ~ N, j <~n, g(z), h(z) holomorph ia 9, falls Bo ~- 0 ua 4  

(1.26) 
(log A A*_~)r 0 

B -  B* = 0 
n--j+1 -- 

in g •  erffillt ist. Dabei  gilt Kog(Z)-~ g(z) flu" g(z) holomorph in 9. 

l~leben der Darstellung (1.25) gilt auch 

)) - -  ~ - -  o . o  o (1.27) w ---- K.g(z) + AN B*-j+I vz\B~-~+2 ~z ""-~*~ (g,h(z))* 

Ist j = 2l, l e  No, l<[n/2], so ist (1.26) i~quivalent zu 

/ (log A~_~A*~_~)r 0 
(1.2S) / B~_~ - -  B,,_z* - -  (log A~_~)~: --~ 0 
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in 9 • Die L6sung w besitzt dann die Form 

(1.29) w-~/z~ ~ /r ~u~ mit u~=K~_,g(z)-~ i [K,, ~h(z)]* 

Ffir j ~ 2I § 1, l eNo,  I<[(n--1)/2],  la, uten 4ie Bedinguagen (1.26) such 

j B~_~-- B~~ -= o 
(1.30) / (logA ,A*_~B _~)r 

in 9 •  Man erh~lt die L6sung w 4urch 

1 
(1.31) w = F~_~ ... F~_~u~ mit u~ = K~_~g(z) -~ ~ [K~_~_flt(z)]*. 

BEWE~S. - Dureh ~ = A , w  geht (1.1) fiber in ~ r  ~- (log ~ ) ~  ~ - / ~  = 0 mit 

~ u n d / ~  gem~l~ (1.18). Die Bedingungen Ifir das Auftreten der oben angefiihrten 

:B~- un4 ~ -Ope ra to r en  lauten somit, neben Bo ~ 0, 

(log X~)r [(log A~_~),]* --= 0,  

Bin- "B$ n--Y 

bzw. unter Bedachtnahme auf (1.15) 

in g x ~ .  

~ 0 ,  

( l o g A A * ~ ) ~  0 ,  

B -  B* = 0 
n - - d - ~ l  - -  

Bezeiehnet w~_~ eine L6sung yon 

Lk_lW~_l -~ wk_l,~: ~- (10g A~_I)~w~_I,: § B~_lw~_I = 0 , 

so gilt naeh ttilfssatz 1.2.a 

1 

D k  

wobei w~ L6sung yon ZkwT~- 0 ist mit A~ und Bt~ g e m ~  (1.7), B ~  0 in ~ •  

Unter wiederholter Verwendung dieser Relation gilt damit im vorliegenden Fall 

ffir die L6sungen yon (1.1) neben der D~rstellung (1.25) ffir j < n  a~ueh Gleiehung (1.27). 

Ausgehen4 yon (1.26) beweist man zun~chst durch vollst~ndige Induktion fiber 



168 PETER BERGLEZ: Dij ferent ia loperatoren bei part ie l len,  usw.  

l~ e No falls ~ = 21, l~  No, 

bzw. ffir j = 2 1  + l ,  l e N o ,  

(log A,~_~A~_~+~)~ = 0 ,  

B~ ~-- B* 
- -  ' n - - 2 / + / ; + l  = 0 

(log A~_kA~_~+~_~)  ~ -~ 0 , 

Setzt man  d~nn jeweils k - -  l, so ergeben sieh mit  (1.15) die Gleiehungen (1.28) 

und (1.30) und damit  sofort die D~rstellungen (1.29) und (1.31). 

Die Spezi~lf~lle j = 0 und j = 1 sollen nun genauer untersueht  werden. 

Im Fall  j = 0 lauten die Bedingungen (1.26) unter  Verwendung yon (1.15) 

(1.32) 

(1.33) 

(log A . A * ) r  = 0 ,  

B,,--  B* = (log A.).~. 

Verwendet  man je tz t  ~ = 5, d.h. A~ - -  A,~(z, 5), B,, = B~(z, 5), so k~nn die Funk-  

t ion A,~ wegen (1.32) stets in der Form 

~(z, ~) 
(1.34) A~(z,  ~) - -  - - ,  

~(z, ~) 
~ 0,  a analyt iseh in 9 ,  

gesehrieben werden. 

ferentialgleiehung 

Unter  Verwendung der Transformation w = ~-~u geht die Dif- 

% ;  q- log ~ . w; q- B.  w = 0 

tiber in 

(1.35) u,~ - -  - -  u , -  | - - !  u~ + a~u = 0 
\ C t l  

mit  a~ = (log c~). (log c~);-- (log ~)~; + B . .  Wegen (1.33) und (1.34) gilt aa = a a. 

Die h6sung u yon (1.35) kann je tz t  in ~ angegeben werden mit  

u(z,  ~) -~ ~K~g  @ c~K~h , g(z) , h(z) holomorph in 9 .  

D~bei ist K~,-~ F1~-1 ... ~o~, F~=~ ~/~z + (log A~(z, 5)),, k --  0, ..., n -  1. Die Gr6Bell 

Ak(z ,  5) und B~(z, -5), lc = n, ..., O, werdei~ mit (1.15) bestimmt,  wobei ~ = 5 gesetzt 

wird. Die Differenti~lgleiehung (1.35) besitzt  wegen al = -  (log ~);, a2 = -  (log ~)~, 
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_ _  m 

ctas heiBt a~----a~, und aa--a~ in ~ reellwertige L6sungem Sie lauten 

r a m - -  

u = eK~/-~- ~K~], /(z) holomorph in ~ .  

Ffir j = 1 lauten die Bedingungen (1.26) 

(log A A*_I) ~ --= 0 , 

B -  B* = 0 .  

Da X._~ = A . B ,  (vgl. (1.55)), folgt A . A * B , ~  = 2, 2 E 1t, 2 > O. 

Damit erh~lt die Dif~erentialgleiehung (1.1) die Form 

2 
d~r ( logA~),~r  A ~ , ~  = 0 .  

Geh~ man hier yon ~ auf - -~  fiber, so lautet diese Differentialgleiehung mit 

C z  

(1.36) w~c--- -- wr  cc*w = 0 . 
C 

Unter (ler Beelingung, dab mit c analytiseh, c r 0 in ~ • B,~ =- --  cc*, A ~ - -  c -~ 

uacl (1.15) Bo ~ 0 in ~ •  erffillt ist, kana somit ffir die L6sungen dieser Gleiehung 

folgende Darstellung angegeben werden: 

w -= K~g(z)  ~- j K ~ h ( z ) ) * ] ,  

g(z), h(z) holomorph in g, K~ gem~B (1.16) (vgI. such [6]). 

Die L6sungen der Differentialg]eichung w~z--(log c)~w~--c~w = 0 werden naeh 

I, N. YEI;VA [20] komplexe Potentiale der Differentialgleichung v;----c~ genannt. 

Letztere charakterisiert wie4erum die pseudo~nalytischen Funktionen im Sinne voR 

L. BERS [11]. 

Die Frage der DaI'stellung pseudoanalytiseher Funktionen dRrch Differential- 

opemtoren, die sieh auf Grund gewisser Zusammenhange auf die Frage nach :g~- 

Operatoren zu (1.36) zurfiekfiihren li~gt, soll nun untersueht werden. Spezielle Er- 

gebnisse filldet man in der Zusammenfassung [7], abet aueh in [2] unit [8]. 

Die pseudoanalytischen Funktionen werden, wie erwii.hnt, dutch die Differell- 

~ialgleiehung 

(1.37) v~ = c(z, ~)~ 
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beschrieben. Jede Lbsung yon (1.37) geniigt nach [20] auch der elliptischen Diffe- 

rentiMgleichung 

Cz 
(1.38) w ~ - - c  w ~ -  e~ w = 0 , 

falls c ~-0 nnd c differenzierbar in 9. Umgekehrt  kann je4e Lbsung yon (1.37) 

4urch einen der beiden felgenden Ausdrficke dargestellt werden, wobei w eine Lbsung 

yon (1.38) bezeichnet: 

(1.39) v ~ = ~  W @ c  ~ ' 

( 1 . 4 o )  ~ = N " 

Interessiert m~n sich nun fiir eine Darstellung der pseudo~nMytischen Funk- 

tionen und d~mit tier LSsungen yon (1.37) durch DifferentiMoperatoren, so mu~ 

mun sich ungesichts der I~elationen (1.39) und (1.40) die Fr~ge stellen, unter  welchen 

Bedingungen zun~chst ffir die DifferentiMg]eichung (1.38) solche Operatoren existieren. 

Ist  c(z, 5) analytisch in g und gilt dort c r 0, so wur4e gerade gezeigt, dM~ fMls mit  

1 
(1.41) A, , (z ,  ~) - -  c(z,  ~) ' B~(z ,  ~) = - -  c(z,  ~) e(z,  ~) 

(1.42) AT~_~ = A~B~ , B/~_I = Bz~ + (log AkB~)~;:A 0 in 9 ,  

Bo ~ 0 in 9 

erffillt ist, die LSsungen yon (1.38) in 9 durgestellt werden k5nnen durch 

g(z), h(z) holomorph in 9, K 1~ = F I._1 ... F0,1 F ~ =  ~/~z § (log A~(z, 5))~, /~ = O, 1, ..., 

...~ ~ - - 1 .  

Um jetzt  zu einer Darstelhmg fiir pseudo~nMytische Funkt ionen unter  Ver- 

wen4ung yon DifferentiMoperutoren zu gelangen, verwendet man z.B. Gleichung 

(1.39) und die Funkt ion  w in der GestMt w = K~g(z). Damit  folgt ffir 4ie pseudo- 

anMytische Funkt ion  

(1.43) v=-~(K~g @ l ( ~g)~) 

Unter Verwendung des in Hilfssatz 1.2.a angefiihrten I~esultats gilt mit  

K ~  = F ~  K 1 
"~ n - - 1  n - - 1  

(K~g)~ = d~K~_lg. 
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Setzt man jetzt noch ] ( z ) :  g(z)/2, so erh~lt man fiir v die Darstellung 

(1.14) v = K ~ / +  e K L ~ / .  

Zusammen mit dem in [8] bewiesenen Satz iolgt nunmehr: 

SATZ 1.13. - Die Differentialgleichung 

V z = VV 

besitzt in G eine L6sungsdarstellung mit Hilfe yon Differentialoperatoren, falls mit 

c(z, ~) analytisch, e ~e 0 in 9 und den Rel~tionen (1.41) und (1.42) in g die Bedingung 

Bo ~ O erfiillt ist. 

Fiir g(z) bzw. ](z) holomorph in g stellen dana die Funktionen (1.43) und (1.44) 

L5sungen yon (1.37) in 9 dar. 

Andererseits kann in diesem Fall jede in g definierte L6sung v yon (1.37) durch 

(1.43) bzw. (1.44) mit einer in 9 holomorphen Funktion g(z) bzw. ](z) dargestellt 

werden. 

2. - Di f ferent ia loperatoren  und  Integra ldars te l lungen .  

Die Frage der Darstellung yon Riem~nn-Funktionen dutch Differentialoperatoren 

wurde in jiingster Zeit in mehreren Arbeiten untersucht (vgl. z.B. [3], [5] und [9]). 

Dabei wir4 in [5] gezeigt, da/~ fiir den Fall, daI~ die Differentialgleichung (1.1) einen 

3~- bzw. einen ~ - O p e r a t o r  besitzt, die Riem~nn-Funktion durch eben diese Opera- 

toren daxgestellt werden kann, wobei die erzeugende Funktion durch ein Anfangs- 

wertproblem eindeutig festgelegt ist. Gibt es zu (1.1) sowohl einen ~ -  als auch 

einen ~ -Opera to r ,  so lassen sich diese Erzeugenden durch Anwendung algebraischer 

Methoden bestimmen. 

In [18] wurden zusammenh~nge zwischen Riemann-Funktionen untersucht, die 

zu verschiedenen Differenti~lgleichungen gehSren, deren LSsungen dutch gewisse 

Differenti~loperatoren ~ufeinander abgebildet werden k6nnen. 

Hier wird nun unter Yerwendung der im vorigen Abschnitt gewonnenen Resultate 

das in [5] hergeleitete Anfangswertproblem in anderer Gestalt formuliert un4 an- 

schlie~end gel6st. Besitzen die zur LSsungsdarstellung verwen4eten Operatoren die 

Ordnung 1 bzw. 2~ so kann die l~iemann-Funktion in diesen F~llen explizit in in- 

tegr~lfreier Form angegeben werden. 

Bei tier Darstellung pseudo~n~lytischer Funktionen dutch Integr~loperatoren 

spielen die Yekua-Resolventen eine der l~iemann-Funktion bei formal-hyperbolischen 

Differentialgleichungen vergleichbare l~olle (vgl. [21]). Hier wir4 gezeigt, dab die 

Vekua-l~esolventen ia bestimmten F~illen dutch Differentialoperatoren dargestellt 
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werden kOnnen 7 wobei die Erzeugenden,  die auch hier einem Anfangswertproblem 

genitgen miissen (vgl. [6]}, angegeben werden. 

Unter  Verwendung dieser Result~te ergeben sich iateressante Zusammenh~nge 

zwischen l~iem~nn-Funktionen und Vekua-Resolventen.  

Be t rach ten  wir zun~chst eine Differentialgleichung der F o rm  (1,1) 

L w  = w,r 4- (log A,~)~wr 45 B ~ w  = 0 .  

Sie besitze in 9 •  einen :5~-Operator, n ~ N, d.h. mit  (1.15) gelte Bo ~ 0 in 9 •  

Die l~iemann-Funktion R ( z  7 ~; t, 7) zu L w  = 0 ist aach [21] dnrch ~olgende Bedin- 

gungen eindeutig festgelegt: 

(2.1) 

/~ ist bezfiglich t und ~ LSsung yon L w  = 0 

R(z7 ~; z,  T) = 1 

R(z7 ~; t, ~) = A . ( z  7 ~)/A~(t  7 ~) . 

Man wghlt ffir /~ dea  Ansatz 

mit  

(2.2) 

R(z ,  ~ ; t, "~) = tK~g(t)  

(loga,0(t7 l~ = 071, ..., n - -  1 7 

nn4 einer noch zu best immenden in 9 holomorphen Funkt ion  g(t). 

Damit  lauten die Be4ingungen (2.1) 

( 2 . 3 )  

(2.4) 

R(Z, ~; z, T) -~- ~Kng(t)It=~= 1 7 

R(z ,  ~; t, ~) = t K ,  g(t)]~=r = A~(z,  ~)/An(t,  ~) . 

Die Differentialgleichung n-ter  Ordnung (2.4) fiir g(t) besitzt  mit  den n Anfangs- 

werten g(~)(z) = 0, k = 07 17 ..., n - -  17 eine eindeutig festgelegte L6sung. Mit diesen 

Anfangswerten und 4er For4erung g(~)(z)= 1 is$ auch (2.3) erffillt (siehe [5]). 

Under Verwendung yon 

mit  

gilt 

S~(t, T) -= t~7~_lS~_~(t, T) ~ k -= 1, 2, ..., n ,  

S d t ,  ~) = g(t) 

R(z,  ~; t, -c) = &( t ,  , )  . 
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Damit  ist 4as Problem (2.3)~ (2.4) ~quivate~t zu 

~s~_~(t, ~) + (~og .a~_~(t, ~))~s~_~(t, ~) = A~(z, ~)/.4~(t, r 

~t S~(t, ~) § (log A~(t, O))~,~(t, ~) = S~+~(t, 0),  = n -- 2, ..., 0 ,  k 

S~(z, ~) = 0 ffi.r /~ = 0, 1 , . . . ,  n - -  1 .  

Dieses System k~nn nun, beginneY~d bei tier Differenti~lgleiehung fiir die Funk-  

t ion S~_~, sukzessive gel6st werden. 5I~n erhtilt ureter ]~erfieksiehtigung der An- 

f~ngswerte un4 tier Rel~tionen (1.15) 

(2.5) 

mit  

A.(z, ~) j 't 
~(t) -- ~o(t, ~ ~ ' ~' ~) 

t 

J~+~(t, z, ~) : f B,_~(~r, ;" ' ~)J~a ,  z, ~) do,, 

Jo(t, z, ~) -= 1 .  

k ~ 0~1~...~ n - - 1  

F i i r n  = 1 und n = 2 k6nnen die ~uftretenden Integmle  ausgewertet  werden. 

Es ergibt sich 

A~(z, ~) |/1 A~(z,~ ~)B~(z,~)) far g(t) 7~ 1 ,  A~(t, $)B~(t, ~) \ ~ A~,t, ~)B~(t, ~) 

(2.6) g(t) --  Ao(t, ~) 

/1 Ao(z, ~)\ ] + [(log Ao(t, [0og +[ 

fiir n = 2, wobei Ao und A~ naeh (1.15) zu bes t immen sind. 

D~mit  gilt ~fir n e N der 

SATZ 2.1. - Zur Differenti~lgleichung (1.1) gebe es einen ~ - O p e r a t o r .  Dana  

kann die zugehSrige l~ i em~n-F u n k t io n  R angegeben werden durch 

mit  t ~ ,  k : 0, ..., n - - l ,  gemi~B (2.2) an d  tier Erzeugenden g(t) gem~l~ (2.5). 

Is t  n : 1, so gilt 

Al(z, ~) , A~(z, ~) [1 A~(z, ~)B~(z, ~)~ • 
(2.7) R(z, ~; t, T) --  Al(t ,  ~) ~- A~(t, ~)Bl(t, ~) ~ ~  $)B~(t, ~)]t 

[. A~(t, v)B~(t, T)\ 
• ~l~ ~)B~(t, ~)}~" 
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F~lls n = 2 ist, luute~ die Riemunn-Funktion 

mit g(t) gem~B Gleichung (2.6). 

Gleichung (2.7) wurde schon in [5] hergeleitet. 

Ffir den Fall, d~B Gleichung (1.1) einen :5~-Oper~r m e N, besitzt, beweist 

man analog folgende Aussage: 

SATZ 2.2. - Gib~ es zur Differeatialgleichung (1.1) eine~ ~-Opera~or,  so kann 

die 4azugehSrige l~iem~nn-Funktion R ~ngegeben werden 4urch 

mit 

A~(z, ~),R~h 
R(z, ~; t, ~ -- A~(t, v) 

,~,~ = ~ + (log X~(t, T)), , k = o, 1, . . . ,  ~ n -  1 ,  

_~(z ,  ~) 2~(T, h(~) - ~ ~ ~, ~), 

Y~+~(~, z, ~) = f / ~ _ ~ ( z ,  ~)Y,0(~, z, ~) ~ ,  ~ = o, 1, .. . ,  m - 1, 

2o(~, z, ~) = i . 

mit 

Ist n = 1, so gilt 

A~(z, ~) 
R(z, ~; t, T) = A~(t, ~) 

fiir n = 2 erh~lt man 

1 [, Xo(Z, ~)\ [, Xo(t, ~)\ 

~o(Z, ~) -~ B~(z, ~) -- (log A,(z, ~))~ 
n~(z, ~) 

As(z, ~) ,V ,-Po h 

mit 

1 [[ ~o(z,~)[B2(z,~)_(logA2(z,~))~r h(~) 
A~(z, ~)~o(Z, v) l~ ~) 

x 

[log-~o(Z, ~)~ [. ~o(z, ~)~ ] 
• ~ ~o(z, T)]~ +[( l~176 T))~J~-- [(l~ ~~ ~))~]~ + ~ l ~  

un4 ~o gem~l~ (1.19) unter Verwendung von (1.18). 
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Zur D~rstellung pseudounulytischer Funktionen~ d.h. yon LSsungen w(z, 5) der 

Differentialgleichung 

(2.8) w~ = c(z, ~)~ 

warden yon I. ~ .  VEKVA in [21] Integraloper~toren ~ngegeben, deren Kerne Fl(z~ ~; 

t, T) un4 /'2(z, ~; t, T) ~llgemein ~ls Vekua-Resolventen bezeichnet werden. 

Kennt  man eine zweiparumetrige LSsungsschur w(z, ~; t, 7) yon 

~z 
(2.9) w ~ - -  c w~--  ec*w = 0 

mit c(z, ~ ) #  0, c differenzierb~r in 9 • 9, die den Bedingungen 

(2.10) I w(z, 7; t, 7) -= e(z, 7) 

[ w(t, ~; t, 7) = c(t, 7:) 

genfig~ so gilt ffir 4ie Vekuu-l~esolventen zu (2.8) (vgl. K. W. B A v ~  [1]): 

I~(z, ~; t, 7) = w(z, ~; t, T) 

]* 1 r~(z, ~; t, 7) . (2.:m) r l (z ,  ~; t, ~:) c*(~, z) 

Ffir den Fall,  dal~ es zu (2.9) einen ~5~-Operator gibt, gelingt es nunmehr,  die 

Vekua-Resolventen /'1 und F2 4urch diese Differentialoperutoren darzustellen. Die 

entsprechende Erzeugende genfigt nach [6] wiederum einem Anfangswertproblem. 

Unter Verwen4ung der bier gewonnenen Resultate kunn diese erzeugende Funkt ion  

best immt werden. 

Wir wi~hlen iiir den F~ll~ da~ (2.9) den ~5~-Oper~tor K~ besitzt, fiir w den Ans~tz 

w(z, ~; t, ~) = K~g 

mit  

' ~ = ~z  ~- (log A~)o ,  k = 0, 1, . . . ,  n - -  1 ,  (2.12) K~ /7~-1 ... /70 

g(z) holomorph in 9. D~bei gilt 

(2.13) A~ --~ c -~ , B~ = --  ce* 

A ~  B~, k = n - - l ,  ..., 0, sind nuch (1.15) zu berechnen. 

t2  - .AnnaZi di  Matemat l ea  
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Verwendet man  Tk(z, ~) = ~Vk_~Tk_I(Z, 0 ,  k = 1, 2, ..., n, To(z, $) = g(z) und w(z,  

~; t, ~) = T~(z, ~), so ist wegen (2.10) zu fordern: 

~z T~_~(z, ~) + (log A._~(z ,  T))~T~_~(z, T) = c(z, 7:), 

~---zTk_~(z, ~) + (log A~_l(z, v)) ,Tk_~(z,  ~) = T~(z, ~) , k = n --  1, . . . ,  1 ,  

T~(t, ~) -~ 0 , k -~ n - -  1, . . . ,  0 . 

(2.14) 

mit 

Dieses System kann sukzessive gelSst werden und man erhi~lt fiir die Erzeugende 

g(z): 

1 ^ 
g(z) - -  Ao(z, "v) J~(z, t, ~) 

~=~ 

Jo(z, t, ~) = 1 .  

k :  0 , 1 , . . . ~ n - - 1 ,  

Damit  erhalten wir folgendes l~esultat: 

SATZ 2.3. - Die Vekua-Resolventen /~ und F2 zur Differentialgleichung 

(2.15) vr = ev* 

c(z, ~) analytisch, c # 0 in g x G, kSnnen fiir den Full~ dal~ die Differentialgleichung 

(2.9) einen FS~-Operator X~ besitzt, 4urch diesen angegeben werden. 1Vfaa erhi~lt 

F~(z, ~; t, ~) = K ~ g  

mit K~ gemgi3 (2.12) in Verbindung mit  (2.13). Die Funkt ion  g(z) wird nach (2.14) 

berechnet. /'1(z, ~; t, w) folgt dann aus (2.11). 

BE~ERKUiNG. - Vergleicht man die Resultate yon Satz 2.1 und Satz 2.3, so 

erkennt maa,  dab zwischen den Erzeugenden gR(z) tier t~iemann-Funktioa RL. zur 

zu (2.9) adjungierten Differentialgleichung L * u  = 0 und tier Erzeugenden gv(z) tier 

Vekua-Resolvente /~2 zu (2.15) folgender Zus~jmmenhang besteht:  

1 
g~(z) -= A~(t ,  ~:)gv(z) - -  

e(t, ~) 

Damit  gilt abet auch 

1 
RL. - -  F2, 

c(t, ~) 

- - - g v ( z ) .  

sin Resultat ,  das schon yon K. W. [BAUER [1] allgemein, d.h. ohne Einschrgnkung 

auf Differentialgleiehungen mit  :B~-Operatoren, bewiesen worden ist. 
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3.  - A n w c n d u n g e n .  

Die in den vorhergehenden Absch~itte~ gewon~ene~ l~esultate erlauben es nun- 

mehr,  gewisse SpeziMfglle der Gleichung (1.1) eingehender zu untersuchen.  Dutch  

gewisse zusi~tzliche Forderungen  an die Koefllzienten yon (1.1) ergeben sich zum 

Teil ~eue Klassen yon Gleichungen, fiir die LSsungsdarstellungen mit  t l i l fe yon 

DifferentiMoperatoren angegeben werden kSnnen. 

a) Be t rach ten  wir zun~chst die DifferentiMgleichnng 

(3.1) w ~  ~- 4pw~ + ~p~w = 0 , 

4, v e C. Fiir  den Fall, dM~ die zweimM differenzierbare Funkt ion  p(z,  ~), p~V: O 

in 9 •  die l~elation 

(3.2) (log p~)~ --~ 2ap , a ~ C ,  

erfiillt ua4  die GrSBea 4, v ua4  ~ fiir n ~ N der Gleichung 

(3.3) ~ 4- n4 T n(n  ~- 1)a = 0 

genfigen, besitzt  die DifferentiMgleichnng (3.1) einen 55~-Oper~tor. 

Verwendet  man  bier ni~mlich 

so ergibt sich mit  (1.15) ffir k = 0, 1, ...~ n, 

(log A._~)~ = (2. + 2ka)p  

Die For4erung B0 ~ 0 liefert  sos (3.3). Wir werden nun zeigen, dab die Diffe- 

rentiMgleichungea yore Typ (3.1) mi t  (3.2) in zwei Klassen yon Gleichungen zer- 

fallen, die bereits n~her untersucht  worden sind. 

Is~ a = 0, so kann die Gleichung (3.1) wegen (3.2) in der F o rm  

(3.~) w~ + ;.~(Ow~-- ~;~,'(~)w = 0 ,  

F(~) holomorph in 9, gesclu%ben werden. Diese Differentialgleichung wurde in [7] 

und [22] eingehend beh~ndelt.  
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Ffir ~ ~= 0 l~ssen sick die Integr~le yon (3.2) in der Form 

~(~, ~) ~ § ~ 

mit ~(z), j ---- 1, 2, 3, 4, kolomorph in ~,/~(~) holomorph in ~, ~1~- -  ~ r  0 in ~, 

d~rstcllen. Dabei mfissen die Funkt ionen ~ noch gcwisse Bedingungen er~fillcn, 

die schlie~lich zu ~olgcn~em l~esultat ffihren: Ffir ~ =  0 in ~ erh/~lt (3.1) die 

Form 

2~' w~- n(n § 1 - ~)(~o § ~)~ w = 0 (~.5) ,o~ + ~ - +  ~ 

~o(z) kolomorph in 9, ~(~) holomorph in ~, n ~ N, ~ ~ C. Eine ausffihrliche Diskus- 

sion 4iescr Differentialgleichung fin4et man in [7]. 

Ist  ~ ~ 0 oder ~ ~ 0 in 9, so ist Gleichung (3.1) wittier yon 4er Form (3A). 

b) Die in [7] und [22] behandelte Differentialglcichung 

(3.6) 

r holomorph in ~, T(~) holomorph in ~ n e N, ist in (3.4) in ihrer ~llgemeinstcn 

l~orm nicht enthalten. Sic gewinnt man durch iolgende ?2berlegungem Forr 

man flit die Funkt ioaen  A~ unit B~ in (1.1) 

(log A.)~ = o B . ,  @ ~ C ,  

(log B.)~---- 0 ,  

so ergibt sick ffir n e N unter  Verwendnng vo~ (1.15) 

A~_~---- 1-[ (1 -k (1 -~ j)@)A~B~, 
j = 0  

B~_~ ~ (/~@ -k 1)B~ ~ /r ~ 0~ 17 ..., n . 

Die Bedingung Bo ~ 0 liefert @ = -- n -1 und damit  n~ck einer geeigneten Transfor- 

mstion die Gleichung (3.6). Die Differenti~lgleickung (3.4) ist d~rin mit  ~b'(z) ~ --  

als Spezialfall enthaltcn. 

c) Je tz t  werdea wit zwei Kl~ssen yon Differenti~lgleichungen betrachten,  

wovoa die eine einen 5~-Operator, die anderc einen $~-Operator~ k, 1 e No, besitzt. 

Is t  k = n -k 1 and  1 ---- n, n e N, so fallen beide bis auf eine geeignete Transforma- 

t ion zusammen. Dami~ liegt d~nn eine Di~erentialgleichung vor, die sowohl einen 

5~.+1 als such einen 5~-Operator  besitzt. Letztere wurde yon K. W. B A n g  in [2] - 

angegeben. 
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Ausgehea4 yon tier Differeatialgleichung 

1 Q~+~ :y 
'x~r -k ( log r/~,,+~Q~, y.,)we = O, 

n ~ N ,  ~ = z + ~, ~ r 0 in gXE3, Q = ~ ( 8 / ~ ) ,  Y partikul~re L6smag yon 

Iz~ ~ ( n §  

mi~ QJ lZ#  0 in 9• fiir j = 0, ],  ...~ n § 1, erhi~lt man mit  Hilfssatz 1.1.a eine 

Ket te  yon Gleichungen 4er Form 

w~r + (log ATo)~wr + B~w = 0 

die eine~ ~ - 0 p e r a t o r ,  k ~ N~ besitzem Dabei ist 

(3.7) 
--~ Q.-k+! 

A~ = ~2(,~-,~-1)~.=1l-[ [J(J -- 1) -- n(n @ 1)] Q , - k ~  , k < ~ ,  

(n --  k)(n --  k + :1) - -  n(~ + 1) (@-~:y)(Q,,-7~+2]_r) 
Bto = ~ (Q~-~+~ 1~)~ 

Bilde~ man schlieBlich voa ( k - - ~ )  

QI5 
w~r @ ( l o g ~ )  we-- 

~,(n + 1) IfQ~ Y 
w~---O 

nochmMs g e m ~  Hilfssa~z 1.1.a ab, so gelangt man, falls Y ~ :  0 in 9 • zur Diffe- 

rentiMgleichung 

( (3.8) w~r @ log we  ~ w = 0 .  

W~hlt  man  als Ausgangspunkt die Gleichung 

p,,+l y 
v~r @ log ~TT~-pTy)r = 0 ,  

Y wie vorhin mit  PJXV= 0 in 9 •  fiir j = 0, 1, ..., n + 1, P = ~]2(~/~z), so erh~lt 

man nach /-facher Ar~wendung yon Hilfssatz 1.1.b, 1 ~ No, eine DifferentiMgleichung 

der Form 

v,r + (log ~,)r + Bay = 0 
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mit 

(3.9) A~ = V~(~-'-" H [i(i - -  ~) - -  n ( ~  + ~)] ~ : r - : g  , ~<~, 

~ _  (n -- l)(n-- ~ + 1) -- n(n + 1) (P~-~Y)(P~-~+~Y) 
- ~ (p~-~+~ y ) ~  , 

die einea ~ - O p e m t o r  besitzt. Ffir I : n ergibt sich die Differenti~lgleichung 

Y~) n(n + 1) ~:P~ Y 
(3.10) v~r + log-~ v~ (~py)~ v = 0 ,  

Durch die Trunsform~ion v : (Y/Y~)w geht sie fiber in (3.8). 

jetzt (3.8) bzw. (3.10) sowohl einen __~.~+~- nls auch einen ~5~-Opemtor. 

bereehnet werden durch 

K,~+I = ~ . . . .  No, / ~ =  ~ +  (logAJ~ ~ }~ = O, l,  ..., n ,  

/ ~ =  A~/?~_~ .../?o, F ~ =  ~ + (1og~)r  

D~mit besitzt 

Sie kSnnen 

wobei die Funktionen A~ und A-~: dutch (3.7) und (3.9) gegeben sind. 

Sie k6nnen ~uch, vgl. [2]~ S~tz 3~ ~ngegeben werden dutch 

Ko§ u  k 

/ ~ =  

d) Nun werden, ~usgehend yon einem in [7] erzielte~ Result~t, zwei neue 

Kl~ssen yon Differentia.lgleichungen ~ngegeben, die einen $~-Opemtor, n ~ N, besit- 

zen. Sie enth~lten als Spezialf~A1 die Gleiehung (3.5) und dumit die Differential- 

gleichung 

n - m n ( m  + 1) 

m, n ~ N, ~; = z + ~, ~; -~ 0 in ~ • 9. Entsprechende allgemeine Darstellungss~tze 

ffir die LSsungen dieser Differenti~lgleiehung finder m~n in [7]. 

i~eben einer LSsungsd~rstellung dureh Differenti~loperatoren ffir die erwi~hnten 

Gleiehungen und der Angabe gewisser Opemtoren, die einen Zus~mmenhang zwischen 

LSsungen dieser Differentia.lg]eiehungen mit untersehiedliehem P~rametern angeben, 

werdea ~ueh die zugeh6rigen l~iem~nn-Funktionen bereehnet und Zusammenhgnge 

zwisehen Riemam~-Funktionen ffir Differentialgleiehungen mit versehiedenem P~r~- 

meter hergeleitet. 
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Die Funkt ionen  A d z ,  ~) und Bdz ,  ~) in 

(3.11) w,r § (log A~)~w~ -W B~w =- 0 

seien verknfipft  durch 

(3.12) (log A~)~ =- [~(z)fi(r - -  1]B~,  

~(z) holomorph,  ~ =/= 0 in 9, fl(~) holomorph,  fi ~- 0 in 9. Dann g ihr t  die Forderung,  

(3.11) soll einen ~ f O p e r a t o r  besitzen, nach Satz 1.4 anf 

(3.13) 
- s~'(z) w'(~) 

B I =  ~(z)/~(;)[~(z) + W(~)]~ ' 

?(z) und ~(~) holomorph in 9 bzw. ~ mit  (~ § F ) ? ' F ' #  0 in 9 X 9  (vgl. [7], Satz 2c). 

W~hlt  man zuni~chst fi($) --= 1 in 9, so kann unter  Verwendung yon Iti lfssatz 1.1.a 

eine DifferentiMgleichung mit  einem :5~-Operator, n e N, gebildet werden. Mit 

Rficksicht auf (3.12) und (3.13) erhfi.lt man  

@.r + (log A~)~r + B .  ~ = 0 

mit  

2(n~--l)~' ~i[ j ~ - - 2  = - -  - - / _ . l o g  qo'. , B ~ =  n [~(n - -  1) -- 2] (log A~)~ 
~(~ _L 9) J=~ \ ~ /~ (~ ~- ~)~ " 

Durch die Transformat ion @ = 7w mit  

(3.14) 
. =  

und anschlieBender Verwendung yon 

ergibt sich schliel31ich 

r 

(3.15) w~: § y(z) 

2 ( n ~ -  i) 
y(z) := 

7(z) holomorph, 7(z) - -  1 ~- 0 in g fiir l ---- n § 1, ..., 2n. 

Fiir  ~(z)-~ 1 in g ergibt sich a ndererseits aus (3.12) und (3.13) eine Differen- 

tiMgleichung der Fo rm (1.1) mit  

(log A. )~  2(1 --  nil) q/~/ n[fl(n - -  1) -- 2] ~'~v ' 
(~ + v)~' ~ (~ + ~)~ 
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Setzt  man noch 

~ ( n f l - 1 )  ~($):= -, 
fl 

so l~utet die DifferentiMgleichung: 

. ~()~(~1 ~ ( z ) ~ ( r  . 

(3.16) w ~ - -  d(a)[~(z) -~ V(a)] ~d~ ~v;-- n[n @ 1 -- d(~)] [ ~  ~ - ~ ) ]  w = O. 

r 

D~bei ist ~oe(3, 8(~) holomorph mit  ~(~)- - Iv~ O in ~ fiir l = n + 1, ..., 2n. 

besitzt  nun ebenfMls einen g~-Oper~tor, der nach Sutz 1.4 bes t immt ist. 

D~mit  gilt der folgende 

Sie 

SATZ 3.1. - Die DifferentiMgleichungen (3.15) und (3.16) besitzen in g x ~ jeweils 

einen ~ - O p e r ~ t o r .  L6sungen w d e r  DifferentiMgleichung (3.15) kOnnen in g x 9  

~ngegeben werden durch 

F . =  ~ +  

w -- Z-IF~_~ ... Fog ,  

~1 log q/ 
~q-yJ j- . ' 

Ic ~ O, i ,  . . . ,  n - -  1 , 

Z gem~l~ (3.14), g(z) holomorph in g. 

L6sungen ~ yon (3.16) erh~lt man  durch 

P~ = ~ -  ~(~) 

r 

= P~_~ ... Fog ,  

qr da ,  7~ --  O, 1, ..., n -- 1 ,  
[~(z) § ~;(~)p 

g(z) holomorph in (3. 

Verwendet  man  in (3.15) und (3.16) ~ ( z ) =  z, V ( ~ ) =  ~, so ergibt  sich mi t  

~] = z + ~ daraus 

r(z) ~, ~(~ + 1 - ~(z)) 
(3.17) L ~ w : = w ~ ; + - ~ -  r ~2 w = O ,  

n e N, 7(z) holomorph mi t  y(z) - -  1 ~ O in 9 ffir I = n + 1, ..., 2n, bzw. 

t" ~(~) n(n + 1 - ~(0)  ~ = o ,  (3.is) L ~ ,  .= w . ; - j  (z-f ~;), a~ 4,; v, 

n e N, 8(~) holomorph in ~, 8(~) - -  l :/= 0 in ~ ffi~ 1 = n ~- 1, ..., 2n. 
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Die LSsungen u tier zu (3.17) ~djungierten Differentialgleichung 

L~u u ~ -  7(z) u~ + (~ + 1)(7(z) -- ~) 
-- u~--O 

werden mittels 

(z - t)(z + ~) (~ - ~)($ + t) 
(3.19) v = u~ + u~ -~ 

(n -~- 1 -- y)(t + v) (n --~ 1)(t + "~) 

(z - t)(~ - -~) 
--? l ~- 2 (z + ~)(t + v) + 

r (z - t)(z + ~ ) l  

~, - n - 1 (~ + $)(t + ~  J 

t e 9, ~ e 9, abgebildet uuf LSsungen v yon L* n+l  V ~ O. 

LSsungen ~ yon L~@ = 0 gehen 4ureh 

(3.20) ~ =  ( z - t ) ( z  + ~) ~ + ( ~ -  ~)($ + t) 
( n + l ) ( t + ~ )  ~ ( n + l - t ) ( t + v ) w : +  

[ %] + 1 - ~ - 2 ( z ~ _ $ ) ( t i T )  ( n + l ) ( t + 7 )  (z de; @ 
r 

fiber in L6sungen ~ yon L . ,  ~ =- 0. 

Die Riemann-Funkt ionen zu (3.17) und (3.18) k6nnen n~ch Sa/~z 2.1 best immt 

werden. Die Erzeugencien g(t) bzw. ~(t) ergeben sich da,mit zu 

g(') = kl] 

mit 

l" y(e;) (3.21) ~ = )  U+_~ ae;, 

t 

#(t) ( t §  I )de; " 
= n ! ( z + $ ) ,  z+e ;  t+e;  

~o 

Seklie131ich k6nnen auch die zugehSrigen l~iemann-Funktionen selbst explizit 

berectmet werden. 

Unter  Verwendung 4er Beziehungen (3.19) und (3.20) ist es durfiber hinaus 

mSglich, Zusammenh/~nge zwischen den Riemann-Funkt ionen zu L~w----0 und 

L.+~w -~ 0 bzw. L~@ ---- 0 und L~+ld; = 0 ~nzugeben. 

Die Ergebnisse werden im folgenden Satz zus~mmengefaBt: 

SATZ 3.2. - a) Die Riemann-Funkt ion R~ zu (3.17) lautet  

R,(z,  ~; t, v) ( - -1) ' (z  d- ~)"+l(t 4- ~)~+l ~" [ - -  e " - -  (td-$)2~ ] 
(2n)! ~$" ~t" (z § $)~+1(t + ~')"+1 



18~ PETER BERGLEZ: Di/]erentialoperatoren bei partiellen~ usw. 

mi~ x gemini] (3.21). Die l~iemann-Funktion R~+~ zu L~+~w = 0 erh~lt m~n aus R~ 

4ureh 

(3.22) 
(z - t ) (z  + ~) 1~,~ + ($ - ~:)($ + t) 

R"+~(z'$;t'~)= ( n +  l_y(z))(t_}_ ~) (n__l)(t 4_ ~)R., ~--[- 

[ (z--t)($--T) ~(z)  ( z - - t ) ( z + ~ l R ~  
+ 1 + 2 (z + ~)(t + ~:) + ~(z) -- n -- 1 (z 7< ~ t  + 

[~.(z, $; t, ~) = 

b) Die Riemann-Funkt ion  /)~ zu (3.18) ist gegeben durch 

,g 
-g 

R~ geht durch 

(3.23) s ~-; t, T) = (~ + 1)(z ~: ~) ~,~ + (n -~ f - -  ~ - ( i ~  r ' 

[ (z--t)($--T) ( t - - z ) ( t ~ - $ ) f  ~(~) 
+ ~ + 2 ( ~ + ~ ) ( t + ~ )  ( n - 7 - ~ - ~ - )  ( t+~)~ 

fiber in die t{iem~1~n-Funktioll /~,~+~ yon L ~ + ~ - -  0. 

BEMERKUING. -- Ffir y(z) -~- n - -  m bzw. ~(~) ~- n ~ m, m e N, gehen die Differen- 

t ialgleichungen (3.17) und (3.18) fiber in 

n - -  m n(m ~- 1) 

Fiir diese Spezialfi~lle wurde in [4] die den Gleichungen (3.22) und (3.23) entspre- 

ehende I~el~tion unter  Verwendung gewisser Eigenseh~ften tier hypergeometr isehen 

l~eihe hergeleitet.  
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