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t✉r❡ t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❬✼❪✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② ♥✉♠❡r♦✉s ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦✲
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ tr❛❜❡❝✉❧❛r ❜♦♥❡ ❬✽❪✱ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✾❪✱
t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡✈❡❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛t❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❬✶✵❪✱ t♦ ✈✐s✉❛❧✲
✐③❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐♥ ❢❛t✐❣✉❡ ❬✶✶❪✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ s❛♠♣❧❡s✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡s ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✐♥✲s✐t✉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❳✲r❛②
t♦♠♦❣r❛♣❤② st❛rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ●✉✈❡♥✐❧✐r ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡st✲
✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✲s✐t✉ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬✽✱ ✶✸✱ ✶✹❪✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
♣r♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✶✺✱ ✾❪✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ✐s t♦ ✉s❡ ❉✐❣✐t❛❧ ❱♦❧✉♠❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
✭❉❱❈✮ ❬✽✱ ✶✻✱ ✶✼❪ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❉❱❈ ✐s t❤❡ ✸❉
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❬✶✽❪✳ ■t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ✏❧♦❝❛❧✑ ✭♦r s✉❜s❡t✲❜❛s❡❞✮ ♦r
✏❣❧♦❜❛❧✑ ✇❤❡♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✜❡❧❞s ❬✶✾❪✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s
✐♥ st♦♥❡ ✇♦♦❧ ❬✷✵❪✱ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❛ ❝r❛❝❦❡❞ s❛♠♣❧❡ ❬✷✶❪ ♦r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❬✷✷❪✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡sts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❣②♣s✉♠✳
❚❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥t❡r✱
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ❤❛s t✇♦ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ t❤❡ ❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇ ②✐❡❧❞ str❡ss✳ ❲✐t❤ ❝♦♥✐❝❛❧ ♦r ♣②r❛♠✐❞❛❧ ✭✐✳❡✳ s❤❛r♣✮ ✐♥❞❡♥t❡rs✱
♣❧❛st✐❝✐t② ❜❡❣✐♥s ❛s s♦♦♥ ❛s ❝♦♥t❛❝t ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ✐♥❞❡♥t❡r✱ s❡✈❡r❛❧ s❡ts ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r ❛
s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥t❡r ❬✷✸❪✳

❊❛r❧② ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❛♠s ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡✐r r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t ❜② t❤❡✐r ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡♥❣t❤ ❬✷✹✱ ✷✺❪✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥
✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡sts s❤♦✇s t❤❛t s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❝❡r❛♠✐❝s ✭❡✳❣✳ ❛❧✉♠✐♥❛
✇❤♦s❡ ♣♦r♦s✐t② r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✷✳✺ ✪ t♦ ✶✽ ✪ ❬✷✻❪✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❛ ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s
♠♦r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ t❤❛♥ ❝r❛❝❦✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛ ❜r✐tt❧❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✷✼✱ ✷✽❪✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s ❝♦♥❝❡r♥ ❜r✐tt❧❡ ❞❡♥s❡ r♦❝❦s ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦r♦✉s r♦❝❦s ❬✷✾✱ ✸✵❪✳

❳✲r❛② t♦♠♦❣r❛♣❤② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠✲❜❛s❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝
❢♦❛♠s ❬✸✶❪✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r st✉❞② ❳✲r❛② t♦♠♦❣r❛♣❤② r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞

✷



t♦ ❜❡ ❛❧♠♦st r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s❤❛♣❡ ❝♦♠♣❛❝t❡❞ ③♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥❞❡♥t❡r✳ ❙♠✐t❤ ❛♥❞
❇❛② ❬✸✷❪ ✉s❡❞ ❉❱❈ t♦ q✉❛♥t✐❢② str❛✐♥s ✐♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❢♦❛♠ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞
✜❡❧❞s ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❉❱❈ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ str❛✐♥
✜❡❧❞s ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❝❡❧❧ ❛♥❞ ♦♣❡♥✲❝❡❧❧ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❢♦❛♠s ❬✸✸❪✳ ▼♦st❛✈❛✜
❡t ❛❧✳ ❬✸✹❪ ✉s❡❞ ❉❱❈ t♦ st✉❞② t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s❤♦rt✲❜❛r ❝❤❡✈r♦♥ ♥♦t❝❤ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ s♣❡❝✐♠❡♥ ♠❛❞❡ ♦❢ ♣♦❧②❣r❛♥✉❧❛r ♥✉❝❧❡❛r ❣r❛♣❤✐t❡ ✭✐✳❡✳ ❛ q✉❛s✐✲❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝❛s❡s t❤❡ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ✇❡r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ str❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❝②❧✐♥❞❡rs ♠❛❞❡ ♦❢ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❣②♣s✉♠ ❛r❡ t❡st❡❞ ✐♥✲s✐t✉ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧
✐♥❞❡♥t❡r✳ ❆s ❢♦r ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ✭s❡❡ ❛❜♦✈❡✮✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❡st ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t❡❞ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ ♦❢
str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✈❡r② s♠❛❧❧ str❛✐♥
❧❡✈❡❧s ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❤✐❣❤ str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❆
♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❞✐❣✐t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡st
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳ ■t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡ ✐♥✲s✐t✉ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✱ ❉❱❈
❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❜❛s✐s✱ ✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ ✈❡r② ❢❡✇
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ②❡t ❜❡✐♥❣ ❢❛✐t❤❢✉❧ t♦ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ♠❛② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳

✷ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡st

❙♣❡❝✐♠❡♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❢r♦♠ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❧❛st❡r❜♦❛r❞ ♣❧❛t❡s✳ ❚❤❡ s❛♠✲
♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❛r❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ✶✼ ♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✶✵ ♠♠ ✐♥ ❤❡✐❣❤t✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✲s✐t✉
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥t❡r ✭✻ ♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✮ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡st ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛s q✉❛s✐✲st❛t✐❝ s✐♥❝❡ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡♥t❡r ✭✐✳❡✳ 5 µ♠✴s✮✳ ❚❤❡
❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ✐♠❛❣❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛♣♣❧✐❡❞
❧♦❛❞✮ ❛♥❞ ❛t ♥✐♥❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❝r♦ss❤❡❛❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s
✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❛♥❞ ❛ ❞✇❡❧❧ t✐♠❡ ♦❢ ✷✵ ♠✐♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❧✉rr✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ P❤♦❡♥✐① ❱
t♦♠❡ ① t♦♠♦❣r❛♣❤ ✭✾✵ ❑❱✲✈♦❧t❛❣❡✱ ✷✵✵ µ❆ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✈♦①❡❧ s✐③❡ ♦❢ ✶✷ µ♠✱ ✶✱✾✷✵ × ✶✱✺✸✻ ♣✐①❡❧
✢❛t ♣❛♥❡❧✮✳ ✶✱✵✵✵ r❛❞✐♦❣r❛♣❤s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r ❛ 360◦ r♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❛♥✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s❝❛♥
t✐♠❡ ❧❛sts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✵ ♠✐♥✉t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡✐♥✳ ❆ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ r❡♣❡❛t❡❞ ❝②❝❧❡s ♦❢ ②✐❡❧❞✱ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥✳
❆s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss❡s✱ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❡r ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝r✉s❤❡❞
③♦♥❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t❡❞ ♣❧❛st❡r✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❧♦❛❞✲♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♣♦r♦✉s
r♦❝❦s ❬✸✵❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s ✸❉ r❡♥❞❡r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡✐❣❤t❤ ❧♦❛❞✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝t❡❞ ③♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s
❝r✉s❤❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❧♦❛❞✱ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❡♥❞❡r✐♥❣✳ ❚❤❡
❞❡♥s✐✜❡❞ ③♦♥❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❡r ❛♥❞ ❛ s❡♠✐✲❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡
❞❡✈❡❧♦♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t❡❞ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❛❧t❡r❡❞✳ ❆s
t❤❡ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛ ❧❛r❣❡r ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥❞❡♥t❡r✳ ❆❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥
❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧✱ t❤✐s ❝r✉s❤❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛❝ts ❛s ❛ ✈✐rt✉❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t
tr❛♥s❢❡rs t❤❡ str❡ss❡s t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐♥t❛❝t ♣❧❛st❡r✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ③♦♥❡ ✐s ❢✉❧❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❡r ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t♦t❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇✐t❤

✸



❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❤❛♣❡ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ♣♦r♦✉s r❡❢r❛❝t♦r② ❜r✐❝❦s ✭✐✳❡✳ ✻✺ ✪
♣♦r♦s✐t② ❬✷✾❪✮✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣♦r♦✉s r♦❝❦ ❬✸✵❪ ❛♥❞ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❢♦❛♠ ❬✸✷✱ ✸✶❪✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❉❱❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ♦❝❝✉r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ st❛♥❞❛r❞ ❉❱❈✳

✸ ●❧♦❜❛❧ ❉❱❈

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❉❱❈ ❬✶✾❪ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✲
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦✈❡r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✷✶✱ ✷✷❪✳ ■❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❞❡❢♦r♠❡❞✮ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛② ❧❡✈❡❧✲✈❛❧✉❡❞ ✜❡❧❞✱ f(x)✱ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ g(x)✮✱ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡s t❤❛t

f(x) = g(x+ u(x)) ✭✶✮

✇❤❡r❡ u ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ φc

φc = |g(x+ u(x))− f(x)| ✭✷✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ φ2
c ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t❧② s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✭s❝❛❧❛r✮ ❣r❛② ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ❛
✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❘❡❣✐♦♥ ❖❢ ■♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ Ω✱
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ Φ2

c r❡❛❞s

Φ2
c =

1

2

∫

Ω

(g(x+ u(x))− f(x))2 dx ✭✸✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ✭❝❤♦s❡♥✮ ❜❛s✐s ❛s

u(x) =
∑

i

unψ
n
(x) ✭✹✮

✇❤❡r❡ ψ
n
❛r❡ ✭❝❤♦s❡♥✮ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ un t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ Φ2
c ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s un✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞

◆❡✇t♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ui ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i✱ ❛♥❞ {u}i t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts du = ui+1 − ui ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ g(x+ ui+1(x)) ≈ g(x+ ui(x)) + du(x) · ∇f(x)
❛♥❞ ∂Φ2

c/∂{u}
i ✐s r❡❝❛st ✐♥ ❛ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ❛s

∂Φ2
c

∂{u}i
= [M ]{du} − {b}i = {0} ✭✺✮

✇✐t❤
Mmn =

∑

Ω

(∇f(x) · ψ
m
)(∇f(x) · ψ

n
) ✭✻✮

❛♥❞
bim =

∑

Ω

(∇f(x) · ψ
m
)(f(x)− g(x+ ui(x))) ✭✼✮

✹



■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✐♠❛❣❡✱ g(x+ ui(x)) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr✐❧✐♥❡❛r
❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

❆t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ♠❛♥② ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s✳ ❲❤❡♥
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡s✱ ❡✐❣❤t✲♥♦❞❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❬✶✾❪✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❈✽✲❉❱❈ ✭✐✳❡✳ ❣❧♦❜❛❧ ❉❱❈ ✇✐t❤ ✽✲♥♦❞❡❞ ❝✉❜❡s✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱
❈✽✲❉❱❈ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ s✐♥❝❡ ♥♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s s♦✉❣❤t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞
✇✐t❤ tr✐❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ●❧♦❜❛❧ ❈✽✲❉❱❈ ✐s ✜rst ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✸❉ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s
✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆ r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❈✽ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛t
t❤❡ n✲t❤ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ n✲t❤ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✭✉♥❧♦❛❞❡❞
st❛t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❛s ❛ s✐③❡ ♦❢ 576 × 576 × 256 ✈♦①❡❧s
✭♦r 6.9 × 6.9 × 3.07 ♠♠✮✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❈✽ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✽ ✈♦①❡❧s ✭✐✳❡✳
96 µ♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ s✐③❡✮✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✻✵✱✵✵✵
✉♥❦♥♦✇♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❆s t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ r❡❣✐♦♥ ❤❛s ❧♦st ✐ts
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ♠❛s❦❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❖■ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ t❤❡r❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✳
■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ♥❛♠❡❧② φc/∆f ✱ ✇❤❡r❡ ∆f ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❘❖■ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ s♦❧✈✐♥❣ ∇2u = 0 ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛s❦✱ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ✭❉✐r✐❝❤❧❡t✲t②♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ▲❡t ✉s str❡ss t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉s❡❞
❢♦r ❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜✉t ❥✉st t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r ✸❉ ✐♠❛❣❡ t❤❡ r❡✲
❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♣❧❛st❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r✉s❤❡❞ ✐s ❡❛s✐❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛s ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ✐s s❤❛r♣✳ ❚❤❡ ♠❛s❦
✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡♠✐✲❡❧❧✐♣s♦✐❞ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✮✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡st r❛♥❣❡
♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣❡❛rs ❛s
t♦♦ ♥♦✐s② t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥s✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✲
✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭✐✳❡✳ ❧❡ss t❤❛♥ ✷ ✈♦①❡❧s✮ ❛s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t❡❞
✈♦❧✉♠❡ ♣❧❛st❡r r❡♠❛✐♥s ♠♦st❧② ❡❧❛st✐❝✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡s✳

❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥
✈❡r② r❡♠♦t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t❡❞ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ str❛✐♥s ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❆❢t❡r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞
❜♦❞② ♠♦t✐♦♥s✱ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
✵✳✹ ✈♦①❡❧ ♦r ≈ 5 µ♠✳ ❚❤✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦r❡s ✭≈ ✼✺ ✪✮
✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ str❛✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r s✉❝❤ ❛
s♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ✭✐✳❡✳ 5× 10−2✮✳ ❚❤✐s ✜rst ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ✈❡r②
s♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡s✱ ❣❧♦❜❛❧ ❈✽✲❉❱❈ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ✜rst ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st✐♠❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s
❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ str❛✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢❛✐t❤❢✉❧❧②
❛t s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡✳

❚♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉❣❤t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ▲❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❧♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ♣♦♦r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✜♥❡ ♠❡s❤❡s
✐♥❞✉❝❡ ❜❡tt❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇❡r ✈♦①❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❡r ❡❧❡♠❡♥t✱ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❬✸✺❪ ❛♥❞ t❤✉s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡s ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ✉s❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❬✸✻✱ ✸✼❪✳ ❇♦t❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❡①t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✏❝♦♠♣❧❡①✐t②✑
♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❬✸✽❪✳

❈♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞
✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ str❛✐♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❝❛② ❛s

✺



1/r2 ✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♥t♦r ❝❡♥t❡r✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
❢♦r ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♥t♦r ♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡✳ ❚❤✐s
✈❡r② r❛♣✐❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ str❛✐♥ ✇✐t❤ r ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✭♥♦t ❞✉❡ t♦ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✮ t❤❛t ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r ❉❱❈✳ ❋✉rt❤❡r✱ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr✉st❡❞ ✐♥ t❤❡
st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡✱ ❛s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✱ ✐t ✇✐❧❧ s❡✈❡r❡❧② ❛✛❡❝t t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞✳ ❲❤❛t ✇♦✉❧❞
❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐s ❛ ✜❧t❡r t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ♦♥❧② ❞❛♠♣s ♦✉t
s♣✉r✐♦✉s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ▲❡❝❧❡r❝ ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ ❛ ✜❧t❡r ✐♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞
❉■❈ ♦r ❉❱❈✱ ✇❤❡r❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❛ss✐st ❉❱❈✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❜✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥❡ ♠❡s❤ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮
✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✐♥ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡sts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞✐s♣❧❛② st❡❡♣
❣r❛❞✐❡♥ts✳

✹ ❘❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ✐♥ ❉❱❈

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡st ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇s
❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡
❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❡❧❛st✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ❛
♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♦✉❣❤t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡✱
❛♥❞ t❤❛t ♥♦ s✐❣♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
r❡♠❛✐♥s ❧✐♥❡❛r❧② ❡❧❛st✐❝ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ❉❱❈✳ ❚❤❡ ♣♦r♦✉s ❣②♣s✉♠ ✐s tr❡❛t❡❞
❛s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ s♦❧✐❞✱ ✇✐t❤ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ν = 0.15 ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s
♠♦❞✉❧✉s ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✵✳✷✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱
♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❢❛❝❡s ❛r❡ ❢r❡❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♦♥❧② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦r ❢♦r❝❡s ❛r❡
✉♥❦♥♦✇♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ S✱ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦❡❞ ❝r✉s❤❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❲♦✉❧❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡ ❦♥♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛
✸❉ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✭■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡ ✉♥❞❡r♥❡❛t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♥t♦r
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ r✐❣✐❞ ✐♥❞❡♥t♦r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞ ♦✈❡r S ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠❡r❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳✮ ❚❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦♥ S ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❡✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❊❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs i ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✸❉ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ψ

i
(x) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛

❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❋❊ s♦❢t✇❛r❡ ✭❆❜❛q✉sr ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✮✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ ✜❡❧❞s ψ
i
(x) ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢

❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s ✉s❡❞ ✐♥ ❉❱❈✱ ❛s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱
ai✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ■t
✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❈✽✲❉❱❈ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ✭❢r♦♠ ✸✻✵✱✵✵✵ t♦ ✾ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✮✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ❝♦♥s✐st ♦❢ ✭✐✮ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡
♦♣♣♦s✐t❡ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ✭❛❞❥✉st❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❛rs❡ ❈✽✲❉❱❈ ❛♥❛❧②s✐s✮✱ ✭✐✐✮ tr❛❝t✐♦♥✲❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡s
♦✈❡r ❛❧❧ ♦t❤❡r s✉r❢❛❝❡s ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ S ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♦♥ t❤❡ S
❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s s♦✉❣❤t ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭tr✉♥❝❛t❡❞
❛t ❧♦✇ ♦r❞❡rs✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ✜❡❧❞s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

✻



❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ✜rst r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡s ✇r✐tt❡♥ ❛s






ux(ai, ϕ, θ) = v cos(ϕ) sin(θ) + w cos(ϕ) cos(θ)
uy(ai, ϕ, θ) = v sin(ϕ) sin(θ) + w sin(ϕ) cos(θ)
uz(ai, ϕ, θ) = v cos(θ)− w sin(θ)

✭✽✮

✇❤❡r❡ θ ❛♥❞ ϕ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ w ✐s ❛
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ er ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ v ❛❧♦♥❣ eθ✳ ❇♦t❤ ✜❡❧❞s✱ v ❛♥❞ w r❡❛❞

{

v(θ; ai) = a1 + a2 cos(θ) + a3 cos(2θ) + a4 cos(3θ)
w(θ; ai) = a5 sin(θ) + a6 sin(2θ) + a7 sin(3θ)

✭✾✮

✇❤❡r❡ ai ✭i = 1, ..., 7✮ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ■t r❡✈❡❛❧❡❞ ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤✐s ❜❛s✐s ❜② t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❛①✐s②♠♠❡tr② t❤❛t ✇❛s
♥♦t ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧②✳ ■t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐♠♣♦s❡ ♦✈❡r S ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ x ❛♥❞
y✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ♠♦❞❡s ✽ ❛♥❞ ✾✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✜❡❧❞s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ❧❛t❡r❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♥t♦r
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐ts ♥♦r♠❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞
♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦♣♣♦s✐t❡ t❤❡ ✐♥❞❡♥t♦r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❛✮✱ ✐s ♥♦t ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❡✐t❤❡r✳ ❚❤✐s
s♣✉r✐♦✉s ♠♦t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✐♥❞❡♥t♦r ❛①✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s❧✐❣❤t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ t♦✲❜❡✲❝r✉s❤❡❞ ♣❧❛st❡r✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡
❤❡r❡✐♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
✇❤❛t❡✈❡r ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ s②♠♠❡tr②✱ ♦r
♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❝r❛❝❦ ✭♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✮✳ ▲❛st✱ ♠✐①✐♥❣ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ψi ✐s t♦t❛❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
s❡tt✐♥❣✳

❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❋❊ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❛s✐s✱ ✇❤✐❝❤
✉s❡s t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❈❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡✱
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 100 µ♠ ✭♦r ✽ ✈♦①❡❧s✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✱ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❆❜❛q✉sr ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❋r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥✐♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
✈♦①❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭s♦ t❤❛t ♥♦ ♠❡s❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛♥②♠♦r❡
❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ s♣r❡❛❞s ♦✈❡r
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❢✉❧❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① [M ]✳ ■ts s✐③❡ ❜❡✐♥❣ ✈❡r② ♠♦❞❡st ✭✐✳❡✳ 9×9✮ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t
t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ st❡♣✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❡❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
r❡s✐❞✉❛❧s ✭✺✳✶✹ ✪✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❈✽✲❉❱❈ ❜❛s✐s ✭✺✳✵✻ ✪✮✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❜❛s✐s✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✸✻✵✱✵✵✵ t♦ ✾✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❢♦r ❛♥②
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s {ai}✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦❜❡②s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ♦r ♣r❡s❝r✐❜❡❞ r✐❣✐❞ ♠♦t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥✳

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❜❛s✐s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t✱ ②❡t t❤❡
❧♦♥❣ ✇❛✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥ts ✜❡❧❞s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡♠♦t❡ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t❡❞ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✵✸ ✈♦①❡❧ ♦r ≈ 0.3 µ♠✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐t❤
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈✽✲❉❱❈ ✭≈ 5 µ♠✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛r❦❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ str❛✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 2 × 10−3✱ ✐✳❡✳ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡ ❛s t❤❡② ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧②✱ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ✭❛✮ ❛♥❞ ❈✽ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❜✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤

✼



♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈✽ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r ❈✽✲❉❱❈✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡
♠❛✐♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡
t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❛✐♥ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ♥♦✐s② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛
♥♦✐s❡❧❡ss ✜❡❧❞✳

❋r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ♦r str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❛✮✳
■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮ s❤♦✇s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡✈❡❛❧s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ♣❡r❢❡❝t s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛② ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ str❛✐♥ ✭♦r str❡ss✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♥❡✇ str❛t❡❣② ❛❧❧♦✇s ✈❡r② s♠❛❧❧ str❛✐♥s
t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ♠❛② ❛♣♣❡❛r ❛s s♦♠❡✇❤❛t ❛r❜✐tr❛r②✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡
✭t♦ ❧✐♠✐t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮ ❛♥❞ ②❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✭t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✮✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡♥❡ss ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞✱ ✐❞❡❛❧❧②
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❈✽ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❙✐♠♣❧✐❝✐t② ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❡❧❞s ✐s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣♦❧❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛❦✐♥ t♦
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❚❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛①✐s②♠♠❡tr②✱
❛♥❞ tr✉♥❝❛t❡❞ t♦ ❧♦✇ ♦r❞❡rs✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✜rst ❝❤♦✐❝❡s ✇❡r❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳
❧❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧s✮ ✉♥t✐❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛①✐s②♠♠❡tr② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡
✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t ✉♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢
✜❡❧❞s✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞♦❡s ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❛s s❤♦✇♥
❜❡❧♦✇✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ♦❢
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s✱ t✇♦ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ✐s st✐❧❧
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭s❡❡
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✮ ❛r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡✳ ❋♦r t❤❡ ❜❛s✐s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
❛t ❧❡❛st t❤❡ ✜rst ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ✭a1✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ s❤❡❛r ✜❡❧❞s ✭✐✳❡✳ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s a8 ❛♥❞ a9✮✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✾ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ ✺✳✶✻ ✪✱ ❧❡✈❡❧ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❈✽✲❉❱❈✱ ✺✳✵✻ ✪✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭✐✳❡✳ a1 t♦ a9✮ ✺✳✶✹ ✪✳

❆♥② ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❞✉❝❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❡❧❞s ✭❧❡ss t❤❛♥ t❤r❡❡ ✜❡❧❞s✱ ✐✳❡✳ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
a1✱ a8 ❛♥❞ a9✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
♠❛❞❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❜❛s✐s ❛r❡ ♥♦t t♦ r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❥✉❞❣❡
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❡♠❡❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ♦r ✐❢ t❤❡② ❛r❡ t♦ ❜❡ r❡✈✐s✐t❡❞ ♦r
r❡❧❛①❡❞✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ s✐t✉ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡sts ✇✐t❤✐♥ ❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡sts✱ ❛r❡ s❡❡♥ t♦ ❜❡
✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ✸❉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❢r♦♠ s✉❝❤ ❉❱❈ r❡s✉❧ts ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛rt✐❢❛❝ts✱
t❡st ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♠❛② ❛❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❛ ✇❛② t♦
❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤♦s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❞✐❣✐t❛❧
✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

✽



❚❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞
❞♦♠❛✐♥ ✉♥❞❡r♥❡❛t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♥t♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❡❧❛st✐❝✳ ❚❤✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♥❡✇ ❉❱❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞
❜❛s✐s ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✜❡❧❞
♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❢❡✇
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳

❆ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts r❡✲
♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② t❤❡
str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧ ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❜✉t ❛❧s♦ st❛t✐❝❛❧❧② ❛❞♠✐ss✐✲
❜❧❡✳

❚❤✐s ♥♦✈❡❧ ❉❱❈ str❛t❡❣② ♦♣❡♥s ♥❡✇ ♣❛t❤✇❛②s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■t ✉s❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡ ❛s ❛ ✇❛② ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❜❛s❡s✳
❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❡❧❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦♥ ✐♥tr✉s✐✈❡ ❛s ❛♥② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❛s ✐s✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ♣❧❛st❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋✉❧❧ ❜❡♥❡✜t
✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✇✐t❤ ✈❡r② ✜♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ❙❛✐♥t✲●♦❜❛✐♥ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t✱ ❛♥❞
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❳❛✈✐❡r ❇r❛❥❡r ❛♥❞ ❘❡♥é ●②✳ ❆❇ ✐s ❛❧s♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❆◆❘❚ t❤r♦✉❣❤
❝♦♥tr❛❝t ♥♦✳ ✷✵✶✵✴✺✻✼✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❱✐♠♠r♦✈á✱ ❆✳✱ ❑❡♣♣❡rt✱ ▼✳✱ ❙✈♦❜♦❞❛✱ ▲✳✱ Č❡r♥ý✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶✮ ▲✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❣②♣s✉♠ ❝♦♠♣♦s✐t❡s✿
❉❡s✐❣♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♠✉❧t✐✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❈❡♠✳ ✫ ❈♦♥❝r✳ ❈♦♠♣✳✱ ✹✶✱ ✺✺✼✲✺✹✻

❬✷❪ ▼✉r❛t✱ ▼✳✱ P✉s③t❛s③❡r✐✱ ▲✳✱ ●r❡♠✐♦♥✱ ▼✳ ✭✶✾✼✹✮ ❈♦rré❧❛t✐♦♥ t❡①t✉r❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡✲♣r♦♣r✐étés
♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❧âtr❡s ❞✉r❝✐s✱ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳ ▼❛t✳ ✫ ❈♦♥str✳✱ ✹✼✱ ✸✸✼✲✸✽✺

❬✸❪ ❈♦q✉❛r❞✱ P✳ ✭✶✾✾✷✮ ❘és✐st❛♥❝❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♣❧âtr❡s s❡❝s ❡t ❤✉♠✐❞❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❆✐①✲
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❇✉✣èr❡✱ ❏✳✲❨✳✱ ❈♦♠❜❡s❝✉r❡✱ ❆✳✱ ❍✐❧❞✱ ❋✳✱ ❘♦✉①✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮ ❚❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❢❛t✐❣✉❡ ❝r❛❝❦✳❈♦♠♣✉t✳ ▼❡t❤✳ ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❊♥❣✳✱ ✶✾✾✱
✶✸✵✼✲✶✸✷✺

❬✷✸❪ ❈❤❛t❡❧❛✐♥✱ ❊✳ ✭✷✵✶✶✮ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ♠♦✉ss❡s ❢r❛❣✐❧❡s✳ Pr♦❥❡t ❞❡ ✜♥ ❞✬ét✉❞❡s✳
■◆❙❆ ❞❡ ▲②♦♥ ✭❋r❛♥❝❡✮

❬✷✹❪ ❙❤❛✇✱ ▼✳❈✱ ❙❛t❛✱ ❚✳ ✭✶✾✻✻✮ ❚❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥t✳ ❏✳ ▼❡❝❤✳ ❙❝✐✳✱
✽✱ ✹✻✾✲✹✼✷

✶✵



❬✷✺❪ ❲✐❧s❡❛✱ ▼✳✱ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❑✳▲✱ ❆s❤❜②✱ ▼✳❋✳ ✭✶✾✼✺✮ ■♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❛♠❡❞ ♣❧❛st✐❝s✳ ■♥t✳ ❏✳
▼❡❝❤✳ ❙❝✐✱ ✶✼✱ ✹✺✼✲✹✻✵

❬✷✻❪ ▲❛✇♥✱ ❇✳❘✳ ✭✶✾✾✽✮ ■♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❡r❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❙♣❤❡r❡s✿ ❆ ❈❡♥t✉r② ❛❢t❡r ❍❡rt③✳ ❏✳ ❆♠✳
❈❡r❛♠✳ ❙♦❝✱ ✽✶ ❬✽❪ ✶✾✼✼✲✾✹

❬✷✼❪ ❑✉♠❛r✱ ❙✳P✳✱ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛✱ ❙✳✱ ❘❛♠❛♠✉rt②✱ ❯✳ ✭✷✵✵✸✮ ❊✛❡❝t ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✲r❛t❡ ♦♥ t❤❡
✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❢♦❛♠✳ ▼❛t✳ ❙❝✐✳ ❊♥❣✱ ❆✸✹✼✱ ✸✸✵✲✸✸✼

❬✷✽❪ ❖♥❝❦✱ P✳❘✳✱ ❆♥❞r❡✇s✱ ❊✳❲✳✱ ●✐❜s♦♥✱ ▲✳❏✳ ✭✷✵✶✶✮ ❙✐③❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❢♦❛♠s✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ Pr♦✳ ▼❛t✳ ❙❝✐✱ ✺✻✱ ✶✵✾✲✶✸✽

❬✷✾❪ ❙✉ár❡③✲❘✐✈❡r❛✱ ❋✳❘✳✱ ❈♦♦❦✱ ◆✳●✳✱ ❈♦♦♣❡r✱ ●✳❆✳✱ ❩❤❡♥❣✱ ❩✳ ✭✶✾✾✵✮ ■♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ♣♦r❡
❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥ ♣♦r♦✉s r♦❝❦s✳ Pr♦❝✳ ✸✶st ❯❙ ❙②♠♣✳ ♦♥ ❘♦❝❦ ▼❡❝❤✳✱ ✻✼✶✲✻✼✽

❬✸✵❪ ▲❡✐t❡✱ ▼✳❍✱ ❋❡r❧❛♥❞✱ ❋✳ ✭✷✵✵✶✮ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝♦♥✜♥❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞
❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ t❡sts✳ ❊♥❣✳ ●❡♦❧♦❣✳✱ ✺✾✱ ✷✻✼✲✷✽✵

❬✸✶❪ ❑á❞ár✱ ❈s✳✱ ▼❛✐r❡✱ ❊✳✱ ❇♦r❜é❧②✱ ❆✳✱ P❡✐①✱ ●✳✱ ▲❡♥❞✈❛✐✱ ❏✳✱ ❘❛❥❦♦✈✐ts✱ ❩s✳ ✭✷✵✵✹✮ ❳✲r❛②
t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠❡t❛❧ ❢♦❛♠s✳ ▼❛t✳
❙❝✐✳ ❊♥❣✱ ❆✸✽✼✲✸✽✾✱ ✸✷✶✲✸✷✺

❬✸✷❪ ❙♠✐t❤✱ ❚✳❙✳✱ ❇❛②✱ ❇✳❑✳ ✭✷✵✵✶✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❙t❛✐♥s ✉s✐♥❣ ❉✐❣✐t❛❧ ❱♦❧✉♠❡
❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ◆♦♥tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❙❡♥s✐♥❣ ❙tr❡ss✱ ❙tr❛✐♥✱ ❛♥❞ ❉❛♠❛❣❡ ✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧s
❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✿ ❙❡❝♦♥❞ ❱♦❧✉♠❡✱ ❆❙❚▼ ❙❚P ✶✸✷✸✱ ●✳❋✳✱ ▲✉❝❛s✱ P✳❈✳ ▼❝❑❡✐❣❤❛♥✱ ❛♥❞ ❏✳❙✳
❘❛♥s♦♠✱ ❊❞s✳✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❚❡st✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ❲❡st ❈♦♥s❤♦❤♦❝❦❡♥✱ P❛ ✭❯❙❆✮

❬✸✸❪ ❇❛②✱ ❇✳❑✳ ✭✷✵✵✽✮ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❏✳ ❙tr❛✐♥ ❆♥❛❧✲
②s✐s✱ ✹✸✱ ✼✹✺✲✼✻✵

❬✸✹❪ ▼♦st❛❢❛✈✐✱ ▼✳✱ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ❙✳❆✳✱ ▼✉♠♠❡r②✱ P✳▼✳✱ ▼❛rr♦✇✱ ❚✳❏✳ ✭✷✵✶✸✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②✲❣r❛♥✉❧❛r ❣r❛♣❤✐t❡✳ ❊♥❣✳ ❋r❛✳
▼❡❝❤✱ ✶✶✵✱ ✹✶✵✲✹✷✵

❬✸✺❪ ❉❛✈✐s✱ ●✳❘✱ ❊❧❧✐♦t✱ ❏✳❈✳ ✭✷✵✵✻✮ ❆rt❡❢❛❝ts ✐♥ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼❛t✳
❙❝✐✳ ❊♥❣✱ ✷✷✱ ✶✵✶✶✲✶✵✶✽

❬✸✻❪ ❇❡r❣♦♥♥✐❡r✱ ❙✳✱ ❍✐❧❞✱ ❋✳✱ ❘♦✉①✱ ❙✳ ✭✷✵✵✺✮ ❉✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
t❡sts ♦♥ ❝r✐♠♣❡❞ ❣❧❛ss ✇♦♦❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❏✳ ❙tr❛✐♥ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✹✵✭✷✮✱ ✶✽✺✲✶✾✼

❬✸✼❪ ▲❡❝❧❡r❝✱ ❍✳✱ Pér✐é✱ ❏✳◆✳✱ ❍✐❧❞✱ ❋✳✱ ❘♦✉①✱ ❙✳ ✭✷✵✶✷✮ ❉✐❣✐t❛❧ ❱♦❧✉♠❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✿ ❲❤❛t ❛r❡
t❤❡ ❧✐♠✐ts t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥❄ ▼❡❝❤✳ ✫ ■♥❞✉s✳✱ ✶✸✱ ✸✻✶✲✸✼✶

❬✸✽❪ ❘ét❤♦ré✱ ❏✳✱ ❍✐❧❞✱ ❋✳✱ ❘♦✉①✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮ ❙❤❡❛r✲❜❛♥❞ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❡①t❡♥❞❡❞
❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❈♦♠♣✳ ▼❡t❤✳ ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❊♥❣✱ ✶✾✻✱ ✺✵✶✻✲✺✵✸✵

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ r✐❣

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▲♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❧♦t ♦❢ ❛ t❡st ✇✐t❤ t❡♥ s❝❛♥s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ✸❉ r❡♥❞❡r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ✭❛✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❉❡✲
❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ r❡❣✐♦♥ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♥t❡r ✭✉♣♣❡r ❢❛❝❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧②
♦❜s❡r✈❡❞

✶✷



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ❈✽✲❉❱❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❤t❤ ❧♦❛❞✐♥❣ st❡♣✳ ✭❛✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ φc/∆f ✐♥ t❤❡ y − z ♣❧❛♥❡ ❛t x = 288 ✈♦①❡❧✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ux ✭❜✮✱ uy ✭❝✮ ❛♥❞ uz ✭❞✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ ✈♦①❡❧s ✭✶ ✈♦①❡❧ ↔ 12 µ♠✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s②st❡♠

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✜❡❧❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❆❜❛q✉sr ❛♥❞ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❤t❤ ❧♦❛❞✐♥❣ st❡♣✳ ✭❛✮ ❘✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ✭❜✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ai = δij ✇✐t❤ j = 1✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
♠♠

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✜❡❧❞s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❤t❤ ❧♦❛❞✐♥❣ st❡♣✳ ✭❛✮ ◆♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ ✜❡❧❞ φc/∆f ✐♥ t❤❡ y− z ♣❧❛♥❡ ❛t x = 288 ✈♦①❡❧✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝r✉s❤❡❞ ③♦♥❡✳ ✭❜✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ux ✭❜✮✱ uy ✭❝✮ ❛♥❞ uz ✭❞✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s
✇❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✈♦①❡❧s ✭✶ ✈♦①❡❧ ↔ 12 µ♠✮

✶✹



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙tr❛✐♥ ♠❛♣s ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❤t❤ ❧♦❛❞✐♥❣ st❡♣✳ ❉❡✈✐❛t♦r✐❝ str❛✐♥ ♠❛♣ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ y − z ♣❧❛♥❡
❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈✽ r❡s✉❧t ✭❜✮✳ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ str❛✐♥ ♠❛♣
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ y − z ♣❧❛♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❝✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈✽ r❡s✉❧t ✭❞✮

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❤t❤ ❧♦❛❞✐♥❣ st❡♣✳ ✭❛✮ ▼❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ✭❜✮ ▼❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞

✶✺




