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Abstract.  In this model  we study the interaction  of an quantized  non relativistic  electron
with  the photon  field.  We  discuss  the  system  for  all  finite  time  and  we are  in the position  to
construct  explicitly  the  asymptotic  states.

I. Introduction

La  catastrophe  infrarouge  en  theorie  quantique  des  champs  se
rencontre chaque  fois  que Γon  veut decrire des particules de masse  nulle.
En  effet  apparaissent  alors  des  etats  contenant  un  nombre  infini  de
quanta  de si petite energie que  Γenergie totale d'un  tel etat est cependant
finie.

Les  travaux  de  Bloch  et  Nordsieck  [1]  (1937)  et  Pauli  et  Fierz  [2]
(1938)  constituerent  un  progres  essentiel  dans  la  comprehension  de  ces
questions.  Us  montrerent  que  dans  les  processus  electromagnetiques  de
diffusion  un  nombre  infini  de  photons  etait  ordinairement  emis.

En etudiant  la  diffusion  de quanta  de masse  nulle par  une source  fixe
Friedrichs  [3]  donna  une  analyse  theorique  de  ces  phenomenes.  Cette
analyse  montre  qu'une  description  correcte  de  telles  situations  doit  se
faίre a Γaide de representations des relations canoniques de commutation
qui  ne  sont  pas  unitairement equivalentes  a  la  representation  de  Fock.
Le  fait  d'utiliser  en  theorie  des  perturbations  cette  representation  non
appropriee  conduit  aux  divergences  infrarouges  familieres  de  certaines
integrates  [4].

Le modele  de  Pauli  et  Fierz  decrit  dans  une certaine  approximation
Γinteraction  d'un  electron  quantique  non  relativiste  et  d'un  champ  de
photons.  Dans  ce modele  on  verra  que  Γhamiltonien  H  est  un  operateur
bien  defini  et  qu'il  est  possible  de  lui  associer  un  groupe  unitaire  a  un
parametre qui permet de decrire de facon  non ambigue  le developpement
des  etats  dans  le  temps  et  de  construire  les  etats  asymptotiques  du
systeme. Cest dans la construction de ces etats asymptotiques  qu'apparai-
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tront des espaces  de Hubert auxquels  seront associees des representations
des  relations  canoniques  de  commutation  non  equivalentes  a  la  repre-
sentation  de  Fock.

La convergence  en representation  d'interaction  de  Ψ(t\  qui pour  tout
t  fini  est  un  vecteur  de  Γespace de  Fock,  vers  Ψ*"

t
  sera  definie  a  Γaide  de

la  convergence  pour  |f |-»+oo  des  valeurs  moyennes  (Ψ(t),AΨ(t)y  des
operateurs  A  d'une  certaine  algebre.

II. Le modele de Pauli-Fierz

On  considere  une  particule  chargee  de  masse  m,  de  charge  e  et  de
distribution  de charge  eρ(\ξ\)  oύ ρ est  une  fonction  reelle, spheriquement
symetrique,  obeissant  a  une  condition de normalisation

La  transformee  de  Fourier  de  ρ, ρ,  est  un  facteur  de  forme  qui  evitera
Γapparition  d'une  catastrophe ultraviolette.

Cette  particule  est  soumise  a  Faction  d'un  potentiel exterieur  V(x)  et
est  couplee  avec  le  champ  de rayonnement.

Posant  h = c = l  Γhamiltonien  s'ecrit  dans  Γapproximation  non
relativiste

H = -^--(p- e40)
2
 + y f : ̂  +B2

 :d
3
x + V(x)

avec

A
tr
(x)  est  le  potentiel vecteur  transversal  defini  par  sa decomposition

de  Fourier

k  = \k\.

On  a  adopte  la  jauge  de  radiation  de  telle  sorte  que  seul  le  potentiel
vecteur  est  utilise pour  decrire  le champ  de  rayonnement. Les  variables
dynamiques du probleme sont *, p, a

s
(k\  af  (k) avec  les regies de commu-

tation  habituelle:

Les  deux  premieres  variables  commutent  avec  les deux  autres.  L'espace
de  Hubert  que  Γon  considere  est  le  produit  tensoriel  de  Γespace  d'im-
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pulsion  de  Γelectron  par  Γespace  de  Fock  des  photons

Du  fait  de  la  transversalite  on  a  aussi  les  proprietes  suivantes

(e
s
(k),e

s
,(k))  = δ

88
.

On  se propose  de  traiter ce modele dans  Γapproximation dipolaire c'est
a  dire de  remplacer  A

Q
(x)  par  A

0
(0).  Ceci  revient a  negliger la  conserva-

tion  de  Γimpulsion.  D'autre  part  on  ne  tient  pas  compte  non  plus  du
terme en A\. La justification  de ces approximations est discutee dans [2].
On  considere  done  Γhamiltonien  suivant:

H=-^+  Σ  [ d
3
k k a f ( k ) a

s
( k ) + V ( x )

e
2  /*  j^  /

Σ  -r^-e(*)(P, «,(*)) [a,(k) + βJ

ρ(k)  = J Q(ξ)e
i
^d^^  ρ(0) = 1,  ρ e

On  definit  H'  par

avec

Notre  but  est de  definir  les etats  asymptotiques  du  systeme associe a cet
hamiltonien.

Nous  Γatteindrons  en  deux  temps:
1.  discussion  du  systeme  associe  a  H'  =  HQ  + H™

y
  + Hj  et  etude  de

son  comportement  asymptotique  pour  |ί|->oo.
2.  Proprietes  du  systeme  associe  a  H = H' + Vεt  demonstration  de

Γexistence  des  limites  fortes  suivantes  sur  J^:

Ω
±
 =s-  lim  e

iHt
e-

ίH>t
.
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III.  Le systeme «libre» H' = H%  + H
Q
+  H,

2tf  peut  s'ecrire  3tf  =  J  <^(p)d
3
p.  Ceci  revient  a  dire  que  les  vecteurs

®
Φ e  Jtf  sont  definis  comme  des  fonctions  p  -~» Φ(p)  a  valeurs  dans  Ĵ .  Ces
fonctions  sont  faiblement mesurables  et  de  carre  integrable.  On  entend
par  la  que:

1)  La  fonction  (Φ(/>),  ψ)  depend  mesurablement  de
2)  le  champ  de  vecteurs  Φ(p)  est  de  carre  integrable:

Du  fait  de  Γapproximation  dipolaire  p  est  une  integrate  du  mouvement
[p, //'] =0  et  e~ l H / ί  est  une  fonction  p^e~

iH>t
(p)  a  valeur  operateur

dans  3F.  On  verra  que  pour  tout  t  fini  c'est  un  operateur  unitaire dans  3F.

Ecrivons  formellement  en  representation  d'interaction

e
-

iH>t
(p)  = e~

iH
^

yt
e

  2m
  U(p,t)

U(p,  t)  verifiant Γequation

avec

H,(t) = -

On  peut  integrer  ΓEq. (1)  car  le  commutateur  [/J/(ί), ///(ί7)]  est  un
nombre  sur  &*.  (Methode  de  Magnus  [5].)  En  effet  rappelons  que  si

on  a  Γidentite

or

[H,(ί), H,(t')] = -1- ί-^  ί d
3
k

  u"γJ  s in/cff  -1').
J

On  a  alors:
-  i J flj(ί') —H dί' ίdί"[Hj(f),  Hj(ί")]

0  0 0

U(p,  t) = e
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or

0  0

On  trouve  ainsi

e~
iH Ί

(p)  = e~
iH

°  e
  2m

(V
  e

~i(p>

m(t)  et  A(t)  etant  respectivement  definis  par

1  _  1  2  e2

e
  2  Γ

(2b)  A(t)=  X  \ d
3
k-

1
^^e

s
(k)la

s
(k)u(k

9
t)  +  af(k)u(k

9
t)']

9
m

  s = l J

(2)

Pour  tout ί fini  ,4 (t) est  un operateur bien  defini  de Γespace de Fock, on a
en  effet  V | ί | <oo

-w(/c,ί)eL2(lR3).
/C|/Z/C

Definissons  N(t)  par

(3)
V  7

Λ r 2 / x  j,  -  2  feίJV2(ί)  ^—  dfc  sin2 —  <  oo .
mz  J  fe  2

o

II  en  resulte  que  e~
lH

'*  est  lui  aussi  bien  defini.  C'est  un  groupe  unitaire
continu a  un  parametre.  H'  est  defini  comme  le generateur  infinitesimal
de  ce groupe,  est  self  adjoint  et coincide avec  Γexpression  formelle de  H'
pour  un  ensemble  d'etats  denses  dans  Γespace  de  Hubert  ffl  (cf lVb)
pour  une  definition  precise  de  ces  etats).

Catastrophe  infrarouge

Pour  t  fini  la  catastrophe  infrarouge  ne  se  manifeste pas. Tout  se
passe  comme  si  les  photons  n'avaient  pas  une  masse  nulle.  C'est  pour
ί-*+oo  que  la  catastrophe  infrarouge  apparait.  Quand  |f|-»oo  m(i)
converge  vers  la  masse  renormalisee  m(oo)  mais  N

2
(t)  diverge  loga-
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rithmiquement

lV 2(ί)~Log|ί | .

En  effet  considerons  Γexpression  (3)

•  2  ^
L  j i  tr  W~~  tr  W  / <  ι χsin2 — =  dk  ,  (1 -cos/α)

2  J  k
0

~2mx  f  j,  1-coskί  P  ρ2(fc)  .  2 fcί
+ ρ2(0)  dfc  +  dk^-sin

2
 —

I  K  ]  K  Δ

La  premiere et la  troisieme  integrale du  second  membre  convergent  vers
des quantites  finies  quand  t—> +00. Quant  a  la seconde  posant  kt  = x  elle
s'ecrit  compte  tenu  des  proprietes  du  cosinus  integral:

cosx  ,
fί  -y

Li  J\>

ε  etant  la  constante  dΈuler.
On  se  propose  maintenant  de  discuter  les  proprietes  asymptotiques

dy  systeme  associe  a  H'  pour  ί-^±oo.  On  remarque  tout  d'abord  que
quand  ί-» ±00

2m(ί)  2m(oo)
e  = e

4πe
2  Γ  sinα  2π2e2

A
  ==  ^m  α  m

D'autre  part  on  s'attend  a  ce  que  e~
i(p

'
A(t))  converge  «dans  un  certain

sens»  vers
  e

~
l(p

'
A(cc)

\  A(co]  s'obtenant  a  partir  de ^(ί)  en  remplaςant
w(fc,  ί) = i(e~

ikt  — 1) par  —i.  Dans  une  theorie  de  la  diffusion  simple  on
trouverait  alors  que

La  situation  est  ici  plus  compliquee.
Afin  de  simplifier  les  notations  posons

= $d
3
kf(k)a(k)  /eL2(lR3).
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(Dans  tout  ce  qui  suit  on  ne  tient  plus  compte  de  la  polarisation.) Les
proprietes essentielles de U(f)  peuvent se resumer dans le lemme ci-apres :

Lemme. a) Pour  /e  L2(IR3), U(f)  est  unitaire  etfortement  continu  par
rapport  a /.

b)  Si  | |/||2-»oo,  U(f)  tend  faiblement  vers  zero  sur  3F.
c)  Soit  L2(1R3) = N

l
@N

2
  (N

2
  = Nf).  On a  alors  J^(L2(1R3)) -

2
\  ^(H)  etant  Γespace  de Fock  construit  sur H.

U ( f ) = U ( f
i
) ® U ( f

2
) .

fi  etant  la projection  de  f  sur  N
h
  i = 1, 2.

Demonstration,  a)  Soit  J 0̂  le  sous  ensemble  de  Γespace  de  Fock
constitue  par  les  vecteurs  qui  n'ont  qu'un  nombre  fini  de  composantes
differentes  de zero. ̂ 0 est dense  dans  3F.  De plus  les vecteurs de J 0̂  sont
des  vecteurs  analytiques  [16]  de fl(/) + #*(/). Comme  U(f)  est unitaire
et  que  (pour  des  fonctions  /  reelles)

il  est  suffisant  de  prouver  la  continuite  a  Γorigine. VΦe^" 0  on  a

ou  N  est  Γoperateur  nombre  de particules.
II  est  alors  clair  que

C(Φ)  etant  une  const ante.  Cette  derniere  inegalite  entraine  la  pro-
priete  de  continuite annoncee.

b)  II  est  facile  de  voir  que  sur  J 0̂  on  a  pour  g
h
  h

t
 E L2(ίR3)

,  U(f)

II  en  resulte  bien  que  U(f)  tend  faiblement  vers  zero  quand  ||/||2->oo,
c)  est  une  consequence  immediate  des  relations  canoniques  de

commutation.
Or

  e
~

l
(p>

A
W  est  un  operateur  de  ce  type.  Posons

avec
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On  a  vu  que  f
t
  e L2(IR3) pour  tout  t  fini;  g(k)  est  une  fonction  de  Z/flR3)

qui  n'est  pas  de  carre  integrable.  On  sait  aussi  que  ||/,|| 2-^00  quand
| f | — κ)θ  ce  qui  a  pour  consequence  d'apres  le  lemme  b)  que

w-  lim
  e

~
i(p

'
A(t)}

  = Q  sur ̂ .
|ί|-»oo

Neanmoins nous  allons  definir  une limite unitaire de  U(f
t
)  pour  t-» ±00.

Pour  ce faire  nous  allons utiliser la  theorie des produits  tensoriels  infinis
d'espaces  de  Hubert  de von Neumann  [8, 9].  Dans  ce but  nous  decom-
posons  L2(ΪR3) de  la  facon  suivante

00

(A)  L2(IR3) = φ je
v

v = l

de  telle  sorte  que /t

vait  une  limite /v  dans  JΊf
v

quand  |f | -KX) dans chaque J f^/^etant la projection de/ sur Jfv. L'espace
de  Fock  s'ecrit  alors

C'est le  produit  incomplet  (ID PS dans la terminologie de von Neumann)
associe a la classe  d'equivalence du vide  {Ω

v
},  Ω

v
  etant  le vide de Γespace

de  Fock  J%  construit  sur  J^v.
Compte  tenu  de  cette  decomposition  de L2(ίR3)(7(/r)  s'ecrit

Pour  tout  temps  ί  fini  c'est  un  operateur  unitaire  dans  Γespace  (x)
v = l

De plus le sous espace J^ est invariant pour  17 ( ϊ
t
). Le fait que  || f

t

v
  — f

v
\\

  2

quand  |ί|->oo  a  pour  consequence  d'apres  le  lemme  a) que

s -  lim C7(/t

v) - U(f
v
)  sur ̂  .

| f | - » α >

Ceci  nous  conduit  a  definir

~  lim t/(/,)s  §)!/(/-).

C'est  un  operateur  unitaire  sur  Γespace  produit  complet  (X) ̂
v
. Get

v = l

operateur  ne  laisse  plus  le  sous  espace  2F  invariant  mais  Γapplique  au
contraire  sur  un  autre  IDPS

12  Commun  math.  Phys., Vol  15
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Neaumoins  la  convergence  de  U(f
t
)  vers  ί/(oo)  peut  s'exprimer  a  Γaide

de  la  convergence  des  valeurs  moyennes  (U(f
t
)Ψ,BU(f

t
)ψy  des  opera-

teurs  d'une  certaine  algebre.
/  N  \  /  N  \

Soit B
N
  E J2? I  (X) ̂   ,  <£\  (X) J%  1  etant  la  C*-algebre  des  operateurs

\v = l  /  \v = l  /

lineaires continus  dans  (X) J^v. L'operateur

-  =
  J

B
JV

(g) H

est  un  operateur  borne  sur  (X) ̂ v  qui  laisse  invariant  chaque  ID PS.
v = l

Soient  B  et B  les  restrictions  de B'  a J^ et J f (p).  On a  alors

w-  lim  U ( f
t
Γ

l
B U ( f

t
) =  U(ϋθ)-

1
  BU(oo).

Demonstration.  II  suffit  de  considerer  les  vecteurs  — C0  tels  que
II^JI =ιw.  On a  alors

<U(f
t
)Ψ,BU(f

t
)ψy

v = l

le  second  facteur  etant  egal  a  1 et  il  resulte  clairement  des  proprietes  de
U(f

t

v
)  que la limite pour  |ί|  -̂  oo de telles expressions  existe ce qui entraine

la  propriete  annoncee.  II  est  aussi  evident  que  Γadherence  normique  de
Γalgebre  des  operateurs  du  type  B'  possede  aussi  cette  propriete.

En ce qui concernela reqresentation des relations canoniques de commu-
tation  la situation  se presente de la maniere suivante: supposons  de plus
que  les ̂  sont  invariants  par rapport  a la conjugaison  complexe  dans
L2(1R3). A  chaque  J v̂  est  associee  une  representation  de Fock  des  opera-
teurs  de Weyl  [11]

h
v
=  h

v
,
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La  representation  produit

V'(h)=®V(h
v
),

v = l

/zeL2(IR3),  h = h

00

est  defϊnie  sur  (X) J%.  On  sait  qu'elle  laisse J^ invariant et que  sa  restric-
v = l

tion  a ̂  est encore  une representation  de Fock.  II est facile  de voir que
sera  lui  aussi  laisse  invariant  si  et  seulement  si

ΣK/VΛ)| »

Soient  encore  U(h)  et  (h)  les  restrictions  de  U'(h)  a  J^ et
D'apres  un  theoreme  de  Klauder  Mac  Kenna  et  Woods  [10, 11] on  sait
que  la  representation  U(f)  V(f)  est  irreductible  et  equivalente  a  la
representation de Fock  U(f)  V(f)  si et seulement si les vecteurs  — C0{ΩV)
et  {l/(/v)Ωv}  sont  faiblement  equivalents  c'est  a  dire  si

Σ| |(Ω v , l7(P)Ω v ) |-l |<oo.
V

Indiquons maintenant comment  la decomposition  (A) se laisse realiser de
maniere  concrete  et  ceci  de  facon  a  ce  que  les  conditions  (B), (C) soient
satisfaites

a)  on  peut  introduire une  base  orthonormale  dans  L2(1R3)  (fonctions
dΉermite  par  exemple).  J v̂  est  alors  de  dimension  1 et  la  condition (B)
s'exprime  par  une  condition  de  regularite  au  voisinage  de fc = 0.  Plus
precisement  il  faut  que

les  u
v
(k)  etant  les  vecteurs  de  base.  La  condition  (C)  sera  surement

verifiee  si  les  vecteurs  de  base  sont  pris  dans  5^(1R3);
b)  on  peut  aussi  envisager  un  recouvrement  de  IR3

iR3 = 0 cv
v = l

les  Cv  etant  des  compacts  disjoints  tels  que  tout  compact  de  IR3  soit
contenu  dans  une  reunion  finie  des  Cv.
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Utilisant  le  lemme  de  Riemann-Lebesque  il  est  alors  facile  de  voir
que  dans  Γespace  de configuration

oύ  g
v  est  la  restriction  au  compact  Cv  de  la  transformee  de  Fourier  de

ρ(/c)//c3/2.  Les  observables  B  a  Γaide  desquelles  on  definit  la  convergence
de  U(f

t
)  vers  C/(oo)  sont  dans  ce  cas  les  observables  locales.

^/(oo)"1  applique  3P(p)  sur  &*.  C'est  aussi  un  isomorphisme  des
algebres  d'operateurs  associees  a  3F  et  3tf(p\  On  a  une  representation

a(h) = a(h) -  %, h)

des  relations  canoniques  de  commutation.
Dans  ce  formalisme  on  peut  aussi  aisement  discuter  Γexistence  de

la  limite  faible  d'expressions  du  type

pour  certaines  classes  d'operateurs  non  bornes  B.  On  peut  par  exemple
s'interesser  aux  operateurs  definis  par

On  s'apercoit  qu'on  peut  donner  un  sens  a  cette  limite  pour  Γoperateur
energie,  pour  Γoperateur  impulsion.  Par  contre  comme  on  doit  s'y
attendre,  elle  n'a  pas  de  sens  pour  Γoperateur  nombre  de  photons.
Un  calcul  tres  simple  montre  en  effet  que,  pour  que  ces  limites  faibles
existent  sur  un  ensemble  dense  de  vecteurs,  il  suffit  que  la  fonction  r(k)
soit  telle  que  r#eZ?(lR3)  et  que  r^2eL1(!R3).

On  a  vu  aussi  que  ^if(p)
in
  = ^(p)out = ^(p)  et  Γespace  de  Hubert

des  etats  sortants  Jfex  est  Γintegrale  hilbertienne des

L'espace  Jf ex  depend  du  choix  de  Γespace  des  champs  de  vecteurs
mesurables  [17]. Get espace des champs de vecteurs mesurables se deduit
de celui  indique  dans  la  definition  de 3?  —  j  <F(p)d

3
p  (cf. Ill) a  Γaide  de

®
la  transformation  U(p,co)  telle  que  Jjf(p)=U(p

9
ao)&'.  L'application

U(p,co)  qui  au  champ  de  vecteurs  Φ(p)e^  de  carre  integrable  fait
correspondre  le  champ  de  vecteurs  U(p,co)Φ(p)  de  3tf(p)  est  un iso-
morphisme  de  Jf7  sur Jf ex.  De plus  1R3  etant  a  base  denombrable,  Jfex

est a base denombrable  [12]. II est aussi  facile de voir que 3tf(pι)  ~ ^($2)
si  et  seulement si  p

1
  = p

2
  (^  = .̂ (0)). A  chaque  3f(p)  est  done  associee

une  representation  des  relations canoniques  de  commutation non  equi-
valente  a  la  representation  de  Fock.
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IV. Le systeme «total»

Si  on  suppose  V(x)  borne

\V(x)\<A«x>

alors  H = H'  + F est self adjoint. Nous  allons voir que H est un  operateur
self  adjoint  pour  une  classe  beaucoup  plus  large  de potentiels.

a)  Quelques proprietes  de  H'  et  de H

Dans  tout  ce qui  suit  Γindice ε signifiera que  Γon  a  remplace  ρ(fc)  par

| f c |>ε>0

ailleurs

Du  fait  que  ]Vε(oo)<oo  Γoperateur e~
i(p

'
Aε(00))  est  un  operateur  unitaire

dans  3F.  De  plus  on  a  Γequivalence  unitaire suivante:

2

0  2mε(oo)

En  effet  il  est  facile  de  verifier  que

•H
l9
ε

2m
  υ  J >  2mε(oo)

etant  defini  par

B, =  Σ  ί -rS  β «(*) (P, «,

D'autre  part  a  Γaide  de  la  representation  explicite  de  e~lίΓί(/7)  on  peut
montrer  que  pour  p  fixe  et pour  un  ensemble dense de  Φ on  a  la  relation
suivante

\\e~
ίHίt

(p)Φ  -  e-
ίlί!t

(p)Φ\\  < C(Φ, ε) (1 + |

!V(Φ)<oo,  C(Φ,ε)^0  quand  ε->0.

Considerons  alors  la  representation  spectrale  de  Γoperateur self  adjoint

H'(p)  =  SλdE(λ)

et  soit  maintenant  une fonction /e C^(IR3).  Considerons

£(/) =  f/(λ)d£(Λ),

£(/) -  J dte-
iHlt

(p)f(t\  /e
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E(f)  est une integrate de Riemann forte. De (5) resulte que sur tout Γespace
de  Fock

) = s-lim£β(/)  V/eC£(IR 3).  (6)

L'equivalence  unitaire  entre  H'
ε
  et  //oay  H  a  pour  consequence

puisque  H™
y ^ 0 que:

E
E
(f)  = 0  si

La  propriete  (6) entraine  que

j = 0  si

Cest  a  dire  que

(7)vr/ =  2m(oo)

Le membre  de droite de cette inegalite est  un nombre  — c  sur  Γespace de
Fock.  II  en resulte que  sur  J^  =

D(A)  etant  le  domaine  de  definition  de  Γoperateur  A  et  V Ψ e D(H')  on  a

\ \ p
2

Ψ \ \ £ 2 m ( c o ) \ \ H ' Ψ \ \ .  (8)

Soit  alors  V  un  potentiel  de  Kato  V(  )e L2(1R3) + L°°(1R3)  c'est  a  dire  un
potentiel  tel  que  V α > 0 3 j β < + o o d e  sorte  que

\\Vu\\  ^κ\\
P

2
u\\+β \\u\\

VweD(p 2 )dansL 2 (IR 3 ).
Mais  d'apres  (8) on  a  sur  2tf  Γinegalite  suivante

\\VΨ\\  ^2otm(oo)\\H'Ψ\\+β\\Ψ\\

et  comme  2αm(oo)  peut  etre  rendu  arbitrairement  petit  H  = H'  -f  F est
self  adjoint  sur  D(#) = D(H')  et  est  borne  inferίeurement  [13].  De  plus
Γequivalence  unitaire  (4) permet  de  conclure  que  H'

£
  a  un  spectre  pure-

ment  continu.  La  propriete  (6) a  pour  consequence  immediate  que  le
spectre  de  H'  est  lui  aussi  purement  continu  [14].

b)  Etats  asymptotίques  du  systeme  H

Soit  Ω(t) = e
lHt

e~
lHΊ

.  Afin  de  montrer  que  revolution  reelle  du
systeme  donnee  par  Γhamiltonien H  tend  asymptotiquement  vers  celle
donnee  par  H'  nous  allons  montrer  que  Γoperateur  de  Moller  Ω(t)
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admet  des  limites  fortes  quand  |ί |—>oo.  Une  condition  suffisante  pour
Γexistence  des  limites fortes Ω±  est  assuree  par  le  fait  que  (pour  Ω

+  par
exemple)

+ 00

J  \\Ve-
ίHtt

Ψ\\dt«x>
to

pour  un  ensemble  d'etats  denses  dans  J^.  Considerons  par  exemple  les
etats  Ψ(p)Φ  de  2tf  definis par:

-¥>(•) eC£(IR3),  Q φ s u p p Ψ ( - ) ,

oo

-Φe^o =  U  P
N^

N = 0

ou  P
N
  est  le  projecteur  qui  annule  les  composantes  d'indice  plus  grand

que  N.
If  faut  estimer  la  decroissance  dans  le  temps  de  la  norme  du  vecteur

(Ve'
ίH>t

  Ψ)  (p) = Jd3p' V(p  -  p'}e-
iHlt

(p')  Ψ(p'}Φ

pour  |ί|  -> oo, V etant  la  transformee  de  Fourier  du  potentiel  V Le  facteur
e^/fo^'commutant  avec  V  ne  contribue  pas  a  la  norme.  II  reste  done
a  estimer

2m(t)

Envisageons  d'abord  le cas  ou  t  est  positif. Pour  estimer  la  decroissance
de  la  norme  du  vecteur  ci  dessus  on  va  utiliser  la  relation  suivante:

Soit /e CJ(IR3) on a  alors:

p

ou  F
n
(r)  est  Γintegrale  multiple de  Fresnel

(9)

F
n
(r)=dr,dr

2
...  dr

n
e^*

r  f  i  r
n
-ι

avec

\F
Λ
(r){^c

n
(l  + rΓ

a
.

La  relation (9) se  demontre  en  integrant  par  parties  en  utilisant le  theo-
reme  de  Green.

Dans  le cas qui nous interesse la contribution des termes tout integres
est  nulle  du  fait  que  Γorigine 0  φ supp  Ψ(-).  Ce que  Γon  utilise par  contre
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est  une  estimation  en ί de  la  norme  suivante

Du  fait  que  \_A
{
(t\  A

k
(tJ]  = 0  on  a

-τ-^Ίr^-τ-e-
ί(p

>
A(t

»Φ

Pour  majorer  cette  expression  on  peut  utiliser  Γinegalite suivante [15]

N(t)  etant  defini  par  (2) et  v etant  tel  que  Φ(n) = 0  pour  n >  v. On  a  done

(A
t
(t)Φ)

M
  = 0  pour  n>v  + l

et

Utilisant  les  relations  (2) et  (9) on  conclut  que

\\Ve~
ίH>t

Ψ\\  ^At'
(N  +

 ̂
}
(\ogt)

N
  .  (10)

A  etant  une  constante  et  N  etant  lie  a  la  faςon  dont  le  potentiel decroit
a  Γinfini.  N  est  tel  que

Jd 3x|x | 2 M |F(jc) | 2<oo  pour  n = 0, 1 . . . N .

Pour  que  la  limite Ώ+  existe  il  suffit  que  N  =  1.  En  effet  pour  N  =  1, 2  . . .
le  membre  de  droite  de  Γinegalite est  une  fonction  integrable  de  t  sur
Γintervalle  [ί0,  +00)  et  il  en  resulte  que  Ω(t)  tend  fortement  vers  Ω

+
 .

La  meme demonstration  peut  se  faire  quand  ί-> — oo.  La  majoration  (10)
montre  que  pour  des  forces  a  courte  portee  la  convergence  de  Ω(t)  vers
Ω

±  peut  etre  plus  rapide  que  n'importe  quelle  puissance  de  l/|ί| sur  les
etats  que  nous  avons  defini  plus  haut  et  qui  forment  un  ensemble  dense
dans  Jtf.

V.  Conclusion

On  a  vu  que  U(p,  t)  tendait  faiblement  vers  un  operateur  U(p, oo)
qui  permute  les  classes  d'equivalence.  En  particulier  U(p,  oo) applique
Γespace  de Fock ^ sur  un espace  de Hubert  Jtf(p)  auquel  est  associee
une  representation  irreductible  des  relations  canoniques  de  commuta-
tion  non  equivalente  a  celle  de  Fock

=  U(p,
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U(p,  oo )  s'interprete  physiquement  comme  Γoperateur  qui  associe  a
Γelectron  d'impulsion  p  son  nuage  forme d'un  nombre  infini  de  photons
mous.  On  a  defini  #C

 ex  par

Θ

Γisomorphisme  entre  Jf  et  ffl ex  est  donne  par  Γapplication  definie  par

I/(oo)=  J d3p £/(/>,  oo)

avec

La  theorie  se  laisse  entierement  reformuler  dans  Γespace  de  Hubert
Jf ex.  II  suffit  de  reinterpreter  tout  ce  qui  a  etc  fait  dans  Jf.  Au  vecteur
Φ(p)e^(p)  correspond  le  vecteur  Φ(p)€Jf(p)

Φ(p)=U(p,<x>)Φ(p)

a  Γoperateur  A  dans  Jf  correspond  Γoperateur  A  dans Jf ex

Tout  ce qui a etc  demontre  sur J^ s'etend  evidemment a Jf ex. En parti-
culier  les  operateurs

(  0
,

2m(oo)

H = H'  + V

sont  self  adjoints  sur  Jfex  puisque  les  operateurs  H'  et  //  (pour  des  V
convenables)  le  sont  sur  Jf.  De  plus  Γoperateur  de  Moller

tend  fortement  vers  Ω
±  quand  ί->±oo.

Ainsi  dans  ffl
  ex  le  probleme  de  la  diffusion  est  bien  defini  et  les

divergences  infrarouges  sont  eliminees.  La  matrice  S  peut  se  definir
dans  Jf ex  par Γexpression  usuelle

C'est  un  plaisir  pour  moi  de  dire  toute  la  reconnaissance  que  j'ai  aux  Professeurs
R.  Jost  et  W.  Hunziker  pour  Γaide  et  les  conseils  qui  ont  permis  a  ce  travail  d'aboutir.
Je  remercie  aussi  tous  mes  amis  de  Γlnstitut  et  tout  specialement  le  Dr.  W.  Schneider
qui  a  lu  mon manuscrit.
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