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❋r❛♥ç♦✐s ❍✐❧❞✶ ❛♥❞ ❙té♣❤❛♥❡ ❘♦✉①✶

❆❜str❛❝t

▼✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ✇❤♦s❡

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s❡s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s

tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡ts ✭❢♦r ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤❡s ✭❢♦r ❣❧♦❜❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r

❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝❛s❡s ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

s❡ts ♦❢ ♣✐❝t✉r❡s✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t

✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r

❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳
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♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✶✱ ✷❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳✱ ❬✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽❪✮✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s❤❛♣❡ ❛♥❞
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❧♦❝❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥s✮ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✷❉✲❉■❈ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ s✉r❢❛❝❡s ❬✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢

✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ❝❧♦✉❞s ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❈❆❉ ♦r ❋❊

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✮ r❡q✉✐r❡s ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞s

r❡❧② ♦♥ ■t❡r❛t✐✈❡ ❈❧♦s❡st P♦✐♥t ✭■❈P✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✶✹✱ ✶✺❪ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡rr♦rs ♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ s✉r❢❛❝❡s ❬✶✻❪✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐ss✉❡s✱ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❬✶✼✱ ✺❪✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢r❛♠❡ t♦ ❜❡

r❡♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ✈✐rt✉❛❧✮ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ♦r

t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐❢ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❬✶✽❪✳ ❯♣ t♦ ♥♦✇✱ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♥❛♠❡❧②✱

♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ r❛t✐♦♥❛❧ ❇✲s♣❧✐♥❡s ✭♦r ◆❯❘❇❙✮ ❬✶✽✱ ✶✾✱ ✷✵❪ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❜❛s❡❞

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✉s✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❬✷✶✱ ✷✷❪ ♦r q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛r ❬✷✸❪ ♠❡s❤❡s✳

❆♥② ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡q✉✐r❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ❜❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦♦❧s✳ ❋✐rst✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
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❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✿
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t♦ ❛ss❡ss t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ▲✐❣❤t✐♥❣

✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡rr♦r✱ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡

st✉❞✐❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❬✸✵❪✳ ❙✉❝❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❡♥❛❜❧❡ s✐♠✉❧❛t♦rs t♦ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡

✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❡s ❬✸✶❪✳ ❚❤✐s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝

r❡✈✐❡✇ s❤♦✇s t❤❛t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡

♦t❤❡r st✉❞✐❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✇✐❧❧

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡

♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥♦✐s❡✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♠✉❧t✐✈✐❡✇

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ st❡r❡♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♠❡r❛s✮ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■t ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❆♥❛❧②s❡s ♦❢ t✇♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧

❝❛s❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥

tr✐❛♥❣✉❧❛r t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡st✐♠❛t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❍❡ss✐❛♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ▲❛st✱ ❛ ❝♦♠♣❛❝t

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❝❤

❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳

▲♦❝❛❧ ✴ ❣❧♦❜❛❧ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❬✷✵❪

✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❛ss❡ss t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

❞✉❡ t♦ ✐♠❛❣❡ ♥♦✐s❡ ✭✐✳❡✳✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r ❧❡✈❡❧s ❬✸✷❪✮✳



✹ ➞❋❍ ✫ ❙❘ ✷✵✷✵

●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❡r❡♦✈✐s✐♦♥ s②st❡♠s ❢♦r s❤❛♣❡ ❛♥❞

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✐✮ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦✲s❡t✉♣✱ ✐✐✮ s❤❛♣❡

❛♥❞ ✐✐✐✮ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✶❪✳ ▼✉❧t✐✈✐❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡s

❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❬✷✵❪✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ♦♥❧② t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ✭✐✳❡✳✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜rst t✇♦ st❡♣s ❝❛♥

❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞

✐ts ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✶✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ st❛♥❞❛r❞ st❡r❡♦❉■❈

♣r♦❝❡❞✉r❡s ❬✶❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉❣❤t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ U ✐s

✇r✐tt❡♥ ❛s

U(X) =

np∑

i=1

3∑

j=1

UijNi(X)ej ✭✶✮

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤❡r❡ X ❞❡♥♦t❡s t❤❡

✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡✱ Ui =
∑3

j=1 Uijej

t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ✭♦✉t ♦❢ np✮ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣♦✐♥t ✭❡✳❣✳✱ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ♦❢

◆❯❘❇❙✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ♠❡s❤ ♥♦❞❡ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✮✱ Ni(X)

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✭s❝❛❧❛r✮ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥

◆❯❘❇❙✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ej t❤❡ ✉♥✐t

✈❡❝t♦rs ✭✐✳❡✳✱ j = 1, 2, 3✮ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳

■♠❛❣❡s ❛s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♠❡r❛s ❛r❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡

❧❛tt❡r ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧②✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②

t❤❛t t❤✐s ♥♦✐s❡ ✐s ●❛✉ss✐❛♥✱ ✇❤✐t❡ ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ♥♦ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣✐①❡❧ t♦

♣✐①❡❧✮ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛✮✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ Uk ✭✇❤❡r❡

t❤❡ ✐♥❞❡① k ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Uij ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s i

❛♥❞ j✮ ❛r❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛ ♥♦✐s❡ η✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

δUk ✇❤♦s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✺

♠♦❞❡❧ r❡❧❛t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s t♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✸✸✱ ✸✹✱ ✷✹✱ ✷✺❪✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐❧❧

✐♥❤❡r✐t ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ ♥♦✐s❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢

●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥❞❡r ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠s✮✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ 〈δUk〉 = 0 ✐s ♥✉❧❧✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡

❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ st❛t✐st✐❝s

✐s ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❬✸✺❪✱ Covkm = 〈δUkδUm〉η ✭✇❤❡r❡

〈·〉η ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ♥♦✐s❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

st✉❞②✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ nc ≥ 2 ❝❛♠❡r❛s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① [Mc] t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥ts

{X} t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s {xc} ✐♥ ❝❛♠❡r❛ c ♣❧❛♥❡ ❜②

sc{xc} = [Mc]{X} ✭✷✮

✇❤❡r❡ sc ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✳

■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st S ✐♥t♦ ns ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲

s✉r❢❛❝❡s✱ Sj ✱ ❛♥❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✇❡✐❣❤t ωc
j ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✱

❛♥❞ ✵ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❤✐❞❞❡♥✱ ❢♦r ❝❛♠❡r❛ c = 1, ..., nc✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st S ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ φ2

φ2 =

nc∑

c=1

ns∑

j=1

∑

X∈Sj

ωc
j

(Ict (x
c + u

c({U}))− Ic0(x
c))2

2(σc)2
✭✸✮

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ {U}✱ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r

t❤❛t ❣❛t❤❡rs t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ Uk✱ ❢♦r t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢

✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ict ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ic0 ✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣✐①❡❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u
c

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ {U}✳ ▲❡t ✉s str❡ss t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r



✻ ➞❋❍ ✫ ❙❘ ✷✵✷✵

♦❢ ❝❛♠❡r❛s ✭✐✳❡✳✱ nc ≥ 2✮ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ ❛s st❛♥❞❛r❞

st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ nc = 2✮✳

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ σc ♦❢ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

✇❤✐t❡ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♠❡r❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❛❧✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞

❢♦r ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✸✻✱ ✸✼❪✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞

δU(X) =

np∑

i=1

3∑

j=1

δUijNi(X)ej ✭✹✮

❋♦r ❝❛♠❡r❛ c✱ t❤✐s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦

δuc(xc) = [ΠΠΠc]δU(X) ✭✺✮

✇❤❡r❡ [ΠΠΠc] = ∂xc/∂X✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✏❦✐♥❡♠❛t✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t②✑ ✜❡❧❞ ✭♥♦

s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r k✮

ϕϕϕc
k(x

c) = δuc(xc)/δUk = [ΠΠΠc]ekNk(X) ✭✻✮

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ Uk ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ek✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤✐s

♣❡rt✉r❜❡❞ ♠♦t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥

x
c

δIc(xc) = ∇Ic0(x
c) · δuc(xc) ✭✼✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❤r❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❣r❛② ❧❡✈❡❧ s❡♥s✐t✐✈✐t②✑ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ψc
k(x

c) = δIc(xc)/δUk = ∇Ic0(x
c) ·ϕϕϕc

i (x
c) ✭✽✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ r❡❧❛t❡s t❤❡ ✸❉ ♠♦t✐♦♥ t♦ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱

✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❚❤✐s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♥❛♠❡❧②✱

t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✱ ηc(xc)✱ ✇✐❧❧ ❜❡



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✼

✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ❞✉❡

t♦ ♠♦t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ δU ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✱ ηc(xc)✱ ❢♦r

❛❧❧ ❝❛♠❡r❛ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ❛❧❧ ❝❛♠❡r❛s✱ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✢✉❝t✉❛t✐♦♥ {δU} ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ φ2✱ ♦r

[H] {δU} =

nc∑

c=1

{δhc} ✭✾✮

✇❤❡r❡ [H] =
∑nc

c=1[H
c] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❍❡ss✐❛♥✱ ❛♥❞ [Hc] t❤❡ ❍❡ss✐❛♥

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛ c

Hc
ij =

ns∑

k=1

∑

X∈Sk

ωc
k

ψc
iψ

c
j

2(σc)2

=

ns∑

k=1

∑

X∈Sk

ωc
k

(∇Ic0 ·ϕϕϕc
i )(∇Ic0 ·ϕϕϕc

j)

2(σc)2
✭✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ x
c ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛♥❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢

s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ❘❍❙ ♠❡♠❜❡r {δhc} r❡❛❞s

δhcj =

ns∑

k=1

∑

X∈Sk

ωc
k

ηcψc
j

2(σc)2
✭✶✶✮

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♦❧❡❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♥♦✐s❡ ✈❛♥✐s❤✱ ♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ [Covu] = 〈{δU}{δU}⊤〉η ❜❡❝♦♠❡s

[Covu] = [H]−1 ✭✶✷✮

❲❤❡♥ ✭✐t❡r❛t✐✈❡✮ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❍❡ss✐❛♥ [H] ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❬✸✽✱ ✶✱ ✸✾❪✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① [Covu] ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ ✐t s✐♠♣❧② ✐s

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ [H] ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡tt✐♥❣✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ◗✹✲❉■❈ ❬✹✵❪✱ ❚✹✲❉❱❈ ❬✹✶❪ ❛♥❞ ❈✽✲

❉❱❈ ❬✹✷❪ t♦ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■❢ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡♥
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S ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❢❛❝❡t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢

♠❛♥② s✉❝❤ ❢❛❝❡ts ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

▲❛st✱ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ▲♦♥❣ r❛♥❣❡

❛♥❞ s❤♦rt r❛♥❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥s

[Hc]✱ ♥❛♠❡❧②✱ ∇Ic0 ✐s r❛♣✐❞❧② ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ϕϕϕc
i ❛♥❞ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ∇Ic0 ⊗∇Ic0 ✐s ❡q✉❛❧

t♦ Sc
k/2〈‖∇Ic0‖22〉I✱ ✇❤❡r❡ Sc

k ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s✉♣♣♦rt s✉r❢❛❝❡ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Nk✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ [ΠΠΠ]ek ✐s ✈❡r② s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢♦r

s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r Sc
k ❢♦r ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡s ♦r

s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ r❛❞✐✐ ✭❛♥❞ ✐ts ♥♦r♠ ❡q✉❛❧ t♦ Πc
k✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡

sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ Uk

σ̃2
k ∝ 1

N2
e

nc∑

c=1

4(σc)2

(Πc
k)

2〈‖∇Ic0‖22〉
✭✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝❛s❡s

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❡s❤ s✐③❡s✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ s✉r❢❛❝❡

♣❛tt❡r♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛♥❛❧②s✐s✱ s❡r✐❡s

♦❢ ✶✵✵ ♣✐❝t✉r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡♥ ✶✵✵ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ r✉♥✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❞❛t❛✱

t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❲❤❛t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✐s

♦♥❧② ♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧ q✉❛♥t✐t② ♣❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ✐ts ✶✵✵ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛♥ ❧❡✈❡❧ ♣❡r

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σu✳



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✾

❚❡st ❝❛s❡s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ◆❯❘❇❙ s❤❛♣❡ t❤❛t ✇❛s st✉❞✐❡❞ t♦

✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❆❉✲❜❛s❡❞ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✶✽✱

✶✾❪✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✐♥✿

✲ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♣r❛②❡❞ ♣❛✐♥t ♦♥ ❛ ❝r♦ss✲s❤❛♣❡❞ s❛♠♣❧❡ ♠❛❞❡ ♦❢

❛ ✈✐♥②❧❡st❡r ♠❛tr✐① r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❊✲❣❧❛ss ✜❜❡rs ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ ❛ ❜✐❛①✐❛❧ t❡st✐♥❣

♠❛❝❤✐♥❡ ❬✹✸❪✳

✲ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦❧♦r ♣❛✐♥t✐♥❣✱ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❣r❛② s❝❛❧❡ ✭✇✐t❤ ❛

❜✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✷ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✱ t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t

❞✐✛❡r ♠✉❝❤ ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝❦❧❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❉■❈ ♣✉r♣♦s❡s✳

❚❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❯❘❇❙

♣❛t❝❤ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ✏❞r❛✇♥✑

♦♥ t❤❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✭❛✮✮ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ◆❯❘❇❙ ❬✹✹❪✳

❲✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✶✽❪✮✱ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡② ✜♥❛❧❧② ♥❡❡❞ t♦

❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛t ♣✐①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

s❝❤❡♠❡ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ✭❛✮ ❘❛♥❞♦♠ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ ✸❉ s❤❛♣❡✳ ✭❜✮ ●r❛② ❧❡✈❡❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❛❞❞❡❞ ♥♦✐s❡✳
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❆ s②♥t❤❡t✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ r❡❣✐st❡r✐♥❣ t❤❡♠

✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱

t❤❡ ❛❞❞❡❞ ♥♦✐s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧♦❛❞✐♥❣

st❡♣✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠

r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡✱ ✐ts ♠❡❛♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳ ■ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✳✾ ❣r❛②

❧❡✈❡❧s✳

❲✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t s♦♠❡ ❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s [ΠΠΠc]ek✳ ❋✐❣✉r❡ ✷

s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✜❡❧❞s ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛♠❡r❛s t❛❦❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱

❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡✐r sq✉❛r❡❞ ♥♦r♠s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛♠❡r❛s✮ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ek ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡

✜❡❧❞s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✮ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❝♦♥tr❛sts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥

♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛♥ t❤♦s❡

♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✜❡❧❞s✳ ❋r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛ ❝❡♥t✐✲♣✐①❡❧

s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♠✐❝r♦♠❡t❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ X ❛♥❞ Y ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ Z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✸✳✹ t✐♠❡s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡✳

■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ X ❛♥❞ Y ❞✐r❡❝t✐♦♥s

✇✐❧❧ ❜❡ ✸✳✹ t✐♠❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ Z ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▼✐❝r♦♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r X ❛♥❞ Y ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❜✉t t❤❡ Z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡

❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✶

✭❛✮ ❧❡❢t ❝❛♠❡r❛

✭❜✮ r✐❣❤t ❝❛♠❡r❛

✭❝✮ ❣❧♦❜❛❧

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ◆♦r♠ ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✜❡❧❞s ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠♣① ✴ ➭♠✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠♦t✐♦♥ ✐♥

X ✭❧❡❢t✮✱ Y ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ❛♥❞ Z ✭r✐❣❤t✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤r❡❡ ❝❛s❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ✜❡❧❞s

❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ✭❛✮✱ r✐❣❤t ✭❜✮ ❝❛♠❡r❛s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝t ✭❝✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚✸✲st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❬✷✶❪✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥

❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ✸✲♥♦❞❡❞

tr✐❛♥❣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧s ✐♥ t✇♦

✭❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ✭♦r ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✮ ❛r❡

t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲✐t❤ s✉❝❤

❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❞❡♥s❡



✶✷ ➞❋❍ ✫ ❙❘ ✷✵✷✵

✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚✸ ❡❧❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❚✸ ♠❡s❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛♥❛❧②s❡s✳ ✭❜✮ ❉❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ♦❢ ❚✸ ❡❧❡♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ♠❡s❤❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 5× 5 ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳✱ ✼✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮✱

10× 10 ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳✱ ✸✵✵ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮✱ 15× 15 ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳✱ ✻✼✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❢r❡❡❞♦♠✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✱ ❛♥❞ 20× 20 ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳✱ ✶✱✷✵✵ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮ ✇✐❧❧

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡tt✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛st❡r ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♥♦t

t❤❡ ❦❡② ❧♦❝❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✐ts

♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮ ✐s t❤❡ ♠❛st❡r✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❝❛♠❡r❛s ❛r❡ s❧❛✈❡❞ t♦

✐t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ♦❢

❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❬✷✶❪✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮✳ ❚❤❡② ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❛s ♣✐①❡❧s ✐♥

st❛♥❞❛r❞ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❬✶❪✱ ❛♥❞ ❛s ●❛✉ss ♣♦✐♥ts ✐♥ r❡❣✉❧❛r ✜♥✐t❡

❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s❡s ❬✹✺❪✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❜❛r②❝❡♥tr✐❝

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ (i/(N + 1), j/(N + 1), (N + 1− i− j)/(N + 1))✱ ✇❤❡r❡ i ❛♥❞ j ❛r❡

✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t 1 ≤ i✱ 1 ≤ j ❛♥❞ (i+ j) ≤ (N + 1)✳ ❲✐t❤ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ N

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ N(N + 1)/2 t❤❡ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥② tr✐❛♥❣❧❡✳ ■t ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✏❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✸

♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✑ Ne ❛s

Ne =

√
N(N + 1)

2
✭✶✹✮

✇❤❡r❡ Ne ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡

❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛s t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣

t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐s

❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ s❝❛❧❡ ✭✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❬✷✵❪✮ ✐t ❜r✐♥❣s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❡❧❡❝t✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❙✉❝❤ s❝❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡

❢❛❝t♦r✳

●❧♦❜❛❧ ❚✸ ❙t❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts Ne✱ ❛s

❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮✱ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❧❡ss t❤❛♥ ✹ t♦ ❧❡ss t❤❛♥ ✹✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r✳ ■♥ st❛♥❞❛r❞ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ t♦ ✹✵ ♣✐①❡❧s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞

t♦ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σu ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts Ne ❢♦r t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤ ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ 20× 20 ♥♦❞❡s✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧✱ ♠✐❝r♦♠❡t❡r t♦ s✉❜✲♠✐❝r♦♠❡t❡r

✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ X ❛♥❞ Y ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ Z

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢♦✉r t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②

st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✜❡❧❞s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ Ne✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r r❡❣✐str❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣

✷❉ ♣✐❝t✉r❡s ❬✹✵❪✳ ❚❤✐s ✜rst r❡s✉❧t ❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭❢♦r ❣❧♦❜❛❧ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σu ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts Ne ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ ♠❛❞❡ ♦❢ 20× 20 ♥♦❞❡s ✭❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts

t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ✲✶✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡r✐❡s

♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛s ❜❡❢♦r❡ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ✈✐rt✉❛❧❧② ♥♦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦✉❣❤t

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭✉♥✐❢♦r♠❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✮ ♥♦ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❡rr♦r ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❡s❤ ✜♥❡♥❡ss✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡

♠❡s❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❛t

t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐❧✉t❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

t❡①t✉r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤

❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✺

✭❛✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σu ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ✭❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ✲✶✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ♥♦✇ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s

❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✐s ❛ ❝♦st❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✱Hdia
ij = Hijδij ✳ ❚❤✐s ✐♥✈❡rs❡

♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♦✛❡rs ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐

❡st✐♠❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ Hdia ❛♥❞ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ r❡s✉❧ts✳ ❲❤❡♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

✐s s♦✉❣❤t✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✾✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s σu

❢♦r ❛❧❧ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❧♦♣❡ ♦❢ ✵✳✾✽✳

▲♦❝❛❧ ❚✸ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t

❢r♦♠ r❡❣✉❧❛r st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶❪✳ ❋✐rst✱ ❚✸ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡

r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❛ ♠❛st❡r✴s❧❛✈❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ❜✉t ✐♥

t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸❉ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐r❞✱ ❛s ❛❧r❡❛❞②

♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡

♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ✭♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r✮ ♣✐①❡❧

❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❋♦✉rt❤✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ st❛♥❞❛r❞

♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡

♠❡❛♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❛st✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♥❣

❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦t❤❡rs s♦ t❤❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳

❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❧❡♠❡♥t ♦✈❡r❧❛♣ s♦ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✼

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts N ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞

❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✹✵✵ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r Ne r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✶✺ t♦ ✸✵✵✳ ❚❤✐s

❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r❡r ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡

s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❬✹✵❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✼

s❤♦✇s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧

❛♥❛❧②s❡s ❛❧s♦ ❛♣♣❧② t♦ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭✐✳❡✳✱ ♣♦✇❡r ✲✶ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ Ne✱ q✉❛s✐

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s❤✱ ❢❛❝t♦r ✸✳✺ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ Z ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σu ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts Ne ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s ✭❧♦❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡

♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ✲✶✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ s❡ts ♦❢ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✇❛②✱ ❛❧❧ ♦❢

t❤❡♠ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ♦✛s❡t ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✳✺

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡

✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤



✶✽ ➞❋❍ ✫ ❙❘ ✷✵✷✵

✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ✷❉✲❉■❈ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ◗✹ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡

❝♦♠♣❛r❡❞ ❬✹✵❪✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σu ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts Ne ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡

❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ✲✶✳

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts

t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ❜♦t❤

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭s✉♣❡rs❝r✐♣t

l✮✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts

N l
e s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❚✸ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✱

✭s✉♣❡rs❝r✐♣t g✮✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❬✹✵❪✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❛✮✳ ❋♦r

❝♦r♥❡r ♥♦❞❡s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
√
2N l

e✳ ❋♦r ❡❞❣❡ ♥♦❞❡s✱ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡

♠♦st❧② ✉s❡❞ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
√
3N l

e✮✳ ▲❛st✱ ❢♦r ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s

t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s s✐① ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
√
6N l

e✮✳ ■t

❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ Ng
e ❢♦r ❣❧♦❜❛❧ ❚✸ ♠✉❧t✐✈✐❡✇

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s

Ng
e ≤

√
6N l

e ✭✶✺✮



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶✾

✇❤✐❝❤ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡ ♥♦❞❡s ❜❡❝♦♠❡s

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s ✭Ne ≫ 1✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡✐♥✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t

❢♦r t❤❡ ✜♥❡st ♠❡s❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②

❢♦r ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❝♦r♥❡r ❛♥❞ ❡❞❣❡ ♥♦❞❡s ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡

✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❛rts ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ ✐ts ✉♣♣❡r

❜♦✉♥❞✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❚✸ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❉❡♣✐❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❛❧

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ✭❜✮ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤❡s st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡✐♥ ❢♦r ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧

❛♥❛❧②s❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❛r❡ ♥♦✇ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ s❡r✐❡s

♦❢ ❛♥❛❧②s❡s✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧②

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❢♦r ✷❉✲❉■❈ ❛♥❛❧②s❡s ❬✹✵❪✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r

✷✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛✇ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ ✐s ♥♦✇ ✉♥❞❡rst♦♦❞

❛s t❤❡
√
6 r❛t✐♦ ✐♥ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σu ✈s✳ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭Ng
e ♦r N l

e✮ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s✱ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡

♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ✲✶✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ■❢ t❤❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ❚✸ ❡❧❡♠❡♥t ❤❛s ❛

♥♦❞❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s ✻ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❛t ♠♦st ❡q✉❛❧ t♦ 1/
√
6✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❧❡ss ✭✐✳❡✳✱ 1/
√
6✮ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛♥ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♥♦❞❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ✐♥♥❡r

♥♦❞❡s✱ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❡r❝✐s❡❞ ✐❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s s♦✉❣❤t

✭✐✳❡✳✱ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❛s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ◗✹✲❉■❈ ❬✹✵❪✮✳

P❛✐♥t✐♥❣

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♣❛✐♥t✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡

❉❡s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈r♦ss ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❛✮✮ t❤❛t ✇❛s r❡❝❡♥t❧② r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦

❙❡❜❛st✐❛♥ ❉ür✐♥❣ ❬✹✻❪✳ ❉✉r✐♥❣ ✐ts r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ◆❯❘❇❙✲❜❛s❡❞ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t✇♦ t❡♥s✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥✈❛s ✐♥ ♦r❞❡r t♦

♠✐♥✐♠✐③❡ ✇r✐♥❦❧✐♥❣ ❬✹✼❪✳ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✇❛s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❣r❛②



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✷✶

❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ◆♦ ♣❛tt❡r♥ ✇❛s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐s r❛t❤❡r ❧♦✇ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s♣❡❝❦❧❡ ♣❛tt❡r♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✮✱ ✐t

✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✈❡r② ✜♥❡ ❛♥❛❧②s❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢♦r♠❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❣❧♦❜❛❧ ◆❯❘❇❙✲

❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s❡s✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❡st ❝❛s❡ t♦ ♣r♦❜❡ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ✭❛✮ ❘❡st♦r❡❞ ❉❡s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈r♦ss ❬✹✻❪✳ ✭❜✮ ●r❛② ❧❡✈❡❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❛❞❞❡❞

♥♦✐s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥♦✐s❡✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✳✸ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s✳

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s t♦ ❜❡ r❡❣✐st❡r❡❞

✇✐t❤ t❤❡✐r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐s ❞❡❡♠❡❞ ✈❡r②

❞✐✣❝✉❧t✱ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❢r♦♠ ✼

t♦ ✻✹✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

✇✐t❤ Ne ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡s❤❡s✳ ❆s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✱

t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭✐✳❡✳✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ Z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢♦✉r

t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s X ❛♥❞ Y ✱ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ♠❡s❤ ✐♥s❡♥s✐t✐✈✐t②✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s σu ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts Ne ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ✭❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡

♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ✲✶✳

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✭❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢✮ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱

✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ ✈❡r② s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✇✐t❤

❛ s❧♦♣❡ ♦❢ ✶✳✵✷✳ ❆♥ ♦✛s❡t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ X✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♦r✐❣✐♥ ❤❛s ♥♦t

❜❡❡♥ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s σu

❢♦r ❛❧❧ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❧♦♣❡ ♦❢ ✶✳✵✷✳



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✷✸

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ ✭✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✳ ■♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t❡r♠s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛

❢♦✉r❢♦❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❛tt❡r♥

✭❋✐❣✉r❡ ✶✹✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ✭✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s

✈❡r② ❝❧♦s❡ ❢♦r t❤❡ ♣✐❝t✉r❡s ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡✐♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡s✳

❚❤❡ ❘▼❙ ❝♦♥tr❛st ✭✐✳❡✳✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♥♦r♠ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦✈❡r t❤❡

r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✮ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✵✳✻ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ♣❡r ♣✐①❡❧✱

❛♥❞ ✹✳✽ ❢♦r t❤❡ ❉❡s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈r♦ss✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σu ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts Ne ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts

t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ✲✶✳

❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✱ ♥❛♠❡❧②✱

❝♦♥tr❛st✱ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢ ✏♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱✑ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱

❛♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❡st✐♠❛t❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮

σ̃2
u =

1

N2
e

nc∑

c=1

4(σc)2

(Πc
u)

2〈‖∇Ic0‖22〉
✭✶✻✮

✇❤❡r❡ Πc
u ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ✭♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❘❖■✮ ♣✐①❡❧✴♠ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡

st✉❞✐❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ [ΠΠΠc]✳ ■❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s



✷✹ ➞❋❍ ✫ ❙❘ ✷✵✷✵

♠❡❛♥✲✜❡❧❞ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ σu ❜② ✐ts

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ σ̃u s❤♦✉❧❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ Σu✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✺

s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s tr❡♥❞ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝❛s❡s ✇✐t❤ Σu = 1.2± 0.3✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ♥♦r ♦♥ t❤❡ ✏s♣❡❝❦❧❡✑ ♣❛tt❡r♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② Σu = σu/σ̃u ✈s✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts Ne ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡

❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♠❡❛♥ ❧❡✈❡❧ ✭✐✳❡✳✱ 1.2± 0.3✮✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢

♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡♥❛❜❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦✮ ❝❛♠❡r❛s

✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❛❧✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ st❡♣✳ ■♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❛s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ tr✐❛♥❣✉❧❛r

t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s ♦r ♠❡s❤❡s ♠❛❞❡ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙✉❝❤ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❧❡❛❞ t♦

❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❚✸ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♦♥❧② t✇♦ ❝❛♠❡r❛s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

♠♦❞❛❧✐t② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❬✷✶✱ ✷✷❪✳

❆ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❢r❡❡❞♦♠ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✷✺

❧❡✈❡❧ ❬✸✷❪✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡tt✐♥❣✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✉❝❤ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ♣r✐♦r✐

❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ♣r♦❜❡❞ ♦♥ t✇♦ t❡st ❝❛s❡s ❢♦r

✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ♣❛tt❡r♥ ✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✭✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❢♦✉r❢♦❧❞

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥tr❛st✮✳ ❱❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥

t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥

s❡r✐❡s ♦❢ ✶✵✵ ♣✐❝t✉r❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡ ✇❛s ❛❞❞❡❞✳ ❆ ✉♥✐q✉❡ ❝♦❧❧❛♣s❡

❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❛♥❣✐♥❣ ♦✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱

t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳

❯♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥s ✇❡r❡

❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✷❉✲❉■❈ ❬✹✵❪✱ ❛♥❞

❉❱❈ ❬✹✷✱ ✹✶❪ ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ✇❛s

❛ r❛t✐♦ ♦❢
√
6✱ ❛♥❞ t❤❛t ❧❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✭❜② t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t♦r✮✱ ❢♦r t❤❡

s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡✐♥ ✇❡r❡ ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡s

✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦✐s❡✳ ❙✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦✇ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

❢♦r r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡② s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥s t♦

❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❬✸✺❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ st❡♣ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✉t✐❧✐③❡❞ ❤❡r❡✐♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s❡s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s

♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ▲❛st✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t t♦♦❧s ❛r❡ ✈❡r②

✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✈✐❡✇

s②st❡♠s ❬✹✽❪✳
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✇✐t❤✐♥ P❘❈ ▼❊❈❆❈❖▼P✱ ❛ ❋r❡♥❝❤ r❡s❡❛r❝❤

♣r♦❥❡❝t ❝♦✲❢✉♥❞❡❞ ❜② ❉●❆❈ ❛♥❞ ❙❆❋❘❆◆ ●r♦✉♣✱ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❙❆❋❘❆◆ ●r♦✉♣

❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❙❆❋❘❆◆ ●r♦✉♣✱ ❖◆❊❘❆ ❛♥❞ ❈◆❘❙✳

❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ
c

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣❡♥❞✐① ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σc

♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❛♥② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t xc✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ηc ❛t

♣✐①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s x
c ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s ❛t

♣♦s✐t✐♦♥ x
c r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ▲❡t t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ni ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ni s✉❝❤ t❤❛t

Ic(xc) =

ni∑

i=1

Ic(xc
i )Ni(x

c) ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ xc
i ❞❡♥♦t❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ Ic ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❝❛♠❡r❛ c✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ηc ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ✭✇✐t❤ ③❡r♦

♠❡❛♥✮ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① [Covηc ]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡

s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ ❣r❛② ❧❡✈❡❧s Ic(xc
i ) ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮✮✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱

❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ (σc)2 ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t xc r❡❛❞s

(σc)2(xc) = ||{N(xc)}||2[Covηc ] ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ || · ||[Covηc ] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦r♠ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

[Covηc ]✱ ❛♥❞ {N(xc)} t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ❣❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

Ni ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x
c✳ ❲❤❡♥ ♥♦✐s❡ ✐s ✇❤✐t❡ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

ηc

✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① r❡❞✉❝❡s t♦ σ2
ηc [I]✱ ✇❤❡r❡ [I] ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✮✱

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t ❜❡❝♦♠❡s

(σc)2(xc) = σ2
ηc ||{N}||22 ✭✶✾✮



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✷✼

✇❤❡r❡ || · ||2 ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▲✷✲♥♦r♠✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s❡s✱ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

❢♦✉r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥❡❡❞❡❞

Ni(x
c, yc) = σ2

ηc

(
1

2
± xc

)(
1

2
± yc

)
✭✷✵✮

❢♦r −1/2 ≤ xc, yc ≤ 1/2 ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❤❛❧❢ ✐♥t❡❣❡rs✮✳ ❚❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 t❤❡♥ r❡❛❞s

(σc)2(xc, yc) = σ2
ηc

∑(
1
2 ± xc

)2 ( 1
2 ± yc

)2

= σ2
ηc

(
1
4 + (xc)2 + (yc)2 + 4(xc)2(yc)2

) ✭✷✶✮

■❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts✮✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ (σc)2 ✇rt✳ xc ❛♥❞ yc ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

(σc)2 ≈
∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

(σc)2(x, y)dxdy =
4

9
σ2
ηc ✭✷✷✮

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱

σc ≈ 2

3
σηc ✭✷✸✮

■t ✐s ✇♦rt❤ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❡♥♦✉❣❤

✭✐✳❡✳✱ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞

♦♥❧② ❤❛✈❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡tt✐♥❣ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✮ ✐s st✐❧❧

♦♣t✐♠❛❧✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙✉tt♦♥ ▼✱ ❖rt❡✉ ❏ ❛♥❞ ❙❝❤r❡✐❡r ❍✳ ■♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s❤❛♣❡✱ ♠♦t✐♦♥

❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿ ❇❛s✐❝ ❈♦♥❝❡♣ts✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨ ✭❯❙❆✮✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✳
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❬✷❪ ❙✉tt♦♥ ▼✳ ❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞✱ ♥♦♥❝♦♥t❛❝t✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿ ❆ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❘❡✈✐❡✇s ✷✵✶✸❀ ✻✺✭❆▼❘✲✶✸✲✶✵✵✾✮✿ ✵✺✵✽✵✷✳

❬✸❪ ●❖▼✳ ❆❘❆▼■❙✳ ❙❡♥s♦rs ❢♦r ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

❛♥❛❧②s❡s✳ ✷✵✶✾ ✭❛❝❝❡ss❡❞✮✳ ❯❘▲ ✇✇✇✳❣♦♠✳❝♦♠✴♠❡tr♦❧♦❣②✲s②st❡♠s✴

❛r❛♠✐s✳❤t♠❧✳

❬✹❪ ❍♦❧♦✸✳ ❈♦rr❡❧✐❙❚❈✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✾

✭❛❝❝❡ss❡❞✮✳ ❯❘▲ ✇✇✇✳❝♦rr❡❧✐✲st❝✳❝♦♠✴✳

❬✺❪ ❊✐❦♦s✐♠✳ ❊✐❦♦❚✇✐♥ ❉■❈ ✲ ●❧♦❜❛❧ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ✷✵✶✾ ✭❛❝❝❡ss❡❞✮✳ ❯❘▲

❡✐❦♦s✐♠✳❝♦♠✴❡♥✴❡✐❦♦t✇✐♥✲✷✴✳

❬✻❪ ❉❛♥t❡❝ ❉②♥❛♠✐❝s✳ ◗✲✹✵✵ ❉■❈ ✲ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✲

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❙❤❛♣❡✱ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❙tr❛✐♥✳ ✷✵✶✾ ✭❛❝❝❡ss❡❞✮✳ ❯❘▲

✇✇✇✳❞❛♥t❡❝❞②♥❛♠✐❝s✳❝♦♠✴q✲✹✵✵✲❞✐❝✴✳

❬✼❪ ▲❛ ❱✐s✐♦♥✳ ❙tr❛✐♥▼❛st❡r✳ ✷✵✶✾ ✭❛❝❝❡ss❡❞✮✳ ❯❘▲ ✇✇✇✳❧❛✈✐s✐♦♥✳❞❡✴❡♥✴

♣r♦❞✉❝ts✴str❛✐♥♠❛st❡r✴✳

❬✽❪ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❙♦❧✉t✐♦♥s✳ ❱■❈✲✸❉✳ ◆♦♥✲❈♦♥t❛❝t ❋✉❧❧✲❋✐❡❧❞ ✸❉ ❙tr❛✐♥

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠✳ ✷✵✶✾ ✭❛❝❝❡ss❡❞✮✳ ❯❘▲ ✇✇✇✳❝♦rr❡❧❛t❡❞s♦❧✉t✐♦♥s✳

❝♦♠✴✈✐❝✲✸❞✴✳

❬✾❪ ▲✉♦ P✱ ❈❤❛♦ ❨✱ ❙✉tt♦♥ ▼ ❡t ❛❧✳ ❆❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❛♥❞ r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r

✈✐s✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✶✾✾✸❀ ✸✸✿ ✶✷✸✕✶✸✷✳

❬✶✵❪ ▲✉♦ P✱ ❈❤❛♦ ❨ ❛♥❞ ❙✉tt♦♥ ▼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ t♦

t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❖♣t✐❝❛❧

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✶✾✾✹❀ ✸✸✭✸✮✿ ✾✽✶✕✾✾✵✳



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✷✾

❬✶✶❪ ❍❡❧♠ ❏✱ ▼❝◆❡✐❧❧ ❙ ❛♥❞ ❙✉tt♦♥ ▼✳ ■♠♣r♦✈❡❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❖♣t✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

✶✾✾✻❀ ✸✺✭✼✮✿ ✶✾✶✶✕✶✾✷✵✳

❬✶✷❪ ❖rt❡✉ ❏❏✱ ●❛rr✐❝ ❱ ❛♥❞ ❉❡✈② ▼✳ ❈❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✸❉ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ s❤❡❡t ♠❡t❛❧ ♣❛rts✳

■♥ ❘❡❢r❡❣✐❡r P ❛♥❞ ❆❤❧❡rs ❘❏ ✭❡❞s✳✮ ◆❡✇ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ▼❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ■■✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✶✵✶✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❖♣t✐❝s ❛♥❞ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ❙P■❊✱ ♣♣✳ ✷✺✷✕✷✻✸✳

❬✶✸❪ ▲❛✈❡st ❏▼✱ ❱✐❛❧❛ ▼ ❛♥❞ ❉❤♦♠❡ ▼✳ ❉♦ ✇❡ r❡❛❧❧② ♥❡❡❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥❄ ■♥ ❇✉r❦❤❛r❞t

❍ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥ ❇ ✭❡❞s✳✮ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✕ ❊❈❈❱✬✾✽✳ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✿

❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ♣♣✳ ✶✺✽✕✶✼✹✳

❬✶✹❪ ❇❡s❧ P ❛♥❞ ▼❝❑❛② ◆✳ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✲❞ s❤❛♣❡s✳ ■♥

❙❡♥s♦r ❋✉s✐♦♥ ■❱✿ ❈♦♥tr♦❧ P❛r❛❞✐❣♠s ❛♥❞ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✻✶✶✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❖♣t✐❝s ❛♥❞ P❤♦t♦♥✐❝s✱ ♣♣✳ ✺✽✻✕✻✵✼✳

❬✶✺❪ ❩❤✉ ▲✱ ❇❛r❤❛❦ ❏✱ ❙r✐✈❛ts❛♥ ❱ ❡t ❛❧✳ ❊✣❝✐❡♥t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥

✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡✲❢♦r♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❞✈❛♥❝❡❞

▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✷✵✵✼❀ ✸✷✭✺✲✻✮✿ ✺✵✺✕✺✶✺✳

❬✶✻❪ ❙❡♥✐♥ ◆✱ ❈♦❧♦s✐♠♦ ❇ ❛♥❞ P❛❝❡❧❧❛ ▼✳ P♦✐♥t s❡t ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✜tt✐♥❣

❢♦r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐❝♣ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ✐♥ ♠✉❧t✐s❡♥s♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

♠❡tr♦❧♦❣②✳ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r✲■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✷✵✶✸❀ ✷✾✭✶✮✿

✸✾✕✺✷✳

❬✶✼❪ ❋ ❍✐❧❞ ❛♥❞ ❙ ❘♦✉①✳ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❡r❡♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♦❜❥❡❝t✳ P❛t❡♥t ❢❛♠✐❧② ❋❘✷✾✾✶✹✹✽❇✶✱ ❊P✷✽✺✻✹✷✹❇✶✱ ❯❙✾✼✸✸✵✼✶❇✷✱



✸✵ ➞❋❍ ✫ ❙❘ ✷✵✷✵

❊❙✷✼✵✵✾✼✺❚✸✱ ✷✵✶✷✳ ❯❘▲ ♣❛t❡♥ts✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴♣❛t❡♥t✴❋❘✷✾✾✶✹✹✽❇✶✴

❡♥✳

❬✶✽❪ ❇❡❛✉❜✐❡r ❇✱ ❉✉❢♦✉r ❏✱ ❍✐❧❞ ❋ ❡t ❛❧✳ ❈❆❉✲❜❛s❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉✲❉■❈

s②st❡♠✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❡st ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rts✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

▼❡❝❤❛♥✐❝s ✷✵✶✹❀ ✺✹✭✸✮✿ ✸✷✾✕✸✹✶✳

❬✶✾❪ ❉✉❢♦✉r ❏❊✱ ❇❡❛✉❜✐❡r ❇✱ ❍✐❧❞ ❋ ❡t ❛❧✳ ❈❆❉✲❜❛s❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ✜rst ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✷✵✶✺❀ ✺✺✭✾✮✿ ✶✻✺✼✕✶✻✻✽✳

❬✷✵❪ ❉✉❢♦✉r ❏❊✱ ❍✐❧❞ ❋ ❛♥❞ ❘♦✉① ❙✳ ❙❤❛♣❡✱ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧

Pr♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ■s♦❣❡♦♠❡tr✐❝ ▼✉❧t✐✈✐❡✇ ❙t❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❙tr❛✐♥ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❉❡s✐❣♥ ✷✵✶✺❀ ✺✵✭✼✮✿ ✹✼✵✕✹✽✼✳

❬✷✶❪ ❉✉❜r❡✉✐❧ ▲✱ ❉✉❢♦✉r ❏❊✱ ◗✉✐♥s❛t ❨ ❡t ❛❧✳ ▼❡s❤✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✇✐t❤ st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✷✵✶✻❀ ✺✻✭✼✮✿ ✶✷✸✶✕✶✷✹✷✳

❬✷✷❪ P✐❡rré ❏❊✱ P❛ss✐❡✉① ❏❈ ❛♥❞ Pér✐é ❏◆✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❙t❡r❡♦ ❉✐❣✐t❛❧ ■♠❛❣❡

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✿ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

▼❡❝❤❛♥✐❝s ✷✵✶✼❀ ✺✼✭✸✮✿ ✹✹✸✕✹✺✻✳

❬✷✸❪ ❉✉❢♦✉r ❏✱ ❇❡❛✉❜✐❡r ❇✱ ❘♦✉① ❙ ❡t ❛❧✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣

❈❆❉✲❜❛s❡❞ st❡r❡♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡s❤❡s✳ ■♥ ■❈❊▼ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✳

❬✷✹❪ ❘❛♦ ❈✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛❧❝✉tt❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✶✾✹✺❀

✸✼✿ ✽✶✕✽✾✳

❬✷✺❪ ❈r❛♠ér ❍✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❏ ✭❯❙❆✮✿

Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈✳ Pr❡ss✱ ✶✾✹✻✳

❬✷✻❪ ❲❛♥❣ ❨◗✱ ❙✉tt♦♥ ▼❆✱ ❑❡ ❳❉ ❡t ❛❧✳ ❖♥ ❊rr♦r ❆ss❡ss♠❡♥t ✐♥ ❙t❡r❡♦✲❜❛s❡❞

❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✷✵✶✶❀ ✺✶✭✹✮✿ ✹✵✺✕✹✷✷✳



❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✸✶

❬✷✼❪ ❑❡ ❳❉✱ ❙❝❤r❡✐❡r ❍❲✱ ❙✉tt♦♥ ▼❆ ❡t ❛❧✳ ❊rr♦r ❆ss❡ss♠❡♥t ✐♥ ❙t❡r❡♦✲❜❛s❡❞

❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✷✵✶✶❀ ✺✶✭✹✮✿ ✹✷✸✕✹✹✶✳

❬✷✽❪ ❘❡✉ P✳ ❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
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