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❘és✉♠é

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✜❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
♣❛q✉❡ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦♥♦✲♣♦rt❡✉s❡ s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ à
é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s é♠❡tt❡✉rs✲ré❝❡♣t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ à ❧❛ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❡t ❝❡❝✐ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡s ✭❍❆❘◗✮✳

❊♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r à ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡
❜❛sé s✉r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❆
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ♥♦♠♠é ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜❛ttr❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s②♠✲
❜♦❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ P✉✐s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡✱
♥♦✉s r❡✈✐s✐t♦♥s ✉♥ ❛✉tr❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té q✉✬❡st ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♥♦✉s s♦✉❧✐❣♥♦♥s ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♦✛❡rt ♣❛r ❝❡ s❝❤é♠❛✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s②♠❜♦❧❡s✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ♣ré❝é❞❡♥ts s♦✉s tr❛✐t❡♠❡♥t ✐tér❛t✐❢ ♦✉ ♥♦♥ ✐tér❛t✐❢ ❛✉ ré✲
❝❡♣t❡✉r✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞ît❡s ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉①
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡s✳

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲
❝❛rr✐❡r s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞
tr❛♥s❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡✲❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍②❜r✐❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝
❘❡♣❡❛t r❡◗✉❡st ✭❍❆❘◗✮ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋r♦♠
t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t
❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r✲
❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s❧♦✇ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t♦♦❧s✱ ✇❡ r❡✈✐s✐t
❛♥♦t❤❡r tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s
✉♥❞❡r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡✲
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✶✳✼ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ♣r♦❛❦✐s✲❈ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
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✷✳✹ ❇♦✉♥❞s ♦♥ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r Pr♦❛❦✐s✲❇ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✺ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Θ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✻ ❇♦✉♥❞s ♦♥ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✶ P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞❡❞ ❍❆❘◗ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✷ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r Pr♦❛❦✐s✲❈ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✸ ❘❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ PP❉ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✹ P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r Pr♦❛❦✐s✲❈ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✺ P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✻ P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦✈❡r ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✼ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✼✼

✸✳✽ P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❙❈▼❊ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
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✹✳✺ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❈❈✲❍❆❘◗ ✇✐t❤ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ✳ ✳ ✳ ✾✵
✹✳✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❇■❉ ❢♦r ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✹✳✼ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❇■❉ ❢♦r ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✹✳✽ ❚❤r♦✉❣❤♣✉t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ♦✈❡r ❙❚❙❈ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✹✳✾ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❇■❉ ❛♥❞ PP❉ ❢♦r ♥♦♥ ❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✹✳✶✵ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❇■❉ ❛♥❞ PP❉ ✉s✐♥❣ ❛ t✉r❜♦ ❝♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✹✳✶✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❇■❉ ❛♥❞ PP❉ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✹✳✶✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❇■❉ ❛♥❞ PP❉ ✇✐t❤ ❛♥ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✹✳✶✸ ❇❧♦❝❦ ❡rr♦r st❛t✐st✐❝s ♦✈❡r ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✹✳✶✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❇■❉ ♦✈❡r 2 × 2 ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✹✳✶✺ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❢♦r t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ✶✵✸
✹✳✶✻ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❢♦r 2 × 2 ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✹✳✶✼ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦✈❡r 2 × 2 ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✹✳✶✽ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✳ ✶✵✺
✹✳✶✾ ▼❋❇ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✶ ❚r❛♥s♠✐tt❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✺✳✷ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✺✳✸ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t✇♦ ❧❛②❡rs r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✺✳✹ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ♠❛tr✐① ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✺✳✺ P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✺✳✻ ❖♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✺✳✼ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✺✳✽ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼❘❈ ❛♥❞ ▼▼❙❊ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✺✳✾ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
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▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❇P❙❑ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✹✳✷ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΓT ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✹✳✸ ■❘✲❍❆❘◗ ❙◆❘ ❣❛✐♥ ♦✈❡r ❈❈✲❍❆❘◗ ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✐①





●❧♦ss❛r②

✸●PP ❚❤✐r❞ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ P❛rt♥❡rs❤✐♣ Pr♦❥❡❝t
❆PP ❆ P♦st❡r✐♦r✐ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②
❆❈ ❆✉t♦✲❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
❆❘◗ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❘❡♣❡❛t r❡◗✉❡st
❆❲●◆ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❲❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ◆♦✐s❡
❇❊❘ ❇✐t✲❊rr♦r ❘❛t❡
❇■❈▼ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❈♦❞❡❞ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥
❇■❉ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❉✐✈❡rs✐t②
❇P❙❑ ❇✐♥❛r② P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ❑❡②✐♥❣
❈❈ ❈❤❛s❡✲❈♦♠❜✐♥❣
❈P ❈②❝❧✐❝ Pr❡✜①
❈❙■ ❈❤❛♥♥❡❧ ❙t❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❉❋❚ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠
❊❉●❊ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❉❛t❛ r❛t❡ ❢♦r ●❙▼ ❊✈♦❧✉t✐♦♥
❊❳■❚ ❊❳tr✐♥s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚r❛♥s❢❡r
❋❉ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❉♦♠❛✐♥
❋❊❘ ❋r❛♠❡✲❊rr♦r ❘❛t❡
❋■❘ ❋✐♥✐t❡ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡
❋❋❚ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠
●❙▼ ●❧♦❜❛❧ ❙②st❡♠ ❢♦r ▼♦❜✐❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❍❆❘◗ ❍②❜r✐❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❘❡♣❡❛t r❡◗✉❡st
■❈ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❛♥❝❡❧❧❡r
■❘ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝②
■❚ ■❞❡♥t✐❝❛❧ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
■❙■ ■♥t❡rs②♠❜♦❧ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
▲❉P❈ ▲♦✇ ❉❡♥s✐t② P❛r✐t② ❈❤❡❝❦ ✭❝♦❞❡✮
▲▲❘ ▲♦❣✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❘❛t✐♦
▲❚❊ ▲♦♥❣✲❚❡r♠ ❊✈♦❧✉t✐♦♥
▲❚❙❈ ▲♦♥❣✲❚❡r♠ ❙t❛t✐❝ ❈❤❛♥♥❡❧
▼❆P ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐
▼❋❇ ▼❛t❝❤❡❞✲❋✐❧t❡r ❇♦✉♥❞
▼■▼❖ ▼✉❧t✐♣❧❡✲■♥♣✉t ▼✉❧t✐♣❧❡✲❖✉t♣✉t
▼■❙❖ ▼✉❧t✐♣❧❡✲■♥♣✉t ❙✐♥❣❧❡✲❖✉t♣✉t
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●❧♦ss❛r②

▼▲ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
▼▲❙❉ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
▼▼❙❊ ▼✐♥✐♠✉♠ ▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦r
▼❙❊ ▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦r
❖❋❉▼ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❉✐✈✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣
❖❋❉▼❆ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❉✐✈✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆❝❝❡ss
❖❙❊❉ ❖✉t♣✉t ❙q✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❉✐st❛♥❝❡
P❆P❘ P❡❛❦✲t♦✲❆✈❡r❛❣❡ P♦✇❡r ❘❛t✐♦
PP❉ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❉✐✈❡rs✐t②
P❙❑ P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ❑❡②✐♥❣
◗❆▼ ◗✉❛❞r❛t✉r❡✲❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥
◗P❙❑ ◗✉❛t❡r♥❛r② P❤❛s❡✲❙❤✐❢t ❑❡②✐♥❣
❘❙❈ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❙②st❡♠❛t✐❝ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ✭❈♦❞❡✮
❙❈✲❋❉▼❆ ❙✐♥❣❧❡ ❈❛rr✐❡r ❋r❡q✉❡♥❝② ❉✐✈✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆❝❝❡ss
❙■❈ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❈❛♥❝❡❧❧❡r
❙■▼❖ ❙✐♥❣❧❡✲■♥♣✉t ▼✉❧t✐♣❧❡✲❖✉t♣✉t
❙■❙❖ ❙♦❢t✲■♥♣✉t ❙♦❢t✲❖✉t♣✉t
❙◆❘ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦
❙❚❙❈ ❙❤♦rt✲❚❡r♠ ❙t❛t✐❝ ❈❤❛♥♥❡❧
❚❈ ❚✉r❜♦✲❈♦❞❡
❚❉ ❚✐♠❡✲❉♦♠❛✐♥
❚❊ ❚✉r❜♦✲❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
❚❙❈ ❚♦t❛❧ ❙q✉❛r❡❞ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥
❲❇❊ ❲❡❧❝❤ ❇♦✉♥❞ ❊q✉❛❧✐t②
❲✐▼❆❳ ❲♦r❧❞✇✐❞❡ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❢♦r ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆❝❝❡ss
❯▼❚❙ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼♦❜✐❧❡ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❙②st❡♠
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●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆
♦✇❛❞❛②s✱ ✇❡ ❛r❡ ✇✐t♥❡ss✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s s❡r✈✐❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✱ ✈✐❞❡♦✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ■❈❚

✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❯♥✐♦♥✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ t❡❧❡♣❤♦♥❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❤❛❞ r❡❛❝❤❡❞ ✹✾✪ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
②❡❛r ✷✵✵✼✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❤❛❞ ❡✈❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ✾✼✪ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣♦rt❛❜❧❡ ✇✐r❡❧❡ss t❡r♠✐♥❛❧s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❜✐❧❡ t❡❧❡♣❤♦♥②✱ ✇✐r❡❧❡ss ■♥t❡r♥❡t✱ ❛♥❞ tr❛✣❝
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
❛r❡❛ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ st❡❛❞✐❧②✳ ❚❤✐s ❣r♦✇✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ✐s
♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ r❛t❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢
s❡r✈✐❝❡✳

❘❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r♦✉❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❡✛❡❝ts ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣✱ s❤❛❞♦✇✐♥❣✱ ♣❛t❤✲❧♦ss✱ ♥♦✐s❡✱ ❡t❝✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠❜❛t t❤❡s❡
❡✛❡❝ts✱ ❛❞✈❛♥❝❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ s✉❝❤ ❛s tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t②
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ ❡rr♦rs ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱
❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ t♦ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝♦❞❡ t②♣❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ✐s ✉s✉❛❧❧②
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ ✭❇❊❘✮ ♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❛♠❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✭❋❊❘✮✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧❛②✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡
r❡q✉✐r❡❞ s✉❝❤ ❛s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳

❆ ♥❡❡❞ ❢♦r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s

❆ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ ✐♥ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✐s ❤♦✇ t♦ ❝♦♥tr♦❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡r✲
r♦rs ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋♦r ♦♥❡✲✇❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛s ✐♥
❜r♦❛❞❝❛st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ r❛t❡ ♠✉st ❜❡ s✉✐t❛❜❧② ❝❤♦s❡♥ t♦
♠❛t❝❤ t❤❡ ✇♦rst ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❛✐❞ ✧✇♦rst ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✧ ❛r❡ t♦ ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧❛②✐♥❣ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ s♠❛❧❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❡✣❝✐❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛st❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✇❤❡♥
❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣♦♦❞✳ ❋♦r t✇♦✲✇❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❘❡♣❡❛t

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

r❡◗✉❡st ✭❆❘◗✮ ❬✶❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛♥ ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡
❛♥❞ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡t✲
t❡r t❤r♦✉❣❤♣✉t ❡✣❝✐❡♥❝② t❤❛♥ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ❢♦r ❣♦♦❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜✉t
❢♦r ❜❛❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐s tr✉❡✳ ❍②❜r✐❞ ❆❘◗ ✭❍❆❘◗✮ ♣r♦t♦❝♦❧s ❝♦♠❜✐♥❡
❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡s ❛♥❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
❜♦t❤ ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡
❢♦r ❜❛❞ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡
s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡t✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❞✐s❝❛r❞s t❤❡
❡rr♦♥❡♦✉s ♣❛❝❦❡t ❛♥❞ s❡♥❞s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡q✉❡st✐♥❣ ❢♦r
❛ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t②♣❡✲■✳ ■♥ t②♣❡✲■■ ❍❆❘◗
♣r♦t♦❝♦❧s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❬✷✱ ✸❪ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡rr♦♥❡♦✉s
r❡❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ❛r❡ st♦r❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❝❡♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦rr❡❝t r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐tt❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚②♣❡✲■■ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❤❛✈❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡s✿ ♥❛♠❡❧②
❈❤❛s❡ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❬✷❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡✇♦r❞✱ ❛♥❞
■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❬✹❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r✐t②
❜✐ts✳ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

❱❛r✐♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠s

❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✭✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t✐♠❡✮✱
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s②st❡♠ ❝♦st✳ ❊❛r❧② ❝❡❧❧✉❧❛r ♠♦❜✐❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ●❙▼ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ✶✾✾✶✱ ✉s❡❞ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞
s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❚❉▼❆✴❋❉▼ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❢♦r s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ ●❙▼
s②st❡♠s✱ ●▼❙❑ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ♦✈❡r ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ●❙▼ s②st❡♠s ❛s ❛
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s♣✉r✐♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ●❙▼ ✉s❡rs ❡♥❥♦② ❞❛t❛
r❛t❡s ♦❢ ♦♥❧② ✾✳✻ ❦❜♣✴s ✉s❡❞ ❢♦r s❤♦rt ♠❡ss❛❣❡ s❡r✈✐❝❡ ✭❙▼❙✮ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♠❡❞✐❛ ▼❡ss❛❣❡
❙❡r✈✐❝❡ ✭▼▼❙✮✳ ■♥ ●P❘❙ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❞❛t❛ r❛t❡ ✇❛s ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♣ t♦ ❛
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶✶✹ ❦❜♣✴s ❜② ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❤t t✐♠❡ s❧♦ts ✐♥ ●❙▼ s②st❡♠s t♦ ♦♥❡ ✉s❡r✳
❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✉s❡r ❛t ❛ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡❞
❞❛t❛ r❛t❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡ s❡r✈✐❝❡s✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♦❢ ♣r❡♠✐✉♠ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❘❡s♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡
t♦ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✭✽✲P❙❑✱ ✶✻✲◗❆▼✱ ✸✷✲◗❆▼✮ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s
✐♥ ❊✈♦❧✈❡❞ ❊❉●❊ s②st❡♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶ ▼❜✐t✴s ❛♥❞ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❜✐t✲r❛t❡ ♦❢
✹✵✵ ❦❜✐t✴s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐s ❛ ❧❡ss ✐♠♠✉♥✐t② t♦ ♥♦✐s❡✳

❋♦r ❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✲

✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐♥❣ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ▼❛♥② s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦❞✲
✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ s❛❝r✐❢② t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡
✐♥t❡r✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❬✺❪✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦❞✲
✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐s ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t②✳ ❇❡t✇❡❡♥ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❛♥❞
tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❞✐✈❡rs✐t②✲♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ tr❛❞❡✲♦✛ ❬✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♣❛❝❡✲
t✐♠❡ ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♥♦t r♦❜✉st ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡str♦②❡❞
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

■♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡✲
❝❡✐✈❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥❡✇ ❢♦r♠s ♦❢ ❞❛t❛ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
s✉❝❤ ❛s ❈❉▼❆ ❛♥❞ ❖❋❉▼❆ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r✲
❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✉❧t✐✉s❡r ❛❝❝❡ss s❝❤❡♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡✐r
♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ❈❉▼❆ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❯▼❚❙✱
t❤❡ t❤✐r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛r s②st❡♠s ✭✸●✮✳ ■♥ ❈❉▼❆ s②st❡♠s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s
♣r♦❝❡ss❡❞ ❛t t❤❡ ❝❤✐♣✲r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛ r❛t❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥
❛ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r✲✉s❡r
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❖❋❉▼❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ str♦♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞
❛✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ✐ts r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣✱ ❤✐❣❤❡r s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❲✐▼❆❳ ❛♥❞ ✸●PP ▲❚❊ ❞♦✇♥❧✐♥❦ r❛❞✐♦ ❛❝❝❡ss
t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❖❋❉▼❆ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❡①❤✐❜✐ts ✈❡r② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❡♥✈❡✲
❧♦♣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡❛❦✲t♦✲❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r r❛t✐♦ ✭P❆P❘✮✳ ❙✐❣♥❛❧s ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤ P❆P❘ r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤❧② ❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡rs t♦ ❛✈♦✐❞ ❡①❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ♣❧❛❝❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✉r❞❡♥ ♦♥
♣♦rt❛❜❧❡ ✇✐r❡❧❡ss t❡r♠✐♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ✉♣❧✐♥❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❖❋❉▼❆ ✐♥
❝❡❧❧✉❧❛r ✉♣❧✐♥❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ♦✛s❡t ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❢❡r❡♥❝❡s
❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠✐♥❛❧s t❤❛t tr❛♥s♠✐t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❬✼❪✳ ❋r❡q✉❡♥❝② ♦✛s❡t ❞❡✲
str♦②s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❝❛rr✐❡rs✱ t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❝❡ss
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡ r❡♥❡✇❛❧ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❖❋❉▼❆ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥✲❧✐♥❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s
♥♦t ♦❢ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ ❛t t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
❖❋❉▼❆ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❢♦r ✉♣❧✐♥❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❖❋❉▼❆ ✐s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✸●PP ▲❚❊ s②st❡♠s ❬✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❙✐♥❣❧❡ ❈❛rr✐❡r ❋❉▼❆
✭❙❈✲❋❉▼❆✮✳ ❆s ✐♥ ❖❋❉▼❆✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡rs ✐♥ ❛♥ ❙❈✲❋❉▼❆ s②st❡♠ s❤❛r❡ M ❞✐✛❡r❡♥t
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭s✉❜❝❛rr✐❡rs✮ t♦ tr❛♥s♠✐t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
N tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❜② ♦♥❡ ✉s❡r ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ s✉❜❝❛rr✐❡rs✳
■♥st❡❛❞✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ◆✲❉❋❚ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧✲
❧♦❝❛t❡❞ s✉❜❝❛rr✐❡rs✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✾❪ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r ❝❛rr✐❡r ❞❡♠❛♣♣✐♥❣

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡✲
s♣♦♥s❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉❜❝❛rr✐❡rs s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❙❈✲❋❉▼❆ s✐❣♥❛❧s
❤❛✈❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❧♦✇❡r P❆P❘ t❤❛♥ ❖❋❉▼❆ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ t❡r♠✐♥❛❧s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
♠❛✐♥ s✉❜❝❛rr✐❡rs s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉❜❝❛rr✐❡rs
♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈❡rs✐t②
❛♥❞ ❧♦✇❡r P❆P❘ t❤❛♥ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
❢r❡q✉❡♥❝② ♦✛s❡t ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡ ♦❢ ❚❉▼❆ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✐s ♥♦t ❞✐s❝❛r❞❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡
t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r s②st❡♠s ✇✐t❤ s❡✈❡r❡ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱
❙❈✲❋❉▼❆ s✐❣♥❛❧s ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♥❝❡❧
t❤✐s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

❙✐♥❝❡ ❙❈✲❋❉▼❆ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r s②st❡♠✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✐♥
s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r s②st❡♠s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ r❡❝❡✐✈❡r ❬✶✶✱
✶✷❪ ❢♦r ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧
s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✉❣❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡❛r ▼▲✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥
❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✉s✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛s ✐♥ t✉r❜♦✲
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✶✸✱ ✶✹❪✳

❆ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✉s❡s ❙♦❢t✲✐♥♣✉t ❙♦❢t✲❖✉t♣✉t ✭❙■❙❖✮ ♠♦❞✉❧❡s ❬✶✺❪ ❢♦r ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t
❜❧♦❝❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♠❛♣♣✐♥❣✴❞❡♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧
❜❡ s❡❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙■❙❖ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢♦r t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♣❛❝❦❡t✳

❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✉s❡s s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ✇✐t❤ ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ✸●PP ▲❚❊ ✉♣❧✐♥❦ ❡①❝❡♣t t❤❛t
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡✲✉s❡r s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲✉s❡r ▲❚❊ s②st❡♠ s②st❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉s❡rs
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡r ❤❛s ♥♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡rr♦r✲❢r❡❡✳

❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝r♦ss✲❧❛②❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r
❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦ ❧❛②❡r✳ ❆t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ ❧✐♥❦
❧❛②❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❛♠❡ ❡rr♦r r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡

✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✐s ♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦ ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ✐t
✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❆❘◗
♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
❛❧❧ ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❤♦✇ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t t✐♠❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s❄
■♥✈❡rs❡❧②✱ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞✐❢② ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r❄ ❲❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❞✉❡
t♦ t❤❡✐r ❧♦✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ✇❡ st❛rt ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝♦❞❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ▼▲ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s
t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛t t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞②✱ ✇❡ ❣❡t s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts
❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
t❤❡ P❆P❘ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❞✐✲

✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s❧♦✇✲t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❋♦r r❛♣✐❞❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ❝♦❞❡❞ ♠♦❞✉❧❛✲
t✐♦♥s ❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✭❙■❈✮ r❡❝❡✐✈❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✲
✐t❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡
t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❡❛❝❤ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ❍❆❘◗ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts✳

❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ✜✈❡ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❢❛♠✐❧✐❛r
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s✱ t✉r❜♦✲❝♦❞❡s ❛♥❞
❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ❝♦❞❡s✳

❈❤❛♣t❡r ✶ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠
❛♥❞ s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦r

✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❆❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦✈❡r
t❤❡ ❜❛s✐❝ t②♣❡s ♦❢ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❞❛t❛ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐✲
♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r str✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭▼❆P✮ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ❬✶✼❪ ❡q✉❛❧✐③❡rs✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐ts ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❊❳■❚ ❝❤❛rts t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❆❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ s✉r✈❡② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❜❛s✐❝ ❍②❜r✐❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦✲
❝♦❧s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✈❛r✐♦✉s ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r
❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐t ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝♦❞❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡✲
❝❡✐✈❡r ❛♥❞ t♦ ❣❡t s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧❡❛❞s ✉s
t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❇② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐s✲
t❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤✐s st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❛ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r✲❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇
tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❛♠♦♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ❝❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
♠♦❞❡ ❢♦r s❧♦✇❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐♥
t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝
♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ st✉❞② ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣
❞✐✈❡rs✐t②✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢
t❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❆❘◗
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s✐♥❣ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② t♦ ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡
❡♠♣❤❛s✐③❡ ❤♦✇ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞❡s✐❣♥✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛❝❦❡t r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r
♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛

✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t❤r♦✉❣❤♣✉t ❢♦r t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ▼✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
▼■❙❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ▼▼❙❊ ▼■▼❖
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t
❡❛❝❤ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❢❡✇ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❧❛②❡rs✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ✇♦r❦ ❜② ❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✿

• ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❇② ✉s✐♥❣
t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

• ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜✲
s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥✳

• ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ✇✐t❤ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✲
✈❡rs✐t② ✉♥❞❡r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳

• ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ▼■▼❖ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥
❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞✳

❆t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❡✱ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧s

✶✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❈❙■ ❢♦r ♣❛❝❦❡t r❡✲
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ❆❝❝❡♣t❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱
✷✵✵✾✳

✷✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❉✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r ♣❛❝❦❡t
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ❆❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❙♣❡❝✐❛❧ ■ss✉❡ ♦♥ ✏✸●PP ▲❚❊ ❛♥❞ ▲❚❊ ❆❞✲
✈❛♥❝❡❞✑✱ ✷✵✵✾✳

✼



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡s

✸✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❉✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡❞ s②st❡♠s
♦✈❡r st❛t✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t✳ ❈♦♥❢✳ ❆❝♦✉st✳ ❙♣❡❡❝❤ ❙✐❣♥❛❧
Pr♦❝❡ss✳ ✭■❈❆❙❙P✮✱ ▲❛s ❱❡❣❛s✱ ❯❙❆✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✷✾✹✾✕✷✾✺✷✳

✹✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ❛♥❞ ❉✳ ❉❡❝❧❡r❝q✱ ✏P❡r✐♦❞✐❝ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
❢♦r ❍❆❘◗ s②st❡♠s ♦✈❡r ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑✭■♥✈✐t❡❞ ♣❛♣❡r✮ ✐♥ ■♥t✳ ❙②♠♣✳
♦♥ ❙♣r❡❛❞ ❙♣❡❝tr✉♠ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭■❙❙❙❚❆✮✱ ❇♦❧♦❣♥❛✱ ■t❛❧②✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✽✱
♣♣✳ ✼✶✹ ✕✼✶✽✳

✺✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡❞ s②st❡♠s
♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ✐♥ ❊✉r✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳ ❈♦♥❢✳✭❊❯❙■P❈❖✮✱
▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✽✳

✻✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦r t✉r❜♦✲❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❍❆❘◗
s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ ■♥t✳ ❙②♠♣✳ ❚✉r❜♦ ❈♦❞❡s ✭■❙❚❈✮✱ ▲❛✉✲
s❛♥♥❡✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✻✶✕✻✻✳

✼✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
❢♦r ♣❛❝❦❡t r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t✳ ❙②♠♣✳ P❡rs✳✱ ■♥❞♦♦r ▼♦❜✳ ❘❛❞✐♦ ❈♦♠✲
♠✉♥✳✭P■▼❘❈✮✱ ❈❛♥♥❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳

✽✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❇✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ❢♦r ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♦✈❡r ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❙P❆❲❈✮✱ P❡r✉❣✐❛✱ ■t❛❧②✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾✱
♣♣✳ ✸✶✵✕✸✶✹✳

✾✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❖♥ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈❡rs✐t② ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r
♣❛❝❦❡t r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t✳ ❙②♠♣✳ ■♥❢✳ ❚❤❡♦r②✱ ❙❡♦✉❧✱ ❑♦r❡❛✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾✳

✶✵✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❘❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✱✑ ✐♥ ❊✉r♦♣❡❈♦♠♠✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✾✳

✶✶✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❤②❜r✐❞✲❆❘◗
♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ✐♥ ❊✉r✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳ ❈♦♥❢✳ ✭❊❯❙■P❈❖✮✱
●❧❛s❣♦✇✱ ❙❝♦t❧❛♥❞✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✾✱ ♣♣✳ ✻✼✶✲✻✼✺✳

◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡s

✶✷✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❆❘◗✲❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s
❝❛♥❛✉① sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❛r ❜❧♦❝✱✑ ✐♥ ●r♦✉♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t
❞✬ét✉❞❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✭●❘❊❚❙■✮✱ ❚r♦②❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r
✷✵✵✼✱ ♣♣✳ ✶✶✹✺✕✶✶✹✽✳

✽



◆♦t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✿

• ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s❝❛❧❛rs ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✐t❛❧✐❝s ✭a✱ A✮✳

• ❱❡❝t♦rs ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❜♦❧❞❢❛❝❡ ❧❡tt❡rs ✭a✮✳

• ▼❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✉♣♣❡r❝❛s❡ ❜♦❧❞❢❛❝❡ ❧❡tt❡rs ✭A✮✳

• ❆♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❝❛❧❧✐❣r❛♣❤✐❝ ❢♦♥ts ✭A✮✳

▲❡s ♠❛✐♥ ✉s❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✿

❖♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

⊕ ❇✐♥❛r② ❛❞❞✐t✐♦♥
∗ ▲✐♥❡❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
⊙ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ✭♦r ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♣r♦❞✉❝t✮✳
(.)∗ ❈♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳
(.)⊤ ❚r❛♥s♣♦s❡✳
(.)H ❍❡r♠✐t✐❛♥ tr❛♥s♣♦s❡✳
ℜ(.) ❘❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❣✉♠❡♥t✳
Pr(.) ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
E(.) ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳
µ(X) ▼❡❛♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳
σ2(X) ❙q✉❛r❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳
x ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ x✳
Rℓ(.) ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❧❛❣ ℓ✳

✾



◆♦t❛t✐♦♥s

❙②♠❜♦❧s✿

Kb ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts ✐♥ ❛ ♣❛❝❦❡t✳
Nb ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts ✐♥ ❛ ♣❛❝❦❡t✳
Ns ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ✐♥ ❛ ♣❛❝❦❡t✳
t, T ■♥❞❡① ♦❢ ❍❆❘◗ ✭r❡✮tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳
Tmax ■♥❞❡① ♦❢ ❍❆❘◗ ✭r❡✮tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳
ρ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦
h,H ❈❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✳
c ❈♦❞❡❞ ❜❧♦❝❦✳
x ❚r❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳
f ❋♦r✇❛r❞ ▼▼❙❊ ✜❧t❡r✳
b ❇❛❝❦✇❛r❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✜❧t❡r✳
z ❘❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳
w ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r✳
e ❊rr♦r s❡q✉❡♥❝❡✳
Π ❇✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✳
r ❈♦❞✐♥❣ r❛t❡✳
Pe ❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
P2 P❛✐r✇✐s❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
Th ❚❤r♦✉❣❤♣✉t✳
∆ ❖✉t♣✉t sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

✶✵



❈❤❛♣t❡r ✶

❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r

❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

❚
❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ❞❛t❛
♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛✲

t❡r✐❛❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❲❡ ♣❛② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♦✈❡r ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ❞✐st♦rt❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢❛❞✐♥❣✱ ✐♥t❡r✲
s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❙■✮✱ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ■❙■ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛♥❞ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t✉r❜♦✲
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣
s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡ ❡♥❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞✱ t❤✐s
❜❛rr✐❡r ✐s ♥♦t ♦❢ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✉s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②st❡♠s✳

❊✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❡rr♦rs ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞❛t❛ ❞✉❡ t♦
♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❛s♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦r t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s②st❡♠✲❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r
❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

✶✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

✉s❡❞ ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❋❊❈✮✱ ❛♥❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s
❢♦r t✇♦✲✇❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s✳ ❍②❜r✐❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❜❡tt❡r t❤r♦✉❣❤♣✉t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❇❛s✐❝ t②♣❡s ♦❢ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❡♥s✉r❡ ❞❛t❛ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ❛❢t❡r ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡ ❡♥❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❡rr♦r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❞✐s❝❛r❞s t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ r❡tr✐❡s ❛❣❛✐♥ t♦ ❞❡❝♦❞❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ▼♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✐♥✲
❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s s✐❣♥❛❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

✭❈❈✮ ❍❆❘◗ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✭■❘✮ ❍❆❘◗✳ ❆❧❧ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ❛r❡ st♦r❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♠❡♠♦r② t♦ ❜❡ ❥♦✐♥t❧② ♣r♦✲
❝❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❜❡❝♦♠❡s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞❡s✐❣♥
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ■❘✲❍❆❘◗✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❈✲❍❆❘◗✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈❈✲❍❆❘◗✳ ❚❤❡ ■❘✲❍❆❘◗
❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❜❛s✐❝s ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ s♦♠❡ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

✶✳✷ ❙✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t②♣✐❝❛❧ s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳

+CP
Encoder

Channel

Transmitter

EqualizerDemapping

Receiver

Channel

DecoderCheck

CRC

CRC

A
C

K
 /

 N
A

C
K

Feedback

Channel

Interleaver

Mapping

Deinterleaver

ISI Channel

−CP
ĉ′
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❆t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜✐ts t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛r❡ ✜rst s❡❣✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦ di ✐s ❛❞❞❡❞ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❧❡♥❣t❤ Lcrc ❜✐ts ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ ❈②❝❧✐❝ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝②

✶✷



✶✳✷✳ ❙✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❈❤❡❝❦ ✭❈❘❈✮ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❧♦❝❦ d ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Kb ❜✐ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❜✐ts ❛♥❞ t❤❡ ❈❘❈ ❜✐ts✱ ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ r❛t❡✲Kb/Nb ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛
❝♦❞❡✇♦r❞ c ❤❛✈✐♥❣ Nb ❝♦❞❡❞ ❜✐ts✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts ❛r❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡r
Π✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦❞❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❜✐ts ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ x ♦❢ Ns s②♠❜♦❧s
✉s✐♥❣✱ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t S ♦❢ s✐③❡ |S| = 2Q

s②♠❜♦❧s✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ Nb = QNs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜① ✭❈P✮ ❢♦r♠❡❞
❜② t❤❡ ❧❛st Lcp s②♠❜♦❧s ♦❢ x ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ x ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✭❋■❘✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② h = [h0, · · · , hL−1]✱ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L
❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜✉t ✐t ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦
t♦ t❤❡ ♥❡①t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❈P ✐s ✜rst r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✜rst ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s②♠❜♦❧
❞❡♠❛♣♣✐♥❣✱ ❜✐t ❞❡✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞
♣❛❝❦❡t d̂ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❈❘❈ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡
❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡t ✐s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t
s✐❣♥❛❧ ❆❈❑ ✐s r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t s✐❣♥❛❧ ◆❆❈❑ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡q✉❡st✐♥❣
❢♦r ❛ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r
s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✶✳✷✳✶ ❊rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡

■♥ ♠♦st ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❈❘❈ ❝♦❞❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡r✲
r♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❈❈■❚❚ ✭❈♦♥s✉❧t❛t✐✈❡ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❚❡❧❡♣❤♦♥❡ ❛♥❞ ❚❡❧❡❣r❛♣❤✮ st❛♥❞❛r❞s✱ ❛ ❈❘❈ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ✶✻ ♣❛r✐t② ❜✐ts ✭Lcrc = 16✮ ✐s
❛❞♦♣t❡❞✳ ■ts ❣❡♥❡r❛t♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② g(D) = D16 +D12 +D5 + 1✱ ✇❤❡r❡ D
st❛♥❞s ❢♦r ❜✐t ❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❈❘❈ ❝♦❞❡s ❛r❡ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈❘❈ ❝♦❞❡s✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ✏❜✉rst✲❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✑ ❛♥❞ ✏❡rr♦r✲❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦✈❡r❛❣❡✳✑ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛
❜✐♥❛r② ❈❘❈ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ Lcrc ♣❛r✐t② ❜✐ts ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ❛❧❧ ❜✉rst ❡rr♦rs ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Lcrc ♦r ❧❡ss✱
❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ 1− 2−Lcrc ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡rr♦r ♣❛tt❡r♥s ❬✶✽❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
❈❘❈ ❝♦❞❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② Lcrc✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡r Lcrc✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✸●PP st❛♥❞❛r❞ ❬✶✾❪ ❞❡✜♥❡s ✸ ♣♦ss✐❜❧❡ ❈❘❈ ❧❡♥❣t❤s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✽✱ ✶✻✱ ❛♥❞
✷✹✳ ❚❤❡ ❈❘❈ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ Lcrc = 16 ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞ ❡rr♦r

✶✸



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ③❡r♦✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥s
❝♦❞❡s✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② r❡❢❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❬✷✵✱ ✷✶❪✳

✶✳✷✳✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s ❬✷✷❪✱ t✉r❜♦ ❝♦❞❡s ❬✷✸❪✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦
❝♦❞❡s ✭▲❉P❈✮ ❬✷✹✱ ✷✺❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡
♦✉r r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
♦♥ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧♦✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❝♦❞❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❛♥♥❡r ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛t s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❝❝❛s✐♦♥s s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t✉r❜♦ ❝♦❞❡s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ▲❉P❈ ❝♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✭▼❆P✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞ ❇❈❏❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✻❪✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s s♦❢t✲✐♥♣✉t s♦❢t✲♦✉t♣✉t ✭❙■❙❖✮ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡
s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✶✳✷✳✸ ❇✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣

❇✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡❝♦rr❡✲
❧❛t❡ t❤❡ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡✳ ❇❡s✐❞❡ t❤✐s✱ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡
s✐❣♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r✲
❧❡❛✈✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣✲❣❛✐♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❧❡♥❣t❤✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧❛t❡♥❝②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡
✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❜❧♦❝❦ ♠✉st ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡
❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

• ❘❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✿ ❚❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❜✐ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣s❡✉❞♦✲
r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜✐ts✳

• ❙❡♠✐✲r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✿ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ✐s t❤❡ ❙✲
r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❬✷✻❪ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡r S ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣
❢❛❝t♦r✳ ■t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t✉r❜♦✲❝♦❞❡s✳
■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿ ❆♥② t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜✐ts ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣❛❝❦❡t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ♣❛❝❦❡t s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② ♠♦r❡
t❤❛♥ S ❜✐t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥
❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ✐❢ S <

√

Nb/2✱ ✇❤❡r❡ Nb ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❧❡♥❣t❤ ❛s ✐♥ ❬✷✼❪✳

✶✹



✶✳✸✳ ❍②❜r✐❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s

• ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✿ t❤❡ ❞❛t❛ ❜✐t ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐st✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ✐♥ t❤❡ ✸●PP t✉r❜♦✲❝♦❞❡ ❬✷✽❪ ❛r❡ t✇♦
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs✳

✶✳✷✳✹ ❙②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣

❚❤❡ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣❡r ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❜✐ts (b1, b2, · · · , bQ) ❛ s②♠❜♦❧ x t❛❦❡♥
❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ S s✉❝❤ ❛s ❇P❙❑✱ ◗P❙❑✱ ♦r ◗❆▼ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐t ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐✳❡✳
Es = E(|x|2) = 1 ❛♥❞ ❛ ●r❛② ♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ✇♦r❦✳

✶✳✷✳✺ ❈②❝❧✐❝✲♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥

❚❤❡ ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣✉❛r❞ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❧♦❝❦s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡r✲❜❧♦❝❦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜①
✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❧❛②✲s♣r❡❛❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞✱ ✐✳❡ Lcp = L✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜①✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❜②
❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥✳

✶✳✸ ❍②❜r✐❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s

❊❛r❧② ✇✐r❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✉s❡❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s t♦ ❡♥s✉r❡ ❞❛t❛ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r
♥♦♥✲❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❜❛s✐❝ t②♣❡s ♦❢
❆❘◗ s❝❤❡♠❡s✿ st♦♣✲❛♥❞✲✇❛✐t✱ ❣♦✲❜❛❝❦✲N ✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐✈❡✲r❡♣❡❛t✳

❚❤❡ st♦♣✲❛♥❞✲✇❛✐t s❝❤❡♠❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❆❘◗ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❡❛r❧② ❡rr♦r✲❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s❡♥❞s ❛ ❞❛t❛
♣❛❝❦❡t t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ✇❛✐ts ❢♦r ❛♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r r❡s♣♦♥❞s ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t s✐❣♥❛❧ ❆❈❑ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❈❘❈ ❝❤❡❝❦ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❞✐s❝❛r❞s t❤❡
❡rr♦♥❡♦✉s ♣❛❝❦❡t ❛♥❞ r❡s♣♦♥❞s ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t s✐❣♥❛❧ ◆❆❈❑ r❡q✉❡st✐♥❣
❢♦r ❛ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ❢♦r ❛ ♣❛❝❦❡t ❛rr✐✈❡s ❛❢t❡r ❛
r♦✉♥❞✲tr✐♣ ❞❡❧❛②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛❝❦❡t ❛♥❞
t❤❡ r❡❝❡✐♣t ♦❢ ❛♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ❢♦r t❤❛t ♣❛❝❦❡t✳ ■❢ ❛♥ ❆❈❑ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡t✉r♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s❡♥❞s t❤❡ ♥❡①t ♣❛❝❦❡t ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡r r❡s❡♥❞s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ✐♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ✇❛✐ts ❛❣❛✐♥ ❢♦r ❛♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t✳

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ♦r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s Tmax ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ■❢ ❛ ♣❛❝❦❡t ✐s st✐❧❧ ✐♥ ❡rr♦r ❛❢t❡r
Tmax tr✐❛❧s✱ ❛♥ ❡rr♦r ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ♥❡t✇♦r❦ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡
✐s s✐♠♣❧❡ ❜✉t ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❧❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❛❝❦♥♦✇❧✲
❡❞❣♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ r❡❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧♦♥❣ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ❞❡❧❛② s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❞❡❡♣✲s♣❛❝❡ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ●♦✲❇❛❝❦✲N ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐✈❡✲r❡♣❡❛t ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❆❘◗ s❝❤❡♠❡s✱ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✳ ❲❡ ❛r❡
♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② r❡❢❡r t♦ ❬✶❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❲❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ r❡♠❛r❦s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ s❡❧❡❝t✐✈❡✲r❡♣❡❛t ❆❘◗ ♦✛❡rs t❤❡ ❜❡st t❤r♦✉❣❤♣✉t
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❧❛r❣❡r st♦r❛❣❡
♠❡♠♦r② ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ ♣❛❝❦❡ts ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s
♠✉❧t✐♣❧❡ st♦♣✲❛♥❞✲✇❛✐t ❆❘◗ ♣r♦❝❡ss❡s r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ❛ st♦♣✲❛♥❞✲✇❛✐t r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❞❡❧❛②✳

❆❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❈❘❈ ❜✐ts ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❝♦❞❡r ❣✐✈✐♥❣
❛ ❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❈❘❈ ❝❤❡❝❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛❢t❡r t❤❡
❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❜② t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r
❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❍②❜r✐❞ ❆❘◗ ✭❍❆❘◗✮ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢ t②♣❡✲■✳

❚②♣❡✲■■ ❍❆❘◗ ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❍❆❘◗ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❛❝❦❡t
❝♦♠❜✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤✐♥❞ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❊✈❡♥ ✐❢ ❛ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♠❡♠♦r② t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ♦t❤❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢ t②♣❡✲■■
❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ♥❛♠❡❧② ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭❈❈✲❍❆❘◗✮ ✇❤✐❝❤ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡t✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
✭■❘✲❍❆❘◗✮ ♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❜✐ts✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡s✳

✶✳✸✳✶ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗

❚❤✐s ❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡ t❛❦❡s ✐ts ♥❛♠❡ ❢r♦♠ ❉✳ ❈❤❛s❡ ❢♦r ❤✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦s ❬✷❪ ♦♥ t❤❡
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦✐s② ♣❛❝❦❡ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛❝❦❡t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗✱ ❛ ❝♦❞❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♣❛❝❦❡t x ✐s
✐♥✐t✐❛❧❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t x ✐s r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦
❛ ◆❆❈❑ r❡❝❡✐♣t ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠ ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♦✈❡r ❛ ✢❛t ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ t✲t❤

✶✻



✶✳✸✳ ❍②❜r✐❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s

MRC

Modulation
message

Tx 2
CRC

Tx 1

Tx T

parity

α(1)

α(2)

α(T )

x

c

h(T )

... h(2)

z
(2)

z
(T )

z
(1)

w(1)

w(2)

w(T )

...

h(1)

zT

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡✳

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

z(t) = h(t)x + w(t) ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ h(t) ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥✱ ❛♥❞ w(t) ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

w✳
❆❢t❡r t❤❡ T ✲t❤ ❍❆❘◗ r♦✉♥❞✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ T r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡ts ❛t t❤❡ s②♠❜♦❧
❧❡✈❡❧ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛❝❦❡t ❞❡♥♦t❡❞ ❜② zT ✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❛❝❦❡t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤t✐♥❣
❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t ❜② ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✐ts r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ s✉♠♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛❝❦❡ts✳

zT =
T∑

t=1

α(t)z(t) , ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ α(t) ✐s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡t ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✉♥❞❡r ♠❛①✐♠✉♠✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❜②

α(t) =
(h(t))∗

σ2
w

✭✶✳✸✮

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭▼❘❈✮✳
❚❤❡ ▼❘❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉s✲
s✐❛♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❖t❤❡r s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐sts ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ▼❘❈ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ❡q✉❛❧✲❣❛✐♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❬✷✾❪✳

❆❝t✉❛❧❧②✱ ▼❘❈ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❙◆❘ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡
❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❡r ❬✷✾❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

zmrc(T ) =

(
T∑

t=1

|h(t)|2
σ2
w

)

x +
T∑

t=1

(h(t))∗

σ2
w

w(t) ✭✶✳✹✮

❚❤❡ SNR ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ρT ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ρT =

T∑

t=1

|h(t)|2Es
σ2
w

=

T∑

t=1

ρ(t) ✭✶✳✺✮

✶✼



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

✇❤❡r❡ Es = E(|xn|2) ❛♥❞ ρ(t) ✐s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❈❈✲❍❆❘◗ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❙◆❘s ❢r♦♠ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
♣❛❝❦❡t✳

✶✳✸✳✷ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❍❆❘◗

■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❍❆❘◗ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❈❈✲❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t
❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❛ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇ r❛t❡ ♠♦t❤❡r ❝♦❞❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② C0✳

parity

parity 2

parity 3

CRCmessage parity 1CRCmessage
P1

c
(3)

c3

c1

c2P2

P3

c
(1)

c
(2)

c0

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡✳

■♥ t❤❡ ■❘✲❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡t ✐s ✜rst
❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ♠♦t❤❡r ❝♦❞❡ C0 ♦❢ r❛t❡ r0 ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ c0✳ ❆t t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱
♦♥❧② s♦♠❡ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts ♦❢ c0 ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜✐t✲♣✉♥❝t✉r✐♥❣
♣❛tt❡r♥ P1✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜✐ts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❧♦❝❦ c(1) ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
t❤❡♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡ ❡♥❞✳ ❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❧♦❝❦s c(1) ❞❡✜♥❡s ❛
❝❡rt❛✐♥ ❝♦❞❡ C1 ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❛t❡ r1 ≥ r0✳ ❚❤❡ ❜✐t✲♣✉♥❝t✉r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ P1 ♠✉st ❜❡ s✉✐t❛❜❧②
s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❝♦❞❛❜❧❡ ❝♦❞❡ C1✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② c1 = c(1) t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
❝♦❞❡✇♦r❞✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r tr✐❡s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜② ❞❡❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦t❤❡r ❝♦❞❡ ❢r♦♠
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞ c1 ❛❢t❡r ❜✐t ❞❡✲♣✉♥❝t✉r✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡✱ ❛
◆❆❈❑ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡q✉❡st✐♥❣ ❢♦r ❛ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s✲
♠✐tt❡r r❡s♣♦♥❞s ❜② s❡♥❞✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ c(2) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts t❛❦❡♥
❢♦r♠ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜✐ts ♦❢ c0 ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ②❡t✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
r❡tr✐❡s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜② ❥♦✐♥t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❧♦❝❦s c(1) ❛♥❞
c(2)✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞ c2 = [c(1), c(2)] ❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞ ♦❢ ❛ ❝♦❞❡ C2 ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r
r❛t❡ r2 ≤ r1✳ ❚❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❞✐♥❣
❣❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r r❛t❡ ❝♦❞❡ C2✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s Tmax ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ C1 ⊆ C2 ⊆ · · · ⊆ CTmax ⊆ C0 ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss t❤❡ r❛t❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② r❡✲
str✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❝♦❞❡s ✐♥ ■❘✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❡ ♣✉♥❝t✉r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s
❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s ✐♥ ❬✹❪✱ ❛♥❞ ❢♦r t✉r❜♦✲❝♦❞❡s ✐♥ ❬✸✵❪✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ■❘✲❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡ ❜② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✹❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤r❡❡ r❛t❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❝♦❞❡s C1✱ C2✱ ❛♥❞ C3 ❛r❡ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛t❡✲✶✴✹ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♠♦t❤❡r ❝♦❞❡ C(31, 27, 35, 33)8 ✭✐♥ ♦❝t❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥s✮

✶✽



✶✳✸✳ ❍②❜r✐❞ ❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤r❡❡ ❜✐t ♣✉♥❝t✉r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♣❡r✐♦❞ ✹ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

P1 =







1111
1000
0000
0000






, P2 =







0000
0111
1100
0000






, P3 =







0000
0000
0011
1110







✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉ts
♦❢ t❤❡ ♠♦t❤❡r ❡♥❝♦❞❡r✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤r❡❡ r❛t❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦❞❡s ♦❢ r❛t❡s r1 = 4/5✱
r2 = 4/10✱ ❛♥❞ r3 = 4/15✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✳✸✳✸ ❉❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧
✉s❡ ✭❜✐t✴❝✉✮✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Th =
Qr1
E(T )

✭✶✳✼✮

✇❤❡r❡ r1 ✐s t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ❛t t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ Q ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♣❡r tr❛♥s♠✐t✲
t❡❞ s②♠❜♦❧✱ ❛♥❞ E(T ) ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❧✐✈❡r② ❞❡❧❛② ♣❡r ♣❛❝❦❡t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ r❡♥❡✇❛❧ t❤❡♦r② ❬✸✶✱ ✸✷❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

p(T ) , Pr(NACK1, · · · ,NACKT−1,NACKT ) ✭✶✳✽✮

q(T ) , Pr(NACK1, · · · ,NACKT−1,ACKT ) ✭✶✳✾✮

❣✐✈✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦❞✐♥❣
s✉❝❝❡ss ❛t t❤❡ T ✲t❤ r♦✉♥❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❧✐✈❡r② ❞❡❧❛② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

E(T ) =

Tmax∑

T=1

Tq(T ) ✭✶✳✶✵✮

❆t r♦✉♥❞ Tmax✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❆❈❑ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ♠♦✈❡s ♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t
♣❛❝❦❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

q(Tmax) = 1 −
Tmax−1∑

T=1

q(T ) ✭✶✳✶✶✮

❲❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t q(T ) = p(T − 1)− p(T ) ❛ss✉♠✐♥❣ p(0) = 1✳ ❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✐♥ ✶✳✶✵✱
t❤✐s ②✐❡❧❞s t♦

E(T ) =

Tmax∑

T=1

p(T − 1) = 1 +

Tmax−1∑

T=1

p(T ) ✭✶✳✶✷✮

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ✭✶✳✼✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Th =
Qr1

1 +
∑Tmax−1

T=1 p(T )
✭✶✳✶✸✮

✶✾



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸ s❤♦✇s t❤❛t ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❋❊❘ ❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗
r♦✉♥❞✳ ❚❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
Qr1 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(Tmax) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❞r♦♣♣✐♥❣ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢r❛♠❡ ❡rr♦r r❛t❡ ❛t t❤❡ ❧❛st ❍❆❘◗ r♦✉♥❞✳

✶✳✸✳✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❈ ❛♥❞ ■❘

❋r♦♠ ❝♦❞✐♥❣ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ❈❈ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ■❘ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦t❤❡r
❝♦❞❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ r❛t❡✲1/Tmax r❡♣❡t✐t✐♦♥
❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜✐t ♣✉♥❝t✉r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ■❘ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈❈ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❝♦❞✐♥❣
❣❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦t❤❡r ❝♦❞❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ❝♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❈❈ ❛♥❞ ■❘ ❢r♦♠ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❈❈ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣❛❝❦❡t
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ■❘ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❜✐t ❧❡✈❡❧ ❜② ❥♦✐♥t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛❢t❡r s②♠❜♦❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

❋r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸✸❪ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢
■❘ ♦✈❡r ❈❈ ✉s✐♥❣ ✐❞❡❛❧ ❝♦❞❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ r1 ❢♦r st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ r1 = 0.5✱ ■❘ ♣r♦✈✐❞❡s ✶ ❞❇ ♦❢ ❣❛✐♥ ♦✈❡r ❈❈✳ ❋♦r
❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐s ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ s❝❤❡♠❡s
❜❡❝♦♠❡ ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❈❈ ❝❛♥ ❡✈❡♥
♦✉t♣❡r❢♦r♠s ■❘✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❧♦❝❦ c(1) ❢❛❧❧s ✐♥ ❞❡❡♣ ❢❛❞✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❧♦❝❦ c(2) ✐s ♥♦t ❞❡❝♦❞❛❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② r❡str✐❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ■❘ ❝♦❞❡s ✐s ❛❞❞❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡❧❢✲❞❡❝♦❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ■❘✲❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ s❡❧❢✲❞❡❝♦❞❛❜❧❡ ❝♦❞❡s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t②♣❡✲■■■ ❍❆❘◗ ❬✸✹❪✳

✶✳✹ ❈❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉st ❜❡ s✉✐t❛❜❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦♣❡r ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❆❘◗ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✶✳✹✳✶ ❙❤♦rt✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧

■♥ s❤♦rt✲t❡r♠ st❛t✐❝ ✭❙❚❙❈✮ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❜✉t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦

✷✵



✶✳✹✳ ❈❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜✉t s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ❞❡❧❛②✳

✶✳✹✳✷ ▲♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧

■♥ ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭▲❚❙❈✮ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛❝❦❡t t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r s②st❡♠
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ s❧♦✇❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ❞❡❧❛②✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ s❧♦✇❧② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜② ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ✭❆❘✶✮ ✇✐t❤ ❛
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❛s

h(t) = αh(t−1) + u(t), t = 1, · · · , Tmax ✭✶✳✶✹✮

✇✐t❤ h(0) = 0✱ ✇❤❡r❡ α ∈ [0, 1] ❛♥❞ u(t) = [u
(t)
0 · · · u(t)

L−1]
⊤ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ✇❤♦s❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ✐✳✐✳❞✳ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡
√

1 − |α|2/L ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ✉♥✐t ❛✈❡r❛❣❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥✱ ✐✳❡✳ E[||h(t)||2] = 1✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
α ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❏❛❦❡s✬ ♠♦❞❡❧ ❬✸✺❪ ❛s
α = J0(2πfdτ)✱ ✇❤❡r❡ J0(·) ✐s t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞✱ fd ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ τ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ α = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❙❚❙❈ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ α = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧✳

✶✳✹✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❡①t❡♥❞❡❞

❚❤❡ ❙♣❛t✐❛❧ ❈❤❛♥♥❡❧ ▼♦❞❡❧ ❊①t❡♥❞❡❞ ✭❙❈▼❊✮ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
❲■◆◆❊❘✶ ♣r♦❥❡❝t ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪ ❛♥❞ ✐ts ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✸✼❪✳ ■t ✐s ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸●PP ❙♣❛t✐❛❧ ❈❤❛♥♥❡❧ ▼♦❞❡❧ ✭❙❈▼✮ ❬✸✽❪✳ ❚❤✐s
❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❛r❡❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✇✐r❡❧❡ss ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦ ✭❲▲❆◆✮✱ ✇✐r❡❧❡ss ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ✭❲▼❆◆✮✱
✸●PP ❧♦♥❣ t❡r♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❇❡②♦♥❞ ✸●✳

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s✐① ♥♦♥✲③❡r♦ t❛♣s
✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛②s ♣❡r ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦✇❡r✲❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤
L ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ t❛❦❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❡❞✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✶
❲✐r❡❧❡ss ❲♦r❧❞ ■♥✐t✐❛t✐✈❡ ◆❡✇ ❘❛❞✐♦

✷✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

◆♦✇✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s♦rt t♦ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r st✉❞② ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞
❜② t❤❡ ❞❡s✐r❡ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♣❛✲
r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧
r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡✳

✶✳✺ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ▼▲ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ❥♦✐♥t s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✉❣❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡r s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❞♦❡s ♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦❞❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✐❣♥❛❧
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛s ✐♥ ❛ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❬✶✸❪✱ ♥❡❛r ▼▲✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✉r❜♦✲
❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ s❡r✐❛❧❧② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❝♦❞❡s ❜② ✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❛s
❛ tr❡❧❧✐s ❝♦❞❡ ♦❢ ✉♥✐t✲r❛t❡ ✐♥ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ②✐❡❧❞✐♥❣ t♦
s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱
t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❡♥✈✐s✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s

zn =
L−1∑

i=0

hixn−i + wn, n = 0, · · · , Ns − 1 ✭✶✳✶✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥❞❡①❡s (n− i) ❛r❡ t❛❦❡♥ ♠♦❞✉❧♦ Ns ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥✱
❛♥❞ wn ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

w ✭♦r
σ2
w/2 ♣❡r r❡❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r✳

❚❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✳ ❚❤❡② ❡①❝❤❛♥❣❡ s♦❢t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿ P (x) ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ x ❛♥❞ L(c)
❢♦r t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭▲▲❘✮ ♦❢ t❤❡ ❜✐t c✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❞❡①❡s a✱ p✱ ❛♥❞ e ✐♥❞✐❝❛t❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥❞❡①❡s
E ❛♥❞ D ❞❡s✐❣♥❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ z ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s
❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥ {PDa (xn = x) : x ∈ S, n =
0, · · · , Ns−1}✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s {PEp (xn) = Pr(xn =
x|z) : x ∈ S, n = 0, · · · , Ns − 1}✳ ❚❤❡ s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣❡r ❝♦♥✈❡rts t❤❡s❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥t♦ ▲▲❘s ❢♦r t❤❡ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts LEp (c)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦❞❡❞ ❜✐ts ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧✱ t❤❡ s♦❢t ❞❡♠❛♣♣❡r ❝♦♠♣✉t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s②♠❜♦❧ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s {PEp (xn)} t❤❡ ▲▲❘s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts {cn,1, · · · , cn,Q} ❞❡✜♥❡❞

✷✷
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Interleaver

Equalizer

(SISO)

Decoder

Mapper

Soft

Demapper

(SISO)

Soft

Deinterleaver

MAP

LD
e (c){PD

a (x)}

LE
e (c)

Π

Π−1

LD
e (c′) LD

p (c′)

d̂

LE
e (c′)

z

LE
p (c){PE

p (x)}

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r s❝❤❡♠❡✳

❜②

LEp (cn,q) , log
Pr(cn,q = 0|z)
Pr(cn,q = 1|z) ✭✶✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Pr(cn,q = b|z) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥

Pr(cn,q = b|z) =
∑

xn∈S:cn,q=b

Pr(xn|z) =
∑

xn∈S:cn,q=b

PEp (xn) ✭✶✳✶✼✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✉r❜♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▲▲❘s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② LEe (c) =
LEp (c) − LDe (c) t♦ ❜❡ ❢❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r ❛❢t❡r ❞❡✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

❞❡❝♦❞❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ▼❆P ❞❡❝♦❞❡r ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ▲▲❘s LDp (c′)✳ ❚❤❡
❡①tr✐♥s✐❝ ▲▲❘s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s LDe (c′) = LDp (c′) − LEe (c′)
t♦ ❜❡ ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛❢t❡r ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥❞ s♦❢t ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ s♦❢t ♠❛♣♣❡r
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s②♠❜♦❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s {PDa (xn = x) : x ∈ S, n = 0, · · · , Ns − 1} ❜②

PDa (xn) =

Q
∏

q=1

Pr(cn,q) ✭✶✳✶✽✮

✇✐t❤

Pr(cn,q = 0) =
eL

D
e (cn,q)

1 + eL
D
e (cn,q)

, Pr(cn,q = 1) =
1

1 + eL
D
e (cn,q)

✭✶✳✶✾✮

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s PDa (xn) ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝♦❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡t ♦r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙■❙❖ ❡q✉❛❧✐③❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ▼❆P
❛♥❞ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

✶✳✺✳✶ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❡r ❡♠♣❧♦②s t❤❡ ❋♦r✇❛r❞✲❇❛❝❦✇❛r❞ ❇❈❏❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✻❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
tr❡❧❧✐s ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s②♠❜♦❧✳

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

...

0 1 n + 1 Ns − 1 Nsn
z0 zn zNs−1

γn(
s, s

′ )
αn+1

αn

βn+1

βn

· · · · · ·

s′

s

· · · · · ·

...
...

...
...

...

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❋♦r✇❛r❞✲❇❛❝❦✇❛r❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❖♥ t❤❡ tr❡❧❧✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✱ ❡❛❝❤ st❛t❡ Sn ✐s
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s L−1 tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s (xn−1, · · · , xn−L+1)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡r❡ ❛r❡ 2Q(L−1) ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ Sn = s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡
♥♦✐s❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠❜♦❧ xn ∈ S ✐s

ψ(xn, s) = h0xn +

L−1∑

i=1

hixn−i ✭✶✳✷✵✮

❚❤❡ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❡r ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s Pr(xn = x ∈ S|z)✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✱ ❛s

Pr(xn = x ∈ S|z) ∝
∑

(s,s′):xn=x

αn(s) × γn(s, s
′) × βn+1(s

′) ✭✶✳✷✶✮

✇❤❡r❡

αn(s) = Pr(s; z0, · · · , zn−1) ✭✶✳✷✷✮

βn+1(s
′) = Pr(zn+1, · · · , zNs−1|s′) ✭✶✳✷✸✮

γn(s, s
′) = Pr(s′, zn|s) ✭✶✳✷✹✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ γn(s, s
′) ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❛ts Sn = s ❛♥❞ Sn+1 =

s′ ❛t t❤❡ n✲t❤ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❧❧✐s ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

γn(s, s
′) = Pr(xn|s, s′) × Pr(xn) × Pr(zn|xn, s) ✭✶✳✷✺✮

✇❤❡r❡ Pr(xn|s, s′) = 1 ✐❢ s ❛♥❞ s′ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ Pr(xn)
✐s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♥ xn✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❜②

Pr(zn|xn, s) =
1

πσ2
w

e−|zn−ψ(xn,s)|2/σ2
w ✭✶✳✷✻✮

✷✹
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❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s αn(s) ❛♥❞ βn+1(s
′) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞

r❡❝✉rs✐♦♥s

αn+1(s
′) =

∑

s

αn(s)γn(s, s
′) ✭✶✳✷✼✮

βn(s) =
∑

s′

βn+1(s
′)γn(s, s

′) ✭✶✳✷✽✮

▼❆P ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♦r❞❡r ♦r ❛ ❧♦♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✈❡rs✉s t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✺✳✷ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

▲✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s
❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡✲❧❡♥❣t❤
✜❧t❡rs ♦r ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ✐❢ ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳

✶✳✺✳✷✳✶ ❚✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r✐♦rs ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ♠❛♥② ✇♦r❦s✱ ❛s
✐♥ ❬✸✾✱ ✹✵❪✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜✉t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ s♦❢t✲✐♥♣✉t s♦❢t✲♦✉t♣✉t ✭❙■❙❖✮▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛ ❢♦r✇❛r❞ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r f ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❡r ✜❧t❡r b✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✜❧t❡r f ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛♣s Lf = l1 + l2 +1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs l1 ❛♥❞
l2 s♣❡❝✐❢②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝❛✉s❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
✜❧t❡r✳

APP

to estimate

estimate to

APP

PD
a (xn)

b

x̄n

x̂n
PE

a (xn)fzn

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❚✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❙■❙❖ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❡r✳

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t❡ x̂n ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ xn ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

x̂n = fHzn − bH x̄n ✭✶✳✷✾✮

✇❤❡r❡ zn = [zn−l2 , · · · , zn+l1 ]
⊤ ❛r❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡st✐✲

♠❛t❡❞ s②♠❜♦❧✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r zn ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❜②

zn = Hxn + wn ✭✶✳✸✵✮

✇❤❡r❡

zn = [zn−l2 , · · · , zn+l1 ]
⊤

xn = [xn−l2−L+1, · · · , xn+l1 ]
⊤

wn = [wn−l2 , · · · , wn+l1 ]
⊤

✭✶✳✸✶✮

❛♥❞ H ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s Lf × (Lf + L− 1) ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

H =









hL−1 · · · h0 0 · · · 0

0 hL−1 · · · h0
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 0
0 · · · 0 hL−1 · · · h0









, ✭✶✳✸✷✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞
❡rr♦r E[|x̂n − xn|2] ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✵❪✳ ❲❡ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

f = α(σ2
wI + vHHH)−1h ✭✶✳✸✸✮

b = HHf − µu ✭✶✳✸✹✮

✇❤❡r❡

u = [01×(l2+L−1) 1 01×l1 ]
⊤ ✭✶✳✸✺✮

h = Hu ✭✶✳✸✻✮

µ = fHh ✭✶✳✸✼✮

v =
1

Ns

Ns−1∑

n=0

E(|xn|2) − |x̄n|2 ✭✶✳✸✽✮

E(|xn|2) =
∑

x∈S
|x|2 Pr(xn = x) ✭✶✳✸✾✮

x̄n = E(xn) =
∑

x∈S
xPr(xn = x) ✭✶✳✹✵✮

α =
1

1 + (1 − v)µ′
✭✶✳✹✶✮

µ′ = hH(σ2
wI + vHHH)−1h ✭✶✳✹✷✮

✷✻



✶✳✺✳ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v r❡✢❡❝ts t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❋♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t ❢❡❡❞❜❛❝❦
v = 0✱ ❛♥❞ ❢♦r ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ✇❡ ❤❛✈❡ v = 1✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥
♠♦❞❡❧ ❛s

x̂n = µxn + ηn ✭✶✳✹✸✮

✇❤❡r❡ ηn ✐s ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
η = µ(1− µ)✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱

t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡①tr✐♥s✐❝ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❆PPs✮ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞

PEa (xn) = Pr(xn|x̂) = Pr(xn|x̂n) = Pr(x̂n|xn) Pr(xn)/Pr(x̂n) ✭✶✳✹✹✮

✇❤❡r❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ηn ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t②
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡✳ ❚❤✉s✱

PEa (xn) ∼ Pr(x̂n|xn) Pr(xn) ✭✶✳✹✺✮

❚❤❡ t❡r♠ Pr(xn) ✐s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♥ xn✱ ❛♥❞ Pr(x̂n|xn) ❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s

Pr(x̂n|xn) = κn exp(−|x̂n − µxn|2
σ2
η

) ✭✶✳✹✻✮

✇❤❡r❡ κn ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❝❤♦s❡♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ tr✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✐✳❡✳

∑

xn∈S P
E
a (xn) = 1 ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❧❡♥❣t❤ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✜❧t❡r Lf ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Lf ♠✉st ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❧❡♥❣t❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ L ≤ Lf ≤ 3L✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ Pr♦❛❦✐s✲❈ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② h = [0.227, 0.460, 0.688, 0.460, 0.227]✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❚❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧❡♥❣t❤ ✐s Nb = 1024 ❜✐ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛
r❛t❡✲✶✴✷ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ✭✺✱✼✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ♣s❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❛♥❞ ❇P❙❑
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼▼❙❊ ✜❧t❡r ❧❡♥❣t❤ ✐s Lf = 15 ✭l1 = 5✱ l2 = 9✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ s❤♦✇s
t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♣ t♦ ✜✈❡ t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ▼❆P ❛♥❞ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲
❡q✉❛❧✐③❡rs✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ♦✈❡r ❆❲●◆ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
✜❣✉r❡ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❣❛✐♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✐✲
♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❡r ✇❤❡r❡ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❆❲●◆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❢t❡r ✺
✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❝❛♥
❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ▲▲❘s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r t♦ t❤❡ ▼▼❙❊
❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▲▲❘s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✹✶❪✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❝❛♥❝❡❧❡r ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳

✷✼
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ♣r♦❛❦✐s✲❈ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉s✐♥❣ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
❙♦❧✐❞ ❝✉r✈❡s ❢♦r ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡s ❢♦r ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✶✳✺✳✷✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s✐♠♣❧❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❈P ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
❜❧♦❝❦s✱ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧ z✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛s

z[n] = h[n]x[n] + w[n] ✭✶✳✹✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❉❋❚ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦r x ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x✱ ❛♥❞ x[n] ✐s t❤❡ n✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❞✉❝❡s ✐♥
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ t♦ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✳

DFT

IDFT

APP

to estimate

estimate to

APP
DFT

x̄n
PD

a (xn)

x̂n
PE

a (xn)fzn

b

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❙■❙❖ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❡r✳
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✶✳✺✳ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t❡ x̂ ♦❢ x ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✹✷❪ ❜②

x̂[n] = f∗[n] z[n] − b∗[n] x̄[n] ✭✶✳✹✽✮

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❡q✉❛❧✐③❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

f [n] = α
h[n]

σ2
w + v|h[n]|2 ✭✶✳✹✾✮

b[n] = f∗[n]h[n] − µ ✭✶✳✺✵✮

α =
1

1 + (1 − v)µ′
✭✶✳✺✶✮

µ = αµ′ ✭✶✳✺✷✮

µ′ =
1

Ns

Ns−1∑

n=0

|h[n]|2
σ2
w + v|h[n]|2 ✭✶✳✺✸✮

❋r♦♠ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✇✐t❤ Lf = Ns✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱
❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ▼▼❙❊ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❉❋❚ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡✲
❝❡✐✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ t✇♦ ❉❋❚ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ❉❋❚ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✹✷❪✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
✐s r♦✉❣❤❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡rNs(Lf+L) ♣❡r t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡rNs log2(Ns)
❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤♦✇s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✳

✶✳✺✳✸ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✐s ❞✐✣❝✉❧t ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣
❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ✭❊❳■❚✮ ❝❤❛rts ❬✹✸❪✳ ❊❳■❚
❝❤❛rts ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❇❊❘
❛ss✉♠✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞
t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋❊❘ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❛♥❛❧②s✐s ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✳

❚❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r IEout ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ✐ts ✐♥♣✉t IEin✳ ❚❤❡ ❊❳■❚ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❣✐✈✐♥❣ IDout ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ IDin✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
❊❳■❚ ❝❤❛rts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ t✉t♦r✐❛❧ ♣❛♣❡r ❬✹✹❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r t❤r♦✉❣❤ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s
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Code (5,7)

MAP

MMSE

SNR= 7 dB

SNR= 4 dB

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❢♦r ▼❆P ❛♥❞ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳

❛r❡ tr❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❊①✐t ❝❤❛rts ❢♦r ❜♦t❤ ▼❆P ❛♥❞ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲
❡q✉❛❧✐③❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❙◆❘✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❡r
❤❛s ❤✐❣❤❡r r❡❧✐❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ❜✉t t❤❡② ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t
❢♦r ❤✐❣❤ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❋♦r ❙◆❘❂✹ ❞❇✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r
❤❛s ❧♦✇ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✉♣❡r✐♦r✐t②
♦❢ t❤❡ ▼❆P t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❋♦r ❙◆❘❂✼ ❞❇✱ ❜♦t❤ ▼▼❙❊ ❛♥❞ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❡r ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✳

✶✳✻ P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ■❘ ✉s❡s ❝♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❜✐t
❧❡✈❡❧ ❛❢t❡r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s②♠❜♦❧ ❞❡♠❛♣♣✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈❈✱ ❚❤❡r❡ ✐s ✈❛r✐♦✉s
♠❡t❤♦❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣✳

✶✳✻✳✶ ▼❛①✐♠✉♠✲r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ❢♦r ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t♦ ❡q✉❛❧✐③❡ ❡❛❝❤
r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡t s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♣❛❝❦❡t ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
♠❛❞❡ ❡✐t❤❡r ❛t t❤❡ s②♠❜♦❧ ❧❡✈❡❧ ❜❡❢♦r❡ s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣✐♥❣ ♦r ❛t t❤❡ ❜✐t ❧❡✈❡❧ ❛❢t❡r s♦❢t✲
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✶✳✻✳ P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

equalizer T

Channel

Decoder

MAP

equalizer 1

MMSE

equalizer 2

MMSE

MMSE

LE
e (c(1))

LE
e (c(2))

d̂
LE

e (c)

LD
e (c)

... ...

π−

π

...
...

z(1)

z(2)

z(T )

π−

π−

LE
e (c(T ))

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣✳

❞❡♠❛♣♣✐♥❣✳ ▼❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛t t❤❡ s②♠❜♦❧ ❧❡✈❡❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✭❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳ ❚❤✐s
✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦✉t♣✉t ❛s ❢♦r ▼❆P
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ▼❘❈ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❜✐t ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇❛② ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜✐ts ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ▲▲❘s ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ s♦❢t✲❞❡♠❛♣♣❡r✳

✶✳✻✳✷ ❏♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❈❤❛♥♥❡❧ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✹✺❪
♦❢ ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
♠❛①✐♠✉♠✲r❛t✐♦✲❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❬✹✻❪✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛❧✐③❡r str✉❝t✉r❡
✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♣✉ts✳

✶✳✻✳✷✳✶ ❏♦✐♥t ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❡r

❚❤❡ ❋♦r✇❛r❞✲❇❛❝❦✇❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❬✹✺❪✳ ❆❧❧ ✇❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ tr❡❧❧✐s ❛t ❡❛❝❤ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥

γn,T (s, s′) = γn,T−1(s, s
′) × p(z(T )

n |xn = x, s, s′)

✇❤❡r❡

p(z(T )
n |xn = x, s′, s) =

1

πσ2
w

e−|z(T )
n −ψ(T )(x,Sn)|2/σ2

w

✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥❞❡① (T ) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ T ✲t❤ ❍❆❘◗ r♦✉♥❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✉s❡s
t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝②✲❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s

✶✳✻✳✷✳✷ ❏♦✐♥t ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♣✉ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✳

APP

to estimate

estimate to

APP

...

z
(1)
n

b

x̄n

f (2)

f (T )

x̂n

z
(T )
n

z
(2)
n

PE
a (xn)

PD
a (xn)

f (1)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❚✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❥♦✐♥t ❙■❙❖ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❡r✳

❚❤❡ ❥♦✐♥t ❙■❙❖ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
f (1), · · · , f (T )✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❡r ✜❧t❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② b✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t❡ x̂n
♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ xn ❛❢t❡r T tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

x̂n =

T∑

t=1

(f (t))Hz(t)
n − bH x̄n ✭✶✳✺✹✮

✇❤❡r❡ z
(t)
n = [z

(t)
n−l2 , · · · , z

(t)
n+l1

]⊤ ❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s②♠✲
❜♦❧✳ ❇② ❣r♦✉♣✐♥❣ ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t ♠✉❧t✐♣❧❡✲♦✉t♣✉t
✭❙■▼❖✮ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❜②

zT,n = HTxn + wT,n

✇❤❡r❡

xn = [xn−l2−L+1, · · · , xn+l1 ]
⊤

zT,n = [(z
(1)
n−l2 , z

(2)
n−l2 , · · · , z

(T )
n−l2), · · · , (z

(1)
n+l1

, z
(2)
n+l1

, · · · , z(T )
n+l1

)]⊤

wT,n = [(w
(1)
n−l2 , w

(2)
n−l2 , · · · , w

(T )
n−l2), · · · , (w

(1)
n+l1

, w
(2)
n+l1

, · · · , w(T )
n+l1

)]⊤

❛♥❞ HT ✐s t❤❡ TLf × (Lf + L− 1) ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ ❜②

HT =









hL−1 · · · h0 0 · · · 0

0 hL−1 · · · h0
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ 0

0 · · · 0 hL−1 · · · h0









, ✭✶✳✺✺✮
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✶✳✻✳ P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

✇❤❡r❡ hi = [h
(1)
i , · · · , h(T )

i ]⊤✳
❯s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t
✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐♥❝r❡❛s❡s
st❡❛❞✐❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❥♦✐♥t
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦♦ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

✶✳✻✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈❈✲❍❆❘◗ ❛♥❞ ■❘✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦✈❡r
❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦
✇✐t❤ Tmax = 3✳

❋♦r t❤❡ ■❘✲❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛t❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦❞❡s ❣✐✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ r❛t❡ r1 = 4/5✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s ✐♥ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ ✇❡r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆ ♣❛❝❦❡t ♦❢ ✾✻✵ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✶✷✵✵ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts
❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❋♦r ❈❈✲❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ r❡♣❡❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞
❝♦❞❡✇♦r❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② C1 ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❘✲❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 5 ✇✐t❤
✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r✲❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❜♦t❤
♣r♦t♦❝♦❧s ✉♥❞❡r s❡♣❛r❛t❡ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✜✈❡ t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s✳
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Non iterative receiver using MMSE equalization
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MMSE Turbo−equalization with 5 iterations
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❈✲❍❆❘◗ ❛♥❞ ■❘✲❍❆❘◗ ♦✈❡r ❧♦♥❣✲t❡r♠
st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ L = 5 ❛♥❞ Tmax = 3✳

❚❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r s❤♦rt✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡
✶✳✶✸✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✶✷ ❛♥❞ ✶✳✶✸ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣❛✐♥s ♦❢ ■❘ ♦✈❡r ❈❈ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ■❘ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❈❈ ♦✈❡r ❧♦♥❣ t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥✱ ✐♥
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T=1

CC, T=2

CC, T=3

IR, T=2

IR, T=3

0 5 10 15 20 25
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

E
s
/ N

0
 (dB)

F
E

R

MMSE Turbo−equalization with 5 iterations
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❈✲❍❆❘◗ ❛♥❞ ■❘✲❍❆❘◗ ♦✈❡r s❤♦rt✲t❡r♠
st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ L = 5 ❛♥❞ Tmax = 3✳

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s✐❣♥❛❧ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ■❘ ❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❣❛✐♥ ✇✐t❤ ■❘ ✐s ❧❡ss
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s❤♦rt t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ ❈❈ ❤❛s ❜❡tt❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❥♦✐♥t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜✐t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s
❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ■❘✳

✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❞❛t❛ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♦✈❡r ✇✐r❡❧❡ss
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ■❘✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❈❈✲
❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦❞❡
❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❣❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s❧♦✇
t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡✳ ❚❤✐s ❣❛✐♥ ✐s ❧❡ss
✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r r❛♣✐❞❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❈❈✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦✛❡r ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛✐♠ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈❈✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡✐r
❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ st❛rt ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡
s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✸✹



❈❤❛♣t❡r ✷

▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

❉❡❝♦❞✐♥❣

■
♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝♦❞❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✭❇■❈▼✮ s❝❤❡♠❡ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✉s✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮

s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ❛t t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r t❤❡ ❇■❈▼ s❝❤❡♠❡ ♦✈❡r
❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇
♠✉❝❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r✱ ❛r❡
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤♦♣❡ ❣❡tt✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦
t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡❞✉♥✲
❞❛♥❝② ❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❋♦r✲
♥❡② ✐♥ ❬✶✶✱ ✹✼❪ ❢♦r ✉♥❝♦❞❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r st❛t✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❯♣♣❡r
❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤t ❡♥✉♠❡r❛✲
t♦rs ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ tr❡❧❧✐s✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♣❛t❤✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t✐♠❡✲✈❛r✐❛♥t✱
tr❡❧❧✐s✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❋♦r ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝♦❞❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❇❡♥❡❞❡tt♦ ✐♥ ❬✶✺✱ ✹✽❪ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❡r✐❛❧❧② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❝♦❞❡s✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❇■❈▼ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ❛ r❛t❡✲✶ tr❡❧❧✐s ❡♥❝♦❞❡r ✐♥ ❝♦♥❝❛t❡♥❛✲
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦❞✐♥❣

t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬✹✾✱ ✺✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❲❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞
t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ❧♦♦s❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ ✭❇❊❘✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❋❊❘
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♠♦r❡ t✐❣❤t ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
✇❡ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①❛❝t ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ st❛t✐❝ ❛♥❞
t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ②✐❡❧❞✐♥❣ t♦ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞s
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡
❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥
❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠✳

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✱ ✐s t❤❡ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣✱ s②♠❜♦❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱
♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s st✉❞② ❢♦r ❈❈✲❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡s ❢♦r t✇♦ tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞
❈❤❛♣t❡r ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

✷✳✷ ❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s

■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇■❈▼ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❧❡t c =
[c0, · · · , cNb−1]

⊤ ❜❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡✇♦r❞✱ ❛♥❞ x = [x0, · · · , xNs−1]
⊤

❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ z = [z0, · · · , zNs−1]
⊤ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

z = h ∗ x + w ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ ∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ w = [w0, · · · , wNs−1]
⊤ ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡

✈❡❝t♦r✳ ■♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

zn =

L−1∑

i=0

hixn−i + wn, n = 0, · · · , Ns − 1 ✭✷✳✷✮

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ρ = Es

σ2
w
✳

✸✻



✷✳✷✳ ❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ h✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ x ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ x̂ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞
❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② X ✱ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠

x̂ = arg min
x∈X

||z − h ∗ x||2. ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ x̂ ✐s t❤❡♥ ❞❡♠♦❞✉❧❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞
❝♦❞❡✇♦r❞ ĉ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞ c✳

❋♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts ♣❡r ♣❛❝❦❡t Kb✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✸✮ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢
X ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s 2K ❞✐✛❡r❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
▼▲ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠✳

✷✳✷✳✶ P❛✐r✇✐s❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ ▼▲ ♣❛✐r✇✐s❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭P❊P✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s x ❛♥❞ x̂ ❢r♦♠
X ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ▼▲ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♠✐ts ❛♥ ❡rr♦r ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ x̂ ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ x✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s P2(x, x̂)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❬✶✶❪ ❜②

P2(x, x̂) = Q

(√

d2
E(x, x̂)ρ/2

)

, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ Q(x) = 1√
2π

∫ +∞
x e−t

2/2dt✱ ρ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘✱ ❛♥❞ d2
E(x, x̂) ✐s t❤❡

♦✉t♣✉t sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❖❙❊❉✮ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ x̂ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡
♥♦✐s❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

d2
E(x, x̂) , ‖h ∗ x̂ − h ∗ x‖2 = ‖h ∗ (x̂ − x)‖2 ✭✷✳✺✮

= ‖h ∗ e‖2 ✭✷✳✻✮

=

Ns−1∑

n=0

∣
∣
∣
∣
∣

L−1∑

i=0

hien−i

∣
∣
∣
∣
∣

2

, ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ e , x̂−x✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❖❙❊❉ ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ x ❛♥❞ x̂✳ ■t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ e ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❖❙❊❉ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡
d2
E(e)✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

• ∆ = d2
E(x, x̂) = d2

E(e) ✐s t❤❡ ❖❙❊❉ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s x ❛♥❞
x̂✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ∆ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② δ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

• ǫ = c ⊕ ĉ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥❛r② ❡rr♦r ❝♦❞❡✇♦r❞✳

✸✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦❞✐♥❣

• d = dH(ǫ) ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② d = dH(e) ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r②
❡rr♦r ❝♦❞❡✇♦r❞ ǫ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ e✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❋❊❘
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇■❈▼ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

✷✳✷✳✷ ❯♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡r
❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ❛s✱

Pe(ρ) , Pr(e 6= 0) ≤ Psub(ρ) ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ Psub(ρ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Psub(ρ) =
1

2K

∑

x∈X

∑

x̂∈X :x̂6=x

P2(x, x̂) ✭✷✳✾✮

=
1

2K

∑

x∈X

∑

x̂∈X :x̂6=x

Q

(√

d2
E(x, x̂)ρ/2

)

✭✷✳✶✵✮

✭✷✳✶✶✮

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡❧②✳ ❇② r❡❣r♦✉♣✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s❡q✉❡♥❝❡s x̂ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ x✱ ❛♥❞
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s δ ♦❢ ∆ = d2

E(x, x̂)✱ ✇❡ ❣❡t

Psub(ρ) =
1

2K

∑

x∈X

∑

δ>0

Ach
x (δ)Q

(√

δρ/2
)

✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Ach
x (δ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s x̂ ❛t ❖❙❊❉ δ ❢r♦♠ x✳ ❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

♦r❞❡r ♦❢ s✉♠♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ✭✷✳✶✷✮ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠ ❛s

Psub(ρ) =
∑

δ>0

1

2K

∑

x∈X
Ach
x (δ)Q

(√

δρ/2
)

✭✷✳✶✸✮

=
∑

δ>0

Ach(δ)Q
(√

δρ/2
)

✭✷✳✶✹✮

✇❤❡r❡ Ach(δ) ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❡♥✉♠❡r❛t♦r ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ach(δ) ,
1

2K

∑

x∈X
Ach
x (δ) ✭✷✳✶✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ Ach
x (δ) ♦✈❡r ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s x ∈ X ✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t ❡♥✉♠❡r❛t♦r Ach(δ) ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧❡ t❛s❦ ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Ach

x (δ) ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
✇❡ ❝❛♥ ♥♦t t❛❦❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡q✉❡♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❧❧✲③❡r♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s ❛

✸✽



✷✳✷✳ ❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❇P❙❑ ♠❛♣♣✐♥❣✳

x ✰✶ ✰✶ ✰✶ ✲✶ ✰✶ ✰✶ ✲✶ ✲✶

x̂ ✲✶ ✰✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✰✶ ✰✶ ✲✶

ǫ ✶ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵

e ✲✷ ✵ ✲✷ ✵ ✲✷ ✵ ✰✷ ✵

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❜✐♥❛r② ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✲
✐♥❣ ❝♦❞❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ ❜✐♥❛r② ❡rr♦r ✇♦r❞ ǫ ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r
s❡q✉❡♥❝❡s e ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ x✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❜② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✉s✐♥❣ ❇P❙❑ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❢♦r ❛ ❇P❙❑ ♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦
❡❧❡♠❡♥ts en ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ t❛❦❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ {−2,+2} ❞❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s xn ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t x + e ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠
X ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ ✐s ✬✰✶✬✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r ❡❧❡♠❡♥ts
❝❛♥ ♦♥❧② t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✬✲✷✬ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ✬✲✶✬✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

▲❡t E(X ) ❜❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ X ✱
✐✳❡✳

E(X ) , {e = x̂ − x : x, x̂ ∈ X} ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ E(X ) ✐s |E(X )| = 2K×2K = 22K s❡q✉❡♥❝❡s ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞✐st✐♥❝t✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦❞❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ X ✱ t❤❡ t❡r♠ Ach

x (δ)
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t d ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥❛r②
❡rr♦r ✇♦r❞s ❛s

Ach
x (δ) =

∑

d≥dmin

Ach
x (d, δ) ✭✷✳✶✼✮

✇❤❡r❡ dmin ✐s t❤❡ ❢r❡❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ Ach
x (d, δ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦r

s❡q✉❡♥❝❡s e ∈ E(X ) ♦❢ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t d ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ x̂ ❛t ❖❙❊❉ δ ❢r♦♠
x✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ x✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s e ♦❢
❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t d ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❡♥✉♠❡r❛t♦r Ac(d) ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r②
❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡s ❡♥s✉r❡s t❤❛t Ac(d) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
x✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✭✷✳✶✼✮ ❛s

Ach
x (δ) =

∑

d≥dmin

Ac(d)
Ach
d (δ,x)

Ac(d)
✭✷✳✶✽✮

=
∑

d≥dmin

Ac(d) Pr(∆ = δ|x, d) ✭✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡

Pr(∆ = δ|x, d) =
Ach
d (δ,x)

Ac(d)
✭✷✳✷✵✮

✸✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦❞✐♥❣

✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s e ∈ E(X ) ✇✐t❤ ❛♥ ❖❙❊❉ δ✱ ❤❛✈✐♥❣ x

❛♥❞ d✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱

Pr(∆ = δ|x, d) = Pr(e ∈ E(X ) : d2
E(e) = δ|x, dH(e) = d) ✭✷✳✷✶✮

▲❡t Ed(x) ❜❡ t❤❡ s✉❜✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ E(X ) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♦♥ x ✇✐t❤ ❍❛♠♠✐♥❣
✇❡✐❣❤t d✳ ❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ Ed(x) ✐s |Ed(x)| = Ac(d)✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ Pr(∆|x, d)
✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ Ed(x) ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡rr♦r ❜✐ts ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥s✱ ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡
❡rr♦r ❡✈❡♥t ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ t✇♦ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

❆✶✿ ❯♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✿ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r

♦❢ ❧❡♥❣t❤ Nb ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ✇♦r❞ ♦❢ ✇❡✐❣❤t
d ✐♥t♦ ❛❧❧

(
Nb

d

)
❞✐st✐♥❝t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐t ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/

(
Nb

d

)
✳

❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ♠❛② ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✲Nb ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♦❢
♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢
t❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ▼▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❡r✐❛❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❝♦❞✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Pr(∆|x, d) ♦✈❡r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❧❧ ❜✐♥❛r② ❡rr♦r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t d✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② E ′

d(x) ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s
(
Nb

d

)
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ A(c)(d) ❢♦r Ed(x)✳ ❚❤✉s✱

Pr(∆ = δ|x, d) =
Ach
d (δ)
(
Nb

d

) ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ Ach
d (δ) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ E ′

d(x) ✇✐t❤ ❛♥ ❖❙❊❉ δ✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ x ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆✷✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡rr♦r s②♠❜♦❧s✿ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦
❡rr♦r ❡❧❡♠❡♥ts en ♦❢ e ❛r❡ ③❡r♦ ♠❡❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✳ ◆♦♥✲③❡r♦ ❡rr♦r ❡❧❡✲
♠❡♥ts t❛❦❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ε = {en = x̂n − xn : xn, x̂n ∈ S, xn 6= x̂n}
✇❤✐❝❤ ❤❛s 2Q(2Q − 1) ❡❧❡♠❡♥ts✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆✶ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝♦♥st❛✐♥t ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆✷✱ ✐♥ t✉r♥s✱ r❡♠♦✈❡s ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦❞❡ str✉❝t✉r❡ ❡①❝❡♣t ✐ts ✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✹✵



✷✳✷✳ ❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✷✳✶✾✮ ✐♥ ✭✷✳✶✺✮ ❛♥❞ ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❛t Ac(d) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ x✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥

Ach(δ) =
1

2K

∑

x∈X

∑

d≥dmin

Ac(d) Pr(∆ = δ|x, d) ✭✷✳✷✸✮

=
∑

d≥dmin

Ac(d)
1

2K

∑

x∈X
Pr(∆ = δ|x, d) ✭✷✳✷✹✮

=
∑

d≥dmin

Ac(d) Pr(∆ = δ|d) ✭✷✳✷✺✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥✉♠❡r❛t♦r Ach(δ) r❡❞✉❝❡s
t♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

Pr(∆ = δ|d) = Pr(e ∈ Ed : d2
E(e) = δ) ✭✷✳✷✻✮

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❆✶ ❛♥❞ ❆✷✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pr(∆|d) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
♦✈❡r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s♣❛❝❡ Ed ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❍❛♠♠✐♥❣
✇❡✐❣❤t d ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛✐r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s x ❛♥❞ x̂ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ X ❣✐✈✐♥❣ t❤✐s
❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡✳

❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆✷ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pr(∆|d)
r❡♠❛✐♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r s♣❛❝❡ Ed ✐♥st❡❛❞ ♦❢
Ed(X ) ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Ed(X ) ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r Ed ❞✉❡
t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ Ed(X ) ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
s✉❜s❡t ♦❢ Ed✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d ♦r ❛ ❤✐❣❤✲
r❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s♣❛❝❡ |Ed|/|Ed(X )| ✐s ♥♦t t♦♦ ❤✐❣❤✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭✷✳✷✺✮ ✐♥ ✭✷✳✶✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

Psub(ρ) =
∑

δ>0




∑

d≥dmin

Ac(d) Pr(∆ = δ|d)



Q
(√

δρ/2
)

✭✷✳✷✼✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ r❡♠❛r❦s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇❡✐❣❤t ❡♥✉♠❡r✲
❛t♦r Ac(d) ❜❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pr(∆|d) ♦✈❡r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s Ed✳

✷✳✷✳✸ ❈♦❞❡ ✇❡✐❣❤t ❡♥✉♠❡r❛t♦r

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ✇❡✐❣❤t ❡♥✉♠❡r❛t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ t②♣❡
❛♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧❡♥❣t❤ Nb✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡r♠ ❢♦r tr❡❧❧✐s
❜❛s❡❞ ❝♦❞❡s s✉❝❤ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t✉r❜♦✲❝♦❞❡s ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤t ❡♥✉♠❡r❛t♦rs
♦❢ ❡rr♦r ❡✈❡♥ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② a(d)✳ ❋♦r tr❡❧❧✐s ❜❛s❡❞ ❝♦❞❡s✱ ❛♥ ❡rr♦r ❡✈❡♥t ✐s ❛♥ ❡rr♦r ♣❛t❤
✇❤✐❝❤ ❞✐✈❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛t❤ ❛t ♦♥❡ tr❡❧❧✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❧❛t❡r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦❞✐♥❣

♣❛t❤ ❛❢t❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❡✈❡♥t Le ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❧❧✐s s❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❡✈❡♥t✳
❚❤❡ ❢r❡❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ dmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d ❢♦r ✇❤✐❝❤ a(d) > 0✳

Error event

· · ·

· · ·

· · ·

1 Nsec

...
...

· · ·

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊rr♦r ❡✈❡♥t ✐♥ tr❡❧❧✐s✲❜❛s❡❞ ❝♦❞❡s✳

❆♥ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡rr♦r ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡
✇❡✐❣❤t ❡♥✉♠❡r❛t♦r Ac(d) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
❡rr♦r ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤t✲❧❡♥❣t❤ ❡♥✉♠❡r❛t♦rs ♦❢
❡rr♦r ❡✈❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
t❛s❦✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤✐s t❛s❦
❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ✐♥ ❬✹✽❪ ❜② ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ Ac(d)✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ Ac(d) ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥② ❡rr♦r ❡✈❡♥t ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r
t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ❡✈❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ac(d) ≤
jmax∑

j=1

(
Nsec

j

) ∑

d1,··· ,dj≥dmin
d1+···+dj=d

a(d1) × · · · × a(dj), ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ Nsec ✐s t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❡❧❧✐s ❛♥❞ jmax = ⌊d/dmin⌋✳ ❚❤✐s ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❧♦♦s❡ ❜♦✉♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ d✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦❞❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡
✇✐t❤ k ✐♥♣✉t ❜✐ts ❛♥❞ n ♦✉t♣✉t ❜✐ts ❛t ❡❛❝❤ tr❡❧❧✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Nsec = Kb/k = Nb/n✱
❛ss✉♠❡❞ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r ❡✈❡♥t ♦❢ ✇❡✐❣❤t dk ✐s ❛t ❧❡❛st jmin = ⌈dk/n⌉✳

✷✳✸ ❖✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pr(∆|d)✱ ✇❡ st❛rt ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❙❊❉ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r♠✳

✷✳✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❖❙❊❉ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✹✷



✷✳✸✳ ❖✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❚❤❡ ❖❙❊❉ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♥♦✐s❡❧❡ss ❢r❡q✉❡♥❝②✲

s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆(e) =
L−1∑

ℓ=−L+1

R∗
ℓ (h)Rℓ(e) ✭✷✳✷✾✮

✇❤❡r❡ Rℓ(x) ✐s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ x ❢♦r ❧❛❣ ℓ ❞❡✜♥❡❞
❜②

Rℓ(x) ,

Ns−1∑

n=0

xnx
∗
n−ℓ, ✭✷✳✸✵✮

✇❤❡r❡ Rℓ(h) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ③❡r♦ ♣❛❞❞✐♥❣ ♦❢ h ✉♣ t♦ ❧❡♥❣t❤ Ns✳

▲❡♠♠❛ ✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❖❙❊❉ ❛s t❤❡ s✉♠ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ L✱ ♦♥❧② t❤❡
✜rst L ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❖❙❊❉✳

◆♦t❡✿ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r s②st❡♠s ♥♦t ✉s✐♥❣ ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❛♣❡r✐♦❞✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

◆♦✇✱ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s✉♠ ✭✷✳✷✾✮✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❖❙❊❉ ❛s
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∆(e,h) = Γ(e,h) + Λ(e,h) ✭✷✳✸✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❤♦✇♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ h ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ t✇♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Γ(e,h) , R0(h)R0(e), ✭✷✳✸✷✮

Λ(e,h) , 2ℜ
(
L−1∑

ℓ=1

R∗
ℓ (h)Rℓ(e)

)

✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ℜ(.) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ Γ ✐s t❤❡ ❖❙❊❉
♦✈❡r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ■❙■✲❢r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ Λ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ■❙■
♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✐s♦❧❛t❡❞ ❡rr♦r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
♠♦r❡ t❤❛♥ L ♣♦s✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❡r♠ Λ✳ ❚❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡
r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤✐♥❞ ❙✲r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ✇❤✐❝❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✉rst ❡rr♦rs ✉♣ t♦
❧❡♥❣t❤ S ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ■❙■ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ✭✷✳✸✶✮ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s
❢♦❧❧♦✇s

d2
E(e|h) = Γ(e,h) × Θ(e,h), ✭✷✳✸✹✮

✇❤❡r❡

Θ(e,h) , 1 +
Λ(e,h)

Γ(e,h)
= 1 + 2ℜ

(
L−1∑

ℓ=1

R̃∗
ℓ (h)R̃ℓ(e)

)

, ✭✷✳✸✺✮

✹✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦❞✐♥❣

✇❤❡r❡ R̃ℓ(·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Γ ❛♥❞ Θ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② s✐♥❝❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❡rr♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ R0(e)✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ R̃ℓ(e) ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❡rr♦rs ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Θ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❞✐♥❣
❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✸✹✮ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
❢♦r t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ∆ ✐♥ ✭✷✳✷✾✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧
r❡s♣♦♥s❡✱ ∆ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ r❡❧❛t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Rℓ(e)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r Ed r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst L ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ❬✺✶❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ∆ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
❛ss❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①❛❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t✐st✐✲
❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ∆ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡s❡
st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❛❜♦✉t t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

✷✳✸✳✷ ▼❛✐♥ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ∆✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Rℓ(e) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ Rℓ(e)✮✳ ❖✈❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ Ed✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Rℓ(e) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

µ(Rℓ(e)) =

{

Nsµ2 ✐❢ ℓ = 0✱

0 ✐❢ 0 < ℓ ≤ L− 1✳
✭✷✳✸✻✮

❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

σ2(Rℓ(e)) =

{

Nsµ4 +Ns(Ns − 1)̺2 −N2
s µ

2
2 ✐❢ ℓ = 0✱

Ns̺2 ✐❢ 0 < ℓ ≤ L− 1✳
✭✷✳✸✼✮

✇❤❡r❡

µ2 , E(|en|2) =
(
Nb

d

)−1
Q
∑

k=1

(
Q
k

)(
Nb−Q
d−k

)
m2(k) ✭✷✳✸✽✮

µ4 , E(|en|4) =
(
Nb

d

)−1
Q
∑

k=1

(
Q
k

)(
Nb−Q
d−k

)
m4(k) ✭✷✳✸✾✮

̺2 , E(|en1 |2|en2 |2) =
(
Nb

d

)−1
Q
∑

k1,k2=1
k1+k2≤d

(
Q
k1

)(
Q
k2

)(
Nb−2Q
d−k1−k2

)
m2(k1)m2(k2) ✭✷✳✹✵✮

✹✹



✷✳✸✳ ❖✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

✇❤❡r❡ m2(k) = E(|en|2|dH(en) = k) ❛♥❞ m4(k) = E(|en|4|dH(en) = k) ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❡rr♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦t❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

s❝❤❡♠❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ❋♦r t❤❡ ❇P❙❑ ♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ S = {−1,+1} ❛♥❞ Q = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡
Ns = Nb✱ m2 = 4✱ ❛♥❞ m4 = 16✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r µ2✱ µ4✱ ❛♥❞ ̺2 s✐♠♣❧✐❢② ❛s ❢♦❧❧♦✇s

µ2 = 4
d

Nb
✭✷✳✹✶✮

µ4 = 16
d

N
✭✷✳✹✷✮

̺2 = 16
d(d− 1)

Nb(Nb − 1)
✭✷✳✹✸✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ✭✷✳✸✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✼✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

µ(Rℓ(e)) =

{

4d ✐❢ ℓ = 0✱

0 ✐❢ 0 < ℓ ≤ L− 1✳
✭✷✳✹✹✮

❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

σ2(Rℓ(e)) =

{

0 ✐❢ ℓ = 0✱

16d(d−1)
Nb−1 ✐❢ 0 < ℓ ≤ L− 1✳

✭✷✳✹✺✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡s ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭ℓ 6= 0✮ ♦❢ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜✉t✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Rℓ(e) ❛r❡
✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥❞❡r ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ Rℓ1(e)✱ t❤❡r❡
✐s ❛♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r π ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ e s✉❝❤ t❤❛t Rℓ2(π(e)) t❛❦❡s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡
❛♥❞ t❤✐s ✐s ❢♦r ❛♥② ❢♦r ❛♥② ℓ2 6= ℓ1✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡rr♦r
s❡q✉❡♥❝❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❖❙❊❉✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❉❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ Rℓ(e)✮✳ ❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s {Rℓ(e) :
ℓ = 0, · · · , L− 1} ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞❀ ✐✳❡✳ E(Rℓ1(e)R∗

ℓ2
(e)) = 0 ❢♦r ℓ1 6= ℓ2✳

◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❛♥♥♦✉♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❖❙❊❉ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ∆✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ h✱ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t✐st✐❝s

♦❢ t❤❡ ❖❙❊❉ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

µ(∆) = R0(h)µ(R0(e)) ✭✷✳✹✻✮

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦❞✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❊rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝s m2 ❛♥❞ m4 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ ●r❛②
♠❛♣♣✐♥❣✳

σ2(∆) = |R0(h)|2σ2(R0(e)) + κ

L−1∑

ℓ=1

|Rℓ(h)|2σ2(Rℓ(e)) ✭✷✳✹✼✮

✇❤❡r❡ κ = 2 ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ❤❛✈❡ t❤❡

s❛♠❡ st❛t✐st✐❝s✮✱ ❛♥❞ κ = 4 ❢♦r r❡❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ h✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ µ(R0(e)) ❛♥❞ σ2(Rℓ(e)) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❖❙❊❉ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❧❡❛❞s t♦

µ(∆) = 4dR0(h) = 4d||h||2 ✭✷✳✹✽✮

σ2(∆) = 64
d(d− 1)

Nb − 1

L−1∑

ℓ=1

|Rℓ(h)|2 ✭✷✳✹✾✮

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ∆ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ 1/Nb ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2(∆) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ Nb t❡♥❞s t♦ t❤❡
✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❆❲●◆ ❝❛s❡ ❛s ✐t
✇❛s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺✷❪ ✉♥❞❡r ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ t❡r♠
∑L−1

ℓ=1 |Rℓ(h)|2 ❣✐✈❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ✉s✐♥❣ P❛rs❡✈❛❧✬s

✹✻



✷✳✸✳ ❖✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

t❤❡♦r❡♠ ❛s
L−1∑

ℓ=1

|Rℓ(h)|2 =
1

Ns

Ns−1∑

n=0

(|hn|2 − µ(|hn|2))2 ✭✷✳✺✵✮

✇❤❡r❡ hn =
∑Ns−1

k=0 hke
− 2πi

Ns
kn ✐s t❤❡ ❉❋❚ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦✈❡r Ns ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞

µ(|hn|2) = 1
Ns

∑Ns−1
n=0 |hn|2✳ ❚❤✐s t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧

r❡s♣♦♥s❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦r ❛ ✢❛t ❝❤❛♥♥❡❧✱
✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

❆❢t❡r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ∆✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥
❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❋♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❛❧
❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✳

✷✳✸✳✸ ▼✐♥✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Rℓ(e) t❛❦❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧❡♥❣t❤ Ns✱ t❤❡ ❖❙❊❉ t❛❦❡s ❛❧s♦ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❖❙❊❉ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❙◆❘✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t
✇❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬✶✶✱ ✺✸❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡
❛ss✉♠✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ Ns✳

▲❡t Re = (R0, · · · , RL−1) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ L✲✉♣❧❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst L ❛✉t♦✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺✹❪ t❤❛t ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
❧❛r❣❡ ❜❧♦❝❦ s✐③❡ ❧❛② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② VR✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ML ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ML =









R0 R1 · · · RL−1

R∗
1 R0

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳ ✳ ✳ R1

R∗
L−1 · · · R∗

1 R0









. ✭✷✳✺✶✮

✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①✱ ✐✳❡✳ det(ML) > 0✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ VR ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

VR , {Re ∈ R
L : det(ML) > 0}. ✭✷✳✺✷✮

❋♦r ✜♥✐t❡ ❜❧♦❝❦ ❧❡♥❣t❤ Ns✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ VR ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺✺❪✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❡❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❖❙❊❉ ♦✈❡r ✈❛❧✐❞
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✭VR✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ δmin✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡

✹✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦❞✐♥❣

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

Boundary

R̃1

R̃
2

VR

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ VR ♦❢ ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r R1 ❛♥❞ R2✳

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ VR ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❡❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❲❡ s❤♦✇ t❤✐s ❜② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ Pr♦❛❦✐s✲❇ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s
h = (0.408, 0.817, 0.408) ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 3✳ ❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡
❧❛❣s ❛r❡ R0(h) = 1✱ R1(h) = 0.666 ❛♥❞ R2(h) = 0.166✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✷✾✮ ❛s✱

∆ = R0 + 1.33R1 + 0.33R2. ✭✷✳✺✸✮

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts R̃ℓ✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

det(M3) = R3
0(1 − R̃2)(1 + R̃2 − 2R̃2

1). ✭✷✳✺✹✮

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ det(M3) = 0 ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥

R̃2 = 2R̃2
1 − 1, ♦r R̃2 = 1. ✭✷✳✺✺✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② r❡❣✐♦♥✳
▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ✭✷✳✺✸✮ ♦✈❡r ❛❧❧ ✈❛❧✐❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ✭✷✳✺✺✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥

R1 = −4(d− 1) ❛♥❞ R2 = 4(d− 2) ✭✷✳✺✻✮

❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ δmin = 2.66 ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ d✳ ❚❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞
❜② ❛♥② ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡rr♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s✐❣♥s✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡rr♦r ✢♦♦r ♦♥ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳

✹✽



✷✳✹✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧

✷✳✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❡t Pd(Re) ❜❡ t❤✐s
❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r Re ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❡rr♦r ❍❛♠♠✐♥❣
✇❡✐❣❤t d✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❖❙❊❉ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

Pr(∆ = δ|d) =
∑

Re∈VR:d2E=δ

Pd(Re) ✭✷✳✺✼✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pd(Re) ❝❛♥ ❜❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❋ré❝❤❡t
❜♦✉♥❞ ❬✺✻❪ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts✳

Pd(Re) ≤ min{Pr(R0), · · · ,Pr(RL−1)}, ✭✷✳✺✽✮

❢♦r Re ∈ VR ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐❢ ♥♦ ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❋♦r ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣♠❢✮

♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t d ✐s ❣✐✈❡♥

❜②

Pr(Rℓ(e) = 4k) =
1

(
Nb−1
d

)

d−1∑

s=|k|
2−s
(
d− 1

s

)(
Nb − d

d− s

)(
s
s−k
2

)

. ✭✷✳✺✾✮

❋♦r s✐♠♣❧❡ ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ♥♦♥✲③❡r♦ t❛♣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r
s♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ h = (h0, 0, · · · , 0, hL−1) ❢♦r s♦♠❡ L > 1 ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ RL−1 ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Pr(RL−1)✱
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡
✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✹✾✱ ✺✼❪ ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✲t❛♣s ❝❤❛♥♥❡❧s
✇✐t❤ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥✳

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭✷✳✺✽✮ ✐♥ ✭✷✳✺✼✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞
✐♥ ❢r♦♠ ✭✷✳✷✼✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ✇❡
s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ Pr♦❛❦✐s✲❇ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❖♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡
tr❛❝❡❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❝♦❞❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣✐✈❡♥ ❜②

Pinf(ρ) = Q
(√

dminρ/2
)

✭✷✳✻✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ♦✈❡r ❛♥② ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦✉♥❞s t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ ▼❆P t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ✺
t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞s ❛t ♠❡❞✐✉♠ ❙◆❘ ✐s ❛❜♦✉t ✶ ❞❇✱ ❛♥❞

✹✾
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Simulation.
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Lower bound

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❇♦✉♥❞s ♦♥ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r Pr♦❛❦✐s✲❇ ❝❤❛♥♥❡❧✳

t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❞✐✈❡r❣❡s ❢♦r ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♦s❡
❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ t✐❣❤t❡r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s r❡♠❛✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✷✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r✲❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ♦♥❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❋❊❘ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧
❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮ ❢♦r t❤❡ ❖❙❊❉✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❖❙❊❉ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Γ ❛♥❞ Θ✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ∆ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋♦r ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Γ = 4d||h||2✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧
❣❛✐♥ ||h||2 ❢♦❧❧♦✇s ❛ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α = L/2 ❛♥❞ s❝❛❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r β = 2/L✳ ■ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fΓ(γ) =
1

βαΓ(α)
γα−1e−γ/β , ✭✷✳✻✶✮

✺✵
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d =2

θ
min

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Θ ❢♦r L = 5✱ Nb = 256✱ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r d✳

✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

µ(R0(h)) = αβ = 1, σ2(R0(h)) = αβ2 =
2

L
. ✭✷✳✻✷✮

◆♦✇✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Θ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧②
❛ss❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
Θ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts s✉♣♣♦rt✳ ❋♦r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ✭||h||2 = 1✮✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❬✺✽❪ t❤❛t t❤❡ ❖❙❊❉ ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ δmin ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ✇❤❛t❡✈❡r ✇❛s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Θ > θmin = δmin/4d✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Θ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t Θ = 1 ❢♦r ❛❧❧ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡❞ ❡rr♦r ❡❧❡♠❡♥ts s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
❛t ❧❡❛st L ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ Rℓ(e) ✭ℓ > 0✮
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦s ❢♦r t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞
❜② Pz✱ ❢♦r♠s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pr(Θ = 1|d)✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❜②
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Pz ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pr(Θ = 1|d) ≥ Pz =

(
Nb − (d− 1)(L− 1)

d

)

/

(
Nb

d

)

. ✭✷✳✻✸✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ d✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r Nb = 256 ❛♥❞ L = 5 ✇❡ ✜♥❞
pz = 0.97, 0.72, 0.21 ❢♦r d = 2, 5, 10✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ❜② ❛ tr✉♥❝❛t❡❞
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r Θ > θmin ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

ISI = σ2(Θ)/(1 − Pz)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦❞✐♥❣

✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❞❢ ♦❢ Θ✿

fΘ(θ) = P0
1 − Pz
√

2πσ2
ISI

e−(θ−1)2/(2σ2
ISI) + Pzg(θ − 1),

✇❤❡r❡ P0 ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ tr✉♥❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ g(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s g(x) = 1 ❢♦r x = 0✱ ❛♥❞ g(x) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❝✉r✈❡ fΘ(θ)dθ
❢♦r dθ = 0.01 ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❞❢ ♦✈❡r 106 ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠
❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ L = 5 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ d✳ ❋r♦♠ ❬✺✽❪ ✭❚❛❜❧❡ ■✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ δmin = 0.2679
❢♦r ❛♥ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t d = 2✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t♦ θmin = 0.134✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦✉r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ d✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ❡rr♦r
✇❡✐❣❤ts✱ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ s❧♦✇❧② t❤❛♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ t❛✐❧
❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❧✐❣❤t ❛s②♠♠❡tr② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥
♥♦✇ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❋❊❘ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✷✼✮✳

❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s θ ❛♥❞ γ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

Psub(ρ) =

∫

γ

∫

θ

∑

d

Ac(d)Q
(√

2dγθρ
)

fθ(θ)fγ(γ)dθdγ. ✭✷✳✻✹✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ Q(.)✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r d ❛♥❞
❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜② ✶ ❜❡❢♦r❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t✐st✐❝s
❧❡❛❞s t♦ ❛ t✐❣❤t ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛s ♥♦t❡❞ ❜② ▼❛❧❦❛♠❛❦✐ ❛♥❞ ▲❡✐❜ ✐♥ ❬✺✾❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦✈❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❢❛❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❙◆❘
ρ′ , γρ✱

PISI(ρ
′) =

∫ ∞

0

(
∑

d

Ac(d)
fΘ(t/d)

d

)

Q
(√

2ρ′t
)

dt, ✭✷✳✻✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ t = dθ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡rr♦r ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♦✈❡r ❢❛❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ❛❢t❡r ❧✐♠✐t✐♥❣ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜② ✶ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Psub(ρ) =

∫ ∞

0
min

{
1, PISI(ρ

′)
} fγ(ρ

′/ρ)
ρ

dρ′.

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛ r❛t❡ ✶✴✷ r❡❝✉rs✐✈❡✱ s②st❡♠❛t✐❝
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ✭❘❙❈✮ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ (1, 5/7)8 ✐♥ ♦❝t❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s Nb = 1204 ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s L = 5✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▼❆P t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❛❢t❡r ✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❋❊❘
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤♦✉t
■❙■✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❧② ✶ ❞❇ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
♦✈❡r ❛❧❧ ❙◆❘ r❛♥❣❡✳

✺✷
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❯♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ L = 5✱ ❛♥❞ Nb = 1024✳

✷✳✻ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s

❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t✱ t❤❡ ❖❙❊❉ ✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞✳ ❆❢t❡r
t❤❡ T ✲t❤ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❖❙❊❉✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∆T ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆T =
T∑

t=1

∆(t) =
T∑

t=1

L−1∑

ℓ=−L+1

R∗
ℓ (h

(t))Rℓ(e) ✭✷✳✻✻✮

❇② ✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✱ ✇❡ ❣❡t

∆T =
L−1∑

ℓ=−L+1

Rℓ(e)

(
T∑

t=1

R∗
ℓ (h

(t))

)

=
L−1∑

ℓ=−L+1

Rℓ(e)ΩT,ℓ ✭✷✳✻✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞

ΩT,ℓ ,

T∑

t=1

R∗
ℓ (h

(t)) ✭✷✳✻✽✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r T tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s

∆T = ΓT + ΛT ✭✷✳✻✾✮

✇❤❡r❡
ΓT = R0(e)ΩT,0 ✭✷✳✼✵✮

✺✸
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ΛT = 2ℜ
(
L−1∑

ℓ=1

Rℓ(e)ΩT,ℓ

)

✭✷✳✼✶✮

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡r❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ΩT,ℓ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② ♦♥ t❤❡ ❊✉✲
❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❤❛♥❣❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❡r♠ ΛT
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛✐♥ t❡r♠ ΓT ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ✇❤✐❧❡ T ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦♥❣✲
t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ h(T ) = h(1) , h✱ ❢♦r 1 < T < Tmax✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∆T = T × ∆(1) ✭✷✳✼✷✮

✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❙◆❘ ❣❛✐♥ ❜✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ❤❛✈❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤✐s s✉❣❣❡sts ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
s♦♠❡ tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② ❛♠♦♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r s❧♦✇❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐♠♣❧❡
❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t②✳

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳
❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❢♦r st❛t✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋♦r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
st✉❞② t♦ t❤❡ ❈❈✲❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❜♦✉♥❞ ❢♦r st❛t✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❉✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡❞ s②st❡♠s
♦✈❡r st❛t✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t✳ ❈♦♥❢✳ ❆❝♦✉st✳ ❙♣❡❡❝❤ ❙✐❣♥❛❧
Pr♦❝❡ss✳ ✭■❈❆❙❙P✮✱ ▲❛s ❱❡❣❛s✱ ❯❙❆✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✷✾✹✾✕✷✾✺✷✳

✷✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡❞ s②st❡♠s
♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ✐♥ ❊✉r✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳ ❈♦♥❢✳✭❊❯❙■P❈❖✮✱
▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✽✳

✺✹



✷✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✸✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❆❘◗✲❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ t✉r❜♦✲é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s
❝❛♥❛✉① sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❛r ❜❧♦❝✱✑ ✐♥ ●r♦✉♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t
❞✬ét✉❞❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✭●❘❊❚❙■✮✱ ❚r♦②❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r
✷✵✵✼✱ ♣♣✳ ✶✶✹✺✕✶✶✹✽✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠✲
♣r♦✈❡ ❍❆❘◗ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✺✺





❈❤❛♣t❡r ✸

P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②

■
♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡
✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ✐♥ ❍❆❘◗

♣r♦t♦❝♦❧s ♦✈❡r s❧♦✇❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ♣♦♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r♠ ❛t ❡❛❝❤
❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♣♣❡❛rs t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛s t✐♠❡✲
✈❛r✐❛♥t ✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠❜❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ■❙■ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛❞✈❛♥❝❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❲❤❡♥ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✭♣r❡✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✮
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✻✵✱ ✻✶❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t♦ ❛♥ ■❙■✲❢r❡❡
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❈❙■ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡
✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ■❙■ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♣❛❝❦❡t ❬✹✺❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✉♠✲r❛t✐♦✲❝♦♠❜✐♥✐♥❣✳
❲❤❡♥ ♥♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛s ✐♥ ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❧②
❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❢t❡r ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐✈❡r✲
s✐t② ❛♠♦♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✻✷❪ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s♠✐t✲
t❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❙◆❘ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳
❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✉st ❜❡ ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧♦❛❞ ♦♥
t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ st♦r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❛♣✲
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②

♣✐♥❣s ❢♦r q✉❛♥t✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆♥♦t❤❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✻✸❪ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦❞❡r ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❈❙■ ✐s ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ t♦
❝♦♠❜❛t t❤❡ ■❙■ ✐♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t ♥♦ ❈❙■ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✭▼▲✮ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐♥ s②s✲
t❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡✳ ❚♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣
❞✐✈❡rs✐t②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❥♦✐♥t s♦❢t✲✐♥♣✉t s♦❢t✲♦✉t♣✉t ✭❙■❙❖✮ ❡q✉❛❧✐③❡r
❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ▼▼❙❊ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙■❙❖ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❝❡✐✈❡r
✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿

• ◆♦ ❈❙■ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r❀

• ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛♥② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r❀

• ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❝♦❞❡❞ ♦r ♥♦♥✲❝♦❞❡❞ s②st❡♠s❀

• ■t ♣r❡s❡r✈❡s ♣♦✇❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧❀

• ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t②✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❤❛s❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✸✳✷ P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞❡❞ ❍❆❘◗ ❙②st❡♠

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t②
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞❡❞ ❍❆❘◗ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳

❆ ♣❛❝❦❡t ♦❢ Kb ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts d = (d1 · · · dKb
) ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ r❛t❡✲Kb/Nb ❡rr♦r

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞ c = (c1 · · · cNb
) ♦❢ Nb ❝♦❞❡❞ ❜✐ts✳ ❆❢t❡r ❛ ♣s❡✉❞♦✲

r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r Π✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜✐ts ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♠❜♦❧s x =
(x1 · · ·xNs) ✭QNs = Nb✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t S ♦❢ s✐③❡ |S| = 2Q

s②♠❜♦❧s ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r Es ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ s②♠❜♦❧s ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ xn ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞

❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✉♥✐t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a
(t)
n = ejφ

(t)
n t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ s②♠❜♦❧ y
(t)
n = a

(t)
n xn✱ ✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ s②♠❜♦❧s y
(t)
n ❛r❡ t❤❡♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧

♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ✜♥✐t❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤

L✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② h(t) = (h
(t)
0 · · ·h(t)

L−1) ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜✉t
✐t ♠❛② s❧✐❣❤t❧② ✈❛r② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡s z
(t)
n ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✲t❤ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s

z(t)
n =

L−1∑

i=0

h
(t)
i y

(t)
n−i + w(t)

n , n = 0, · · · , Ns − 1,

✇❤❡r❡ w
(t)
n ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

w/2 ♣❡r r❡❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆t
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❥♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❈❙■✳
❆t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❍❆❘◗ r♦✉♥❞ T ✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠ ❛❧❧
r❡❝❡✐✈❡❞ ♣r❡❝♦❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ x✳ ■❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✐s st✐❧❧ ✐♥ ❡rr♦r
❛❢t❡r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r Tmax ♦❢ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❛♥ ❡rr♦r ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♣❛❝❦❡t ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜✉✛❡r✳

❚❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛❞❞r❡ss ✐s ❤♦✇ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a
(t)
n ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ■❙■ ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✭❋❊❘✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

✺✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②

✸✳✸ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
❛♥❛❧②s✐s ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❥♦✐♥t ▼▲ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

▲❡t x ❛♥❞ x̂ ❜❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t y(t)

❛♥❞ ŷ(t) ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❛t t❤❡ t✲t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s e , x̂ − x ❛♥❞ ẽ(t) , ŷ(t) − y(t)✳ ❆❢t❡r T ❍❆❘◗
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ x̂ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢
♥♦✐s❡❧❡ss ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

∆T =
T∑

t=1

∆(t) =
T∑

t=1

Ns−1∑

n=0

∣
∣
∣
∣
∣

L−1∑

i=0

h
(t)
i ẽ

(t)
n−i

∣
∣
∣
∣
∣

2

, ✭✸✳✶✮

✇✐t❤ ẽ
(t)
n = ŷ

(t)
n − y

(t)
n = a

(t)
n en✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ d2

E ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

∆T = ΓT + ΛT , ✭✸✳✷✮

✇✐t❤

ΓT ,

T∑

t=1

R∗
0(h

(t))R0(ẽ
(t)), ✭✸✳✸✮

ΛT , 2ℜ
(

T∑

t=1

L−1∑

ℓ=1

R∗
ℓ (h

(t))Rℓ(ẽ
(t))

)

, ✭✸✳✹✮

Pr♦✈✐❞✐♥❣ t❤❛t |a(t)
n | = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ R0(ẽ

(t)) = R0(e) ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♣❤❛s❡✲
♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ΓT ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ■❙■✲❢r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❡r♠
ΛT ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡❝♦❞❡❞ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ Rℓ(ẽ

(t))✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ■❙■ ♦♥ t❤❡
❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ΛT ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r s❡♥s❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΛT ❢♦r ❛❧❧ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜①❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✈❡r
❛♥ ■❙■✲❢r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲t❡r♠ q✉❛s✐✲
st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ s❧♦✇❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤r♦✉❣❤
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✸✳✸✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♦✉t♣✉t sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳
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✸✳✸✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ ❧♦♥❣✲t❡r♠ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜✲
s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ✭h(1) = · · · = h(T ) , h✮✱ ❜✉t ♠❛②
❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♣❛❝❦❡t t♦ ♣❛❝❦❡t ❬✸✷❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ r❡❞✉❝❡s t♦

ΛT = 2ℜ
(
L−1∑

ℓ=1

R∗
ℓ (h)ΣT,ℓ

)

, ✭✸✳✺✮

✇✐t❤

ΣT,ℓ ,

T∑

t=1

Rℓ(ẽ
(t)) =

Ns−1∑

n=0

CT (n, ℓ)e∗nen+ℓ, ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡

CT (n, ℓ) , aHT,naT,n+ℓ =
T∑

t=1

(a(t)
n )∗a(t)

n+ℓ, ✭✸✳✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs a
(T )
n ❛♥❞ a

(T )
n+ℓ ✇❤❡r❡ a

(T )
n ,

[a
(1)
n · · · a(T )

n ]T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧ xn ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst T tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✈❡rs✐t②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♣❛t❤s ❜② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t s②♠❜♦❧s
✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡♠♦r② L✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ L ❛❞❥❛❝❡♥t s②♠❜♦❧s ❝❛♥ ❜❡
❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ L ✉s❡rs ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❝❡ss s②st❡♠✳ ❲❡ ❝❛♥
s❡♣❛r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠❜♦❧s ❜② ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣r❡❛❞✐♥❣
❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❞❡
❧❡♥❣t❤ ✭❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s T ✮ ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ L✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r ❝❛s❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r r❡❝❡✐✈❡r ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② s❡♣❛r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ s❤♦rt❡r s♣r❡❛❞✐♥❣ ❝♦❞❡s ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ s❡❡♥ ❜② ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t✇♦
✈❛❧✐❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♦♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡
r❡♠❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱
❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❢t❡r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐s
❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ■❙■✲❢r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❜② r❡❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❡r♠ ΛT ✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

✸✳✸✳✷ ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

❲❡ ❞❡r✐✈❡ ❤❡r❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ΛT ✳

❚♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❧❡t Eγ ❜❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s e ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs
♦❢ ♥♦♥✲♣r❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ γ = ||e||2✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ en ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❝♦♠♣❧❡①✲
✈❛❧✉❡❞ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✈❡r✐✜❡❞
❢♦r ♥♦♥✲❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✐✳✐✳❞✳ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✈❡r✐✜❡❞
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②

t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❡r♠ ΛT
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✈❡r Eγ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΛT ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ΛT ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
ℜ(x)2 ≤ |x|2✱ ❛s

Λ2
T ≤ 4

∣
∣
∣
∣
∣

L−1∑

ℓ=1

R∗
ℓ (h)ΣT,ℓ

∣
∣
∣
∣
∣

2

, ✭✸✳✽✮

✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛ r❡❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡
✐✳✐✳❞✳ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❡rr♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ ❢r♦♠ ✭✸✳✻✮ t❤❛t t❤❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s {ΣT,ℓ : ℓ = 1, · · · , L − 1} ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
t❤❡ sq✉❛r❡❞ s✉♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ s✐❞❡s
♦✈❡r Eγ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E(Λ2
T ) ≤ 4

L−1∑

ℓ=1

|Rℓ(h)|2E(|ΣT,ℓ|2), ✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E(|ΣT,ℓ|2) ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✻✮ ❛s

E(|ΣT,ℓ|2) =

Ns−1∑

n=0

|CT (n, ℓ)|2E(|e∗nen+ℓ|2). ✭✸✳✶✵✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E(|e∗nen+ℓ|2) ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥✲
❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥✳ ▲❡t σ2

e ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ en✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
✇❡ ❤❛✈❡ E(|e∗nen+ℓ|2) = σ4

e ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n ❛♥❞ ℓ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞
♦✉t ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐♥ ✭✸✳✶✵✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

E(|ΣT,ℓ|2) = σ4
eΨT,ℓ(A), ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ Tmax ×Ns ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ n✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐s t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
✈❡❝t♦r aTmax,n✱ ❛♥❞

ΨT,ℓ(A) ,

Ns−1∑

n=0

|CT (n, ℓ)|2, ✭✸✳✶✷✮

✐s t❤❡ t♦t❛❧ sq✉❛r❡❞ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ℓ
♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✸✳✶✶✮ ✐♥ ✭✸✳✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E(Λ2
T ) ≤ 4σ4

e

L−1∑

ℓ=1

|Rℓ(h)|2ΨT,ℓ(A), ✭✸✳✶✸✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ♠✉st ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡♠♦r② L✱ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❛❣s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❈❙■ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱
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✸✳✹✳ Pr❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥

✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✶✸✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΛT ❛s

E(Λ2
T ) ≤ 4σ4

e

(
L−1∑

ℓ=1

|Rℓ(h)|4
)1/2(L−1∑

ℓ=1

Ψ2
T,ℓ(A)

)1/2

. ✭✸✳✶✹✮

❚❤❛t ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭✸✳✶✹✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

JT (A) =

(
L−1∑

ℓ=1

Ψ2
T,ℓ(A)

)1/2

. ✭✸✳✶✺✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΛT ✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣✳

✸✳✹ Pr❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ΨT,ℓ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜②
✐♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❈❛✉❝❤②✲

❙❝❤✇❛rt③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r s✉♠s ♦❢ sq✉❛r❡s ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs
(
∑N

i=1 bi

)2
≤ N

∑N
i=1 b

2
i ♦♥

t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✶✺✮ ❣✐✈❡s

JT (A) ≥ 1√
L− 1

L−1∑

ℓ=1

ΨT,ℓ(A) ,
ST (A)√
L− 1

, ✭✸✳✶✻✮

✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ΨT,1(A) = · · · = ΨT,L−1(A)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① A ✇❤✐❝❤ ❥♦✐♥t❧② ✈❡r✐✜❡s t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ▼✐♥✐♠❛❧ t♦t❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ST (A)✿ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r❡✲
❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r✲❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡✳

✷✳ ❯♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ΨT,ℓ(A) ♦✈❡r ❧❛❣s✿ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s t❤❛t s♦♠❡
♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s❧② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ T ≤ Tmax ♠❛② ♥♦t ❡①✐st✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②

s♦♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✐ts ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡
♥♦♥✲♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② GT ✱ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤✐s
❝❤♦✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡

GT (A) , JT (A)/JT (1), ✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ 1 ✐s t❤❡ Tmax×Ns ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✶✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢❛❝t♦r t❛❦❡s ✐ts
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✳ ❆ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ GT ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳

❇② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② r❛♥❞♦♠ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝r♦ss✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡s
t♦t❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ST (A)✳

✸✳✹✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥

❋♦r t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t
A = {e2jπk/K : k = 0, · · · ,K − 1} ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ K ✭❢♦r K ≥ 2✮ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs
✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ Ns✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ΨT,ℓ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✸✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

ΨT,ℓ ≈ NsE(|CT (n, ℓ)|2) = NsT,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
✈❡❝t♦rs✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✸✳✶✺✮ t❤❛t

JT (A) ≈
L−1∑

ℓ=1

N2
s T

2 =
√
L− 1NsT.

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✭✸✳✶✼✮✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❛t JT (1) =
√
L− 1NsT

2✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢❛❝t♦r ❣✐✈❡♥ ❜②

GT (A) = JT (A)/JT (1) ≈
√
L− 1NsT√
L− 1NsT 2

=
1

T
,

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s T t✐♠❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲
♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ST ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✸✳✹✳✷ P❡r✐♦❞✐❝ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❢♦r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❛s♦♥s ❛s ✐t ✇✐❧❧
❜❡ s❡❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♣❡✲
r✐♦❞ P ≤ L✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❧❡t P = L✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛
s❡t ♦❢ L ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs {v1, · · · ,vL} ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Tmax✳ ❚❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✲
✐❝❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ xn t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

✻✹



✸✳✹✳ Pr❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥

✈❡❝t♦r vi ✇❤❡r❡ i = n ♠♦❞ L✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② VL t❤❡ Tmax × L ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s
❛r❡ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs vi✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧❡♥❣t❤ Ns ✐s ❛♥
✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ L✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① AL ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② Ns/L r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❛tr✐① VL✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ST ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠ ❛s

ST (AL) =

L−1∑

ℓ=1

Ns−1∑

n=0

|aHT,naT,n+ℓ|2

=
Ns

L

L∑

i=1

L∑

j=1
j 6=i

|vHT,ivT,j |2

=
Ns

L

(
❚❙❈T (VL) − LF 2

)

✭✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ❚❙❈T (VL) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ sq✉❛r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❚❙❈✮ ♦❢ t❤❡ s❡t VL t❛❦✐♥❣ ♦♥❧②
✐♥t♦ t❤❡ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✜rst T ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

❚❙❈T (VL) ,

L∑

i=1

L∑

j=1

|vHT,ivT,j |2, ✭✸✳✶✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡
❛❝❝❡ss s②st❡♠s ✭s❡❡ ❬✻✹❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❚❙❈ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲
✈❛❧✉❡❞ s❡t ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❲❡❧❝❤✬s ❜♦✉♥❞ ❬✻✺❪ ❣✐✈❡♥ ❜②

❚❙❈T (VL) ≥
{
LF 2 for T ≥ L
L2F for T ≤ L

✭✸✳✷✵✮

❚❤✐s ②✐❡❧❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ST ❣✐✈❡♥ ❜②

ST (AL) ≥
{

0 for T ≥ L
NsT (L− T ) for T ≤ L

✭✸✳✷✶✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✸✳✶✻✮✱ ✭✸✳✶✼✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✷✶✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r GT ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
❝♦♥str❛✐♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s

GT (AL) =
JT (AL)

JT (1)
≥ ST (A)/

√
L− 1

JT (1)
≥
{

0 for T ≥ L
L−T

(L−1)T for T ≤ L
✭✸✳✷✷✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢❛❝t♦r GT ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ L✱ ❛♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ L ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ T ✱ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢❛❝t♦r t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1/T ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✹✳✷✳✶ Pr❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ P ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦❢ ❛ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ P ✳

✻✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ P t♦ ❛♥② ✐♥t❡❣❡r
❞✐✈✐❞❡r ♦❢ L ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s P ≥ Tmax✳ ▲❡t
L = mP + q ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs m ❛♥❞ q✳ ▲❡t AP ❜❡ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢
♣❡r✐♦❞ P ❛♥❞ VP ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ ST ❛s

ST (AP ) =

mP−1∑

ℓ=1

Ns−1∑

n=0

|aHT,naT,n+ℓ|2

︸ ︷︷ ︸

T1

+

L−1∑

ℓ=mP

Ns−1∑

n=0

|aHT,naT,n+ℓ|2

︸ ︷︷ ︸

T2

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r t♦ ✭✶✽✮ t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠ T1 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

T1 =
Ns

mP

(
m2❚❙❈T (VP ) −mPT 2

)

❲❤❡♥ P ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❞✐✈✐❞❡r ♦❢ L ✭✐✳❡✳ q = 0✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ T2 ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ST (AP ) ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ST (AL) ✐❢ P ≥ T ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ m2❚❙❈T (VP ) ❛♥❞ ❚❙❈T (VL) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ m2P 2F = L2F ✳
❲❤❡♥ q > 0✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ T2✱ ❜✉t ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ST (AP ) ✐s s♠❛❧❧ ✇❤❡♥ m ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❍❆❘◗
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s Tmax✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ❦♥♦✇♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞
❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ P = L/m ≥ Tmax ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ST ✱ ❛♥❞ ❢♦r
✉♥❦♥♦✇♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ P = Tmax ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ST t❤❛t ✈❛♥✐s❤❡s
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ L✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❛
♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ΨT,ℓ ✭♣r♦♣❡rt② ✷✮ ❜❡❝❛✉s❡ ΨT,ℓ t❛❦❡s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ❢♦r ❛
♥♦♥ ♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ℓ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ P ✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❧❛②s ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ P ✱ ♥♦ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s✉❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ✐t ✐s ✈❡r②
s♠❛❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❤♦rt ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ s✉❝❤ t❤❛t L < P ✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
❣❛✐♥ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ L t❡♥❞s t♦ 1 ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❛t✉r❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss
❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ P ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s❤♦rt ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

✸✳✹✳✷✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥

❋✐♥❞✐♥❣ ❛ s❡t VP ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠❡❡ts ❲❡❧❝❤✬s ❜♦✉♥❞ ✐♥ ✭✸✳✷✵✮ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t②
✭❲❇❊✮ ❢♦r ❛❧❧ T ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs P ✱ Tmax✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧♣❤❛❜❡t✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ st❛rt ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❚❙❈ ✐♥ ✭✸✳✶✾✮ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r♠✳
▲❡t u1, · · · ,uTmax ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① VP ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡
r♦✇✲❝♦❧✉♠♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❚❙❈ ❬✻✻❪ t❤❛t

❚❙❈T (VP ) =
T∑

i=1

T∑

j=1

|uiuHj |2. ✭✸✳✷✸✮
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❋r♦♠ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✻✻❪ t❤❛t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡t t♦ ❜❡ ❲❇❊ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡s ♦r t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ s❡t ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❲❇❊ s❡t ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛❝r♦ss ❛❧❧
r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧s✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛s❡s✿

❈❛s❡ P ≥ Tmax ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ Tmax ≤ 4 ✐♥ ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②st❡♠s✳
❚❤❡ s❡t VP ✐s ❛ ❲❇❊ s❡t ❢♦r ❛❧❧ T ≤ Tmax ✐❢ ❛❧❧ ✈❡❝t♦rs u1, · · · ,uTmax ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
❚❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ♠❛tr✐①
♦❢ ♦r❞❡r P ♦r ♠♦r❡ s✐♠♣❧② ❢r♦♠ ❍❛❞❛♠❛r❞ ▼❛tr✐① ✇✐t❤ ❜✐♣♦❧❛r ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ ♦r❞❡r P
✭✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✮✳

❈❛s❡ P < Tmax ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❲❇❊ s❡t ❢♦r ❛❧❧ T ≤ Tmax

❜❡❝❛✉s❡ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥②m < P ✈❡❝t♦rs t♦ ❛ ❲❇❊ s❡t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❡t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡
❲❇❊ ♣r♦♣❡rt② ❬✻✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ♣r✐♦r✐t② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡❛r❧② r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳
❚❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❲❇❊ ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱
❛t ❧❡❛st ❢♦r ❛♥② T ≤ P ✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ u1, · · · ,uP ❢r♦♠ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s❡s ✐♥ C

P ✳ ❋♦r
T > P ✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s s❡t ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡❝t♦rs ✉♣ t♦
Tmax✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r T ≥ P ✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ GT ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥
❛❝❤✐❡✈❡s t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ P ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ T ✱
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞✳

❋♦✉r✐❡r✲❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✿ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P > Tmax✱ ❛♥❞ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❛tr✐① VP ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ Tmax r♦✇s ❢r♦♠ t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♠❛tr✐① ♦❢ ♦r❞❡r P ✱

VP =









1 ej
2π
P
p1 · · · ej

2π
P

(P−1)p1

1 ej
2π
P
p2 · · · ej

2π
P

(P−1)p2

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

1 ej
2π
P
pTmax · · · ej

2π
P

(P−1)pTmax









, ✭✸✳✷✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ pi ∈ [0, P − 1] ❛r❡ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r♦✇s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✲
♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✲t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ♦❢ pt/P ✳ ❖❢
❝♦✉rs❡✱ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r♦✇s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❲❇❊ s❡t✱ ❜✉t t❤❡ ❜❡st s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠♦st ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ΨT,ℓ(VP )✳ ❆ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s
str✉❝t✉r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ✈❡❝t♦rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠

vHT,ivT,i+ℓ =
T∑

t=1

ej2πptℓ/P , ✭✸✳✷✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❤✐❢t ℓ ✐s t❛❦❡♥ ♠♦❞✉❧♦ P ✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❧❛t❡r✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✻✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②

❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

ΨT,ℓ(VP ) = Ns

∣
∣
∣
∣
∣

T∑

t=1

ej2πptℓ/P

∣
∣
∣
∣
∣

2

, ℓ = 1, · · · , P − 1 ✭✸✳✷✻✮

✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❧✐♥❡s✬ ✐♥❞✐❝❡s {p1, · · · , pTmax} t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ JT s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢♦r T = 2, · · · , Tmax✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ❢♦r Tmax = 4
t❤❛t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✮ ✐s {0, 1, 2, 3} ❢♦r P = 4✱ {0, 2, 3, 1} ❢♦r
P = 5✱ ❛♥❞ {0, 3, 2, 6} ❢♦r P = 8✳

❍❛❞❛♠❛r❞✲❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✿ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛♥② ❝♦♥✲
str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❤❛s❡s✳ ■t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s t♦
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❢r♦♠ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧♣❤❛❜❡t ❤❛s s♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ♦❢
♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜✐♣♦❧❛r ✈❛❧✉❡s
✭±1✮✳ ❋♦r ❜✐♣♦❧❛r ✈❡❝t♦rs✱ ❲❡❧❝❤✬s ❜♦✉♥❞ ✐s ♦♥❧② t✐❣❤t ❢♦r ✈❡❝t♦rs ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r ✐s
♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✹ ❛♥❞ ❧♦♦s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ❋♦✉r✐❡r ▼❛tr✐①✳ ■♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② s❤✐❢t❡❞
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ t✐❣❤t ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❚❙❈ ❢♦r ❜✐♣♦❧❛r ✈❡❝t♦rs ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ❑❛r②st✐♥♦s ✐♥ ❬✻✼❪ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r GT ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r P = L = 5 ❛♥❞ Tmax = 4✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❑❛r②st✐♥♦s✬s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t♦ ♦✉r ❝❛s❡ ✭❬✻✼❪ ❚❛❜❧❡ ■■✱ ❝❛s❡ P ≡ 1 ♠♦❞ 2✮ ❧❡❛❞s t♦

❚❙❈T (VP ) ≥ P 2F + (T − 1)T,

❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ GT ❜❡❝♦♠❡s

GT (AP ) ≥ P − T

(P − 1)T
+

T − 1

P (P − 1)T
,

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ GT ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛
❲❇❊ s❡t✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ❛ ❲❇❊ s❡t GT ≥ ✵✳✸✼✺✵✱ ✵✳✶✻✻✼✱ ❛♥❞ ✵✳✵✻✷✺ ❢♦r
T =✷✱ ✸✱ ❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ❢♦r ❛ ❜✐♣♦❧❛r s❡t ♠❡❡t✐♥❣ ❑❛r②st✐♥♦s✬s ❜♦✉♥❞✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ GT ≥ ✵✳✹✱ ✵✳✷✱ ❛♥❞ ✵✳✶ ❢♦r T =✷✱ ✸✱ ❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t♦r ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ q✉❛s✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱

V5 =







+1 +1 +1 +1 +1
+1 −1 +1 −1 −1
+1 +1 −1 −1 +1
+1 −1 −1 +1 +1






. ✭✸✳✷✼✮

❲❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r s❡t V5 ❛❝❤✐❡✈❡s ❑❛r②st✐♥♦s✬s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ΨT,ℓ ✐s ♦♥❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r
T = 4✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ GT ♠❡❡ts ✐ts ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

✻✽



✸✳✺✳ ❘❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① A ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r
s❡t V5✳

T ΨT,ℓ(A)/ΨT,ℓ(1) ST (A)/ST (1) GT
H ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4 H H

✶ ✶✳✵ ✶✳✵ ✶✳✵ ✶✳✵ ✶✳✵ ✶✳✵

✷ ✵✳✷ ✵✳✻ ✵✳✻ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✹✺

✸ ✵✳✷✾ ✵✳✶✶ ✵✳✶✶ ✵✳✷✾ ✵✳✷ ✵✳✷✷

✹ ✵✳✶ ✵✳✶ ✵✳✶ ✵✳✶ ✵✳✶ ✵✳✶

❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ d2

E/ΓT = 1 + ΛT /ΓT
❢♦r ✐♥♣✉t ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t w✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲
③❡r♦ ❡rr♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠✉❧t✐♣❧❡
❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ Pr♦❛❦✐s✲❈ ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧ ❬✷✷❪ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 5 ✇❤♦s❡ t❤❡
✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s h = (0.227, 0.460, 0.688, 0.460, 0.227) ✉s✐♥❣ ❜✐♥❛r② ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
❦❡②✐♥❣ ✭❇P❙❑✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s❡t V5 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✼✮ ✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷
s❤♦✇s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦✈❡r 104 ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤ Nb = 600 ❛♥❞ w = 10 ❢♦r T =✶✱ ✷✱ ✸✱
❛♥❞ ✹✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ s♣❡❝tr✉♠ t❤✐♥♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢
✵✳✸✷✱ ✵✳✷✸✱ ❛♥❞ ✵✳✶✵ ❢♦r T =✷✱ ✸✱ ❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t②✱ ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t ♠✉st ❜❡ ❥♦✐♥t❧② ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳

✸✳✺ ❘❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡

❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❥♦✐♥t t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❛s ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✶✳✻✳✷✳✷ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r
✶✳ ❋♦r ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ▼▼❙❊✲❜❛s❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ❞❡t❡❝t♦r t❤❛t ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❡r❢♦r♠s ❥♦✐♥t✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ▲▲❘ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❢t❡r s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✻✾
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Normalized squared Euclidean distance

T=2

T=3

T=4

T=1

variance = 0.62× 10
−3

variance = 1.45× 10
−3

variance = 2.00× 10
−3

variance = 6.21× 10
−3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ Pr♦❛❦✐s✲
❈ ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ✐♥♣✉t ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Nb = 600 ♦❢ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t w = 10 ✉s✐♥❣

❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧♣❤❛❜❡t ❢♦r T =✶✱✷✱✸ ❛♥❞ ✹✳

✸✳✺✳✶ ❏♦✐♥t ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❋♦r ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦
♦❜t❛✐♥

z̃(t)
n = (a(t)

n )∗z(t)
n

=
L−1∑

i=0

(a(t)
n )∗h(t)

i a
(t)
n−ixn−i + (a(t)

n )∗w(t)
n

=

L−1∑

i=0

h̃
(t)
n,ixn−i + w̃(t)

n .

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧
❜❡❝♦♠❡s t✐♠❡✲✈❛r✐❛♥t ✇❤♦s❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✲t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧
xn ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

h̃
(t)
n,i , (a(t)

n )∗a(t)
n−ih

(t)
i . ✭✸✳✷✽✮

❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✵❪ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ❙■❙❖ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢♦r✇❛r❞

✼✵
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❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs f
(t)
n ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡r ✜❧t❡r bn✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t❡ x̂n ♦❢ t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ xn ❛❢t❡r T tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

x̂n =
T∑

t=1

(f (t)
n )Hz(t)

n − bHn x̄n, ✭✸✳✷✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t (·)H ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ tr❛♥s♣♦s❡✱ z
(t)
n = [z

(t)
n−l2 · · · z(t)

n+l1
]⊤

❛r❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❛♠♣❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s②♠❜♦❧✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ✜❧t❡rs

f
(t)
n ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ Lf = l1 + l2 +1 t❛♣s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs l1 ❛♥❞ l2 s♣❡❝✐❢②
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝❛✉s❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✜❧t❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✜❧t❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ✈❛r② ✇✐t❤ n ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t✲t✐♠❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✽✮✱ ❛♥❞ ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ t✐♠❡
✈❛r②✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t ♠✉❧t✐♣❧❡✲♦✉t♣✉t ✭❙■▼❖✮ ❝❤❛♥♥❡❧
♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❜②

z̃n = H̃nxn + w̃n,

✇❤❡r❡

xn = [xn−l2−L+1 · · · xn+l1 ]
⊤,

z̃n = [z̃
(1)
n−l2 · · · z̃(T )

n−l2 · · · z̃(1)
n+l1

· · · z̃(T )
n+l1

]⊤,

w̃n = [w̃
(1)
n−l2 · · · w̃(T )

n−l2 · · · w̃(1)
n+l1

· · · w̃(T )
n+l1

]⊤,

❛♥❞ H̃n ✐s t❤❡ TLf × (Lf + L− 1) ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ ❜②

H̃n =







h̃
(T )
n−l2,L−1 · · · h̃

(T )
n−l2,0 0

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

0 h̃
(T )
n+l1,L−1 · · · h̃

(T )
n+l1,0







✭✸✳✸✵✮

✇❤❡r❡ h̃
(T )
n,ℓ = [h̃

(1)
n,ℓ · · · h̃

(T )
n,ℓ ]

⊤✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✉s❡s t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧
♠❛tr✐① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s✳

✸✳✺✳✷ ❙❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠✲r❛t✐♦✲❝♦♠❜✐♥✐♥❣

❆♥♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t♦ ✉s❡ ❛ s❡♣❛r❛t❡
❡q✉❛❧✐③❡r ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✉♠✲r❛t✐♦✲❝♦♠❜✐♥❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❛ ❙■❙❖ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✸✳✺✳✶✱ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ y
(t)
n ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❜② x̂
(t)
n = (a

(t)
n )∗ŷ(t)

n ✳ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s

❡st✐♠❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s x̂
(t)
n ✐♥ ❛❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠✲r❛t✐♦✲

❝♦♠❜✐♥❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜✐t ❧❡✈❡❧ ❛❢t❡r t❤❡ s♦❢t ❞❡♠❛♣♣❡r ❬✹✻❪✳ ❆t ❡❛❝❤ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱

✼✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡r s✐♠♣❧② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▲▲❘s Le(c
′) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✲✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❛♥❞

❞❡❝♦❞❡❞✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❤❛s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✲
✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss ✐s ♥♦t ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦♥✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s r❡s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
❜② t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❡r✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t
❢r♦♠ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡s
t❤❡ ■❙■ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡❧② ❛❢t❡r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥ ✐ts
t❛s❦ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ■❙■✳ ❚❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲
✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛s ❛ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r
❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❛❧♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❤❡❧♣ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❜✉t t❤✐s ♠❛② r❡q✉✐r❡ ♠❛♥② t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞
❜② t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

✸✳✺✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ✐ss✉❡s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♥♦✇ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❏❊ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐ts❡❧❢ ♣❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐① (σ2

wI+v2H̃nH̃
H
n ) ✇❤✐❝❤ ❣r♦✇s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t♦ ❛ t✐♠❡✲✈❛r✐❛♥t ❝❤❛♥♥❡❧✱ ♦♥❡
♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❞ ♣❤❛s❡✲
♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ P ✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♦♥❧② P
✐♥✈❡rs✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s
s♠❛❧❧ ❛s min(L, Tmax)✱ t❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❋❚ ♠❛tr✐①✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❛tr✐①
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ n✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤❡r❡

h̃
(t)
n,i = (a(t)

n )∗a(t)
n−ih

(t)
i = e−j2π

i
P
pth

(t)
i . ✭✸✳✸✶✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❊✲▼❘❈ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡①
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ❛♥② ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ❜✐♣♦✲
❧❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ r❡❞✉❝❡ t♦ s✐♠♣❧❡ s✐❣♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥
▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ❬✻✽❪ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

✼✷



✸✳✺✳ ❘❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡

♠❛tr✐①✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥
✇✐t❤ ❛ ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
t✉r♥s ✐♥t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝②❝❧✐❝ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✺✳✹ ❙✐♠♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❉❋❚ ❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❢r❡✲
q✉❡♥❝② s❤✐❢t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥
r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✇❤✐❝❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r❛♠❡ y(f)✱ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❘❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ PP❉ s♦❧✉t✐♦♥✳

❈P ✐s ✜rst r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ❉❋❚ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❉❋❚ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦r x ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x✳
❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s✐♠♣❧❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

z(t)[n] = h(t)[n]x(t)[n] + w(t)[n]. ✭✸✳✸✷✮

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ z(t) t♦ ♦❜t❛✐♥ y(t)✳ ❙✐♥❝❡ x(f)[n] = x[n+nt]

✇❤❡r❡ nt ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ν(t) = nt/Ns ❛♥❞ n+ nt
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ Ns✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ y(f) ❛s

y(t)[n] = z(t)[n− nt]

= h(t)[n− nt]x[n] + w(t)[n− nt]

= h̃
(t)

[n]x[n] + w̃(t)[n].

✭✸✳✸✸✮

❚❤❡ s✐❣♥❛❧s y(t) ❢♦r t = 1, · · · , T ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛ ❥♦✐♥t t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✉s✐♥❣ t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s h̃
(t)
✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t❡ x̂ ♦❢ x ❛❢t❡r T tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❜②

x̂ =

T∑

t=1

f (t)z(t) − b x̄ ✭✸✳✸✹✮

✼✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②

❆s ✐♥ ❬✻✾✱ ✼✵❪ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❙■▼❖ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼▼❙❊ ✜❧t❡rs
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

f (f) =
(h̃

(t)
)∗

σ2
w + vH2

T

✭✸✳✸✺✮

b =

T∑

t=1

f (t)h̃
(t) − µ ✭✸✳✸✻✮

✇❤❡r❡ H2
T =

∑T
t=1 |h̃

(t)|2 ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥❧② Ns ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ✈❡❝t♦r s❤✐❢t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛❧♠♦st
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❛♥ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r✇❛r❞ ✜❧t❡r f (t) ✐s t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛❝r♦ss t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❝❡ ♣❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡
❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ❢♦r✇❛r❞ ✜❧t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛❢t❡r s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡rs ♦✉t♣✉t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✇ r❡❝❡♣t✐♦♥✱
t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡rs ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ s♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❖t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❛♥ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t✳

✸✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ❢♦r
❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r✲
❡♥t s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❛t❡✲✶✴✷ r❡❝✉rs✐✈❡
s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s (1, 21/37) ✐♥ ♦❝t❛❧ ♥♦t❛✲
t✐♦♥s✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ Tmax = 4 ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❡rs✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙◆❘ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Es/N0 = Es/σ

2
w✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 104 ♣❛❝❦❡ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤♦✉t t✉r❜♦✲
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
Pr♦❛❦✐s✲❈ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❤✐❣❤❧② ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❛r❡ r❡❛❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞✲
❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ P = L = 5✳ ❚❤✐s ♣r♦❤✐❜✐ts t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs ♦❢ ❧❡♥❣t❤
Lf = 15 ✭l1 = 9✱ l2 = 5✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❋♦r t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
❛s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♦✛❡r ❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡
❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞
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F = 3

F = 4

Bip. Prec. (SE−MRC)

AWGN (MRC)

no precoding (JE)

Bip. Prec. (JE)

F = 1

F = 2

Es/N0 (dB)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ❍❆❘◗ s②st❡♠ ♦✈❡r t❤❡ Pr♦❛❦✐s✲❈ ❢r❡q✉❡♥❝②✲
s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉s✐♥❣ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❥♦✐♥t ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥✳

s②st❡♠ ❢♦r T = 4 ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ■❙■ ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r
❞r♦♣♣✐♥❣ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡
❙❊✲▼❘❈ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❏❊ s❝❤❡♠❡ ✐s s♠❛❧❧ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●r❛② ♠❛♣✲
♣✐♥❣ ♦✈❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r✲❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛❝❦❡t t♦ t❤❡ ♥❡①t✱ ❜✉t st❛②s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❡✲
t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
α ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❏❛❦❡s✬ ♠♦❞❡❧ ❬✸✺❪
❜② α = J0(2πfdτ)✱ ✇❤❡r❡ J0(·) ✐s t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞✱ fd ❞❡✲
♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ τ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t
❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t ❡♥❡r❣② ❛s
✐♥ ❬✹✺✱ ✻✷❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ■❙■ ♦♥ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ t❤❡ ❢❛❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❝♦♠♣❛r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❉❋❚✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ P = L ❛♥❞ ❛
r❛♥❞♦♠ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r fd = 0 ✭α = 1✮✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮
❛r❡ ♦♥❧② ✵✳✷ ❞❇ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❋❊❘ ❝✉r✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
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random precoding

no precoding

DFT−precoding

Es/N0 (dB)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ❍❆❘◗ s②st❡♠ ♦✈❡r ❧♦♥❣✲t❡r♠ q✉❛s✐✲st❛t✐❝
❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭α = 1✮ ✉s✐♥❣ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤♦✉t t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥✳
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−6 −4 −2 0 2 4

no precoding, 

no precoding, 

AWGN

with precoding

Es/N0 (dB)

α = 1

α = 0.9

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ♣r❡❝♦❞❡❞ ❍❆❘◗ s②st❡♠ ♦✈❡r ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ P = 4 ❛♥❞ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
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AWGN (MRC)

no precoding (JE), it. #1..4

DFT−Precoding (JE), it. #1,2

Es/N0 (dB)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ❍❆❘◗
s②st❡♠ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦❞✐♥❣

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ P = 4 ❛♥❞ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

♣r❡❝♦❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❝♦❞❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞✐✈❡rs✐t② ❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ t❤❡ ❍❆❘◗ s②st❡♠ ❢♦r fdτ = 0
❛♥❞ fdτ = 0.1 ✭α = 0.9✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ t❤❡
♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ st❛②s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
t❤r♦✉❣❤♣✉t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❧♦✇ t♦ ♠❡❞✐✉♠ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❆❲●◆
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❊❘ ♦❢
t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
♥♦♥✲♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♠✲
♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❋✐❣ ✸✳✼ s❤♦✇s
t❤❡ ❋❊❘ ❛t ❡❛❝❤ t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✭T = 2✮✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ✐s ❢❛st❡r
t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲
♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❢♦✉r t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② t✇♦
t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ✸●PP ❙♣❛t✐❛❧
❈❤❛♥♥❡❧ ▼♦❞❡❧ ❊①t❡♥❞❡❞ ✭❙❈▼❊✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❣❛✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❖t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✸●PP ▲❚❊ ✭▲♦♥❣✲❚❡r♠✲❊✈♦❧✉t✐♦♥✮
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❤❛s❡✲Pr❡❝♦❞✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t ❉✐✈❡rs✐t②
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❙❈▼❊ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚✲❜❛s❡❞
♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ P = 4✳

st❛♥❞❛r❞ ❬✽✱ ✷✽✱ ✶✾❪✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐s Fs = 7.68 ▼❙P❙✱ Ns = 512 ❛♥❞ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ✐s Lmax = 128 s②♠❜♦❧s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s
✉♥❦♥♦✇♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ P = Tmax✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡♠♦r②✱
t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ t❤❛♥❦s t♦ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥
❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❋✐❣ ✸✳✽✱ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡ ❛❜♦✉t ✷ ❞❇ ♦❢ ❣❛✐♥ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❢♦✉rt❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ✐♥t❡r✲
s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r s❧♦✇❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s
❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠❜❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲
❞♦♠❛✐♥✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦ ❈❙■ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥ ✐♥ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧♣❤❛❜❡t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❲❤❡♥
❛ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s ❛
❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝
❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ st❛t✐st✐❝s✱ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥
❢✉rt❤❡r ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
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✸✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❈❙■ ❢♦r ♣❛❝❦❡t r❡✲
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ❆❝❝❡♣t❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱
✷✵✵✾✳

✷✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ❛♥❞ ❉✳ ❉❡❝❧❡r❝q✱ ✏P❡r✐♦❞✐❝ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣
❢♦r ❍❆❘◗ s②st❡♠s ♦✈❡r ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑✭■♥✈✐t❡❞ ♣❛♣❡r✮ ✐♥ ■♥t✳ ❙②♠♣✳
♦♥ ❙♣r❡❛❞ ❙♣❡❝tr✉♠ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭■❙❙❙❚❆✮✱ ❇♦❧♦❣♥❛✱ ■t❛❧②✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✽✱
♣♣✳ ✼✶✹ ✕✼✶✽✳

✸✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
❢♦r ♣❛❝❦❡t r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t✳ ❙②♠♣✳ P❡rs✳✱ ■♥❞♦♦r ▼♦❜✳ ❘❛❞✐♦ ❈♦♠✲
♠✉♥✳✭P■▼❘❈✮✱ ❈❛♥♥❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳

✹✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❖♥ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈❡rs✐t② ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r
♣❛❝❦❡t r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t✳ ❙②♠♣✳ ■♥❢✳ ❚❤❡♦r②✱ ❙❡♦✉❧✱ ❑♦r❡❛✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ PP❉ ❞✐✈❡rs✐t②
s❝❤❡♠❡✳

✼✾





❈❤❛♣t❡r ✹

❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②

❇
✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t②✱ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❞✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡✲❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱

✇❡ ✜rst s❤♦✇ ❜② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❡ ❣♦♦❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣
❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❢♦r ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✉r❜♦✲❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❬✷✸❪✱ t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ✭❇■❉✮ s❝❤❡♠❡
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✼✶❪ ❢♦r ✉♥❝♦❞❡❞ ❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❛t ❡❛❝❤ ❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ s②st❡♠✳ ❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ▼❆P
❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡
s❛♠❡ s❝❤❡♠❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼✷❪ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ❛♥ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✲
✐③❡r✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✇❛s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❬✼✸❪ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② ♣r❡❝♦❞❡r ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t♦ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡
❝❤❛♥♥❡❧✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ s✐♠✐❧❛r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼✹❪ ❢♦r t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❋♦r ❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ❙❛♠r❛ ❛♥❞ ❉✐♥❣ ✐♥ ❬✹✺❪✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❈❈✲❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❆P ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❥♦✐♥t
t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❝♦❞❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❜✐t✲
✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t t♦ t❤❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐t❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❜❡❢♦r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✮✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐s✲

✽✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②

Joint

and

decoding

detection
Mapper

Mapper

Mapper

encoder

Channel

h(F )

w(T )

w(1)

z(2)

d̂

z(1)

...

x(1)

x(2)

x(T )

...

Nb

z(T )

h(2)

Kb

π(2)

π(1)

π(T )

c(1)

c(2)

c(T )

d

...

h(1)
c

...

w(2)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❇✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❈❈✲❍❆❘◗ s②st❡♠s✳

s✐♦♥ ✭■❚✮ s❝❤❡♠❡ ✉♥❞❡r ❥♦✐♥t ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ▼▼❙❊✲
❜❛s❡❞ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡
❡q✉❛❧✐③❡rs ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥❡r✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❛♥❛❧②s✐s ❬✹✸❪ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡
♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❇■❉ ❢♦r ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲
s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✹✳✷ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ■❚
s❝❤❡♠❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

▲❡t x(t) ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ t✲t❤ ❍❆❘◗
r♦✉♥❞✳ ▲❡t e(t) ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ e(t) = x̂(t) − x(t)✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧
❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✻✮ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❖❙❊❉ ❛❢t❡r T ❍❆❘◗ r♦✉♥❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆T =

T∑

t=1

∆(t) =

T∑

t=1

L−1∑

ℓ=−L+1

R∗
ℓ (h

(t))Rℓ(e
(t)) ✭✹✳✶✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
∆T = ΓT + ΛT ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡

ΓT =
T∑

t=1

R∗
0(h

(t))R0(e
(t)) ✭✹✳✸✮

✽✷



✹✳✷✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

ΛT = 2ℜ
(

T∑

t=1

L−1∑

ℓ=1

R∗
ℓ (h

(t))Rℓ(e
(t))

)

✭✹✳✹✮

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ΓT ❣✐✈❡s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✲
♥♦♥✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❧❡ ΛT r❡✢❡❝ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦✈❡r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✢❛t✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧
✭ΛT = 0✮ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❜♦✉♥❞ ✭▼❋❇✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♣❡r❢❡❝t r❡♠♦✈✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❜♦t❤ ΓT ❛♥❞ ΛT ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡rr♦r s♣❛❝❡ Ed ✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✷✮ ❛♥❞
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ▲❚❙❈ ❛♥❞
❙❚❙❈ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳

❋♦r ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s R∗
ℓ (h

(t)) ❛r❡ ❛❧s♦ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊✉✲
❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

✹✳✷✳✶ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r✲❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t❛♣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s R∗

ℓ (h
(t)) ❛r❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t ❛♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❣s ℓ✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡❛s✐❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ t❛♣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t R0(h

(t)) = ||h(t)||2 ✐s ●❛♠♠❛
❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 1 ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ 1/L✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧ts

µRh,ℓ
, µ(R∗

ℓ (h
(t))) =

{

1 ✐❢ ℓ = 0

0 ✐❢ 0 < ℓ ≤ L− 1
✭✹✳✺✮

σ2
Rh,ℓ

, σ2(R∗
ℓ (h

(t))) =

{
1
L ✐❢ ℓ = 0
L−ℓ
L2 ✐❢ 0 < ℓ ≤ L− 1

✭✹✳✻✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ µRh,ℓ
❛♥❞

σ2
Rh,ℓ

✳

✹✳✷✳✷ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝t

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t R∗

ℓ (h
(t))Rℓ(e

(t))✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s

µRe,ℓ
, µ(Rℓ(e

(t))) ✭✹✳✼✮

σ2
Re,ℓ

, σ2(Rℓ(e
(t))) ✭✹✳✽✮

✽✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②

❙✐♥❝❡ R∗
ℓ (h

(t)) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Rℓ(e
(t))✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

µ(R∗
ℓ (h

(t))Rℓ(e
(t))) = µRh,ℓ

µRe,ℓ
=

{

µRe,0 ✐❢ ℓ = 0✱

0 ✐❢ 0 < ℓ ≤ L− 1✳
✭✹✳✾✮

✭✹✳✶✵✮

σ2(R∗
ℓ (h

(t))Rℓ(e
(t))) = σ2

Rh,ℓ
σ2
Re,ℓ

+ µ2
Rh,ℓ

σ2
Re,ℓ

+ σ2
Rh,ℓ

µ2
Re,ℓ

✭✹✳✶✶✮

=

{

σ2
Rh,0

µ2
Re,0

+ (µ2
Rh,0

+ σ2
Rh,0

)σ2
e,0 ✐❢ ℓ = 0✱

σ2
Rh,ℓ

σ2
Re,ℓ

✐❢ 0 < ℓ ≤ L− 1✳
✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t µRe,ℓ
= 0 ❛♥❞ µRh,ℓ

= 0 ❢♦r ℓ 6= 0✳

❯♥❞❡r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❡rr♦r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ✐✳❡✳

µ(ΓT ) = TµRh,0
µRe,0 ✭✹✳✶✸✮

µ(ΛT ) = 0 ✭✹✳✶✹✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛t✐st✐❝s ❝♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✹✳✷✳✸ ❈❈✲❍❆❘◗ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s

❋♦r t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ x ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗ r♦✉♥❞✳ ❋♦r T
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ e = e(1) = · · · = e(T ) ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ Rℓ(e

(t)) ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r 1 ≤ t ≤ Tmax✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
♦❢ ΓT ❛♥❞ ΛT s✐♠♣❧✐❢② t♦

ΓIT
T = R0(e)ΩT,0 ✭✹✳✶✺✮

ΛIT
T = 2ℜ

(
L−1∑

ℓ=1

Rℓ(e
(t))ΩT,ℓ

)

✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ΩT,ℓ =
∑T

t=1R
∗
ℓ (h

(t)) ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✻✽✮✳ ❲❡ s❡❡ ❢r♦♠
✭✹✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✻✮✱ t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ♦✛❡rs ♦♥❧② ❝❤❛♥♥❡❧
❞✐✈❡rs✐t② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ΩT,0 ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
ΩT,ℓ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t✐st✐❝s✳

✽✹



✹✳✷✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

✹✳✷✳✸✳✶ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧

❋♦r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ h(t) = h ❢♦r 1 ≤ t ≤ Tmax✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ T ✲t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ΩT,ℓ = TR∗

ℓ (h)✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡
t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ΓT ❛♥❞ ΛT ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✷ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇

σ2(ΓIT−LTSC
T ) = T 2σ2

Rh,0
µ2
Re,0

+ T 2(µ2
Rh,0

+ σ2
Rh,0

)σ2
e,0 ✭✹✳✶✼✮

σ2(ΛIT−LTSC
T ) = T 2κ2

L−1∑

ℓ=1

σ2
Rh,ℓ

σ2
Re,ℓ

✭✹✳✶✽✮

✇❤❡r❡ κ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✷✮✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧② T 2 t✐♠❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② t❤❡ s❛♠❡
❢❛❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❙◆❘ s❤✐❢t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
r❡❝❡✐✈❡r ❛t t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✹✳✷✳✸✳✷ ❙❚❙❈ ♠♦❞❡❧

❋♦r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦
t❤❡ ♥❡①t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ µ(ΩT,ℓ) = TµRh,ℓ

❛♥❞ σ2(ΩT,ℓ) = Tσ2
Rh,ℓ

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ΓT ❛♥❞ ΛT ✿

σ2(ΓIT−STSC
T ) = Tσ2

Rh,0
µ2
Re,0

+ T (Tµ2
Rh,0

+ σ2
Rh,0

)σ2
e,0 ✭✹✳✶✾✮

σ2(ΛIT−STSC
T ) = Tκ2

L−1∑

ℓ=1

σ2
Rh,ℓ

σ2
Re,ℓ

✭✹✳✷✵✮

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢
1/T ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡s❡ st❛t✐st✐❝s✳

✹✳✷✳✹ ❈❈✲❍❆❘◗ ✇✐t❤ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②

❯s✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs Rℓ(e
(t)) ❜❡❝♦♠❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

✈❛❧✉❡s ♦❢ t✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

✽✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②

✹✳✷✳✹✳✶ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧

❋♦r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ΓT ❛♥❞ ΛT ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥
✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮ s✐♠♣❧✐❢② t♦

ΓBID−LTSC
T = R0(h)

T∑

t=1

R0(e
(t)) ✭✹✳✷✶✮

ΛBID−LTSC
T = 2ℜ

(
L−1∑

ℓ=1

R∗
ℓ (h)

(
T∑

t=1

Rℓ(e
(t))

))

✭✹✳✷✷✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡s

σ2(ΓBID−LTSC
T ) = T 2σ2

Rh,0
µ2
Re,0

+ T (µ2
Rh,0

+ σ2
Rh,0

)σ2
e,0 ✭✹✳✷✸✮

σ2(ΛBID−LTSC
T ) = Tκ2

L−1∑

ℓ=1

σ2
Rh,ℓ

σ2
Re,ℓ

✭✹✳✷✹✮

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ✭✹✳✶✼✮ ✐s r❡❞✉❝❡❞
❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1/T r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ΓT ✇❤❡♥ σ2

e,0 6= 0✳ ❚❤✐s ♠❛♥✐❢❡sts
❜② ❛ s♣❡❝tr✉♠ t❤✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ΓT ❛❜♦✉t ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
σ2
e,0 = 0 ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r s♦♠❡ ❧♦✇ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ◗P❙❑

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●r❛② ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ R0(e
(t)) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣

✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❛t❡✈❡r ✇❛s t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ σ2
e,0 r❡✢❡❝ts t❤❡

✐♥❤❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ΓT ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ t♦ t❤❡ ✜rst
t❡r♠ ✐♥ ✭✹✳✶✼✮ ✐✳❡✳

(µ2
Rh,0

+ σ2
Rh,0

)σ2
Re,0

σ2
Rh,0

µ2
RRe,0

= (1 + L)
σ2
Re,0

µ2
Re,0

✭✹✳✷✺✮

✇❤✐❝❤✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✷ ❢♦r ❛ ♣❛❝❦❡t ❧❡♥❣t❤ Nb = 1200 ❜✐ts ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ♦❢ ◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ ●r❛② ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r d = 10✱ L = 5✱ ❛♥❞ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s
r❛t✐♦ ✐s ❛❜♦✉t 6× 0.133 = 0.8✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❢♦r♠s ✹✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
✈❛r✐❛♥❝❡✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❛r❡
❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ■❚ ❢♦r ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t②✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΛT ✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1/T ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛
r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r T tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✭❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ♦❜t❛✐♥
❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ T ✲r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❞❡✮ ✐♥ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ✐s T t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡r ❥♦✐♥t ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

✽✻



✹✳✷✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s
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Hamming weight  d

R
a
ti
o
 σ

R
e
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2
  
/ 
µ R

e
,0

2

16−QAM

64−QAM

256−QAM

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❘❛t✐♦ σ2
Re,0

/µ2
Re,0

❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ d✳

✹✳✷✳✹✳✷ ❙❚❙❈ ♠♦❞❡❧

❋♦r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

σ2(ΓBID−STSC
T ) = Tσ2

Rh,0
µ2
Re,0

+ T (µ2
Rh,0

+ σ2
Rh,0

)σ2
e,0 ✭✹✳✷✻✮

σ2(ΛBID−STSC
T ) = Tκ2

L−1∑

ℓ=1

σ2
Rh,ℓ

σ2
Re,ℓ

✭✹✳✷✼✮

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❙❚❙❈ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❡❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΓT ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✹✳✶✾✮ ✭♦♥❧② ✐❢ σ2

e,0 6= 0✮ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢

µ2
Rh,0

+ σ2
Rh,0

Tµ2
Rh,0

+ σ2
Rh,0

=
1 + 1/L

T + 1/L
=

1 + L

1 + LT
✭✹✳✷✽✮

✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ 1/T ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L✳ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳ ❋♦r ΛT ✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ■❚
s❝❤❡♠❡✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts t❤❛♥ t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡
❢♦r ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r ✐s ♦♥❧②
r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧ ❞✉❡ t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ■❙■ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧s✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②

✹✳✸ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r str✉❝t✉r❡

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡
❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t
♠❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❢t❡r s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r T ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱
❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧✐③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r ▲▲❘s LDa (c) ❢r♦♠ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r ❛❢t❡r ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛s ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝ ▲▲❘s ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛❧❧
❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛❢t❡r ❞❡✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❢❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✹✶❪ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧
s♦❢t ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ s♦❢t ■❙■ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✳

equalizer T

equalizer 2

MMSE

Channel

Decoder

MAP
MMSE

equalizer 1

MMSE

π−(T )

π−(2)

π−(1)

LE
e (c(T ))

LE
e (c(1))

LE
e (c(2))

d̂
LE

e (c)

LD
a (c)

... ...

π(T )

π(2)

π(1)

...
...

z(1)

z(2)

z(T )

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❥♦✐♥t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❜② ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❛♥❛❧②s✐s ✇❤② t❤✐s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡
✇✐t❤ ❛ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇■❉
s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡✳

✹✳✸✳✶ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❛♥❛❧②s✐s

❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ r❛t❡✲✶✴✷ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ C1(31, 27)8
❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✉s✐♥❣ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❛② ♠❛♣♣✐♥❣ ♦✈❡r r❛♥❞♦♠ ❧♦♥❣✲t❡r♠
st❛t✐❝ ■❙■ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❧❡❛✈✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ✜❣✉r❡ ❝❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ ✜rst r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❡q✉❛❧✐③❡❞ ❜②
❛♥ ❡q✉❛❧✐③❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❊◗✶✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐③❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❊◗✷✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡q✉❛❧✐③❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❊◗✶ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ♦✉t♣✉t ❛s ❛✲♣r✐♦r✐✳
❚❤❡♥✱ ❊◗✶ r❡✲♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❊◗✷
❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ♦✉t♣✉t ❛s ❛✲♣r✐♦r✐✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
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✹✳✸✳ ❚✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r str✉❝t✉r❡

❡q✉❛❧✐③❡rs ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❜♦t❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❞ ❢❡❞
t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

iterations
Decoder

MAP

Channel

EQ 2

EQ 1

z(2)

d̂

z(1)

LE
e (c)

LD
e (c)

P

LE
e (c(1))

LE
e (c(2))

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳

❚❤❡ ❝♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❝♦❞❡✇♦r❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ r❛t❡✲✶✴✹
❝♦❞❡ C2 ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ r❛t❡✲✶✴✷ r❡♣❡t✐t✐♦♥
❝♦❞❡✳ ❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ❢♦r t✇♦ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❢♦r
❙◆❘❂✷ ❞❇✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ I2 = f(I1) ❣✐✈❡s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊◗✷ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡
I1 = f−1(I2) ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊◗✶✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦❞❡s C1 ❛♥❞ C2✳

❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t✱ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✲
✐③❡rs ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭P♦✐♥t ✬❆✬✮✳ ❆t t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦❞❡ C2✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ Id ✇❤✐❝❤ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✬❇✬✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ✐t❡r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❧✇❛②s ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ✬❇✬✳

❋♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t
❡q✉❛❧✐③❡r ✇❤✐❝❤ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❛ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r C1 ✭P♦✐♥t ✬❈✬✮✳ ❲❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t P♦✐♥t ✬❈✬ ❤❛s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ♦✉t♣✉t ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ P♦✐♥t ✬❇✬
✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ str❛t❡❣② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

◆♦✇✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤♦✉t
✐t❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs✳ ❆s t❤❡ t✇♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ t❤❡ s❛♠❡
❙◆❘✱ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❣✐✈❡ ❡q✉❛❧ ♦✉t♣✉t ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ✜rst
❡q✉❛❧✐③❡r ❊◗✶✳ ❆❢t❡r ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ✭❊◗✶✱ ❊◗✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❞❡❝♦❞❡r ♦❢ C2 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ✬❉✬ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡tt❡r r❡❧✐❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ ✬❈✬✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳

✽✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t✲❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ t✉r❜♦✲
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

✹✳✸✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇■❉
s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✇✐t❤
❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❈❈✲❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ Tmax = 4 ♦✈❡r ❧♦♥❣✲t❡r♠
st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ✺ t❛♣s ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r✲❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡✳ ❆ ♣❛❝❦❡t ♦❢ ✻✵✵ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❜✐ts ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ r❛t❡✲✶✴✷ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ❈❈(31, 27)8 ❣✐✈✐♥❣ ✶✷✵✵ ❝♦❞❡❞ ❜✐ts✳
❆❢t❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ M = 600 s②♠❜♦❧s ✉s✐♥❣ ❛ ◗P❙❑
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ▼▼❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ✉s✐♥❣ ❛ ✶✺✲t❛♣ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r
✭l1 = 9 ❝❛✉s❛❧ t❛♣s ❛♥❞ l2 = 5 ♥♦♥✲❝❛✉s❛❧ t❛♣s✮✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❋❊❘ ✈❡rs✉s Es/N0

❢♦r ❜♦t❤ ❇■❉ ❛♥❞ ■❚ s❝❤❡♠❡s ♦✈❡r 10000 ♣❛❝❦❡ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✇✐t❤♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ▼❋❇ ✉s✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❛✲♣r✐♦r✐ ❛r❡ ❛❧s♦
♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❋✐❣✉r❡✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❲❡ s❡❡
❝❧❡❛r❧② t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ■❚ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲
✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❆ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷ ❞❇ ❛t ❋❊❘❂10−3 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ▼❋❇ ❢♦r ❜♦t❤ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡t✉♣ ✉s✐♥❣ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●r❛②
♠❛♣♣✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦r✲

✾✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❇■❉ ❛♥❞ ■❚ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡✲
❝❡✐✈❡r ✉s✐♥❣ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❇■❉ ❛♥❞ ■❚ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡✲
❝❡✐✈❡r ✉s✐♥❣ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❚❤r♦✉❣❤♣✉t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❇■❉ ❛♥❞ ■❚ s❝❤❡♠❡s ✉s✐♥❣ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r
❙❚❙❈ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ ✺ t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s✳

t❛♥t ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺ ❞❇ ❛t ❋❊❘❂10−3 ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
t❤❡ ▼❋❇ ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛❜♦✉t ✷✳✺ ❞❇ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ▼❋❇ ❢♦r t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t②✳

❋♦r t❤❡ ❙❚❙❈ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤r♦✉❣❤♣✉t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡ s❡❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❞✉❡ t♦
❇■❉✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❧♦✇ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❢♦r ❤✐❣❤ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❊❘ ❛t t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r
❛❧❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳

✹✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ PP❉
s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♣❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s②♠❜♦❧
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ❛s t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❡r♠ ΛT
✐♥ t❤❡ ❖❙❊❉✳

✾✷



✹✳✹✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②

✹✳✹✳✶ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΛT ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❉❋❚ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳

❋♦r t❤❡ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧✱ ΛT ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ΛPPD−LTSC
T = 2ℜ

[
L−1∑

ℓ=1

R⋆ℓ (h)ΞT,ℓ

]

, ✭✹✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ΞT,ℓ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡
❣✐✈❡♥ ❜②

ΞT,ℓ ,

T∑

t=1

Rℓ(e
(t)) =

Ns∑

n=0

CT,ℓ(n)ene
∗
n−ℓ ✭✹✳✸✵✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a
(t)
n = e−j2πnν

(t)
✱ ✇❡ ❤❛✈❡

CT,ℓ(n) =
T∑

t=1

a(t)
n (a

(t)
n−ℓ)

∗ =
T∑

t=1

e−j2πℓν
(t)

✭✹✳✸✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ✐♥ ✭✹✳✸✵✮
❧❡❛❞✐♥❣ t♦

ΞT,ℓ = CT,ℓRℓ(e) ✭✹✳✸✷✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΞT,ℓ r❡❞✉❝❡s t♦

σ2(ΞT,ℓ) = |CT,ℓ|2σ2
Re,ℓ

✭✹✳✸✸✮

❆s ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢ts ν(t) ❢r♦♠ t❤❡ s❡t {k/L :
k = 0, · · · , L − 1}✱ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❛❧s♦
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ℓ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

|CT,ℓ|2 = T
L− T

L− 1
, ∀ℓ > 0, T < L. ✭✹✳✸✹✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝t t❡r♠s ♦❢ ΛT ✱ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΛT ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

σ2(ΛPPD−LTSC
T ) = T

L− T

L− 1
κ2

L−1∑

ℓ=1

σ2
Rh,ℓ

σ2
Re,ℓ

✭✹✳✸✺✮

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❇■❉✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ΛT ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ L−TL−1 ✳ ■♥

t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡♥ T = L✱ ✇❡ ❤❛✈❡ σ2(ΛT ) = 0 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❜② t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡♠♦r② L✱ ✇❡
❤❛✈❡ |CT,ℓ|2 ≈ T ❛♥❞ ❜♦t❤ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ❜❡❝♦♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ ■❙■
♣♦✇❡r✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts t❤❛♥ t❤❡ PP❉
s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❝♦♠❜❛t✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ s❤♦rt ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡♠♦r②✳

✾✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②

✹✳✹✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❈▼❊ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t✱
❛ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s Tmax = 4✳
❋♦r t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❤✐❢t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ν(1) = 0✱ ν(2) = 1/2✱ ν(3) = 1/4✱
❛♥❞ ν(4) = 3/4✳ ❆❧❧ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ❛r❡ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs✳ ❖t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❚❊ st❛♥❞❛r❞ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✹✳✶✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 5000 ♣❛❝❦❡ts✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

❋r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 516 ❢♦r ◗P❙❑✱ N = 258 ❢♦r ✶✻✲◗❆▼

❙②♠❜♦❧ r❛t❡ ✼✳✻✽ ▼s♣s

❈P ❧❡♥❣t❤ P = 64

❈❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❙❈▼❊ ✉r❜❛♥ ♠❛❝r♦ s❝❡♥❛r✐♦

❙❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r r❛✐s❡❞ ❝♦s✐♥❡ ✇✐t❤ r♦❧❧ ♦✛ ✵✳✷✸

❉♦♣♣❧❡r ♥♦ ❉♦♣♣❧❡r

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥✲❝♦❞❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
❣❛✐♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ❝♦❞❡❞ s②st❡♠s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙◆❘ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ❍❆❘◗
r♦✉♥❞ ✭T = 4✮ ❢♦r ◗P❙❑ ❛♥❞ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
❞✉❡ t♦ ✐ts ❜❡st ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥✳ ❋♦r ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❙◆❘ ❣❛✐♥ ❛t ❋❊❘❂10−2 ♦❢ ❛❜♦✉t ✷ ❞❇ ❢♦r t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✹ ❞❇ ❢♦r t❤❡ PP❉
s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡ ✐s ♦♥❧② ❛t ✵✳✹
❞❇ ♦❢ t❤❡ ▼❋❇ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r
✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❋❇ ❢♦r t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜✉t t❤❡
❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲▲❘ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳

■t ✐s tr✉❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛tt❛✐♥ ♠♦r❡
t❤❛♥ ✶✵✵ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞s✱ ❜✉t ✐t ❤❛s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦✇❡r✲❞❡❧❛② ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡ss ❞❡❧❛②❡❞ ♣❛t❤s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❝❤❛♥♥❡❧ ♠❡♠♦r② ✐s ♥♦t ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣✳

✾✹



✹✳✹✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛ ♥♦♥
❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ◗P❙❑ ❛♥❞ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ✐s t❤❡ ▲❚❊ t✉r❜♦✲❝♦❞❡ ♦❢ r❛t❡✲✶✴✸ ✉s✐♥❣ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥t
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s (1, 15/13)8 ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r✲
❧❡❛✈❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ K = 344 t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✷✽❪ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳✸✲✸✮✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♥♦ tr❡❧❧✐s
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦❞❡s✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣❡r❢♦r♠s ♦♥❡ ❡q✉❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ st❡♣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r ✐ts❡❧❢ ♣❡r❢♦r♠s
❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✜✈❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❞❡❝♦❞❡rs
✐♥ t❤❡ t✉r❜♦✲❞❡❝♦❞❡r✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❢♦r ❜♦t❤ ◗P❙❑ ❛♥❞
✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦❞❡✱ ❜♦t❤ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st s✐♠✐❧❛r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛r
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❋❇ ❢♦r ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡✱ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ❧❛② s♦♠❡✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉❧❧
r❛t❡ ❝❛s❡ ✭r❛t❡ ✶✴✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝♦❞❡❞ ❝❛s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧♦s❡ t❤✐s ❣❛♣✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞❡r✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ t✉r❜♦✲❝♦❞❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
▲❚❊ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ♦❢ r❛t❡✲✶✴✸ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s (133, 171, 165)8✳ ❍❡r❡
❛❣❛✐♥✱ ♥♦ tr❡❧❧✐s t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s
t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ❧❛st ❍❆❘◗ r♦✉♥❞ ❢♦r s❡♣❛r❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱
✇❤✐❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✇❤✐❝❤
♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❢♦✉r t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤♦✉t t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤
❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥ ❝♦❞❡❞ s②st❡♠✱ ✉s✐♥❣ ❛ t✉r❜♦✲

✾✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛ ❝♦❞❡❞
s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ t✉r❜♦✲❝♦❞❡ ❢♦r ◗P❙❑ ❛♥❞ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛ ❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛
r❛t❡✲✶✴✸ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ✉s✐♥❣ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

✾✻



✹✳✺✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛ ❝♦❞❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛
r❛t❡✲✶✴✸ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ✉s✐♥❣ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥ ❛ ❝♦❞❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣❡r❢♦r♠s ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ▼❋❇ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ PP❉ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤ r❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r s②st❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✹✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜②
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❈■✮ ❛♥❞ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❙■✮ ❬✼✺❪✳ ❏♦✐♥t
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❛♥t❡♥♥❛ ❝❛s❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼✵❪✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈❈✲❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❛♥t❡♥♥❛s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼✻✱ ✼✼❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡♥♥❛s
✐♥ s❧♦✇ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❊❛❝❤ s②♠❜♦❧ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡♥♥❛ ❛t
❡❛❝❤ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ s②♠❜♦❧✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②
♣r✐♦r t♦ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ▼■▼❖ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✳

✾✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②

✹✳✺✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠✲
❜♦❧s ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♠✉❧t✐♣❧❡①❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✈❡r Nt ×Nr ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ j✲t❤ tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ t❤❡ i✲t❤ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛
✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L✱ ❞❡♥♦t❡❞

❜② h
(t)
i,j = (h

(t)
i,j,0 · · ·h

(t)
i,j,L−1)✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s

z(t)
n =

L−1∑

ℓ=0

H
(t)
ℓ s

(t)
n−ℓ + w(t)

n , n = 0, · · · , Ns − 1

✇❤❡r❡H
(t)
ℓ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ℓ✲t❤ ♣❛t❤Nr×Nt ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①✱ w

(t)
m ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡

✇❤✐t❡ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ w
(t)
n ∼ N (0Nr×1, σ

2
wINr)✱ ❛♥❞ Ns = Nb/(QNt) ❛ss✉♠❡❞

✐♥t❡❣❡r✳

✹✳✺✳✷ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

❋♦r ❛ ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❖❙❊❉ ❛❢t❡r T ❍❆❘◗ r♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛ str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛s❡ ❜② ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Nt

tr❛♥s♠✐t ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ ♦♥❡ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛✱ t❤❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦✈❡r Nr r❡✲
❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ T ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

∆T =
T∑

t=1

Nr∑

i=1

Nt∑

j=1

Nt∑

k=1

L−1∑

ℓ=−L+1

R∗
ℓ (h

(t)
i,j ,h

(t)
i,k)Rℓ(e

(t)
k , e

(t)
j ), ✭✹✳✸✻✮

✇❤❡r❡ Rℓ(., .) ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛t ❧❛❣ ℓ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
♣❛r❛♠❡t❡r s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠♣❧❡① s❡q✉❡♥❝❡s x ❛♥❞ y ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Ns

❜② Rℓ(x,y) ,
∑Ns−1

n=0 xny
⋆
n−ℓ✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♣✲
♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ■❈■ ❛♥❞ t❤❡ ■❙■ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦r❝✐♥❣ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡r♠s ✐♥ ✭✹✳✸✻✮ t♦ ❜❡ ③❡r♦s✱ ✐✳❡✳

Rℓ(h
(t)
i,j ,h

(t)
i,k) = 0 ❢♦r k 6= j ♦r ℓ 6= 0✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t♦

ΓT =

T∑

t=1

Nt∑

j=1

(
Nr∑

i=1

||h(t)
i,j ||2

)

||e(t)
j ||2. ✭✹✳✸✼✮

❚❤❡ t❡r♠ ΓT ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♦✈❡r Nt ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t sq✉❛r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❢♦r j✲t❤ ❝❤❛♥♥❡❧
∑Nr

i=1 ||h
(t)
i,j ||2 ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s µh = Nr ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s σ2

h = Nr/L✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ∆T ✐♥ ✭✹✳✸✻✮ r❡✢❡❝t t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ■❈■ ❛♥❞ ■❙■✳ ❚❤❡s❡ t❡r♠s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

✾✽



✹✳✺✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

ΛT ❣✐✈❡♥ ❜②

ΛT =

T∑

t=1

Nr∑

i=1

Nt∑

j=1

Nt∑

k=1
k 6=j

L−1∑

ℓ=−L+1
ℓ6=0

R∗
ℓ (h

(t)
i,j ,h

(t)
i,k)Rℓ(e

(t)
k , e

(t)
j ), ✭✹✳✸✽✮

❲❡ ❧✐♠✐t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❇■❉ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ΓT s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
❇■❉ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t♦t❛❧ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t d✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ||e(t)
j ||2 ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②

❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t✱ t❤❡② ❛r❡
♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t j ❞✉❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦✈❡r t❤❡✐r t♦t❛❧ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t

d =
∑Nt

j=1 d
(t)
j ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦❝❦s ||ei||2 ❛♥❞ ||ej ||2 ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ❣✐✈✐♥❣ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t di ❛♥❞ dj ✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛❢t❡r ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΓT

µ(ΓT ) = TNtµhµe, ✭✹✳✸✾✮

σ2(ΓT ) = TNt

(
aµ2

e + bσ2
e + cρe

)
, ✭✹✳✹✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ µe , µ(||ej ||2)✱ σ2
e , σ2(||ej ||2)]✱ ❛♥❞ ρe , E[(||ei||2−µe)(||ej ||2−

µe)] ❢♦r i 6= j✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a✱ b✱ ❛♥❞ c ❛r❡ t❛❜✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΓT ✳

❈❤❛♥♥❡❧✲❙❝❤❡♠❡ a b c

■❚✲▲❚❙❈ Tσ2
h T (µ2

h + σ2
h) T (Nt − 1)µ2

h

❇■❉✲▲❚❙❈ Tσ2
h µ2

h + σ2
h (Nt − 1)µ2

h

■❚✲❙❚❙❈ σ2
h Tµ2

h + σ2
h T (Nt − 1)µ2

h

❇■❉✲❙❚❙❈ σ2
h µ2

h + σ2
h (Nt − 1)µ2

h

❲❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t ♣✉tt✐♥❣ Nr = 1 ❛♥❞ Nt = 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛
❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ρe ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ s✉❜✲❜❧♦❝❦ ❧❡✈❡❧✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t a ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ s❝❤❡♠❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❞✐✈❡rs✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts c ❛♥❞ d ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❜♦t❤
❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ρe ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦r❡ ❡rr♦rs ✐♥ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ♠❡❛♥s
❧❡ss ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② c ♦❢ t❤✐s t❡r♠ ❤❛s
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❧✐❦❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s t❡r♠ ❜②
❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❛t ❡❛❝❤ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡
❡rr♦rs ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡♥♥❛s ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②

❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛s❡ ✐s t❤❛t σ2
e ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ③❡r♦ ❡✈❡♥

❢♦r ❧♦✇ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t dj ✐♥s✐❞❡ ♦♥❡
❡rr♦r ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t s♦♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ▼■▼❖
❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ Nt > 1✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛s ✐s ❛
❝♦♠❜✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r
❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ✧♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t②✧ ❢♦r ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s
r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❛t❡✈❡r ✇❛s t❤❡ ✉s❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s µe✱ σ
2
e ❛♥❞ ρe ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Nt ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r s②st❡♠

♣❛r❛♠❡t❡rs Nb✱ Q✱ d ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛
❝❛s❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①✲❋✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜❧♦❝❦ ❡rr♦r st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤ Nt = 2 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❇❧♦❝❦ ❡rr♦r st❛t✐st✐❝s ❢♦r 2 × 2 ▼■▼❖ ❢♦r Nb = 1024✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ2
e ❛♥❞ ρe ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡❞

t❤❛t ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s t❛❦❡ ❜❡tt❡r ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s
♦❢ d✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ aµ2

e ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛r✐❛♥❝❡s✳
❋♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ d✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r
✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ΓT ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❢r❡❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

✹✳✺✳✸ ■♥t❡r❧❡❛✈❡r ❞❡s✐❣♥

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞✐✈❡rs✐t②✳
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✹✳✺✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

❋♦r ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ♥♦t ♦✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❜✐ts ❛❣❛✐♥st ❡rr♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●r❛②
♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜✐ts {b1, b2, b3, b4} ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t❤❡✐r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss B1 = {b1, b3} ✐s ♠♦r❡ ♣r♦t❡❝t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❧❛ss B2 = {b2, b4}✳ ❊①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✇♦✉❧❞
♦✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❜✐ts✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✈❡rs✐t② ❛s♣❡❝t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
✇❡ ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥t❡♥♥❛s ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐t
❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ r❡♠❛r❦s✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

• ❆ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ❜✐t ♣♦s✐t✐♦♥ n ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡t ❛❢t❡r ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛
❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs (an, ln) ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ an ❛♥❞ ✐ts ♣r♦✲
t❡❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ln✳

• ❆ss✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ ❜✐t ck ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡t ❜❡❢♦r❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s Ak ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s Lk✳ ❚❤❡
❡♥s❡♠❜❧❡s Ak ❛♥❞ Lk ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✳

• ❋♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t = 1, · · · , Tmax✿
✲ P✉t ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ n ❛ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦❞❡❞ ❜✐t ck s✉❝❤ t❤❛t ln /∈ Lk ❛♥❞
an /∈ Ak✳
✲ ❆❞❞ an t♦ Ak ❛♥❞ ln t♦ Lk ❢♦r t❤❡ ♥❡①t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥t❡♥♥❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❬✼✼❪ ✐s t❤❛t
t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜✐ts ♦✈❡r ♦♥❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ st❛② t♦❣❡t❤❡r ✐♥
t❤❡ ♥❡①t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞❡♣t❤ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥s
❡♥❤❛♥❝❡s t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs✳

✹✳✺✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❛t❡✲✶✴✷ ♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡
❈❈(133, 171)8 ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ♦✈❡r 2 × 2 ▼■▼❖
❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L = 4✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s Tmax = 3✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s ❙◆❘ ♣❡r
r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Es

N0
= Nt

σ2
w
✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧❡♥❣t❤ ✐s Nb = 1024✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠

♦❢ ✜✈❡ t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ▼▼❙❊ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ P = L
❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✺✳✸ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ ◗P❙❑♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❙◆❘ ❣❛✐♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②
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T=1.

IT, T=2.

IT, T=3.

BID, T=2.

BID, T=3.

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❇■❉ ❛♥❞ ■❚ s❝❤❡♠❡s ✉s✐♥❣ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s
♦✈❡r ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ 2 × 2 ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧✳

♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✺ ❞❇ ♦✈❡r t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱
✇✐t❤ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧❡ss ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❝❤❡♠❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
❛♥t❡♥♥❛s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✐s ❢❛st❡r ❢♦r t❤❡ ❇■❉
s❝❤❡♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❡rr♦r ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ❢♦r T = 2✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ❛t ❡❛r❧✐❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❇■❉
❛❧s♦ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
●r❛② ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r T = 3 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✳✺
❞❇ ❛t ❋❊❘❂10−3 ♦✈❡r t❤❡ ■❚ s❝❤❡♠❡ ❛t t❤❡ t❤✐r❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❇■❉
s❝❤❡♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ❙❚❙❈ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✳✺ ❞❇ ❛t
❋❊❘❂10−3 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ t❤✐r❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ tr❛❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ▼❋❇ ❢♦r ❜♦t❤ s❝❤❡♠❡s ❜②
♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❢t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s②♠❜♦❧s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝
❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛ ❣❛✐♥
♦❢ ✵✳✹ ❞❇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs✳

✶✵✷



✹✳✺✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
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IT, iterations 1..5

BID, itrations 1..5

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r ❢♦r ❇■❉ ❛♥❞ ■❚ s❝❤❡♠❡s ✉s✐♥❣
◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ▲❚❙❈ 2 × 2 ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧✳
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LTSC, IT, T=3.

LTSC, BID, T=3.

STSC, IT, T=3.

STSC, BID, T=3.

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❇■❉ ❛♥❞ ■❚ s❝❤❡♠❡s ✉s✐♥❣ ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ▲❚❙❈ ❛♥❞ ❙❚❙❈ 2 × 2 ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧✳

✶✵✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②
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BID, T=2, random int.

BID, T=3, random int.

BID, T=2, combined int.

BID, T=3, combined int.

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❋❇ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t❡r✲
❧❡❛✈✐♥❣ ❢♦r T = 2 ❛♥❞ ✶✻✲◗❆▼ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦✈❡r ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ 2 × 2 ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤

L = 4✳

✹✳✻ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈❈✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣❛♣ ✇✐t❤ ■❘✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜② ✉s✐♥❣
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ✉s❡❞
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✽
s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❈✲❍❆❘◗ ✇✐t❤ ❜♦t❤
❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ■❘✲❍❆❘◗ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❖t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✾ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❋❇✳

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈❈✲❍❆❘◗ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ♣r❡❢♦r♠s
❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛s ■❘✲❍❆❘◗ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ❢♦r ❤✐❣❤ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
❙◆❘ ❣❛✐♥s ✐♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥
✐♥ ■❘✲❍❆❘◗✳ ❲✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❜♦t❤ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ♣❡r❢♦r♠s ❛❧♠♦st t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡r✲
s✐t② s❝❤❡♠❡ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ■❘✲❍❆❘◗ ❛r❡ st✐❧❧ t❤❡ ❜❡st✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ ❙❚❙❈ ♠♦❞❡❧✱ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❛♣ ✇✐t❤ ■❘✲❍❆❘◗ ✐s
♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❋♦r ❛ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣
❛❧❧♦✇s s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢♦r ✶✻✲◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
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✹✳✻✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ♦✈❡r
▲❚❙❈ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ▼❋❇ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ♦✈❡r ▲❚❙❈ ♠♦❞❡❧✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ■❘✲❍❆❘◗ ❙◆❘ ❣❛✐♥ ♦✈❡r ❈❈✲❍❆❘◗ ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t② ❛t ❋❊❘❂10−2✳

♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r

▲❚❙❈ ◗P❙❑ ✵✳✷ ❞❇ ✭PP❉✮ ✶✳✺ ❞❇ ✭PP❉✮
◗❆▼ ✲✶ ❞❇ ✭PP❉✮ ✷ ❞❇ ✭❇■❉✮

❙❚❙❈ ◗P❙❑ ✵✳✽ ❞❇ ✭PP❉✮ ✷ ❞❇ ✭PP❉✮
◗❆▼ ✵✳✺ ❞❇ ✭❇■❉✮ ✷✳✷ ❞❇ ✭❇■❉✮

✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❙◆❘ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ■❘✲❍❆❘◗ ❛♥❞ ❈❈✲❍❆❘◗ ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐t ❞✐✲
✈❡rs✐t② ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r ❛ ♥♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
❈❈✲❍❆❘◗ ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ■❘✲❍❆❘◗✳ ❋♦r ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✱
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇✐t✲■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐t✲❉✐✈❡rs✐t②

■❘✲❍❆❘◗ st❛②s ❜❡tt❡r t❤❛t ❈❈✲❍❆❘◗✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ r❡❧❛✲
t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ r❛t❡ ♦❢ r = 4/5✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ■❘✲❍❆❘◗ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡✳

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❛t t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❥♦✐♥t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ✐♥ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❜❛s❡❞ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ▼❘❈ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ str❛t❡❣② ❜❡tt❡r ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②
s❝❤❡♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
❖✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts t❤❛♥
t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ PP❉ s❝❤❡♠❡ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥
❝♦♠❜❛t✐♥❣ t❤❡ ■❙■ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ s❤♦rt ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ PP❉ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r
r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❣✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ♣♦♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✲
s✐r❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② tr❛❞❡✲♦✛ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝♦❞✐♥❣ r❛t❡✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧s✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞✐✈❡rs✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜②
t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡rs
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❜✐t ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❖♥❡
❝❛♥ ✈✐❡✇ t❤❡ ❇■❉ s❝❤❡♠❡ ❛s ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛❞❡✲♦✛ ❛♠♦♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t②✱ ❛♥t❡♥♥❛s
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❉✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r ♣❛❝❦❡t
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ❆❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❙♣❡❝✐❛❧ ■ss✉❡ ♦♥ ✏✸●PP ▲❚❊ ❛♥❞ ▲❚❊ ❆❞✲
✈❛♥❝❡❞✑✱ ✷✵✵✾✳

✷✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦r t✉r❜♦✲❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❍❆❘◗
s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ ■♥t✳ ❙②♠♣✳ ❚✉r❜♦ ❈♦❞❡s ✭■❙❚❈✮✱ ▲❛✉✲
s❛♥♥❡✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✻✶✕✻✻✳

✸✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❇✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ❢♦r ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♦✈❡r ▼■▼❖ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❙P❆❲❈✮✱ P❡r✉❣✐❛✱ ■t❛❧②✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾✱
♣♣✳ ✸✶✵✕✸✶✹✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ t✉r♥ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞❛t❛
t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐♥ r❛♣✐❞❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
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❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

❲
❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❝❤❡♠❡

❢♦r ❤✐❣❤ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐♥ r❛♣✐❞❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r
♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋♦r ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r r❛♣✐❞❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛❞❛♣t✐✈❡
❝♦❞✐♥❣ ❛♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❢♦r t❤❡
❝✉rr❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❞❛t❛
t❤r♦✉❣❤♣✉t ❬✼✽❪✳ ■♥ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❧❛②❡r✱ ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥✲
❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧s✳ ❉✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡s ❛♥❞ ♣♦✇❡rs ❝❛♥
❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❡♠♣❧♦②s s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✭❙■❈✮ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡❝♦❞❡ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r✳ ❲✐t❤
✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❞❡❝♦❞❡s ❧❛②❡rs ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ✐s ♣♦s✲
s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
❞❛t❛ ✐♥ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❡♥t✐r❡❧② ❞❡❝♦❞❡❞ ♦r ❡♥t✐r❡❧② ❧♦♦s❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡
r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❧❛②❡r✐♥❣ ❣❛✐♥✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣♦✇❡r
♣❡r ❧❛②❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♠❛♥② ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✲
t❡①ts ❬✼✾✱ ✽✵✱ ✽✶✱ ✽✷❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
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QPSK
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S/P

CRC
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FEC 2

FEC 1
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M∑

m=1

αmsm

c1

Π2

sM

s2

α2

c2

αM

d
...

cM
ΠM

d1

d2

dM

Π1

...

s1

...
...

α1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚r❛♥s♠✐tt❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

♦♣t✐♠❛❧ r❛t❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣✲
t✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✽✸❪ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧❛②❡rs ✐s ✉s✉❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✐♥❣ ❣❛✐♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡q✉❛❧ r❛t❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ♥❡❛r❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs✳
❚❤✐s ✇❤②✱ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❋♦r ❍❆❘◗ ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❈❘❈ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣
❧❛②❡r✲✇✐s❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❡❛❝❤
r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❧♦❝❦ ✐s s❡♣❛r❛t❡❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❝♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ✐♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜❧♦❝❦s ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❜❡tt❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣♦st✲
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗
♣r♦t♦❝♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✼✽❪ ❢♦r ❜r♦❛❞❝❛st ❝❤❛♥♥❡❧s ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❧❛②❡rs ✇✐t❤♦✉t ♣♦✇❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬✽✹❪✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❝♦❞❡❞
◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s✐♥❣ ❈❙■ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ♠♦❞❡❧
❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤✐s ▼■▼❖ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗
r♦✉♥❞ ❢♦r t✇♦✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✺✳✷ ▼✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r
s✐❣♥❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ x ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢M ♠♦❞✉❧❛t❡❞
♣❛❝❦❡ts sm ❢♦r m = 1, · · · ,M ✳ ❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛❝❦❡t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❧❛②❡r✳ ■♥ ❡❛❝❤
❧❛②❡r✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡t dm✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❘❈ ❜✐ts ❢♦r ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐s ✜rst
❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✭❋❊❈✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ cm
❤❛✈✐♥❣ N ❝♦❞❡❞ ❜✐ts✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✶✵✽



✺✳✷✳ ▼✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡

(layer 1)

(layer 2)

(layer M)

IC

replica

Detector

Demapper
&

&
Detector

Demapper

IC &
Detector

Demapper

Channel

Channel

Decoder

Decoder

CRC

Check

Check

CRC

Channel

Decoder
CRC

Check

Π−1
1

z̃

s1

...
...

z d̂1

d̂2

...
...

d̂M

ĉ2

ĉ1

ĉM
Π−1

M

Π−1
M

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡r✳

✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡
s②st❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r ❢♦r ❛❧❧ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡❞
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r Πm ❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
sm ♦❢ Ns ❝♦♠♣❧❡① s②♠❜♦❧s ✉s✐♥❣ ❛ ●r❛②✲♠❛♣♣❡❞ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s✐❣♥❛❧ x ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

x =

M∑

m=1

αmsm, ✭✺✳✶✮

✇✐t❤ αm = am exp(jφm) ✇❤❡r❡ am ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ φm ✐s ❛ ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t ✭φm ∈
[0, 2π)✮✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r am ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♣♦✇❡r t♦ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✉♥❞❡r t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r✱ ✐✳❡✳

∑M
m=1 a

2
m = 1✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✲

s❤✐❢t ❛♥❣❧❡s φm ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣❡❛❦✲t♦✲❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r r❛t✐♦ ❬✽✺❪✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✢❛t ❢❛❞✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆t t❤❡ ✐♥st❛♥t t ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ♣❡r✐♦❞✮✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s

z(t) =
√
γh(t)x(t) + w(t), ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ h(t) ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥✱ w(t) ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡
✐✳✐✳❞✳ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✉♥✐t ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞
❜② CN (0, 1)✱ ❛♥❞

√
γ ✐s ❛✈❡r❛❣❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞

❙◆❘✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ h r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❤❛s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ✇❤❡r❡❛s ♥♦ ❈❙■ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r
✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t✳

❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡❝♦❞❡❞ ❧❛②❡r ❜② ❧❛②❡r ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r
♦❢ ♣♦✇❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❧❡t a1 > a2 > · · · > aM ✳

✶✵✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧s ❢♦r ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✜rst ❞❡❝♦❞❡s t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❧❛②❡rs ❛s ♥♦✐s❡✱

z(t) =
√
γh(t)a

(t)
1 s

(t)
1 +

√
γh(t)

M∑

m=2

a
(t)
1 s

(t)
1 + w(t)

︸ ︷︷ ︸

noise

, ✭✺✳✸✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ s1✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s1 ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❡r ✭■❈✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ z̃(t) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ M − 1 ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ❧❛②❡rs✱ ✐✳❡✳

z̃(t) = z(t) −√
γh(t)a

(t)
1 s

(t)
1 ✭✺✳✹✮

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❢r♦♠ z̃(t) ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
✇❛② t♦ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❧❛②❡rs✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ♦♥❡ ❧❛②❡r✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛❜♦rt t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r r❡t✉r♥s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ❆❈❑
❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡❝♦❞❡❞ ❧❛②❡rs✱ ✇❤❡r❡ ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ◆❆❈❑ ❢♦r
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ❧❛②❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❧❛②❡rs✱ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡r s❡♥❞ ♥❡✇ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ♥❡✇M ❧❛②❡rs✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s♦♠❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ str❛t❡❣②
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❛t t❤❡ ❜❡st ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ str❛t❡❣② t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳

✺✳✸ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❞❛t❛ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬✼✽❪ ❢♦r ❜r♦❛❞❝❛st tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ✇✐t❤♦✉t
♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ s❧♦✇❧② ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❛✮ ❋✉❧❧✲❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❋▲✲❍❆❘◗✮ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡s♣♦♥❞s
❜② r❡s❡♥❞✐♥❣ M ❧❛②❡rs ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛❝❦❡ts ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❧② r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳ ■♥ t❤✐s ❍❆❘◗ str❛t❡❣②✱ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈✐rt✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❆❘◗ ♣r♦❝❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❛t
❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s Tmax ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♣❡r ♣❛❝❦❡t✳

❜✮ P❛rt✐❛❧❧②✲❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭P▲✲❍❆❘◗✮ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡✲
s♣♦♥❞s ❜② r❡s❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ♣❛❝❦❡ts ✇✐t❤ ♠♦❞✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❛②❡rs ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦♥❡♦✉s ♣❛❝❦❡ts✳ ■♥ t❤✐s
str❛t❡❣②✱ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛❝❦✲
❡ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s Tmax ✐s
❞❡✜♥❡❞ ♣❡r ❜❧♦❝❦ ♦❢ M ♣❛❝❦❡ts✳

❋♦r ♣❛❝❦❡t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✱ ▼❘❈ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦✐s❡ ✭♦t❤❡r ✉♥❞❡t❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs

✶✶✵



✺✳✹✳ ▼■▼❖ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s

❛♥❞ ♥♦✐s❡✮ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ▼❘❈ ✐s ♥♦t ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❧❛②❡r❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♥♦✐s❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ♠♦❞❡❧ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✹ ▼■▼❖ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s

❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ M ❧❛②❡rs ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡✲♦✉t♣✉t
✭▼■❙❖✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ M tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❊❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤✉s

z(t) =
√
γ

M∑

m=1

h̃(t)
m s(t)

m + w(t) ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ h̃
(t)
m = α

(t)
m h(t) ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r t❤❡m✲t❤ ❧❛②❡r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

❝♦❡✣❝✐❡♥ts α
(t)
m ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼■❙❖ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❧♦❝❦s ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② st♦r❡❞

✐♥ ❛ ❜✉✛❡r ✇✐t❤ t❤❡ Tmax ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝♦❞❡❞ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜✉✛❡r s✐③❡ ✐s Tmax + 1 ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r
t❤❡ ❜✉✛❡r s✐③❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❛t ♣❛❝❦❡t✳

❆t t❤❡ ✐♥st❛♥t t✱ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s z̃(t−i) ❢♦r
i = 0, · · · , Tmax✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛r❡
✉♣❞❛t❡❞ ❜② ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ❧❛②❡r ❢r♦♠ ❛❧❧ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛s ✐♥ ✭✺✳✹✮✳
❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❧♦❝❦ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ M ❧❛②❡rs ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛♥❞✴♦r ♥❡✇ ♣❛❝❦❡ts✳ ▲❡t Tm,t ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ m✲t❤ ❧❛②❡r ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t t✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❢♦r ♥❡✇ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❛②❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Tm,t = 0 ❛♥❞ ❢♦r r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❛②❡rs s
(t)
m = s

(t−1)
m = · · · = s

(t−Tm,t)
m ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

❝❛♥❝❡❧❡r ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛s❦

z̃(t−i) = z̃(t−i) −√
γh̃(t−i)

m s(t)
m , i = 0, · · · , Tm,t. ✭✺✳✻✮

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ ❜❧♦❝❦s ❝♦♥t❛✐♥ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ❧❛②❡rs ♦♥❧②✳

❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡
✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ❧❛②❡rs✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t✇♦
❧❛②❡rs M = 2 ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ Tmax = 1✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t t = 1✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s

z(1) = h̃
(1)
1 s

(1)
1 + h̃

(1)
2 s

(1)
2 + w(1)

✶✶✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧s ❢♦r ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❛s z̃(1)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✇❛s ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡❝♦❞❡❞✱
s♦ z̃(1) ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

z̃1 = z̃1 − h̃
(1)
1 s

(1)
1 = h̃

(2)
1 s

(2)
1 + w(1). ✭✺✳✼✮

❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡s♣♦♥❞s ❜② s❡♥❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣❛❝❦❡t ♦♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛❝❦❡t
♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s

z̃(2) = z(2) = h̃
(2)
1 s

(2)
1 + h̃

(2)
2 s

(2)
2 + w(2), ✭✺✳✽✮

✇✐t❤ s
(2)
2 = s

(1)
2 ✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✺✳✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✽✮✱ t❤❡ t✇♦ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞

❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ 2 × 2 ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

[

z̃
(2)
n

z̃
(1)
n

]

=

[

h̃
(2)
1 h̃

(2)
2

0 h̃
(1)
2

][

s
(2)
1,n

s
(2)
2,n

]

+

[

w
(2)
n

w
(1)
n

]

.

❋♦r ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖
❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳

First transmission Second transmission

s
(2)
1

s
(2)
2

h̃
(2)
2

h̃ (2)
1

z(2)h̃
(2)
2

s
(2)
1

s
(2)
2

s
(2)
2

ACK(S
(1)
1 ), NACK(S

(1)
2 )

NACK(S (1)1 ), ACK(S (1)2 )

NACK(S
(1

)

1

),
NACK(S

(1
)

2

)

h̃
(1)

2

h̃
(1

)

2
h̃

(2)
2

h̃ (2)
1

h̃
(1)
1

z(1)

z(1)

z(2)

z(1)

z(2)

s
(2)
1z(1)s

(1)
1

s
(1)
2

h̃
(1

)

2

h̃
(1)
1

h̃ (2)
1

h̃
(1)
1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t✇♦ ❧❛②❡rs r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts✿

• ◆❡✇ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡ts✿ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Tm,t = 0✳ ❚❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Mn✳

• ❘❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡ts✿ ♣❛❝❦❡ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s 0 < Tm,t ≤ Tmax✳ ❚❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Mr✳

• ❉r♦♣♣❡❞ ♣❛❝❦❡ts✿ ♣❛❝❦❡ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❡①♣✐r❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Md✳

✶✶✷



✺✳✹✳ ▼■▼❖ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s

❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♥❡✇ ❛♥❞ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛❝t✐✈❡ ❧❛②❡rs ❛s
♦♣♣♦s✐t❡ t♦ ❞r♦♣♣❡❞ ❧❛②❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ ❡rr♦r t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ♥❡t✇♦r❦
❧❛②❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❝t✐✈❡ ❧❛②❡rs ♦♥❧②✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
Ma = Mn +Mr t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❧❛②❡rs ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥st❛♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❜♦t❤
❋▲✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✇❡ ❤❛✈❡Ma = M ✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r P▲✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✇❡ ❤❛✈❡Mn = 0
❛♥❞ Ma ≤M ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② Mu = Mn +Mr +Md t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞
♣❛❝❦❡ts✳

❲❡ r❡❣r♦✉♣ t❤❡ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐① St ♦❢ s✐③❡ Mu×Ns ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❚❤❡ ✜rst Mr ❧✐♥❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ ♥❡①t Mn ❧✐♥❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
♥❡✇ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ ❧❛st Md ❧✐♥❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞r♦♣♣❡❞ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖
♠♦❞❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

zn =
√
γHtsn + wn ✭✺✳✾✮

❢♦r n = 0, · · · , Ns − 1✱ ✇❤❡r❡

• zn = [z̃
(t)
n , · · · , z̃(t−Tmax)

n ]⊤✱

• wn = [w
(t)
n , · · · , w(t−Tmax)

n ]⊤✱

• sn ✐s t❤❡ n✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ S✱

• Ht ✐s t❤❡ (Tmax + 1)×Mu ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥ts ❛s

[Ht]i,j = εi,j h̃
(t−i)
mj

, 0 ≤ i ≤ Tmax, 1 ≤ j ≤Mu ✭✺✳✶✵✮

✇❤❡r❡ mj ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐t t❤❡ j✲t❤ ♣❛❝❦❡t ✐♥ St✱
❛♥❞ εi,j = 1 ✐❢ ❛♥ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ z̃(t−i) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ j✲t❤ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡t✱
❛♥❞ εi,j = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

retransmitted

dropped

n
ew0

0

M
r

M
n

M
d

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ♠❛tr✐① ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ▼■▼❖
♠♦❞❡❧ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

✶✶✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧s ❢♦r ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✉♥❞❡r ❙❋P ❛♥❞ ❆❋▲ ❍❆❘◗ str❛t❡❣✐❡s
✇✐t❤ M = 3 ❛♥❞ Fmax = 2✳

❚✐♠❡ ❚r❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❛❝❦❡ts ❉❡❝♦❞✐♥❣ r❡s✉❧ts
❆❂❆❈❑✱ ◆❂◆❆❈❑

✶ d1✱ d2✱ d3 ❆ ◆ ◆

✷ d4✱ d2✱ d3 ❆ ❆ ◆

✸ d5✱ d6✱ d3 ◆ ◆ ◆

✹ d5✱ d6✱ d7 ❄ ❄ ❄

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✇✐t❤ M = 3 ❛♥❞
Fmax = 2✳ ❆t t❤❡ ❢♦✉rt❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ {d5,d6,d8} ✇❤✐❝❤
❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡rs {1, 2, 3}✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞r♦♣♣❡❞ ♣❛❝❦❡t
{d3} ✇❤✐❝❤ ✇❛s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡r {3}✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ Ma = 3 ❛♥❞ Md = 1
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②






z̃
(4)
n

z̃
(3)
n

z̃
(2)
n




 =

√
γ






h̃
(4)
1 h̃

(4)
2 h̃

(4)
4 0

h̃
(3)
1 h̃

(3)
2 0 h̃

(3)
3

0 0 0 h̃
(2)
3














s
(4)
1,n

s
(4)
2,n

s
(4)
3,n

s
(2)
3,n









+






w
(4)
n

w
(3)
n

w
(2)
n




 ✭✺✳✶✶✮

✇❤❡r❡ s
(4)
1 ✱ s

(4)
2 ✱ s

(4)
3 ✱ ❛♥❞ s

(2)
3 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ d5✱ d6✱ d7✱ ❛♥❞ d3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

◆♦✇✱ ❤❛✈✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❍❆❘◗
❧❛②❡r❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❥♦✐♥t❧② ❞❡❝♦❞❡ t❤❡ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts ❧✐❦❡ ✐♥ ❱✲❇▲❆❙❚ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇✐t❤
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❬✽✻❪✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼❘❈ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼▼❙❊
▼■▼❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss
♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡① t ✐s
♦♠✐tt❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠♦st
r❡❝❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❧♦❝❦ ❤❛s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡① (1) ❛♥❞ t❤❡ ♦❧❞❡st s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❤❛s t❤❡
t✐♠❡ ✐♥❞❡① (Tmax)✳

✺✳✺ P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❙■❈ r❡❝❡✐✈❡r
st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❜❡st ❝❤❛♥❝❡
t♦ ❜❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱ ❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞
❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♣❛❝❦❡t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞

✶✶✹



✺✳✺✳ P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

Linear

Check

CRC
Decoder

Replica generation

Combiner

Rx Buffer

z̃(Tmax)

...

z̃(1)

...z(t) Π−1
m dm

ĉm

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❘❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✉s✐♥❣
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ❧❛②❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❞❡❝♦❞❡❞
❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛❝❦❡ts
♦r ❛ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❝❝✉rr❡❞✳

❲✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

ŝm,n = fHm z̃n, 0 < n ≤ Ns − 1, 1 ≤ m ≤M ✭✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡ fm = [fm,0, · · · , fm,Tmax ]
⊤ ❛r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ŝm,n ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ŝm,n =
√
γfHmhmsm,n +

√
γ

Mu∑

j 6=m
fHmhjsj,n + fHmwn ✭✺✳✶✸✮

= µmsm,n + ηm,n ✭✺✳✶✹✮

✇❤❡r❡ hi ✐s t❤❡ ✐✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞ µm ✐s t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ❢♦r t❤❡ m✲t❤ ❧❛②❡r ❣✐✈❡♥ ❜②

µm =
√
γfHmhm ✭✺✳✶✺✮

❛♥❞ ηm,n ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

σ2
η = fHm (I + γHHH)fm − γ(fHmhm)2 ✭✺✳✶✻✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❙■◆❘ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❡r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② tr❡❛t✐♥❣
❛❧❧ ♦t❤❡r ❧❛②❡rs ❛s ♥♦✐s❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

ξm =
µ2
m

σ2
η

=
γ(fHmhm)2

fHm (I + γHHH)fm − γ(fHmhm)2
✭✺✳✶✼✮

■t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❜❡st ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ✜rst ✐s
❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s ξm✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❧❛②❡r ❜② m⋆ ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s

m⋆ = arg max
1≤m≤Mu

(ξm) ✭✺✳✶✽✮

✶✶✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧s ❢♦r ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

❚❤❡ ❙■❈ r❡❝❡✐✈❡r st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t m⋆✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧
❞❡❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ❢r♦♠ H ❛♥❞ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❝❦❡t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❛❝❦❡t✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ▼❘❈ ❛♥❞ ▼▼❙❊ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

✺✳✺✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

❚❤❡ i✲t❤ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

z̃(i)
n =

√
γh̃(i)

m sm,n
︸ ︷︷ ︸

s✐❣♥❛❧

+
√
γ

Mu∑

j=1,j 6=m
h̃

(i)
j sj,n + w(i)

n

︸ ︷︷ ︸

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦✐s❡

✭✺✳✶✾✮

❚❤❡ ▼❘❈ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❜②

fm,i =

√
γh̃

(i)
m

σ2
m,i

✭✺✳✷✵✮

✇❤❡r❡ σ2
m,i ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

σ2
m,i = γ

Mu∑

j 6=m
|h̃(i)
j |2 + 1 ✭✺✳✷✶✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▼❘❈ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✉✛❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r
m t♦ ❜❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts h̃
(i)
j ✳ ❚❤❡ ❙■◆❘ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙■◆❘ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮✳

✺✳✺✳✷ ▼▼❙❊ ❞❡t❡❝t♦r

❯♥❞❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✈❡❝t♦r
❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ m✲t❤ ❧❛②❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fHm =
√
γhHm

(
I + γHHH

)−1
✭✺✳✷✷✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❙■◆❘ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ξmmse
m =

µ2
m

σ2
η

=
µm

1 − µm
= γhHm



I + γ

Mu∑

j 6=m
hjh

H
j





−1

hm ✭✺✳✷✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ♦♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ fHm ✳

✶✶✻



✺✳✻✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧ ❢♦r t✇♦✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

✺✳✻ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧ ❢♦r t✇♦✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛❝❦❡t ❡rr♦r r❛t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ❧❛②❡rs ❛ss✉♠✐♥❣
♣❡r❢❡❝t ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② C ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

C = log2

(
det
[
I + γHHH

])

❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❛♣❛❝✐t② C ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡❧✐❛❜❧❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
r❛t❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ H✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ r❛t❡ ✉s✐♥❣ M ❧❛②❡rs ✐s Mr✱
✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ r❛t❡ ♣❡r ❧❛②❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s M = ⌊Cr ⌋✳ ❋♦r ❜❧♦❝❦ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡s ✐♥ ♦♥❡ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐t✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✽✼❪✱ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦✈❡r
❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs✳ ▲❡t P out

m ❜❡ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ m✲t❤ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❡rr♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ P out

1 (γ) = P out
2 (γ) = · · · =

P out
M (γ)✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✇✐t❤ P▲✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❡rr♦♥❡♦✉s ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✭Mn = 0✮ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣♣❡❞ ♣❛❝❦❡ts ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✺✳✻✳✶ ❋✐rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❜✉✛❡r ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✱ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛❝❦❡ts

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α
(1)
1 ❛♥❞ α

(1)
2 ✇✐t❤ |α(1)

1 | > |α(1)
2 |✳ ❚❤❡ ❙■◆❘

❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✉s✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐s

ξ
(1)
1 =

γ|h(1)|2|α(1)
1 |2

1 + γ|h(1)|2|α(1)
2 |2

✭✺✳✷✹✮

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r

ξ
(1)
2 = γ|h(1)|2|α(1)

2 |2 ✭✺✳✷✺✮

❲❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤✐s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②

log2(1 + ξ
(1)
1 ) + log2(1 + ξ

(1)
2 ) = log2(1 + γ|h(1)|2)

✶✶✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧s ❢♦r ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

❋r♦♠ ✭✺✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✺✮✱ t❤❡ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

P out
1 (γ) = Pr

(

log2(1 + ξ
(1)
1 ) < r

)

= F|h|2

(

ξ0

γ(|α(1)
1 |2 − ξ0|α(1)

2 |2)

)

✭✺✳✷✻✮

P out
2 (γ) = Pr

(

log2(1 + ξ
(1)
2 ) < r

)

= F|h|2

(

ξ0

γ|α(1)
2 |2

)

✭✺✳✷✼✮

✇❤❡r❡ ξ0 = C−1(r) = 2r − 1✱ ❛♥❞ FX(x) , Pr(X < x)✳ ❆s ✐t ✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♥♦t❡❞✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t❛❣❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ P out

1 (γ) = P out
2 (γ)✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥

|α(1)
1 |2 = (ξ0 + 1)|α(1)

2 |2,

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ γ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ |α(1)
1 |2 + |α(1)

2 |2 = 1✱ ✇❡
❣❡t

|α(1)
1 |2 =

ξ0 + 1

ξ0 + 2
, ❛♥❞ |α(1)

2 |2 =
1

ξ0 + 2
. ✭✺✳✷✽✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥

❜❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t α
(1)
1 ❛♥❞ α

(1)
2 ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ♣❡r ❧❛②❡r r = 1 ❜✐t✴❝✉ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

❛ r❛t❡✲✶✴✷ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ |α(1)
1 |2 = 2

3 ❛♥❞

|α(1)
2 |2 = 1

3 ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ξ
(1)
1 ❛♥❞ ξ

(1)
2 t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ♦✉t❛❣❡

t❤r❡s❤♦❧❞ γ|h(1)|2 = ξ0(ξ0 + 2)✳

✺✳✻✳✷ ❙❡❝♦♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❢♦r ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✺✳✻✳✷✳✶ ❈❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❡rr♦rs

■❢ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢❛❧❧s ✐♥ ♦✉t❛❣❡ ✭γ|h(1)|2 < ξ0(ξ0 + 2)✮✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r r❡s❡♥❞s

❜♦t❤ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ♥❡✇ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α
(2)
1 ❛♥❞ α

(2)
2 ✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠❛tr✐① ❢♦r ❜♦t❤

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s t❤❡♥

H =

[

α
(2)
1 h(2) α

(2)
2 h(2)

α
(1)
1 h(1) α

(1)
2 h(1)

]

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r α
(2)
1 ❛♥❞ α

(2)
2 t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t❛❣❡

❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ✐♥ ♦✉t❛❣❡✳

✶✶✽



✺✳✻✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧ ❢♦r t✇♦✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② C ❢♦r ❜♦t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ❍❛❞❛♠❛r❞✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬✽✽❪ ❛s

C = log2 det
[
I + γHHH

]
✭✺✳✷✾✮

≤ log2(1 + γ|h(1)|2) + log2(1 + γ|h(2)|2) ✭✺✳✸✵✮

✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✐✳❡✳ α
(2)
1 (α

(1)
1 )∗ + α

(2)
2 (α

(1)
2 )∗ = 0 ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥

α
(2)
1 = (α

(1)
2 )∗, α

(2)
2 = −(α

(1)
1 )∗ ✭✺✳✸✶✮

❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❡s C✱ ❜✉t ✐s ✐t ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦✉t❛❣❡ ♣❡r ❧❛②❡r❄ ❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮✱ t❤❡ ▼▼❙❊✲❙■❈ r❡❝❡✐✈❡r s❡❧❡❝ts t❤❡ ❧❛②❡r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
❤✐❣❤❡st ❙■◆❘✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② ❞✐r❡❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✷✸✮ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❙■◆❘ ✐❢
t❤❡ ▼▼❙❊ ❞❡t❡❝t♦r st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r

ξ
(2)
1 =

γ||h1||2 + γ2∆2|h(1)|2|h(2)|2
1 + γ||h2||2

, ξ
(2)
2 = γ||h2||2 ✭✺✳✸✷✮

■♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ▼▼❙❊ ❞❡t❡❝t♦r st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ξ
(2)
2 =

γ||h2||2 + γ2∆2|h(1)|2|h(2)|2
1 + γ||h1||2

, ξ
(2)
1 = γ||h1||2 ✭✺✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ∆2 , |α(1)
1 α

(2)
2 − α

(1)
2 α

(2)
1 |2✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ✭✺✳✸✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✸✮ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❞❡t❡❝t❡❞ ❧❛②❡r ✐s t❤❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ r❡❝❡✐✈❡❞ ❙◆❘ ||hm||2 ✭t❤✐s ✐s ♦♥❧② tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡ r❡❛❧s✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ ❛❧s♦ t❤❛t
t❤❡ ❙■◆❘ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❤❛s❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤❡♥ α
(2)
1 ❛♥❞ α

(2)
2 ❛r❡ r❡❛❧s ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♠❛①✐♠✐③❡s ∆2✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ∆2 = 0 ✇❡ ❤❛✈❡ α
(1)
1 α

(2)
2 = α

(1)
2 α

(2)
1 ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❜❡❢♦r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣
st❛rt✐♥❣ ❜② t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤
❧❛②❡rs ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧♦✐t t❤❡ t♦t❛❧
❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❙■❈ r❡❝❡✐✈❡r s❡❧❡❝ts ❧❛②❡r ✶ t♦ ❜❡ ✜rst ❞❡❝♦❞❡❞ ✭||h1||2 > ||h2||2✮✳
❚❤❡♥✱ ❤❛✈✐♥❣ γ ❛♥❞ h(1)✱ t❤❡ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✭✺✳✸✷✮ ❛s

P out
1 (γ) = Pr(log2(1 + ξ

(2)
1 )) < r) = F|h|2(β1) ✭✺✳✸✹✮

P out
2 (γ) = Pr(log2(1 + ξ

(2)
2 )) < r) = F|h|2(β2) ✭✺✳✸✺✮

✶✶✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧s ❢♦r ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
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g
1

|a
2(2

) |2

ξ
0
= 2 dB

ξ
0
= 0 dB

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❖♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r |α(2)
2 |2 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ g1✳

✇❤❡r❡

β1 =
ξ0 + ((ξ0 + 1)|α(1)

2 |2 − 1)g2
1

γ(1 − (ξ0 + 1)|α(2)
2 |2 + ∆2g2

1)
✭✺✳✸✻✮

β2 =
ξ0 − |α(1)

2 |2g2
1

γ|α(2)
2 |2

✭✺✳✸✼✮

✇❤❡r❡ g2
1 , γ|h(1)|2✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✷✽✮✱

t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ β1 = β2 ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ |α(2)
2 |2 ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ξ

(2)
1 > ξ

(2)
2 ❢♦r g2 , γ|h(2)|2 > β⋆✱ ✇❤❡r❡ β⋆ ✐s t❤❡

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

(ξ0 + 2)|α(2)
2 |2 = 1 + ∆2g2

1. ✭✺✳✸✽✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✸✽✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
g2
1 ❡①❝❡♣t ✐❢ ∆2 = 0✳ ❇② s♦❧✈✐♥❣ ✭✺✳✸✽✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥

|α(2)
2 |2 =

(g2
1 + ξ0 + 2)2

(ξ0 + 2)((g2
1 − ξ0)2 + 4ξ0 + 4))

✭✺✳✸✾✮

■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❧❛②❡r ✷ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✶✷✵



✺✳✻✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧ ❢♦r t✇♦✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

✺✳✻✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳
❲❤❡♥ g1 ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r✳

❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞✐♥❣✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ0 ❜② t❤❡ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ s✉❝❤ ❛s
Pe = 10−3 ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡ ♦✈❡r ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ξ0 = 2 ❞❇ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳

✺✳✻✳✷✳✷ ❈❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡rr♦r

❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣r♦t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤✐s ❝❛s❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t
♦❝❝✉r ✉♥❞❡r ✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ r❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s
♣❛❝❦❡t ✐s r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛❧♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r✳

◆♦✇✱ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥s✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♦♥❧② t✇♦
❛❧❧♦✇❛❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

✺✳✻✳✷✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r T − max = 2 ♦✈❡r ❘❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r ▲♦✇ ❞❡♥s✐t② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ❝♦❞❡ ✭▲❉P❈✮ ✇✐t❤K = 506✱ N = 1024
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✽✾❪ ✭✇✐t❤ ✉♣ t♦ ✺✵ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✳ ❇② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ0 ❢♦r t❤✐s ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ξ0 ≈ 1.58 ≈ 2
❞❇ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 0 ❞❇ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦❞❡ ✇✐t❤ s❛♠❡ r❛t❡ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣
t❤✐s ♥❡✇ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ ✭✺✳✷✽✮ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s |α(1)
1 |2 = 0.72✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s✐♥❣ ▼▼❙❊
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❧❛②❡rs ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
✐♠♣❡r❢❡❝t ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❧❡t P1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❋❊❘ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ P2

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❋❊❘ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ♥♦t ❞❡❝♦❞❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❋❊❘ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ P1 + (1 − P1)P2✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ P1 = P2✱ t❤❡ ❋❊❘
❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ 2P1 − P 2

1 ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❋❊❘ ❢♦r ❡❛❝❤
❧❛②❡r✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✇❡♣t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦r❞❡r ❝❛♥
❛❧t❡r♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝♦❞✐♥❣ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞
❡q✉❛❧❧② ♦✈❡r ❜♦t❤ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ t✇♦ ❋❊❘ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

✶✷✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧s ❢♦r ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
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Code AWGN

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r Tmax = 2✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡✲
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✷✽✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡rr♦r ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❢♦r
❜♦t❤ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts✿ ❋✐rst t❤❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼▼❙❊ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ▼❘❈ ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗
♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❜♦✉t ✶✳✺ ❞❇ ♦❢ ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ st❛t✐❝ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❋❊❘ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✷✽✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s
t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦ss ✐s ♦♥❧② ❛❜♦✉t
✵✳✶ ❞❇ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❧❛t❡r
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳✸✳

✺✳✻✳✸ ❚❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s

❋♦r t❤❡ t❤✐r❞ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❛s❦ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛
s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T ✭T > 2✮✱ ❧❡t T0 ❜❡ t❤❡
✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T0 ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✺✳✸✶✮✱ ✐✳❡✳

α
(T )
1 = α

(T0)
2 , α

(T )
2 = −α(T0)

1 ✭✺✳✹✵✮

✶✷✷



✺✳✻✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧ ❢♦r t✇♦✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
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First transmission

Identical,  MMSE, T=2

Adaptive, MRC, T =2

Adaptive, MMSE, T = 2

Simplified, MMSE, T = 2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s✐♥❣ ▼❘❈ ❛♥❞ ▼▼❙❊ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❢♦r Tmax = 2✳

✇❤❡r❡
T0 = arg max

1≤t≤T−1
(gt) ✭✺✳✹✶✮

■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❜❡st
♣r❡✈✐♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T0 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❈❙■✳

✺✳✻✳✹ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧

■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❜✉t s✐♠♣❧❡ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ❧❛②❡r❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✿

• ❋✐rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✽✮✳

|α(1)
1 |2 =

ξ0 + 1

ξ0 + 2
, ❛♥❞ |α(1)

2 |2 =
1

ξ0 + 2
.

• ❙❡❝♦♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✶✮✳

α
(2)
1 = (α

(1)
2 )∗, α

(2)
2 = −(α

(1)
1 )∗

• ❚❤✐r❞ ❛♥❞ ❧❛t❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✵✮✳

α
(T )
1 = α

(T0)
2 , α

(T )
2 = −α(T0)

1

✶✷✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❍❆❘◗ Pr♦t♦❝♦❧s ❢♦r ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T0 r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳

• ❋♦r ❛♥② r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡q✉❡st ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ♣❛❝❦❡t ✐s
r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣♦✇❡r✳
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First transmission

Identical  Tmax =2

Optimized  Tmax = 2

Identical  Tmax = 3

Optimized  Tmax = 3

Code over AWGN

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧❛②❡r❡❞ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r Tmax = 1, 2✱ ❛♥❞ 3✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❋❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❛ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♣❡r ♣❛❝❦❡t Tmax = 3 ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡
❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❜♦✉t ✷ ❞❇ ♦❢ ❣❛✐♥ ❛t
t❤❡ t❤✐r❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♦✈❡r ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ❧❛②❡rs✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢r❛♠❡ ❡rr♦r r❛t❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t✇♦ ❧❛②❡r
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❛❧♠♦st
♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❋❊❘✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣♦✇❡r
s✇❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ s✐❣♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❆❧❛♠♦✉t✐ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞✐✈❡rs✐t②
s❝❤❡♠❡ ❬✺❪✳ ❋♦r ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❧❛②❡rs ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ▼✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❍❆❘◗

✶✷✹



✺✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

♣r♦t♦❝♦❧s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜✐ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✶✻✲◗❆▼ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❞❡♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❧❛t❡♥❝②
s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❧♦✇❡r ❧❛②❡rs ✐s ❛❜♦rt❡❞ ✐❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r ✐s ♥♦t ❞❡❝♦❞❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳

❚❤❡ ▼▼❙❊ ▼■▼❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❍❆❘◗
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ♦✉r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡r ✐♥ ❬✾✵❪ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡
✭s❡❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇✮✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r
❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r ❤②❜r✐❞✲❆❘◗
♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ✐♥ ❊✉r✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳ ❈♦♥❢✳ ✭❊❯❙■P❈❖✮✱
●❧❛s❣♦✇✱ ❙❝♦t❧❛♥❞✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✾✱ ♣♣✳ ✻✼✶✲✻✼✺✳

✷✳ ❆✳ ❆ss✐♠✐✱ ❈✳ P♦✉❧❧✐❛t✱ ❛♥❞ ■✳ ❋✐❥❛❧❦♦✇✱ ✏❘❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✱✑ ✐♥ ❊✉r♦♣❡❈♦♠♠✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✾✳

✶✷✺





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉s✲
✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲❝❛rr✐❡r s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥
✇❛s ❤♦✇ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛t t❤❡ ❧✐♥❦ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧
❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❈❤❛s❡ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ■❘✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❈✲
❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ♦✈❡r s❧♦✇ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✢❛t ❢❛❞✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❍❆❘◗
♣r♦t♦❝♦❧s ♠✉st ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜✐t ❧❡✈❡❧ ❛❢t❡r s❡♣❛r❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞
t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❈ ❛♥❞ ■❘✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
❈❈ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t✐♦ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❈❈ ❛r❡
st✐❧❧ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ■❘✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✇♦♥❞❡r❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❈❈✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❈❈✲❍❆❘◗ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✿

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ♣❧❛②s ❛ s✐♠✐❧❛r r♦❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡
♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠✉st
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✐✈❡rs✐t② ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝
P❆P❘ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r ❝r❡❛t❡ r❡tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ P❆P❘ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ❛♠♦♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥t ❈❈✲❍❆❘◗ r❡✲
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❝②❝❧✐❝✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ❖❋❉▼❆ s②st❡♠s✳
❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞

✶✷✼



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ P❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ s♠❛rt❧②
❞❡❝♦rr❡❧❛t❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ r❡❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✢✉❝t✉✲
❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❥♦✐♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
❢♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
r❡❝❡✐✈❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱ ♥♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥
❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳

❋♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡✣✲
❝✐❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡❛r ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥✲
❝r❡❛s❡❞ ❧❛t❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❤❡❧♣s t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❡r t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r✳
♦♥❧② ✷ ♦r ✸ t✉r❜♦✲✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣❛✐♥✳
❍❡♥❝❡✱ ❛ ❧♦✇❡r r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝♦❞❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❝♦❞❡❞ s②st❡♠s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r T ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❝♦❞✐♥❣ ❣❛✐♥✱ ■❘
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ T t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❈❈✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
st✉❞② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤✐s ❧♦ss ❢♦r t❤❡ ❈❈✲
❍❆❘◗ s❝❤❡♠❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❧s♦ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤
❛ s♠❛❧❧❡r ❞❡❣r❡❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧s♦ s♦♠❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ❢♦r ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✲
✐ts t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣
❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ s♣❛t✐❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t②✳ ❇♦t❤ ✐♥❤❡r❡♥t ❞✐✈❡rs✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡
❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ❛ ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r✲
❧❡❛✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜✐ts✳ ❋r♦♠
♦✉r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t②✱
✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♥♦t✲✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣
✇❤✐❧❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r t❤r♦✉❣❤♣✉t ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❢♦r ❧♦✇ t♦ ♠❡❞✐✉♠ ❙◆❘ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✐s
♠❛✐♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❋❊❘ ❛t t❤❡ ✜rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❦♥♦✇s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t✐③❡❞ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳
■♥ r❛♣✐❞❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥♣r❡✲
❞✐❝t❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✉r♥❡❞ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r t♦ t❤❡
♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳

▼✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ❝❛rr②✐♥❣ ♠❛♥②
♣❛❝❦❡ts ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❞❡❝♦❞❡s t❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛❝❦❡ts
♦r ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡
t❤❡ ❍❆❘◗ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✇❡ ✜rst ♠♦❞❡❧❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s

✶✷✽



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ▼■▼❖ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥
❛❞❛♣t✐✈❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❋❊❘ ♣❡r ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✇♦r❦
✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛ ✢❛t ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▼✉❧t✐♣❧❡ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛s ❙■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛s ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛❝❦❡t t♦ ❛♥✲
♦t❤❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♠♦❞❡r♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡❝♦r✲
r❡❧❛t❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s r❡❝❡✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞s t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠❜❛t ❜♦t❤ ♦❢
✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

❖♥❡ ❝❛♥ ✈✐❡✇ ■❘ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦❞❡ ❞✐✈❡rs✐t② ❛s ✐t ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
s❡❧❢✲❞❡❝♦❞❛❜❧❡ ❝♦❞❡ ❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ s✐♥❝❡
t❤✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r ❜❧♦❝❦s ✐♥ tr❛♥s♠✐tt❡r s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐❢ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❦✐♥❞
♦❢ ❞✐✈❡rs✐t② t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ❛t ❡❛❝❤ ❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

▼✉❧t✐✲tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♦✈❡r ✢❛t ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞
❞✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ❧❛②❡rs ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

✶✷✾





❆♣♣❡♥❞✐①❡s

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶

❚❤❡ ❖❙❊❉ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

∆ = d2
E(e) = ‖h ∗ e‖2 =

Ns−1∑

n=0

∣
∣
∣
∣
∣

L−1∑

i=0

hien−i

∣
∣
∣
∣
∣

2

❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s✉♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱

∆ =

Ns−1∑

n=0

L−1∑

i=0

L−1∑

j=0

hih
∗
jen−ie

∗
n−j

❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ n′ = n − i✱ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

∆ =
L−1∑

j=0

L−1∑

i=0

hih
∗
j

Ns−1−i∑

n′=−i
en′e∗n′+i−j

◆♦✇✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ℓ = j − i✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t e−i = eNs−i
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜① ✐♥s❡rt✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∆ =
L−1∑

ℓ=−L+1

L−1∑

i=0

hih
∗
i+ℓ

Ns−1∑

n′=0

en′e∗n′−ℓ

✇✐t❤ hi = 0 ❢♦r i /∈ [0, · · · , L− 1]✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t♦

∆ =
L−1∑

ℓ=−L+1

R−ℓ(h)Rℓ(e)

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ R−ℓ(h) =
R∗
ℓ (h)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳

✶✸✶



❆♣♣❡♥❞✐①❡s

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

❆ss✉♠✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣✱ t❤❡ ❡rr♦r s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❜✉t ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡✐r ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥② t✇♦ ❡rr♦r s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ♣❛❝❦❡t ❝♦♥t❛✐♥s Nb ❜✐ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦❞✲
✉❧❛t❡❞ t♦ Ns s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♣❛❝❦❡t ❝♦♥t❛✐♥s d ❡rr♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ s②♠❜♦❧ en ❤❛s ❛ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t
dH(en) = k ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pr(dH(en) = k) =
(
Q
k

)(
Nb−Q
d−k

)
/
(
Nb

d

)
✭✹✷✮

✇❤❡r❡ Q ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♣❡r s②♠❜♦❧✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ sq✉❛r❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ µe ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

µe(d) = E[||e||2|d] = Ns

Q
∑

k=1

m2(k) Pr(dH(en) = k) ✭✹✸✮

= Ns

(
Nb

d

)−1
Q
∑

k=1

(
Q
k

)(
Nb−Q
d−k

)
m2(k) ✭✹✹✮

✇❤❡r❡ m2(k) = E[|en|2|k] ❢♦r k = 1, · · · , Q ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ |en|2 ❣✐✈✐♥❣ ✐ts
❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t k✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
e ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

σ2
e(d) = E[(||e||2 − µe)

2|d] = E[||e||4|d] − µ2
e(d) ✭✹✺✮

✇✐t❤

E[||e||4|d] = Nsm4(d) +Ns(Ns − 1)̺2(d) ✭✹✻✮

✇❤❡r❡

m4(d) = E[|en|4|d] =
(
Nb

d

)−1
Q
∑

k=1

(
Q
k

)(
Nb−Q
d−k

)
m4(k) ✭✹✼✮

̺2(d) = E[|en1 |2|en2 |2|d]

=
(
Nb

d

)−1
Q
∑

k1,k2=1
k1+k2≤d

(
Q
k1

)(
Q
k2

)(
Nb−2Q
d−k1−k2

)
m2(k1)m2(k2)

✭✹✽✮

❢♦r n1 6= n2✱ ✇❤❡r❡ m4(k) = E[|en|4|k]✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥ts m2 ❛♥❞ m4 ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳

✶✸✷



❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❆♣♣❡♥❞✐① ❈✿ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❧❛❣ ℓ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ Rℓ(e) =
∑Ns−1

i=0 eie
∗
i−ℓ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E(Rℓ1(e)R∗
ℓ2(e)) = E





Ns−1∑

i=0

Ns−1∑

j=0

eie
∗
i−ℓ1e

∗
jej−ℓ2





=

Ns−1∑

i=0

Ns−1∑

j=0

E(eie
∗
i−ℓ1e

∗
jej−ℓ2)

❋♦r ❣✐✈❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡rr♦r ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡✐r ♣❤❛s❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥❞❡①❡s✳ ❙✐♥❝❡ ℓ1 6= ℓ2✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t E(eie

∗
i−ℓ1e

∗
jej−ℓ2) = 0 ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ i

❛♥❞ j✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❉✿ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸

❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❞✐r❡❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✷✾✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❊✿ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹

❋♦r ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ns = Nb = N ❙✐♥❝❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣✳♠✳❢ ♦❢ R1(e)✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇
✈❛r✐❛❜❧❡ S =

∑N−1
i=1 |zi| ✇❤❡r❡ zi = eiei+1/4✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ S ❣✐✈❡s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥s ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ zi ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡rr♦r
❡❧❡♠❡♥ts ✭ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆✷✮✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣✳♠✳❢ ♦❢ R1(e) ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ R1(e) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ S✱

Pr(R1) =

d−1∑

s=0

Pr (R1|S = s)) Pr(S = s). ✭✹✾✮

❋♦r ℓ = 1✱ S ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ e✳

❲❡ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡ Pr(S = s) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ✇✐t❤ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t d✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡

(
d−1
m−1

)

❞✐st✐♥❝t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ d ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥t♦ m s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
❛t ❧❡❛st ✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛
❝✐r❝✉❧❛r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ✱ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② N

m

(
N−d−1
m−1

)
✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ m✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s = d −m✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

✶✸✸



❆♣♣❡♥❞✐①❡s

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣❡r✲❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣✳♠✳❢✳ ♦❢ S

Pr(S = s) =

(
d−1
s

)(
N−d
d−s
)

(
N−1
d

) . ✭✺✵✮

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ S = s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ R1(e) = 4(s − 2n) ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts zi✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s

(
s
n

)
❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦✉t ♦❢ 2s t♦ s❡❧❡❝t n

♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
Pr(R1(e)|S = s)✱ ❛❢t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ k = s− 2n✱ ✐s

Pr(R1 = 4k|S = s)) =

(
s
n

)

2s
= 2−s

( s
s−k
2

)
, ✭✺✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
(
i
j

)
= 0 ❢♦r ♥♦♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ j✳ ❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✵✮

❛♥❞ ✭✺✶✮ ✐♥ ✭✹✾✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣✳♠✳❢ ♦❢ R1(e)✱

Pr(R1 = 4k) =
1

(
N−1
d

)

d−1∑

s=|k|
2−s
(
d−1
s

)(
N−d
d−s
)( s

s−k
2

)
. ✭✺✷✮

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❋✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ❡rr♦r ❜❧♦❝❦s ❢♦r ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐s✲

s✐♦♥

❋♦r ❛♥ ❡rr♦r ❜❧♦❝❦ ej ❢r♦♠ t❤❡ ❡rr♦r s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❧♦❝❦
♦♥ t❤❡ j✲t❤ ❛♥t❡♥♥❛✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ✐ts sq✉❛r❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ||ej ||2 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳

❋♦r t❤❡ ♠❡❛♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

µe , µ(||ej ||2) =
d∑

dj=1

E(||ej ||2|dj) Pr(dj) ✭✺✸✮

✇❤❡r❡ E(||ej ||2|dj) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❢♦r ❛ ❜❧♦❝❦ ❧❡♥❣t❤M = Nb/Nt

❛♥❞ ❛ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡rr♦r ✇❡✐❣❤t dj ✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pr(dj) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛
❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t dj ✐♥ t❤❡ j✲t❤ ❡rr♦r ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pr(dj) =
(
Nb

d

)−1(M
dj

)(
Nb−M
d−dj

)
. ✭✺✹✮

▲❡t µe(dj) , E(||ej ||2|dj)✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❛s

σ2
e , σ2(||ej ||2) =

d∑

dj=1

E(||ej ||4|dj) Pr(dj) − µ2
e ✭✺✺✮

✶✸✹



❆♣♣❡♥❞✐① ❋

❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ st❛t✐st✐❝s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ ❡rr♦r ❜❧♦❝❦s ❛s

ρe , E((||ei||2 − µe)(||ej ||2 − µe)) ✭✺✻✮

=
d∑

di,dj=1

di+dj≤d

E(||ei||2||ej ||2|di, dj) Pr(di, dj) − µ2
e ✭✺✼✮

=
d∑

di,dj=1

di+dj≤d

E(||ei||2|di)E(||ej ||2|dj) Pr(di, dj) − µ2
e ✭✺✽✮

=

d∑

di,dj=1

di+dj≤d

µe(di)µe(dj)|dj) Pr(di, dj) − µ2
e ✭✺✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ✐s

Pr(di, dj) =
(
Nb

d

)−1(M
di

)(
M
dj

)(
Nb−2M
d−di−dj

)
. ✭✻✵✮

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❡rr♦r ❜❧♦❝❦s ❢♦r ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✶✸✺





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❙✳ ▲✐♥✱ ❉✳ ❈♦st❡❧❧♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ▼✐❧❧❡r✱ ✏❆✉t♦♠❛t✐❝✲r❡♣❡❛t✲r❡q✉❡st ❡rr♦r✲❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s✱✑ ■❊❊❊
❈♦♠♠✉♥✳ ▼❛❣✳✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣♣✳ ✺✕✶✼✱ ✶✾✽✹✳

❬✷❪ ❉✳ ❈❤❛s❡✱ ✏❈♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣✕❛ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦✐s② ♣❛❝❦❡ts✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✈♦❧✳ ❈❖▼✲✸✸✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣♣✳ ✸✽✺✕
✸✾✸✱ ✶✾✽✺✳

❬✸❪ ❇✳ ❆✳ ❍❛r✈❡② ❛♥❞ ❙✳ ❇✳ ❲✐❝❦❡r✱ ✏P❛❝❦❡t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈✐t❡r❜✐ ❞❡❝♦❞❡r✱✑
■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✈♦❧✳ ✹✷✱ ♥♦✳ ✷✴✸✴✹✱ ♣♣✳ ✶✺✹✹✕✶✺✺✼✱ ✶✾✾✹✳

❬✹❪ ❏✳ ❍❛❣❡♥❛✉❡r✱ ✏❘❛t❡✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡s ✭❘❈P❈ ❝♦❞❡s✮ ❛♥❞ t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✈♦❧✳ ✸✻✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✸✽✾✕✹✵✵✱ ✶✾✽✽✳

❬✺❪ ❙✳ ▼✳ ❆❧❛♠♦✉t✐✱ ✏❆ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s♠✐t ❞✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱✑ ■❊❊❊
❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❆r❡❛s ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✶✻✱ ♥♦✳ ✽✱ ♣♣✳ ✶✹✺✶✕✶✹✺✽✱ ✶✾✾✽✳
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❬✼❪ ❈✳ ❩❤♦♥❣r❡♥✱ ❯✳ ❚✉r❡❧✐✱ ❛♥❞ ❨✳ ❨✉✲❉♦♥❣✱ ✏❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠✉❧t✐✉s❡r ❝❛rr✐❡r✲❢r❡q✉❡♥❝② ♦✛s❡t
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ❖❋❉▼❆ ✉♣❧✐♥❦✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✈♦❧✳ ✺✷✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣♣✳
✶✺✽✺✕✶✺✾✹✱ ✷✵✵✹✳
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◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✜❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
♣❛q✉❡ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦♥♦✲♣♦rt❡✉s❡ s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ à
é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s é♠❡tt❡✉rs✲ré❝❡♣t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ à ❧❛ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❡t ❝❡❝✐ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡s ✭❍❆❘◗✮✳

❊♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r à ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡
❜❛sé s✉r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❆
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ♥♦♠♠é ♣ré❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜❛ttr❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s②♠✲
❜♦❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ P✉✐s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡✱
♥♦✉s r❡✈✐s✐t♦♥s ✉♥ ❛✉tr❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té q✉✬❡st ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♥♦✉s s♦✉❧✐❣♥♦♥s ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♦✛❡rt ♣❛r ❝❡ s❝❤é♠❛✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s②♠❜♦❧❡s✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ♣ré❝é❞❡♥ts s♦✉s tr❛✐t❡♠❡♥t ✐tér❛t✐❢ ♦✉ ♥♦♥ ✐tér❛t✐❢ ❛✉ ré✲
❝❡♣t❡✉r✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞ît❡s ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝♦✉❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉①
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ r❡t♦✉r ❧✐♠✐té❡s✳
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■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲
❝❛rr✐❡r s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞
tr❛♥s❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡✲❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❈❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❍②❜r✐❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝
❘❡♣❡❛t r❡◗✉❡st ✭❍❆❘◗✮ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋r♦♠
t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t
❍❆❘◗ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r✲
❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r s❧♦✇ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t♦♦❧s✱ ✇❡ r❡✈✐s✐t
❛♥♦t❤❡r tr❛♥s♠✐t✲❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤❛s❡✲♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐t✲✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐t② s❝❤❡♠❡s
✉♥❞❡r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡✲
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✲❧❛②❡rs
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r r❛♣✐❞❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✉s✐♥❣ ❧✐♠✐t❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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