
❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t

❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❣❛s❡♦✉s ❝r♦ss✢♦✇

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❆♥✐r✉❞❤ ❆s✉r✐ ▼✉❦✉♥❞❛♥❛✱ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❚r❡t♦❧❛❜✱❝✱ ❚❤✐❜❛✉t ▼é♥❛r❞❛✱❞✱∗✱
▼❛r❝✉s ❍❡rr♠❛♥♥❡✱ ❙❛❧✈❛❞♦r ◆❛✈❛rr♦✲▼❛rt✐♥❡③❜✱∗✱ ❑♦♥st❛♥t✐♥❛ ❱♦❣✐❛t③❛❦✐❝✱

❏♦r❣❡ ❈és❛r ❇rä♥❞❧❡ ❞❡ ▼♦tt❛❛✱❞✱ ❆❧❛✐♥ ❇❡r❧❡♠♦♥t❛

❛❈◆❘❙ ❯▼❘✻✻✶✹✲❈❖❘■❆✱ ❙❛✐♥t ❊t✐❡♥♥❡ ❞✉ ❘♦✉✈r❛②✱ ✼✻✽✵✶✱ ❋r❛♥❝❡
❜■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥✱ ✺✽ Pr✐♥❝❡s ●❛t❡✱ ❑❡♥s✐♥❣t♦♥✱ ▲♦♥❞♦♥ ❙❲✼ ✶❆▲✱ ❯❑
❝❆❞✈❛♥❝❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❈❡♥tr❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇r✐❣❤t♦♥✱ ❇r✐❣❤t♦♥ ❇◆✷ ✹●❏✱ ❯❑

❞❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘♦✉❡♥ ◆♦r♠❛♥❞✐❡✱ ❙❛✐♥t ❊t✐❡♥♥❡ ❞✉ ❘♦✉✈r❛②✱ ✼✻✽✵✶✱ ❋r❛♥❝❡
❡❙❝❤♦♦❧ ❢♦r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ ▼❛tt❡r✱ ❚r❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❊♥❡r❣②✱ ❆r✐③♦♥❛ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱

P✳❖✳ ❇♦① ✽✼✻✶✵✻✱ ❚❡♠♣❡✱ ❆❩ ✽✺✷✽✼✲✻✶✵✻✱ ❯❙❆

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❧✐q✉✐❞

❥❡t ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❛s❡♦✉s ❝r♦ss✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✭❉◆❙✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭▲❊❙✮✳ ❚❤❡ ❉◆❙ ✉s❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❧❡✈❡❧ s❡t

✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ✭❈▲❙❱❖❋✮ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧

r❡❧❡✈❛♥t s❝❛❧❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❞r♦♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❉❙❉✮ ❢♦r ❞r♦♣s ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣✳ ❚❤❡ ▲❊❙ ✉s❡ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ✭❱❖❋✮ ❞✐✛✉s❡❞ ✐♥✲

t❡r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s✉❜ ❣r✐❞ ❞r♦♣❧❡ts✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r

✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❞r♦♣ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❉◆❙ ❛♥❞

▲❊❙✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞✲❣❛s

♠♦♠❡♥t✉♠ ✢✉① r❛t✐♦ ♦❢ 6.6✱ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ♦❢ 14,000 ✐♥❥❡❝t❡❞

∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✿
❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss❡s✿ t❤✐❜❛✉t✳♠❡♥❛r❞❅❝♦r✐❛✳❢r ✭❚❤✐❜❛✉t ▼é♥❛r❞✮✱

s✳♥❛✈❛rr♦❅✐♠♣❡r✐❛❧✳❛❝✳✉❦ ✭❙❛❧✈❛❞♦r ◆❛✈❛rr♦✲▼❛rt✐♥❡③✮

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ■♥st✐t✉t❡ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✼✱ ✷✵✷✵



✐♥t♦ ❛ ❝r♦ss✢♦✇✐♥❣ ❛✐r ✇✐t❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r 570,000 ❛♥❞ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡r

♦❢ 330 ❛t ❛ ❧✐q✉✐❞✲t♦✲❣❛s ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ♦❢ 10✳ ❚✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡✲

♦✉s ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥✴❜r❡❛❦✉♣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿

❝♦❧✉♠♥✴❜❛❣ ❜r❡❛❦✉♣ ❛♥❞ ❧✐❣❛♠❡♥t✴s✉r❢❛❝❡ ❜r❡❛❦✉♣✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡

❉❙❉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞r♦♣❧❡t ❞✐❛♠❡t❡r ❞❛t❛✳ ❆♥ ♦✈❡r❧❛♣ r❡❣✐♦♥ ❡①✐sts

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❙❉s ❢r♦♠ t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❚❤❡

✇✐❞t❤ ♦❢ t❤✐s ♦✈❡r❧❛♣ r❡❣✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆

❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ✜t t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❉❙❉ ✐♥❝♦r✲

♣♦r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ s✉❜✲❣r✐❞ ❞r♦♣❧❡ts✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t

❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❑❡②✇♦r❞s✿

❆t♦♠✐③❛t✐♦♥✱ ❈r♦ss✢♦✇✱ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r❡✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❉r♦♣ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲✐t❤ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♥❣✲❤❛✉❧ ♣❛ss❡♥❣❡r ❛✐r❝r❛❢t✱ ✐t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛✐r❝r❛❢t ❡♥❣✐♥❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦✛❡r ❧♦♥❣ r❛♥❣❡

✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦❧❧✉t❛♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞❡✲

♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡

q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❧✐q✉✐❞ ❢✉❡❧ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆t♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢

❞✐s✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥t♦ ❞r♦♣❧❡ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s♠❛❧❧

❞r♦♣❧❡ts ♣r♦♠♦t❡ q✉✐❝❦ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦①✐❞✐③❡r✱

✇❤✐❧❡ ❧❛r❣❡ ❞r♦♣s ♠❛② ❞❡♣♦s✐t ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝❤❛♠❜❡r t❤❡r❡❜②

❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❤❛r♠✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✳ ❍❡♥❝❡✱

✷



✐t ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❡r♦ ❡♥❣✐♥❡s

❝❛❧❧❡❞ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥ ❝r♦ss✢♦✇ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ■♥

t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❢✉❡❧ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝r♦ss✢♦✇✐♥❣ ❣❛s❡♦✉s ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t ❛t♦♠✐③❡s ✐♥t♦ ❞r♦♣❧❡ts✳ ❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡s✲

t✐❣❛t✐♦♥s ❬✶✱ ✷❪ ❢♦r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜r❡❛❦✉♣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

❬✸❪✱ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❜r❡❛❦✉♣ r❡❣✐♠❡s ❬✹❪✱ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥

❬✺✱ ✻❪✱ ❛♥❞ t♦ ❣❛✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❞②♥❛♠✐❝s ❬✼❪✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡

r❡✈✐❡✇✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇r♦✉♠❛♥❞ ❛♥❞ ❇✐r♦✉❦ ❬✽❪✳

❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍❡rr♠❛♥♥

❬✾❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥ ❝r♦ss✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❬✸❪✳ ❚❤❡ ❣r✐❞

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ❞✐❛♠❡t❡rs ❬✾❪✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡

❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✶✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ❥❡t ❞②♥❛♠✐❝s ❬✶✶❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐✲

❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ●❤♦❞s ❛♥❞ ❍❡rr♠❛♥♥ ❬✶✷❪ ✉s✐♥❣

t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✭✐♥✲♥♦③③❧❡ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭▲❊❙✮✱ ❢✉❧❧②

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❡❛❝❤ ✇✐t❤✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♥♦③③❧❡ ❣❡♦♠✲

❡tr②✮ ✉♥❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s

❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❛❦✐♥❣

t❤❡ ✐♥❥❡❝t♦r ❣❡♦♠❡tr② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐q✲

✉✐❞ ❝♦❧✉♠♥ ✇❛s ♠♦r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ♣✐♣❡

✐♥✢♦✇ ✇✐t❤♦✉t ♥♦③③❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❣❡♦♠❡tr②✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ▼❝❉♦♥❡❧❧ ❬✸❪ t❤❛t t❤❡
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✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❖✇❦❡s ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪ ✉s❡❞ ▲❊❙ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ s❤❛r♣

❡❞❣❡❞ ♥♦③③❧❡ ❡①✐ts ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ ❡①❝❡❧❧❡♥t

❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ●♦♣❛❧❛ ❬✶✹❪ ❢♦r ❜♦t❤

t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t s✐③❡s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ▲✐ ❛♥❞ ❙♦t❡r✐♦✉ ❬✶✺✱ ✶✻❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢

❧✐q✉✐❞ ❢✉❡❧ ❞❡♥s✐t②✱ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐t❛t❡ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡r ♦♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞

❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❛✉t❡r ▼❡❛♥ ❉✐❛♠❡t❡r ✭❙▼❉✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

❝r♦ss✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❥❡t ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✢♦✇ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❉◆❙✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜✉t ✐ts ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❧✐♠✐ts ✐ts ✉s❡

t♦ ✢♦✇s ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❛♥❞ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✲❣❛s ❞❡♥s✐t②

r❛t✐♦✳ ▲❊❙ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❤❛s ❝❤❡❛♣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜✉t r❡q✉✐r❡s

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜ ❣r✐❞ ✭♦r ✉♥r❡s♦❧✈❡❞✮ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❡✛♦rts✱ t❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❉◆❙

❛♥❞ ▲❊❙ ❢♦r t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥ ❝r♦ss✢♦✇ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r

♣r❡s❡♥ts✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✲

✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✉❜s♦♥✐❝ ❣❛s❡♦✉s ❝r♦ss✢♦✇✳ ❚❤❡

❉◆❙ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s q✉❛s✐ ✲❉◆❙ ✇✐t❤♦✉t s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞r♦♣❧❡ts ✭❞✉❡ t♦ ✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐t r❡s♦❧✈❡s ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❬✶✼✱ ✶✽❪ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❞r♦♣ s✐③❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡

♠❡s❤ s♣❛❝✐♥❣ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡s

✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡♥s❡ ♦❢ ❉◆❙✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❡r♦ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠✲

❜❡rs s✉❝❤ ❛s ❧✐q✉✐❞✲❣❛s ♠♦♠❡♥t✉♠ ✢✉① r❛t✐♦✱ ❘❡②♥♦❧❞s✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡rs
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❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦❢ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ▼❝❉♦♥❡❧❧ ❬✸❪✳ ❚❤✐s st✉❞② ❛✐♠s

t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r❡❛❦✉♣ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐st✐❝s✱ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞r♦♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❉❙❉s✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❉◆❙ ❛♥❞

▲❊❙✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s s♦❧✈❡❞ ✐♥

❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡rs

❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❚❤✐s ✐s

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥ ❝r♦ss✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❝❛s❡

s❡t✉♣✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷✳ ●♦✈❡r♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

✷✳✶✳ ❉◆❙

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❉◆❙✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②

✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢

t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱

∇ · u = 0, ✭✶✮

∂(ρu)

∂t
+∇ · (ρuu) = −∇P +∇ · (2µD) + T σ, ✭✷✮

✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ u ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ P ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✱ µ ✐s t❤❡

❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②✱ D = 1
2
(∇u+∇

T
u) ✐s t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r ❛♥❞ T σ ✐s t❤❡

s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✴❣❛s ✐♥t❡r❢❛❝❡ xintf ✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❧❡✈❡❧ s❡t ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ✭❈▲❙❱❖❋✮

♠❡t❤♦❞ ❬✶✾❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ xintf ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r

✺



❧❡✈❡❧ s❡t s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❖s❤❡r ❛♥❞ ❙❡t❤✐❛♥ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ φ(x, t) > 0 ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✭✢✉✐❞ ✶✮✱ φ(x, t) < 0 ❞❡✜♥❡s t❤❡

❣❛s ♣❤❛s❡ ✭✢✉✐❞ ✷✮✱ ❛♥❞ φ(xintf , t) = 0 ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ s❝❛❧❛r F ✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r Ψ = [φ, F ]T ✿

∂Ψ

∂t
+ u ·∇Ψ = 0, ✭✸✮

❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s α ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

✉s✐♥❣ F ❛s α(x) = α1F (x) + α2(1 − F (x))✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ α

✐s ❡✐t❤❡r ❞❡♥s✐t② ρ ♦r ✈✐s❝♦s✐t② µ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧②✲s♣❧✐t ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✶❪ ✐s ✉s❡❞ t♦

s♦❧✈❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✲❤♦✉s❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r

❆❘❈❍❊❘ ❬✶✾✱ ✷✷✱ ✷✸❪ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✢✉① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❬✷✷❪✳ ❆ st❛❣❣❡r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇✐t❤ s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t✐❡s st♦r❡❞ ❛t t❤❡

❝❡❧❧ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✈❡❝t♦r q✉❛♥t✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡s ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❆❘❈❍❊❘✳ ❆

s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ✜❢t❤✲♦r❞❡r ❲❊◆❖ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ✇✐t❤

s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲

❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❱❛✉❞♦r ❡t ❛❧✳

❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥t♦ ❞r♦♣❧❡ts ♦❢

✈❛r②✐♥❣ s✐③❡s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❞r♦♣❧❡ts ❛r❡ ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♥♦ tr❛♥s❢❡r t♦ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉◆❙✳

✻



✷✳✷✳ ▲❊❙

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❊❙✱ ❛ Σ✲Y ✲P❉❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✲

♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❥P❉❋✮ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞

s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ✉s✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❬✷✹❪✳ ❆ s②st❡♠ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♣❛rt✐❛❧

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❙P❉❊✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P❉❋ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s

✉s✐♥❣N st♦❝❤❛st✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ st♦❝❤❛st✐❝ ✜❡❧❞ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❧✐q✉✐❞ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ F n ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ Y n✮ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② Σn ✇❤❡r❡

n ∈ {1, 2, . . . N}✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ❜♦t❤

❞❡♥s❡ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣r❛②✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ■t♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✺❪✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

st♦❝❤❛st✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱

dF n

dt
+ ūj

∂F n

∂xj

=
∂

∂xj

[

DSGS

∂F n

∂xj

]

+
√

2DSGS

∂F n

∂xj

dW n
j

dt
, ✭✹✮

dΣn

dt
+ ūj

∂Σn

∂xj

=
∂

∂xj

[

DSGS

∂Σn

∂xj

]

+
√

2DSGS

∂Σn

∂xj

dW n
j

dt
+ S ✭✺✮

✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ DSGS ✐s t❤❡ s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡ ✭❙●❙✮ ❞✐✛✉s✐✈✐t②

✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❙●❙ ✈✐s❝♦s✐t② νSGS ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

DSGS = νSGS/ScSGS ✇✐t❤ ❛ ❙●❙ ❙❝❤♠✐❞t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ScSGS = 1✳ ■♥ t❤✐s

❡q✉❛t✐♦♥✱ dWn r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛❧

t♦ ∆t1/2✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts

♦❢ t❤❡ P❉❋ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst✲♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

F̄ =
1

N

N
∑

n=1

F n, Σ̄ =
1

N

N
∑

n=1

Σn. ✭✻✮

■❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

▲❊❙ ✜❧t❡r❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❬✷✹❪✳ ❆❢t❡r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✼



❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❋♦r ❡①✲

❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❛❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ♣❡r st♦❝❤❛st✐❝ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ ❙❛✉t❡r

▼❡❛♥ ❉✐❛♠❡t❡r ✭❙▼❉✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

dn32 = 6
F n(1− F n)

Σn
, ✭✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ♠♦♠❡♥t d̄32 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❚❤❡ ❉❙❉ ✭✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧②

❢r♦♠ ❜✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❙▼❉ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ S ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡st♦r❛t✐♦♥ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

t❡r♠ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❡❜❛s ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✱

S =
Σn

τ

(

1−
Σn

Σeq

)

, ✭✽✮

✇❤❡r❡ Σeq ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ τ ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥

t✐♠❡✲s❝❛❧❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❬✷✹❪✳ ❆t ❤✐❣❤ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡rs t②♣✐❝❛❧ ♦❢ s♣r❛②

❛t♦♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ▲❊❙✲s❝❛❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ str❛✐♥ r❛t❡✱

τ ∝ ||S̄ij||
−1✱ ♦r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡ ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s

❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✮✳ ❈❛♣✐❧❧❛r② ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛r❡

r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Σeq✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝r✐t✐❝❛❧

❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡r ❬✷✼❪ ❛s Wecrit = 2kSGS(ρl + ρg)F (1 − F )/(σΣeq)✱ ✇❤❡r❡ kSGS

✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆❛✈❛rr♦✲

▼❛rt✐♥❡③ ❬✷✹❪✱ Wecrit ❂ ✶ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ Σ✲Y ✲P❉❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡

s♦❢t✇❛r❡ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♠♦✲

♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❈r❛♥❦✲◆✐❝♦❧s♦♥ t❡♠✲

♣♦r❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❲❆▲❊ ❬✷✾❪ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s✉❜ ❣r✐❞ str❡ss

✽



t❡r♠s ✉s✐♥❣ νSGS s✐♥❝❡ ✐t ❞✐❞ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✲s♣❧✐tt✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡

✇✐t❤ t❤❡ ▼❯▲❊❙ s❝❤❡♠❡ ❬✸✵❪ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ st❡♣ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ■t♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✐s r❡t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝

t❡r♠s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ✐♥ t❤❡ ■t♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣

❝❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ■t♦ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❊✉❧❡r✲▼❛r✉②❛♠❛ s❝❤❡♠❡ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ ❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛

✇❡❛❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s dW n
j = ηnj ∆t1/2✱ ✇❤❡r❡ ηni ✐s ❛ {−1, 1} ❞✐❝❤♦t♦♠✐❝

r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t s❝❤❡♠❡ ✐s ✇❡❛❦❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ♦❢ ♦r❞❡r ∆t1/2

❬✸✶❪ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❡❧❞s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s N = 16 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

◆❛✈❛rr♦✲▼❛rt✐♥❡③ ❬✷✹❪✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❉◆❙✱ ♥♦ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

❞r♦♣❧❡ts ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❊❙✳

✸✳ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❉♦♠❛✐♥

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❜♦t❤ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙✮ ✉s❡❞

✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ▼❝❉♦♥❡❧❧ ❬✸❪

❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ❍❡rr♠❛♥♥ ❬✾❪ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s ♣❤❛s❡✳ ■t ✐s t♦ ❜❡ r❡♠❛r❦❡❞

t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲t♦✲❣❛s ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ rρ ✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✮✱ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐✳❡✳✱ ❧✐q✉✐❞✲❣❛s ♠♦♠❡♥t✉♠ ✢✉① r❛t✐♦ q✱ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠✲

❜❡r ❘❡✱ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡r ❲❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s ♣❤❛s❡s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡

❛s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■t ✐s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❧② t♦ ❜♦t❤ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳
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❚❛❜❧❡ ✶✿ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs

◗✉❛♥t✐t② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❏❡t ❞✐❛♠❡t❡r ✭Dj✮ ❬♠♠❪ 1.3

❏❡t ❞❡♥s✐t② ✭ρj✮ ❬❦❣✴♠
3❪ 12.25

❏❡t ✈❡❧♦❝✐t② ✭Uj✮ ❬♠✴s❪ 97.84

❏❡t ✈✐s❝♦s✐t② ✭µj✮ ❬❦❣✴♠s❪ 1.11× 10−4

❙✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✭σ✮ ❬◆✴♠❪ 0.07

❈r♦ss✢♦✇ ❣❛s ❞❡♥s✐t② ✭ρc✮ ❬❦❣✴♠
3❪ 1.225

❈r♦ss✢♦✇ ❣❛s ✈❡❧♦❝✐t② ✭uc✮ ❬♠✴s❪ 120.4

❈r♦ss✢♦✇ ✈✐s❝♦s✐t② ✭µc✮ ❬❦❣✴♠s❪ 1.82× 10−5

❉❡♥s✐t② r❛t✐♦ ✭rρ✮ 10

▼♦♠❡♥t✉♠ ✢✉① r❛t✐♦ ✭q✮ 6.6

❏❡t ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡r ✭❲❡j✮ 2178

❏❡t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭❘❡j✮ 14,079

❈r♦ss✢♦✇ ❲❡❜❡r ♥✉♠❜❡r ✭❲❡c✮ 330

❈r♦ss✢♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭❘❡c✮ 570,000

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♦❢ s✐③❡ 40Dj × 10Dj ×

20Dj ❬✶✼❪ ✇❤❡r❡ Dj ✐s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t✳ ❚❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ✐s s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✸❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧

st✉❞✐❡s ❬✾✕✶✶❪✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜r❡❛❦✉♣

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉◆❙✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ str✉❝t✉r❡❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❜♦✉t

262 ♠✐❧❧✐♦♥ ❝❡❧❧s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s r❡✲
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s✉❧ts ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ∆x = ∆y = ∆z = Dj/32 t❤r♦✉❣❤♦✉t

t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❊❙✱ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡❧② 2.5 ♠✐❧❧✐♦♥ ❝❡❧❧s ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ✐s r❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥

❝❧♦s❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐♥❧❡t ❛♥❞ t❤❡♥ str❡t❝❤❡❞ ✭❛t 3✪ ❝❡❧❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛t✐♦✮ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❝r♦ss✢♦✇ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ s✐③❡ Λ

✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ Dj/32 t♦ Dj/8 ✇✐t❤ Λmin = Dj/32 ♥❡❛r t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❛s ✜❧t❡r ✐s

❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ▲❊❙✱ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s t❤❡ ❝✉❜✐❝ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧

✈♦❧✉♠❡✳

❇♦t❤ t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ✉s❡ ❛ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ♣✐♣❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②

♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ❛t t∗ = tUj/Dj = 0 ✐s

✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉◆❙ ❛s ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡rDj ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t 4∆x ♣r♦tr✉❞✐♥❣

✐♥t♦ t❤❡ ❝r♦ss✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ▲❊❙✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡♠♣t② ❛t

t∗ = 0 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ st❛rts ❢r♦♠ t∗ > 0✳ ❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❥❡t ✈❡❧♦❝✐t② Uj ❛♥❞ ❥❡t ❞✐❛♠❡t❡r Dj ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡

❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♣ t♦ t∗ = 73 ✭✐♥ ❉◆❙✮

❛♥❞ t∗ = 75 ✭✐♥ ▲❊❙✮ ✇✐t❤ ❞❛t❛ st♦r❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡✈❡r② t∗ = 1.3✳

✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞

❥❡t ❢r♦♠ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙✳ ■♥ t❤❡ ❉◆❙ ✭❋✐❣✉r❡ ✶❛✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s s❤❛r♣ ❛♥❞

✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ③❡r♦ ❧❡✈❡❧ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✳ ❚❤❡

❞r♦♣❧❡ts ❛t♦♠✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❛✈❡s

❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ❝♦❧✉♠♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✶✶



✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❊❙ ✭❋✐❣✉r❡ ✶❜✮✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱

t❤❡ ✐s♦✲❝♦♥t♦✉r ♦❢ F̄ = 0.5 ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦✉❧❞

❜❡ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞r♦♣❧❡t ❜r❡❛❦✉♣ ♦❝❝✉rs

❛t ❧❛r❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❤♦✇❡✈❡r t❤♦s❡ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡

✐♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❝✳❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❞✐✛✉s❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❜r❡❛❦✉♣ ♦❝❝✉rs ✐♥ s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s✉❝❤

s✉❜✲❣r✐❞ ❞r♦♣❧❡ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧❡❞ t✇♦ ♠❛✐♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ❝♦❧✉♠♥✴❜❛❣ ❛♥❞ ❧✐❣❛♠❡♥t✴s✉r❢❛❝❡ ❜r❡❛❦✉♣✳ ❚❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s

t❤❛t ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞✇❛r❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ❝♦❧✲

✉♠♥ ❣❡♥❡r❛t❡ r♦❧❧✲✉♣s t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❣r♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❥❡t ✜♥❛❧❧② ❢♦r♠✐♥❣

❜❛❣✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡✳ ❙✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❜r❡❛❦✱ ❢♦r♠✐♥❣ ✈❛r②✐♥❣ s✐③❡❞ ❞r♦♣❧❡ts✱

t❤✉s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❧✉♠♥✴❜❛❣ ❜r❡❛❦✉♣ ❬✾❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧✐❣❛♠❡♥ts ❛r❡ s❡❡♥ str✐♣✲

♣✐♥❣ ♦✛ t❤❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

✐s s❡❡♥ ❛s s✉r❢❛❝❡ r✉♣t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✾❪✱ t❤✉s✱ ✐ts ♥❛♠❡ ❧✐❣❛♠❡♥t✴s✉r✲

❢❛❝❡ ❜r❡❛❦✉♣✳ ❙✉❝❤ ❧✐❣❛♠❡♥ts ✉♥❞❡r❣♦ ❢✉rt❤❡r ❜r❡❛❦✉♣ ✐♥t♦ ❞r♦♣❧❡ts ❞✉❡ t♦

❘❛②❧❡✐❣❤✲P❧❛t❡❛✉ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❡❛❦✉♣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✾✱ ✶✶❪✳

❚❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❛✈❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞✇❛r❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t

❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ❛♥❞ ❧✐❣❛♠❡♥t ❜r❡❛❦✉♣✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ♦❢

t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷

❝❧❡❛r❧② ❞❡♣✐❝ts t❤❡s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❛✈❡s ❛s t❤❡ ❝♦rr✉❣❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞✇❛r❞

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ♠✐❞✲♣❧❛♥❡

❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ❜♦t❤ ❧✐q✉✐❞

✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss✢♦✇✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛r❡

✶✷



✭❛✮ ❉◆❙ ✭❜✮ ▲❊❙

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐③✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙✳

♣r♦❢♦✉♥❞❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❉◆❙ r❡s✉❧t ✭❋✐❣✉r❡ ✷❛✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❝❛♣t✉r❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛✉s❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r❡ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❊❙ r❡s✉❧t

✭❝✳❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷❜✮✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❆s✉r✐ ▼✉❦✉♥❞❛♥ ❡t ❛❧✳

❬✶✽❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❛✈❡s✳

✭❛✮ ❉◆❙ ✭❜✮ ▲❊❙

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ✐♥ t❤❡

♥❡❛r✲✐♥❥❡❝t♦r r❡❣✐♦♥✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞

▲❊❙ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✐♥ ❛❡r♦ ❡♥❣✐♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❉◆❙✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
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✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ✈✐✲

s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ s✉❝❤ ❛♥

❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❛t ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ s❤❛❞♦✇❣✲

r❛♣❤② ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ▲❊❙✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❞✐✛✉s❡❞✱

t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉♣✲

♣❡r ❥❡t ♣❧✉♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐♥

t❤❡ ❥❡t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜❡❧♦✇

❛ t❤r❡s❤♦❧❞ δ% ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ δ = 5 ✐s ❝❤♦s❡♥

t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❥❡t ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❢♦r

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❬✸❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧❧② ❬✸✸✱ ✸✹❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉◆❙ ❛♥❞

▲❊❙ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❥❡t

♣❧✉♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✿ ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ✭✈❛❧✐❞ ✐♥ ♥❡❛r✲✐♥❥❡❝t♦r r❡❣✐♦♥s✮ ❣✐✈❡♥ ❛s

z/Dj = 1.37 (q x/Dj)
1/2 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❙t❡♥③❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ ✭✈❛❧✐❞ ✐♥ ❢❛r✲✐♥❥❡❝t♦r r❡✲

❣✐♦♥s✮ ❣✐✈❡♥ ❛s z/Dj = 2.63q0.442 (x/Dj)
0.39 We−0.088

c

(

µexp
j /µH2O

)

−0.027
✇❤❡r❡

µexp
j ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥ts✳ ❖♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②

❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❡♥③❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻❪ ✭❣r❛② ❞❛s❤❡❞

❧✐♥❡✮ t❤❛t t❤❛t ♦❢ ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ✭❣r❡❡♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✾❪✳ ❆s r❡♠❛r❦❡❞ ❜② ❍❡r✲

r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✱ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲t♦✲❣❛s ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ♦❢ 10 ✉s❡❞

✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ♦❢ 816 ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮ ✐s ♣r♦♥❡

t♦ ✉♥❞❡r✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r

t❤❡ ♥❡❛r✲✐♥❥❡❝t♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ s✐❞❡ ✈✐❡✇ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥ ❝r♦ss✢♦✇ ❢r♦♠ ❉◆❙ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡ ✜t✳ ❉◆❙✭❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♠❛❣❡✮✱ ▲❊❙ ✭ ✮ ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ✭ ✮✱ ❛♥❞ ❙t❡♥③❧❡r ❡t ❛❧✳

❬✻❪ ✭ ✮✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✱ t❤❡ ❉❙❉ ✐s ❛ ✈✐t❛❧ q✉❛♥t✐t② t♦

❛s❝❡rt❛✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r

♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞r♦♣❧❡ts ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝

❧✐q✉✐❞ ❝♦r❡ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ❉❙❉s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❜② ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❢t❡r t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ✐♥ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ st❛t✐st✐❝❛❧ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤❡

❞r♦♣❧❡ts✴❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❉◆❙ ❛r❡ ✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ✭❈❈▲✮ ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❝❡❧❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡ ✭✐✳❡✳✱ ❞r♦♣❧❡ts✮ ❛r❡ t❛❣❣❡❞ ❛♥❞

❧❛❜❡❧❧❡❞ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐q✉✐❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞r♦♣❧❡ts

❛♥❞ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡ ✭❢r♦♠ ❛❧❧ ✐ts ❝♦♠✲

♣r✐s✐♥❣ ❝❡❧❧s✮✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛✱ ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
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❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❞r♦♣❧❡t ❝❡♥tr♦✐❞✱ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t

❝❡♥tr♦✐❞✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❞r♦♣❧❡t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

✐ts ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ❞r♦♣❧❡ts ❛r❡ t❤❡♥ s❛♠♣❧❡❞ ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s

x/Dj✳ ❚❤❡ ❉❙❉ ✐s t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❜✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣ ❞✐❛♠❡t❡rs ✐♥t♦ ✷✵

❜✐♥s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ log(ddrop/Dj) ✇❤❡r❡ ddrop r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞r♦♣

❞✐❛♠❡t❡r✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ 10,282 ❞r♦♣❧❡ts ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡❞ t✐♠❡

st❡♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❉◆❙✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❊❙✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♥♦ ❣r✐❞ r❡s❧✈❡❞ ❞r♦♣❧❡ts ✭❞r♦♣s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♠❡s❤ s♣❛❝✐♥❣✮ ❛r❡ ❝❛♣✲

t✉r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉❜✲❣r✐❞ ❞r♦♣❧❡ts ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇❤♦s❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✳ ❚❤❡ ❉❙❉ ✐s t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡

❞✐❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❉◆❙✳

❚❤❡ ❞r♦♣❧❡ts ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s x/Dj = 5, 10, 15, 20, 25, 30 ❢r♦♠

t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ r❡s✉❧ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❉❙❉

❢r♦♠ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ s❛♠♣❧❡❞ ❛t x/Dj = 20 ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✜ts ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧♦ts✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❉❙❉ s♣❛♥

♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ❞✐❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❉◆❙

❛♥❞ ▲❊❙ ♠❡s❤ s♣❛❝✐♥❣s✳ ❆ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ✜t ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹❛ ❛♥❞ ✹❜✮

t♦ t❤❡ ❉❙❉ ❢r♦♠ t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛❧s♦

♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❍❡rr♠❛♥♥ ❬✾❪✳ ■t ✐s t♦ ❜❡ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✐s ♠❛❞❡ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ r❛♥❣❡✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❧❛✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙✳ ❚❤❡ ❞r♦♣s ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ddrop < 2∆x ❛r❡

♥♦t ✇❡❧❧ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉◆❙ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞r♦♣s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Λ20 ✭♠❡s❤ s♣❛❝✐♥❣

❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ x/Dj = 20✮ ❛r❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ▲❊❙✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

❉◆❙ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✈❡❞ ❞r♦♣❧❡ts ❛♥❞ ▲❊❙ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ s✉❜ ❣r✐❞

❞r♦♣❧❡ts ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❉❙❉
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✇♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❉❙❉✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t

❡✐t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✳❡✳✱ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙✮ ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r ♦♥❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞r♦♣ s✐③❡s s♦ ❛

❝♦♠❜✐♥❡❞ ❉❙❉ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢

t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ❞✐❛♠❡t❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ r❡s♦❧✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s

r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❙❉ ❜❡t✇❡❡♥ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹❝✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ s✐③❡

[0.08Dj, 0.2Dj] ❢♦r t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❉❙❉✱ ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✜t ❛s s❤♦✇♥ ❜②

t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹❝ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✇❡❧❧ r❡s♦❧✈❡❞ ❞r♦♣❧❡ts ❢r♦♠ t❤❡

❉◆❙ ❛♥❞ s♠❛❧❧ s✉❜✲❣r✐❞ ❞r♦♣❧❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ▲❊❙✳
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✭❝✮ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❞r♦♣ s✐③❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❉r♦♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉◆❙ ✭ ✮✱ ▲❊❙ ✭ ✮ ✇✐t❤ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ✜t ✭ ✮✱

∆x ✭ ✮✱ 2∆x ✭ ✮✱ ❛♥❞ Λ20 ✭ ✮ ❧✐♠✐ts ❛t x/Dj = 20✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❉❙❉s ❢r♦♠ t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ s❛♠♣❧❡❞

❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❆t ❛❧❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛✲

t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ s✐③❡❞ ♦✈❡r❧❛♣ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉❙❉✿ ❢♦r x/Dj = 5 ✐t ✐s
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[0.055Dj, 0.167Dj] ✭❋✐❣✉r❡ ✺❛✮✱ ❢♦r x/Dj = 10 ✐t ✐s [0.0563Dj, 0.166Dj] ✭❋✐❣✲

✉r❡ ✺❜✮✱ ❢♦r x/Dj = 15 ✐t ✐s [0.0579Dj, 0.149Dj] ✭❋✐❣✉r❡ ✺❝✮✱ ❢♦r x/Dj = 25 ✐t

✐s [0.0584Dj, 0.127Dj] ✭❋✐❣✉r❡ ✺❞✮✱ ❛♥❞ ❢♦r x/Dj = 30 ✐t ✐s [0.0476Dj, 0.131Dj]

✭❋✐❣✉r❡ ✺❡✮✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ r❡❣✐♦♥ r❡✲

❞✉❝❡s ❞♦✇♥str❡❛♠ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ x/Dj = 30 ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞

✐♥❞✐❝❛t❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❞r♦♣❧❡ts✳
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✭❡✮ x/Dj = 30

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❉r♦♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉◆❙ ✭ ✮ ❛♥❞ ▲❊❙ ✭ ✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦✇♥str❡❛♠

s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ✜ts ✭ ✮✳

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣s ✇✐t❤ ddrop > 0.1Dj s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡s✲

❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞r♦♣s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ▲❊❙✳ ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜✲❣r✐❞ ❞r♦♣❧❡ts s❤♦✇s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r❡s✲
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❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞r♦♣s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❉◆❙✳ ❚❤✐s ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s ♥❡❡❞s t♦

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥ ❝r♦ss✢♦✇

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣

✭♦r s❤❛r❡❞✮ r❛♥❣❡ ❛t ❛❧❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭❝✳❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡

s✉❜✲❣r✐❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡s ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t s✐③❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛t❝❤❡❞

r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ st✉❞②

❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ✇✐❞❡ ♦❢ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞r♦♣ s✐③❡s ❢♦r ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♦❢ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
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Computational scales

Jet diameter scale

DNS resolved scales

LES sub grid scales LES resolved scales

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❛t

x/Dj = 20 ✇✐t❤ s❤❛r❡❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❤❛t❝❤❡❞ r❡❣✐♦♥✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❉◆❙✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥s ✭▲❊❙✮ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥❥❡❝t❡❞

✐♥t♦ s✉❜s♦♥✐❝ ❣❛s❡♦✉s ❝r♦ss✢♦✇ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐q✲

✉✐❞✴❣❛s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❤❛r♣ ❝♦✉♣❧❡❞ ❧❡✈❡❧ s❡t ✈♦❧✲

✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ✭❈▲❙❱❖❋✮ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❉◆❙ ✇❤✐❧❡ ❛ ❞✐✛✉s❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞

✭❱❖❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ▲❊❙✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s

✶✾



❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤♦✉t ❛ s✉❜✲❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❉◆❙

❛♥❞ ❛ Σ✲Y ✲P❉❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❲❆▲❊ s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ▲❊❙✳ ❚✇♦

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿

❝♦❧✉♠♥✴❜❛❣ ❜r❡❛❦✉♣ ❛♥❞ ❧✐❣❛♠❡♥t str✐♣♣✐♥❣✴s✉r❢❛❝❡ ❜r❡❛❦✉♣ ❛t t❤❡ s✐❞❡s ♦❢

t❤❡ ❥❡t✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❣r♦✇t❤ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❊❙ ❞✉❡

t♦ ❞✐✛✉s❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r ✉♥❞❡r✲♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ✉♥❞❡r✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s

❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐q✉✐❞✲t♦✲❣❛s ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉❡s♣✐t❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❡①❛❝t❧②✱ t❤❡ ▲❊❙✲P❉❋ ❜r❡❛❦✉♣ ♣r❡❞✐❝ts ❛ s✐♠✐❧❛r s✉❜✲❣r✐❞ ❉❙❉ ❛s t❤❡ ❉◆❙

✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2∆x < ddrop < Λ✳ ❚❤❡ ❉❙❉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙

❢♦❧❧♦✇ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❆

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❙❉s ❢r♦♠ ❉◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ♦✛❡rs ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤

s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ✜t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s

✇♦r❦ ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛t

❤✐❣❤❡r ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥❵s ❍♦r✐③♦♥ ✷✵✷✵ r❡✲

s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ▼❛r✐❡ ❙❦➟♦❞♦✇s❦❛✲❈✉r✐❡ ❣r❛♥t

❛❣r❡❡♠❡♥t ◆➦ ✻✼✺✻✼✻ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ❛t

❈❘■❆◆◆ ✭❈❡♥tr❡ ❘é❣✐♦♥❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞✬❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ◆✉♠ér✐q✉❡s ❞❡

◆♦r♠❛♥❞✐❡✮ ✉♥❞❡r t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❥❡❝t ◆♦✳ ✷✵✵✸✵✵✽ ❛♥❞ ❛t ●❊◆❈■✲❬❚●❈❈✴

✷✵



❈■◆❊❙✴■❉❘■❙❪ ✭●r❛♥t✷✵✶✾✲✷✻✶✸✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉✲

t❤♦rs ❛❧s♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢✉♥❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ❯❑✬s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❤②s✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡

❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ s✉♣♣♦rt t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛♥t ❊P✴❙✵✵✶✽✷✹✴✶ ✭❑❱✱ ●❚✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❈✳ ❆❛❧❜✉r❣✱ ❇✳ ✈❛♥ ▲❡❡r✱ ●✳ ▼✳ ❋❛❡t❤✱ ❑✳ ❆✳ ❙❛❧❧❛♠✱ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲

t✉r❜✉❧❡♥t r♦✉♥❞ ❧✐q✉✐❞ ❥❡ts ✐♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❣❛s❡♦✉s ❝r♦ss ✢♦✇s✱ ❆t♦♠✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ❙♣r❛②s ✶✺ ✭✷✵✵✺✮ ✷✼✶✕✷✾✹✳

❬✷❪ ❈✳✲▲✳ ◆❣✱ ❘✳ ❙❛♥❦❛r❛❦r✐s❤♥❛♥✱ ❑✳ ❆✳ ❙❛❧❧❛♠✱ ❇❛❣ ❜r❡❛❦✉♣ ♦❢ ♥♦♥t✉r❜✉✲

❧❡♥t ❧✐q✉✐❞ ❥❡ts ✐♥ ❝r♦ss✢♦✇✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼✉❧t✐♣❤❛s❡ ❋❧♦✇

✸✹ ✭✷✵✵✽✮ ✷✹✶✕✷✺✾✳

❬✸❪ ❈✳ ❚✳ ❇r♦✇♥✱ ❱✳ ●✳ ▼❝❉♦♥❡❧❧✱ ✐♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■▲❆❙❙ ❆♠❡r✐❝❛s✱

✶✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▲✐q✉✐❞ ❆t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♣r❛② ❙②st❡♠s✱ ▼❛②

✷✸✲✷✻✱ ✷✵✵✻✱ ❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✳

❬✹❪ ❘✳ ❑✳ ▼❛❞❛❜❤✉s❤✐✱ ▼✳ ❆✳ ▼✳ ❨✳ ▲❡♦♥❣✱ ❈✳ ❚✳ ❇r♦✇♥✱ ❱✳ ●✳ ▼❝❉♦♥❡❧❧✱ ✐♥✿

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■▲❆❙❙ ❆♠❡r✐❝❛s✱ ✶✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▲✐q✉✐❞

❆t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♣r❛② ❙②st❡♠s✱ ▼❛② ✷✹✲✷✻✱ ✷✵✵✻✱ ❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✳

❬✺❪ P✳ ❑✳ ❲✉✱ ❑✳ ❆✳ ❑✐r❦❡♥❞❛❧❧✱ ❘✳ ❖✳ ❋✉❧❡r✱ ❆✳ ❙✳ ◆❡❥❛❞✱ ❇r❡❛❦✉♣ ♣r♦❝❡ss❡s

♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❥❡ts ✐♥ s✉❜s♦♥✐❝ ❝r♦ss✢♦✇s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ Pr♦♣✉❧s✐♦♥ ❛♥❞ P♦✇❡r ✶✸

✭✶✾✾✼✮ ✻✹✕✼✸✳

❬✻❪ ❏✳ ◆✳ ❙t❡♥③❧❡r✱ ❏✳ ●✳ ▲❡❡✱ ❉✳ ❆✳ ❙❛♥t❛✈✐❝❝❛✱ ❲✳ ▲❡❡✱ P❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞

❥❡ts ✐♥ ❛ ❝r♦ss✲✢♦✇✱ ❆t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♣r❛②s ✶✻ ✭✷✵✵✻✮ ✽✽✼✕✾✵✻✳

✷✶



❬✼❪ ❙✳ ❇✳ ▲❡❛s❦✱ ❱✳ ●✳ ▼❝❉♦♥❡❧❧✱ ❙✳ ❙❛♠✉❡❧s❡♥✱ ❈r✐t✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✲

♠❡♥t✉♠ ✢✉① r❛t✐♦ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥ ❝r♦ss✢♦✇✱ ❆t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

❙♣r❛②s ✷✽ ✭✷✵✶✽✮ ✺✾✾✕✻✷✵✳

❬✽❪ ▼✳ ❇r♦✉♠❛♥❞✱ ▼✳ ❇✐r♦✉❦✱ ▲✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥ ❛ s✉❜s♦♥✐❝ ❣❛s❡♦✉s ❝r♦ss✢♦✇✿

❘❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ❊♥❡r❣② ❛♥❞ ❈♦♠✲

❜✉st✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ✺✼ ✭✷✵✶✻✮ ✶✕✷✾✳

❬✾❪ ▼✳ ❍❡rr♠❛♥♥✱ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ✐♥ ❝r♦ss✢♦✇✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❢♦r ●❛s

❚✉r❜✐♥❡s ❛♥❞ P♦✇❡r ✶✸✷ ✭✷✵✶✵✮ ✵✻✶✺✵✻✕✶✕✵✻✶✺✵✻✕✶✵✳

❬✶✵❪ ▼✳ ❍❡rr♠❛♥♥✱ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥
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