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SAMENVATTÏNG

DUAIITEIT IN DE STOCHASTISCHE LINEAIRE EN DYNAMISCHE PROGRAMMERING

In di t  proefschr i f t  worden onderwerpen ui t  de stochast ische l ineaíre

prograrunering (sf,p) en uit de stochastische dynamische progrannnering (SDP)

behandeld.  In beide deelgebieden van de matheÍnat ische besl iskunde repre-

senteert de stochastiek de onzekerheid van de modelbouwer omtrent de waar-

de van somnige parameters.  I^ lanneer de besl iss ingen niet  van de real isat ies

van de stochastische parameters mogen afhangen kan een conceptueel pro-

bleem ontstaan.  Zo is  een l ineair  progranmeringsprobleem vaarvan niet  a l le

coëf f ic iënten gegeven getal len z i jn in wezen ongedef in ieerd.  In de SLP

worden daarom addít ionele speci f icat ies gemaakt om te komen tot  eenduidig

gedef in ieerde probleernstel l ingen.  Di t  kan op verscheidene rnanieren.  VJelke

mrnier  wordt  gekozen zal  onder meer afhangen van de wi jze waarop r is ico

en r is ico-aversie worden gemodel leerd.  Het resul taat  is  veelal  een niet-

lineair prograurneringsprobleem. In de gebruikelijke SDP modellen daaren-

tegen t reedt  d i t  conceptueel  probleem níet  op,  omdat van meet af  aan de

formuler ing is  aangepast  aan dê aanwezigheid van stochast ische

paremefers.

Tevens wordt aandacht besteed aan Lineaire programneringsproblemen

met kansmaten als rbesl iss ingsvar iabelenr;  zulke problemen duiden \^re aan

met LPM. Diverse probleemstell-ingen in de kansrekening kunnen als LPM

geinterpreteerd worden. Een bekend voorbeeld is het momenten probleem:

bepaal een kansverdeling op êen gegeven domein die voorgeschreven r^raar-

den heeft voor sormnige momenten en waarvoor bijvoorbeeld de kans op een

bepaalde gebeurtenis rnaxi-ral- is. Ondanks de schijn van het tegendeel

zí jn LPM problemen ook re levant  voor SLP en SDP. Enerzi jds b l i jk t  name-

l i jk ,  dat  SDP problemen specia le geval len van LPM problernen z i jn.  Ander-

z i jds is  van de stochast ische coëf f ic iënten in SLP problemen dikwi j ls

s lechts beperkte informat ie over de verdel ing beschikbaar.  In d i t

proefschr i f t  wordt  b i jvoorbeeld een geval  bestudeerd waarbi j  a l leen de

\4Taardebereiken en de gerniddelde waarden van de rnarginale verdelingen

bekend z i jn.  Als men dan een robuste oplossing zoekt ,  l ig t  het  voor de

hand om de s i rnul tane kansverdel ing zo ongunst ig rnogel i jk  te speci f íceren.

Zorn ongunst ige kansverdel ing kan beschreven r íorden als de oplossing

van een LPM probleem; de bijbehorende beperkingen geven dan weer, dat de

verdel ing in overeensteruning rnoet  z i jn met de beschíkbare infornat ie.
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Een belangr i jk  hulprniddel  voor de bestuder ing van mathemat ische

prograumrer i -ngsproblemen is de dual i te i ts theor ie.  In deze theor ie wordt

uitgaande van het oorspronkelijke probleem een zogenaamd duaal optima-

l iser ingsprobleern gedef in ieerd,  en de re lat ie tussen beide problemen

verschaft  inz icht  in de eigenschappen van opt inale oplossingen. Met

name vrordt hier gedacht aan voldoende voorvaarden voor stabiliteit: ín

dat  geval  hebben beide problemen dezel fde opt imale waarde,  en is  het

bestaan van opt imale duale oplossingen gegarandeerd.  Voor stabie le

problemen zíjr de Karush-Kuhn-Tucker voorwaarden (of, in het Lineair

geval ,  de complementaire spel ingsrelat ies)  noodzakel i jk  en voldoende

voor opt imal i te i t .  In d i t  proefschr i f t  r Íordt  de dual i te i ts theor ie van

convexe (veelal  l ineaire)  progranmeringsproblemen toegepast ,  n iet  a11een

in Eucl id ische ru imten maar ook in rabstracte '  l ineaire ru imten,  met

maten of  func! ies als e lementen.

Het proefschr i f t  kan run$reg in twee delen worden opgespl i ts t .  Het

eerste deel ,  de hoofdstukken 1-3" is  de gemeenschappel i jke in le id ing

voor het  tweede deel ,  de hoofdstukken 4-8.  Na de algemene in le id ing en

samenvatt ing in hoofdstuk 1 wordt  in hoofdstuk 2 ó.e dual i te i tsste l l ing

voor convexe progranmeringsproblemen in abstracte ruimten geformuleerd

die in volgende hoofdstukken wordt  toegepast .  In hoofdstuk 3 wordt

een aantal SLP nodellen besproken. Eerst lrordt ingegaan op modellen met

kansbeperkingen en model len met correct ie act ies ( recourse act ions),  en

op de onder l inge re lat ies.  Vervolgens wordt  aandacht besteed aan de

overeenkomsten en de verschi l len tussen meer-stadia SLP nodel len en SDP

model len.  De hoofdstukken 1,  2 en 3 bevat ten geen nieuwe resul taten,

al worden somrnige elementen van hoofdstuk 3 in de SLP literatuur veel-

a l  te weinig bel icht .

IIet tweede deel bestaat uit hoofdstukken díe onafhankelíjk van

elkaar gelezen kunnen worden. In hoofdstuk 4 wordt een algemeen kader

geformuleerd waarbinnen de re lat ies tusêen abstracte l ineaire program-

meringsproblemen, in het bijzonder LPM problenren, en hun dualen goed

kunnen worden beschreven. Speciale aandacht wordt  besteed aan dr ie

LPM problemen:

(i) een gegeneralíseerd momeÍrteÍr probleem, en varianten daarvan,

( i i )  een probleem met gegeven marginalen,

( i i i )  een SDP probleem over een eindige hor izon.
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In a l le geval len wordt  een approxirnat ieprobleem ín een funct ieruimte

a l s  duaa l  p rob leem ge fo rmu lee rd .  De  comp lemen ta i r e  spe l i ngs re l a t i es ,  d i e

in LPI{ problemen neerkomen op voontaarden voor de dragers van de kans-

maten, representeren voor ieder van de drie problemen bekende optirnali-

t e i t s cond i t i es .  He t  b l i j k t ,  da t  de  a l gemene  dua l i t e í t s s te l l i ng  van

hoofdstuk 2 goed toepasbaar is ,  a1 z i jn de voorwaarden strenger dan

str ik t  noodzakel i jk .  Dat  wi l  zeggen, door de speci f ieke eigenschappen

van ieder van de problemen ui t  te bui ten kan men veelal  soortgel i jke

resultaten afleiden onder zwakkere voorwaarden.

In hoofdsÈuk 5 wordt  een nieuw SLP concept geintroduceerd onder de

naam "geïntegreerde kansbeperkingen" ( ICCts) .  Evenals de gebruikel í jke

kansbeperkingen beperken ICCrs het  r is ico van ontoelaatbaarheid;  het

verschi l  is  evenwel  dat  b i j  ICCrs ook rekening wordt  gehouden met de

oÍwang \"raarmee de beperkingen worden geschonden. In dat opzícht komen

model len met ICC!s overeen met recourse mode11-en;  in model len van het

laatste Ëype vrorden kosten van ontoelaatbaarheid ingevoerd maar dat  is

n i e t  noodzake l i j k  b i j  he t  geb ru i k  van  ICC !s .  He t  b l i j kË  da t  ICC !s  beha l ve

aantrekkel i jke conceptuele e igenschappen ook wiskundige voordelen hebben

boven gewone kansbeperkingen. Bovendien wordt door een toepassing van de

dual i te i ts theor ie aangetoond, dat  er  een natuur l i jke equivalent ie bestaat

tussen sonnnige model len met ICCrs en sonmrige recourse mode11en.

Ilet is bekend dat. SDP problemen over eindig veel sËadia kunnen

worden opgelost  door middel  van een achterrdaartse recurs ie.  Dat de re-

curs ie goed is gedef in ieerd en opt imale strategieen karakter iseerË is

evenwel a l leen bi j  eíndige toestands- en act ieruimtes vanzel fsprekend;

in het algemene geval kunnen complieaties optreden die te maken hebben

met de meetbaarheíd van funct ies en existent ie van integralen.  Nadat de

relat ie tussen het  SDP probleem en het  recurs ief  a lgor i thme in hoofd-

stuk 4 is  bestudeerd met behulp van de dual i te i ts theor ie voor LPM pro-

blemen, worden in hoofdstuk 6 voorwaarden geformuleerd die n iet  a1leen

garanderen dat  de recurs ie goed is gedef in ieerd,  maar d ie ook voldoende

zi jn voor het  bestaan van opt imale strategieen.  I Iet  bewi js is  geba-

seerd op een meetbare-select ie ste l l ing,  en maakt  gebruik van de theor ie

van normale integranden. Eucl id ische toestandsruimten en act ieruimten

worden beschour^rd, en binnen dit kader zíjn de voorwaarden zwakker dan

elders ín de l i teratuur.  Tevens wordt  aangetoond dat  de voorwaarden
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geschikt  kunnen worden toegepast  op een betrekkel í jk  a lgemene k lasse

van product íe-voorraad problemen.

Een van de bekendste SLP problemen betref t  project  p lanníng.  Een

project  bestaat  u i t  een aantal  act iv iÈei ten,  tezamen met gegeven volg-

orderelat ies d ie door een netr^rerk kunnen worden voorgesteld.  Bi j  de

act iv i te i ten behoren t i jdsduren die met de volgorderelat ies de minimale

t i jdsduur van het  project  bepalen.  I^ Ianneer een contract  over de t i jdsduur

vanhetproject  moet worden afgesloten,  terwi j l  de t í jdsduren van de ac-

t iv i te i ten stochast ische var iabeler t  z í jn,  ontstaan het  SLP probleem dat

in hoofdstuk 7 wordt behandeld. Met name vordt ingegaan op de compli-

cat ie,  dat  in het  a lgemeen s lechts weinig informat ie beschikbaar is  om-

trent  de s imul tane kansverdel ing van de t i jdsduren.  De gekozen formu-

lering is van het minimax type. Eerst vordt ervac uitgegaan, dat de

marginale verdel ingen vol ledig bekend z i jn,  en worden met behulp van

de dual i te i ts theor ie voor LPM problemen de ongunst igste s imulËane

kansverdel ingen gekarakt .er iseerd.  HeË bl i jk t  dat  het  duale probleem is

te reduceren tot  een eindig d imensionaal  convex minimal iser ingsprobleem,

daË op z i jn beurÈ weer is  te dual iseren tot  een opt i rnal iser ingsprobleem

betref fende stromen in het  project  netwerk.  Vervolgens wordt  aangetoond,

dat  deze analyse ook toepasbaar is  indien s lechts beperkte informat ie

over demarginaleverdel íngen beschikbaar is ,  b i jvoorbeeld a11een de ge-

gevens die door de bekende heur ist ische methode PERT worden gebruikt .

Tenslotte wordt aangetoond, dat de minimax formulering practische

waarde heeft, omdat de berekeningen betrekkelijk eenvoudig kunnen wor-

den  u i t gevoe rd .

Een eenvoudig product ie-voorraad roodel  (1 ar t ikel ,  e indig veel

per ioden, l ineaire product ie- ,  voorraad- en tekortkosten) wordt  in

hoofdstuk 8 besproken. Twee gevallen worden beschouwd: eerst r^rordt

ervan ui tgegaan dat  a l le vragen determínist isch z i jn,  en daarna \ i lorden

de vragen als (nogel i jk  onder l ing afhankel i jke)  stochast ische var ia-

belen opgevat met een bekende s inul tane kansverdel ing.  In het  sto-

chast ische geval  wordt  tevens verondersteld daÈ in iedere per iode de

in het  ver leden gereal iseerde vragen bekend z i jn,  terwi j l  de besl ís-

sing over de productie genomen moet vorden vffrdat de realisatie van

de toekomstige vragen wordt waargenomen. Gewoonlijk worden productie-

voorraad problemen opgevat a ls SDP problemen, en opgelost  door middel
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van een achterr^raartse recurs ie.  In d i t  laatste hoofdstuk wordt  het

probleem geforrnuleerd als een meerstadia SLP probleem; hier in z i jn de

besl iss ingsvar iabelen niet-anÈic iperende funct ies van de gereal iseerde

vragen. In deze formuler ing laat  het  probleem zich gemakkel i jk  dual i -

seren.  In het  determinist ische geval  zí jn d.e opt iurale duale var iabelen

te interpreteren als de lengte van de kortste paden in het  achter l íg-

gende netwerk.  In het  stochast ische geval  kunnen ze worden beschouwd a1s

een "pr i jssysteemi l  daË samenhangt met de eis daÈ a1le product ies niet-

ant ic íperend moeten z i jn.  Evenals heE oorspronkel i jke probleem kan ook het

duale probleem opgelost  vrorden met behulp van achterwaartse recurs ie.  Zo-

wel  in het  determinist ische als in het  stochast ische geval  worden twee

zulke "duale recurs ies" geformuleerd.  De duale recurs ies bl i jken nauw

samen te hangen met de gebruikel i jke "pr ímaire"  SDP-recursie.  De eer-

ste duale recurs ie is  op te vat ten a1s een recurs ie voor de afgele iden

van de funct ies die optreden in de pr imaire recurs ie,  terwi j l  in  de

t \nreede duale recurs ie de geconjugeerden van deze pr imaire funct ies op-

t reden. Door de eerste duale recurs ie op te lossen worden expl ic iete

ui tdrukkingen gevonden voor de oplossing van het  duale probleem; in het

stochast ische geval  wordt  de duale oplossing beschreven in ter Í ren van

kansen op bepaalde gebeurtenissen.


