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D y n a m ic  M a in te n a n c e  o f  P la n a r  D ig r a p h s , 

w ith  A p p lic a t io n s  *

R o b e r t o  T a m a s s i a  a n d  F r a n c o  P .  P r e p a r a t a
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A b s t r a c t

W e  s h o w  th e  a  p la n a r  s r -g r a p h  G  a d m its  t w o  to ta l  o r d e r s  ( c a l l e d  l e f t 

i s t  a n d  r ig h t is t ,  r e s p e c t iv e ly )  o n  th e  s e t  V \j E u f ,  w h e r e  V, E , a n d  F  are  

r e s p e c t iv e ly  th e  s e t  o f  v e r t ic e s ,  e d g e s ,  a n d  f a c e s  o f  G , w it h  \ V  I = n . 

A s s u m in g  th a t G  i s  to  b e  d y n a m ic a l ly  m o d if ie d  b y  m e a n s  o f  in s e r t io n s  o f  

e d g e s  a n d  e x p a n s io n s  o f  v e r t ic e s  (a n d  th e ir  in v e r s e s ) ,  w e  e x h ib i t  a  0 ( n ) -  

s p a c e  d y n a m ic  d a ta  s tr u c tu r e  f o r  th e  m a in te n a n c e  o f  th e s e  o r d e rs  s u c h  th a t 

a n  u p d a te  c a n  b e  p e r fo r m e d  in  t im e  G ( l o g n ) .  T h e  d is c o v e r e d  s tr u c tu r a l 

p r o p e r t ie s  o f  p la n a r  j f -g r a p h s  p r o v id e  a  u n i f y in g  th e o r e t ic a l  u n d e r p in n in g  

f o r  s e v e r a l  a p p lic a t io n s , s u c h  a s  d y n a m ic  p o in t  lo c a t io n  in  p la n a r  m o n o 

to n e  s u b d iv is io n s ,  d y n a m ic  tr a n s it iv e -c lo s u r e  q u e r y  in  p la n a r  s r -g r a p h s , 

a n d  d y n a m ic  c o n ta c t - c h a in  q u e r y  in  c o n v e x  s u b d iv is io n s .  T h e  p r e s e n t e d  

t e c h n iq u e s  s ig n if ic a n t ly  o u t p e r fo r m  p r e v io u s ly  k n o w n  s o lu t io n s  o f  th e  

s a m e  p r o b le m s .

K e y w o r d s :  p la n a r  s r -g r a p h , tr a n s i t iv e  c lo s u r e , p o in t  lo c a t io n ,  c o n ta c t -  

c h a in , p la n a r  s u b d iv is io n , d y n a m ic  d a ta  s tr u c tu r e , o n - l in e  a lg o r ith m .
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1. I n tr o d u c t io n

T h e  n o t io n  o f  a  p la n a r  s t -g r a p h  -  i . e . ,  a  p la n a r  a c y c l i c  d ig r a p h  e m b e d d e d  in  th e  p la n e  w ith  

e x a c d y  o n e  s o u r c e , s ,  a n d  o n e  s in k , t, b o th  o n  th e  e x te r n a l f a c e  -  w a s  fir s t  in tr o d u c e d  in  th e  

p la n a r ity  t e s t in g  a lg o r ith m  o f  L e m p e l  e t  ¿ z /.[1 8 ], a n d  w a s  fr u it fu lly  u s e d  in  a  n u m b e r  o f  a p p lic a 

t io n s ,  w h ic h  in c lu d e  p la n a r  g r a p h  e m b e d d in g  [ 4 , 1 3 , 2 7 ] ,  g r a p h  p la n a r iz a t io n  [ 1 2 , 2 0 ] ,  g r a p h  

d r a w in g  a lg o r it h m s  [ 5 , 2 6 , 3 1 ] ,  f lo o r  p la n n in g  [ 1 , 2 9 ]  p la n a r  p o in t  lo c a t io n  [ 6 , 1 7 ] ,  v i s ib i l i t y  

r e p r e s e n ta t io n s  [ 1 9 , 2 4 , 2 5 , 3 0 ] ,  m o t io n  p la n n in g  [ 8 , 2 3 ] ,  a n d  V L S I  la y o u t  c o m p a c t io n  [ 9 , 2 9 ] .  

A ls o ,  p la n a r  s i- g r a p h s  a re  im p o r ta n t  in  th e  th e o r y  o f  p a r t ia l ly  o r d e r e d  s e t s  s in c e  th e y  a re  a s s o c i 

a te d  w it h  p la n a r  la t t ic e s  [ 1 5 ] .

In  th is  p a p e r  w e  fu r th e r  th e  in v e s t ig a t io n  o f  t h e s e  s tr u c tu r e s , a n d  s h o w  th a t a n y  p la n a r  d i 

g r a p h  G  a d m its  t w o  to t a l  o r d e r s  (r e fe r r e d  to  a s  le f t i s t  a n d  r ig h t is t  o r d e r s )  o n  th e  s e t  V u E  u f ,  

w h e r e  V , E , a n d  F  a r e  r e s p e c t iv e ly  th e  s e t  o f  v e r t ic e s ,  e d g e s ,  a n d  f a c e s  o f  G . E a c h  o f  th e s e  tw o  

o r d e r s  y i e ld s  a  u n iq u e  r e p r e s e n ta t io n  o f  G  a s  a  s tr in g  o f  a ll  i t s  t o p o lo g ic a l  c o n s t i tu e n ts .  G r a p h  G  

c a n  b e  d y n a m ic a l ly  m o d if ie d  b y  m e a n s  o f  in s e r t io n  o f  e d g e s  a n d  e x p a n s io n s  o f  v e r t ic e s ,  a n d  o f  

th e ir  in v e r s e s .  T h e s e  o p e r a t io n s  fo r m  a  c o m p le t e  s e t , s in c e  a n y  « - v e r t e x  p la n a r  sr -g r a p h  c a n  b e  

a s s e m b le d  o r  d i s a s s e m b le d  b y  a n  a p p r o p r ia te  s e q u e n c e  o f  O  ( « )  s u c h  o p e r a t io n s .

T h e  c e n tr a l r e s u lt  o f  th is  p a p e r  i s  th a t th e  s tr in g  r e p r e s e n ta t io n  o f  th e  g r a p h  r e s u lt in g  fr o m  

o n e  o f  th e  p o s t u la t e d  u p d a t in g  o p e r a t io n s  i s  o b t a in e d  a s  a  s y n ta c t ic  tr a n s fo r m a t io n  o f  th e  p r e 

u p d a te  s tr in g  r e p r e s e n ta t io n . T h is  tr a n s fo r m a t io n  c o n s i s t s  o f  th e  e x e c u t io n  o f  O  (1 )  p r im it iv e s , 

s u c h  a s  in s e r t io n s , d e le t io n s ,  a n d  s w a p s  o f  s u b s tr in g s .

T h is  g e n e r a l f r a m e w o r k  p r o v id e s  th e  th e o r e t ic a l  u n d e r p in n in g  a n d  u n i f y in g  v ie w p o in t  fo r  

th r e e  s ig n if ic a n t  a p p lic a t io n s :  p o in t  lo c a t io n  in  a  p la n a r  m o n o t o n e  s u b d iv is io n ,  t r a n s it iv e -c lo s u r e  

q u e r y  in  p la n a r  s r -g r a p h s , a n d  c o n ta c t - c h a in  q u e r y  in  c o n v e x  s u b d iv is io n s .  In  th is  p a p e r  w e  s h a l l 

o n ly  b r ie f ly  i l lu s t r a te  ( in  S e c t io n  4 )  th e  c o n n e c t io n  b e t w e e n  p la n a r  s r -g r a p h s  a n d  m o n o t o n e  s u b 

d iv i s io n s ,  s in c e  th e  p o in t  lo c a t io n  p r o b le m  in  th e  la t ter  h a s  b e e n  tr e a te d  e a r lie r  in  e x c lu s i v e ly  

g e o m e t r ic  te r m s  a n d  i s  r e p o r te d  e ls e w h e r e  [2 2 ] . W e  s im p ly  r e c a ll  th a t a  m o n o to n e  su b d iv is io n  T  

i s  a  p a r tit io n  o f  th e  p la n e  in to  r e g io n s  th a t are  m o n o to n e  p o ly g o n s , ( i .e . ,  p o ly g o n s  w h o s e  in t e r 

s e c t io n  w it h  a  f ix e d  d ir e c t io n  -  e .g . ,  h o r iz o n t a l  -  c o n s is t s  o f  a t m o s t  o n e  s e g m e n t ) . T h e  p o in t  

lo c a t io n  p r o b le m  in  T  c o n s i s t s  o f  f in d in g  th e  r e g io n  c o n t a in in g  a  q u e r y  p o in t  q. T h e  m a in  r e s u lt  

o f  [22] , r e p o r te d  h e r e  f o r  c o m p le t e n e s s ,  i s  e x p r e s s e d  b y  th e  f o l l o w i n g  th e o r e m :
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T h e o r e m  A :  L e t  T  b e  a  m o n o t o n e  p la n a r  s u b d iv is io n  w it h  n  v e r t ic e s .  T h e r e  e x i s t s  a n  0 ( n ) -  

s p a c e  d y n a m ic  p o in t  lo c a t io n  d a ta  s tr u c tu r e  w it h  q u e r y  t im e  O  ( l o g 2 « ) ,  w h ic h  a l lo w s  fo r  

in s e r t io n /d e le t io n  o f  a  v e r t e x  in  t im e  O  ( lo g  a ) a n d  in s e r t io n /d e le t io n  o f  a  c h a in  o f  k  e d g e s  in  

t im e  O  ( l o g 2 «  + k ) ( w o r s t - c a s e ) .

A  tran sit ive -c lo su re  q u e ry  f o r  a  p la n a r  sr -g r a p h  G  c o n s i s t s  o f  t e s t in g  f o r  th e  e x i s t e n c e  o f  

(a n d /o r  r e p o r t in g )  a  d ir e c t e d  p a th  b e t w e e n  t w o  v e r t ic e s  u  a n d  v  o f  G . W e  are in t e r e s t e d  in  a 

g r a p h  G  th a t c a n  b e  d y n a m ic a l ly  m o d if ie d .

T h e  p r e v io u s  b e s t  r e s u l ts  c o n c e r n  s e m i- d y n a m ic  v e r s io n s  o f  th is  p r o b le m  ( w h e r e  o n ly  e ith e r  

in s e r t io n s  o r  d e le t io n s  o f  e d g e s  a re  a l lo w e d ) ,  a n d  h a v e  O  ( 1) q u e r y  t im e , O  (n ) a m o r tize d  u p d a te  

t im e ,  a n d  O  ( n 2) s t o r a g e  [ 1 0 , 1 1 ] .  In  th is  p a p e r  w e  e s t a b l i s h  th e  f o l l o w i n g  r e s u lt :

T h e o r e m  B :  L e t  G  b e  a  p la n a r  s t -g r a p h  w it h  n  v e r t ic e s .  T h e r e  e x i s t s  a n  0 ( « ) - s p a c e  d y n a m ic  

d a ta  s tr u c tu r e  fo r  th e  tr a n s it iv e -c lo s u r e  q u e r y  p r o b le m  o n  G , w h ic h  s u p p o r ts  q u e r ie s  a n d  u p d a te s  

in  t im e  O  ( l o g  n ) ( w o r s t - c a s e ) .

F in a l ly ,  w e  c o n s id e r  th e  p r o b le m  o f  c o n ta c t - c h a in  q u e r y  in  c o n v e x  s u b d iv is io n s ,  w h ic h  

a r is e s  in  m o t io n  p la n n in g  a n d  c o m p u te r  g r a p h ic s , a n d  i s  d e s c r ib e d  a s  f o l l o w s  [ 3 , 8 , 2 3 ] .  G iv e n  a 

c o n v ex  su b d iv is io n  T  o f  th e  p la n e  (n o te  th a t a  c o n v e x  s u b d iv is io n  is  a  s p e c ia l  c a s e  o f  m o n o t o n e  

s u b d iv is io n )  a n d  a n  (o r ie n te d )  d ir e c t io n  0, w e  s a y  th a t r e g io n  r± p u sh e s  a n  a d ja c e n t  r e g io n  r 2 i f  

th e r e  e x i s t s  a  l in e  in  d ir e c t io n  0  w h ic h  in t e r s e c ts  r± a n d  r 2 in  th a t o r d e r . A  c o n ta c t ch a in  in  T  is  

a  s e q u e n c e  o f  r e g io n s  r 1}r 2 , • • • ,r *  s u c h  th a t r t- p u s h e s  r i+ l  f o r  i =  1 , • • • yk - 1 ( s e e  F ig . 1). 

A s s u m e  th a t th e  r e g io n s  o f  T  a re  r ig id  o b j e c t s ,  a n d  w e  w a n t  to  tr a n s la te  th e m  o n e  a t a  t im e  in  

d ir e c t io n  0  a v o id in g  c o l l i s i o n s .  T h e n  th e  e x i s t e n c e  o f  a  c o n ta c t  c h a in  fr o m  r x to  r 2 im p l ie s  th a t 

r 2 o b s t r u c t s  r 1? i . e . ,  r 2 m u s t  b e  tr a n s la te d  b e fo r e

A  c o n ta c t-c h a in  q u e ry  c o n s i s t s  o f  te s t in g  th e  e x i s t e n c e  o f  (a n d /o r  r e p o r t in g )  a  c o n t a c t  c h a in  

b e t w e e n  t w o  r e g io n s  o f  T . W e  are in te r e s t e d  in  a n s w e r in g  c o n ta c t - c h a in  q u e r ie s  in  a  v e r y  g e n 

e ra l d y n a m ic  e n v ir o n m e n t  w h e r e  T  c a n  b e  u p d a te d  b y  m e a n s  o f  in s e r t io n /d e le t io n s  o f  v e r t ic e s  

a n d  e d g e s ,  a n d  th e  d ir e c t io n  0  c a n  b e  c h a n g e d  b y  e lem e n ta ry  in c r e m e n t s /d e c r e m e n t s .  (A n  e l e 

m e n ta r y  in c r e m e n t /d e c r e m e n t  o f  d ir e c t io n  i s  s u c h  th a t th e  p u s h  r e la t io n  i s  in v e r te d  in  e x a c t ly  o n e  

p a ir  o f  a d ja c e n t  r e g io n s . )  C a s t in g  th is  p r o b le m  in  th e  p la n a r  s i-g r a p h  f r a m e w o r k , w e  e s t a b li s h



3

F i g u r e  1  E x a m p le  o f  c o n t a c t  c h a in .

th e  f o l l o w i n g  r e s u lt:

T h e o r e m  C :  L e t  T  b e  a  c o n v e x  s u b d iv is io n  w it h  n  v e r t ic e s .  T h e r e  e x i s t s  a n  0 ( > i ) - s p a c e  

d y n a m ic  d a ta  s tr u c tu r e  fo r  th e  c o n ta c t - c h a in  q u e r y  p r o b le m  in  T , w h ic h  s u p p o r ts  q u e r ie s  a n d  

u p d a te s  in  t im e  O  ( l o g  n )  ( w o r s t - c a s e ) .

T h e  r e s t  o f  th is  p a p e r  i s  o r g a n iz e d  a s  f o l l o w s .  S e c t io n  2  p r o v id e s  p r e lim in a r y  d e f in it io n s  

a n d  p r o p e r t ie s  o f  p la n a r  s i- g r a p h s . In  S e c t io n  3  w e  p r e s e n t  th e  t e c h n iq u e  fo r  th e  d y n a m ic  

m a in te n a n c e  o f  p la n a r  s i- g r a p h s . A p p l ic a t io n s  to  p la n a r  p o in t  lo c a t io n ,  tr a n s it iv e  c lo s u r e , a n d  

c o n ta c t  c h a in s  a re  d e s c r ib e d  in  S e c t io n  4 .



2 . P la n a r  s i-g r a p h s

B a s ic  d e f in it io n s  o n  g r a p h s  a n d  p o s e t s  c a n  b e  f o u n d  in  te x t b o o k s  s u c h  a s  [2, 7] .

L e t  G  b e  a  d ir e c t e d  g r a p h , fo r  b r e v ity  d ig r a p h , a n d  v  a  v e r t e x  o f  G . W e  d e n o t e  b y  d e g ~ ( v )  

th e  in d eg re e  o f  v , i . e .  th e  n u m b e r  o f  in c o m in g  e d g e s  o f  v , a n d  b y  d e g + ( v )  th e  o u td eg ree  o f  v , i .e . 

th e  n u m b e r  o f  o u t g o in g  e d g e s  o f  v . A  so u rce  o f  G  i s  v e r t e x  s  w it h  d e g ~ ( s )  =  0 .  A  s in k  o f  G  i s  

v e r t e x  t  w it h  d e g + ( i )  =  0 . A  tra n sitive  e d g e  o f  G  i s  a n  e d g e  e  =  (w ,v )  s u c h  th a t th er e  e x is t s  

a n o th e r  d ir e c t e d  p a th  fr o m  u  to  v  c o n s i s t in g  o f  a t le a s t  t w o  e d g e s .

D e f in i t i o n  1  A  p la n a r  s t-g ra p h  i s  a  p la n a r  a c y c l i c  d ig r a p h  G  w it h  e x a c t ly  o n e  s o u r c e ,  s, a n d  

e x a c t ly  o n e  s in k , t, w h ic h  i s  e m b e d d e d  in  th e  p la n e  s o  th a t s  a n d  t  a re  o n  th e  b o u n d a r y  o f  th e  

e x te r n a l f a c e  ( s e e  F ig .  2 ) .

T h e s e  g r a p h s  w e r e  f ir s t in t r o d u c e d  in  th e  p la n a r ity  t e s t in g  a lg o r it h m  o f  L e m p e l  e t  a / . [ 1 8 ] .  

S e v e r a l im p o r ta n t  p r o p e r t ie s  o f  p la n a r  s t-g r a p h s  a r e  e x p r e s s e d  b y  th e  f o l l o w i n g  le m m a s :

F i g u r e  2 E x a m p le  o f  p la n a r  s i -g r a p h .
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L e m m a  1  [1 8 ]  E v e r y  v e r t e x  o f  G  i s  o n  s o m e  d ir e c t e d  p a th  fr o m  s  to  t.

L e m m a  2  [2 5 ]  F o r  e v e r y  v e r t e x  v  o f  G , th e  in c o m in g  ( o u t g o in g )  e d g e s  a p p ea r  c o n s e c u t iv e ly  

a r o u n d  v  ( S e e  F ig .  3 .a ) .

L e m m a  3  [ 2 5 ]  F o r  e v e r y  f a c e  /  o f  G , th e  b o u n d a r y  o f  /  c o n s i s t s  o f  tw o  d ir e c t e d  p a th s  w it h  

c o m m o n  o r ig in  a n d  d e s t in a t io n . ( S e e  F ig . 3 .b ) .

L e m m a  4  [ 5 , 1 6 ]  G  a d m its  a  p la n a r  upw a rd  d r a w in g , i .e .  a  p la n a r  d r a w in g  s u c h  th a t e v e r y  e d g e  

(u ,v )  i s  a  c u r v e  m o n o t o n ic a l ly  in c r e a s in g  in  th e  v e r t ic a l  d ir e c t io n .

L e t  P  b e  a  p o s e t  (p a r t ia lly  o r d e r e d  s e t ) ,  w h e r e  d e n o t e s  th e  p a r t ia l  o r d e r  o n  th e  e le m e n t s  

o f  P . T h e  H a sse  d ia g ra m  ( a l s o  c a l le d  co verin g  d ig ra p h ) o f  P  i s  a  d ig r a p h  G  w h o s e  v e r t ic e s  are 

th e  e le m e n t s  o f  P ,  a n d  s u c h  th a t (w ,v )  i s  a n  e d g e  o f  G  i f  a n d  o n ly  i f  m < v  a n d  th e r e  i s  n o  o t h e r  

e le m e n t  x  o f  P  s u c h  th a t u < z x c v .  G  i s  a c y c l i c  a n d  h a s  n o  tr a n s it iv e  e d g e s .  H a s s e  d ia g r a m s  are

H IG H  (f)

(a )

F i g u r e  3  ( a )  E x a m p le  fo r  L e m m a  2 ; (b )  E x a m p le  f o r  L e m m a  3 .
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u s u a lly  r e p r e s e n te d  b y  s t r a ig h t - l in e  d r a w in g s  s u c h  th a t fo r  e a c h  e d g e  (w ,v )  th e  o r d in a te  o f  v e r t e x  

u is  s m a lle r  th a t th a t o f  v e r t e x  v .

A  p la n a r  la ttice  i s  a  p o s e t  w h o s e  H a s s e  d ia g r a m  is  a  p la n a r  s f -g r a p h . A l s o ,  e v e r y  p la n e  d i 

g r a p h  w it h o u t  tr a n s it iv e  a r c s  i s  th e  H a s s e  d ia g r a m  o f  s o m e  p la n a r  la t t ic e .  S e v e r a l p r o p e r t ie s  o f  

p la n a r  la t t ic e s  a re  d e s c r ib e d  in  [ 1 5 ] .

A  lin e a r  ex te n s io n  o f  a  p o s e t  P  is  a  to ta l  o r d e r  <  o n  th e  e le m e n t s  o f  P  s u c h  th a t fo r  a n y  tw o  

e le m e n t s  u  a n d  v  o f  P  w « v  im p l ie s  u  <  v . A  l in e a r  e x t e n s io n  c o r r e s p o n d s  to  a  t o p o lo g ic a l  s o r t in g  

o f  th e  v e r t ic e s  o f  th e  H a s s e  d ia g r a m  o f  P . W e  s a y  th a t P  h a s  d im e n sio n  k  i f  G  a d m its  k  l in e a r  

e x t e n s io n s  < 1 , <2 , * * * , < * ,  s u c h  th a t w «cv  i f  a n d  o n ly  i f  u  < 1 v  , u  <2 v  , • • • ,  u <k v , a n d  k  i s  

m in im u m .

It i s  k n o w n  th a t p la n a r  la t t ic e s  h a v e  d im e n s io n  2  [2 , p . 3 2 ,  e x . 7 ( c ) ]  [ 1 4 , 1 5 ] ,  w h ic h  im p l ie s  

th e  f o l l o w i n g  le m m a :

v

L e m m a  5  [ 2 , 1 4 , 1 5 ]  L e t  G  b e  a  p la n a r  sr -g r a p h  w it h  n  v e r t ic e s . T h e r e  e x i s t  t w o  to ta l  o r d e rs  o n  

th e  v e r t ic e s  o f  G , d e n o t e d  <L a n d  <R , s u c h  th a t th e r e  i s  a  d ir e c t e d  p a th  fr o m  u  to  v  i f  a n d  o n ly  

i f  u <L v  a n d  u < R v. F u r th e r m o r e , o r d e rs  <L a n d  <R c a n  b e  c o m p u t e d  in  O  (n )  t im e .

L e m m a  5  i s  b a s e d  o n  th e  fa c t  th a t th e  u n d e r ly in g  p a r tia l  o r d e r  o f  a  p la n a r  la t t ic e  a d m its  a  

“ c o m p le m e n t a r y ”  p a r t ia l  o r d e r  ( s e e  [ 1 5 ] ) .  F ig u r e  4 .a  s h o w s  a  p la n a r  sr -g r a p h  w h e r e  e a c h  v e r t e x  

is  la b e le d  b y  it s  r a n k s  in  th e  o r d e r s  < 1 a n d  <R .

In  th e  f o l l o w i n g  d e f in it io n s , th e  c o n c e p t s  o f  le ft  a n d  r ig h t  r e f e r  to  th e  o r ie n ta t io n  o f  th e  

e d g e s .  F o r  e x a m p le ,  th e  f a c e  to  th e  le f t  o f  a n  e d g e  (w ,v )  i s  th e  f a c e  c o n t a in in g  e d g e  e  w h ic h  

a p p e a r s  o n  th e  le f t  s id e  w h e n  tr a v e r s in g  e d g e  (w ,v )  fr o m  v e r t e x  u  to  v e r t e x  v . A l s o ,  th e  r e a d e r  

w il l  f in d  it  c o n v e n ie n t  to  v i s u a l iz e  th e  p la n a r  sr -g r a p h  G  a s  b e in g  d r a w n  in  th e  p la n e  w ith  e d g e s  

m o n o t o n ic a l ly  in c r e a s in g  in  th e  v e r t ic a l  d ir e c t io n  ( s e e  L e m m a  4 ) .

G iv e n  v e r t ic e s  u  a n d  v  o f  G  s u c h  th a t th e r e  e x i s t s  a  p a th  fr o m  u  to  v , th e  s e t  o f  p a th s  fr o m  u 

to  v  d e f in e s  a  p la n a r  sr -g r a p h  w it h  s o u r c e  u  a n d  s in k  v  w h ic h  i s  an  in d u c e d  s u b g r a p h  o f  G . T h e  

tw o  p a th s  th a t fo r m  th e  e x te r n a l b o u n d a r y  o f  th is  su b g r a p h  w i l l  b e  c a l l e d  th e  le ftm o st p a th  a n d  

r ig h tm o s t p a th  f r o m  u  to  v , r e s p e c t iv e ly .  F o r  e x a m p le ,  th e  e x te r n a l b o u n d a r y  o f  G  c o n s is t s  o f  th e  

l e f t m o s t  a n d  r ig h tm o s t  p a th s  fr o m  s  to  t.
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t

F i g u r e  4  (a )  O r d e r s  < i  a n d  <R o n  th e  v e r t ic e s  o f  a  

p la n a r  s i-g r a p h ;  (b )  A  p la n a r  s i-g r a p h  G  a n d  it s  d u a l G * .

L e t  G*  b e  th e  d ig r a p h  o b t a in e d  fr o m  th e  d u a l g r a p h  o f  G  a s  f o l l o w s  ( s e e  F ig . 4 .b ) :  ( 1 )  th e  

d u a l e d g e  e*  o f  a n  e d g e  e  i s  d ir e c t e d  fr o m  th e  f a c e  to  th e  le f t  o f  e  to  th e  f a c e  to  th e  r ig h t  o f  e;

(2 )  th e  e x t e r n a l f a c e  o f  G  i s  d u a l iz e d  to  t w o  v e r t ic e s  o f  G * ,  d e n o t e d  s *  a n d  t * , w h ic h  are 

in c id e n t  w it h  th e  d u a ls  o f  th e  e d g e s  o n  th e  l e f t m o s t  a n d  r ig h tm o s t  p a th s  fr o m  s  to  r, r e s p e c t iv e ly .  

V e r t ic e s  s *  a n d  t*  c a n  b e  th o u g h t  o f  a s  b e in g  th e  “ l e f t ”  a n d  “ r ig h t  e x te r n a l f a c e ”  o f  G , r e s p e c 

t iv e ly .  I t  i s  s im p le  to  v e r i f y  th a t G *  i s  a  p la n a r  sr -g r a p h  w it h  s o u r c e  s *  a n d  s in k  t*  [ 1 9 , 2 5 ] .  

N o t ic e  th a t G  * m ig h t  h a v e  m u lt ip le  a r c s .

L e t  V, E , a n d  F  d e n o t e  th e  s e t  o f  v e r t ic e s , e d g e s ,  a n d  f a c e s  o f  G , r e s p e c t iv e ly ,  w h e r e  F  h a s  

e le m e n t s  s*  a n d  t*  r e p r e s e n t in g  th e  e x te r n a l fa c e .  W e  w i l l  s h o w  th a t th e  o r d e rs  <L a n d  <R c a n  

b e  e x t e n d e d  to  th e  s e t  V u £  u F ,  th e r e b y  g iv in g  a  u n iq u e  to ta l  o r d e r  o f  a ll  t o p o lo g ic a l  c o n s t i 

tu en ts  o f  G .
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F ir s t , fo r  e a c h  e le m e n t  r o f V u f u F ,  w e  d e f in e  v e r t ic e s  L O W (.x ) a n d  H IG H (x ) ,  a n d  f a c e s  

L E F T  (x )  a n d  R IG H T  (x ) ,  a s  f o l l o w s :

(1 )  I f  x  = v  e  V, w e  d e f in e  L O W (v )= H IG H  ( v ) = v . A l s o ,  w it h  r e f e r e n c e  to  L e m m a  2  a n d  F ig . 

3 . a , w e  d e n o t e  b y  L E F T ( v ) a n d  R IG H T  ( v )  th e  t w o  f a c e s  th a t s e p a r a te  th e  in c o m in g  a n d  

o u t g o in g  e d g e s  o f  a  v e r t e x  v * s , t .  F o r  v  =  s  o r  v  =  t, w e  c o n v e n t io n a l ly  d e f in e  L E F T ( v )  = s* 

a n d  R IG H T  (v  )  =  f  * .

(2 )  I f  x = e  e  E , w e  d e f in e  L 6W ( e )  a n d  H I G H ( e ) a s  th e  ta il  a n d  h e a d  v e r t ic e s  o f  e , r e s p e c 

t iv e ly .  A l s o ,  w e  d e n o t e  b y  L E F T (e ) a n d  R I G H T ( e )  th e  f a c e s  o n  th e  l e f t  a n d  r ig h t  s id e  o f  e, 

r e s p e c t iv e ly .

(3 )  I f  *  = / e  F  a n d  f * s * , t * ,  w e  d e n o t e  b y  L O W  i f )  a n d  H I G H ( f ) th e  t w o  v e r t ic e s  th a t are  th e  

c o m m o n  o r ig in  a n d  d e s t in a t io n  o f  th e  t w o  p a th s  f o r m in g  th e  b o u n d a r y  o f  /  ( s e e  L e m m a  3  

a n d  F ig . 3 .b ) . F o r  f = s *  o r / = r * ,  L O W  i f )  a n d  H IG H  i f )  a re  u n d e f in e d . A l s o ,  w e  d e f in e  

L E F T  i f )  - R I G H T  i f )  = / .

D e f in i t i o n  2  W e  s a y  th a t x  i s  b e lo w  y ,  d e n o t e d  x î y ,  i f  th e r e  is  a  p a th  in  G  f r o m  H I G H ix )  to  

L O W iy ) .  A l s o ,  w e  s a y  th a t x  i s  to the  le ft  o f  y , d e n o t e d  x - * y ,  i f  th e r e  i s  a  p a th  in  G *  f r o m  

R IG H T  ix )  to  L E F T  iy ) .

F o r  e x a m p le ,  in  th e  p la n a r  sr -g r a p h  s h o w n  in  F ig .  2 ,  w e  h a v e  ^ 2^ v 4» / 4^ v 4 , v 5 - » / 4 , a n d  

L e m m a  6  R e la t io n s  T a n d  —» a re  p a r tia l  o r d e r s  o n V u £ u F .

P r o o f :  A  c o n s e q u e n c e  o f  th e  fa c t  th e  g r a p h s  G  a n d  G *  are  a c y c l i c .  □

T h e  f o l l o w i n g  le m m a  s h o w s  th a t T a n d  —» are  c o m p le m e n t a r y  p a r tia l  o r d e r s .

L e m m a  7  L e t  x  a n d  y  b e  a n y  tw o  e le m e n t s  o f V u f u F .  T h e n  o n e  a n d  o n ly  o n e  o f  th e  f o l l o w 

in g  h o ld s :

*îy> x-*y,  y->x.



9

P r o o f :  W e  p r o v e  th e  th e o r e m  fo r  th e  c a s e  w h e n  y  =  v  i s  a  v e r t e x  o f  G. T h e  o th e r  t w o  c a s e s  c a n  

b e  p r o v e d  u s in g  s im ila r  a r g u m e n ts .

L e t  7Ci a n d  7C2 b e  th e  l e f t m o s t  a n d  r ig h tm o s t  p a th s  fr o m  s  to  v , r e s p e c t iv e ly .  A l s o ,  l e t  tu3 

a n d  7C4 b e  th e  l e f t m o s t  a n d  r ig h tm o s t  p a th s  fr o m  v  to  r, r e s p e c t iv e ly .  T h e s e  p a t h s  p a r tit io n  

V u £ u f  in t o  f iv e  s u b s e ts ,  o n e  o f  w h ic h  i s  v , a n d  th e  o th e r s  a re  d e f in e d  a s  f o l l o w s  ( s e e  F ig . 5 ):

(1 )  A  c o n t a in s  th e  v e r t ic e s ,  e d g e s ,  a n d  f a c e s  e n c lo s e d  b y  p a th s  t ci a n d  7U2, in c lu d in g  th e  v e r t ic e s  

a n d  e d g e s  o f  t h e s e  p a t h s , b u t e x c lu d in g  v;

(2 )  B  c o n t a in s  th e  v e r t ic e s ,  e d g e s ,  a n d  f a c e s  e n c lo s e d  b y  p a th s  713 a n d  Jt4 , in c lu d in g  th e  v e r t ic e s  

a n d  e d g e s  o f  t h e s e  p a t h s , b u t  e x c lu d in g  v;

(3 )  C  c o n ta in s  th e  v e r t ic e s ,  e d g e s ,  a n d  f a c e s  to  th e  le f t  o f  p a th s  7̂  a n d  7t 3 , e x c lu d in g  th e  v e r 

t i c e s  a n d  e d g e s  o f  t h e s e  p a th s;

t

F i g u r e  5  P a r tito n  o f V u E u F  w it h  r e s p e c t  to  v e r t e x  v .
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(4 )  D  c o n t a in s  th e  v e r t ic e s ,  e d g e s ,  a n d  f a c e s  to  th e  r ig h t  o f  p a th s  712 a n d  7C4, e x c lu d in g  th e  v e r 

t i c e s  a n d  e d g e s  o f  t h e s e  p a th s .

I t  i s  e a s y  to  v e r i f y  th a t th e  e d g e s  o f  A  a re  t h o s e  o f  a  p la n a r  s i-g r a p h  w it h  s o u r c e  s  a n d  s in k  

v , w h ic h  i s  a n  in d u c e d  s u b g r a p h  o f  G , a n d , s im ila r ly ,  th e  e d g e s  o f  B  a r e  t h o s e  o f  a  p la n a r  s i -  

g r a p h  w it h  s o u r c e  v  a n d  s in k  i.  N o t i c e  th a t th e  v e r t ic e s  w  o f  A  a re  e x a c t ly  th o s e  s u c h  th a t th e r e  is  

a  d ir e c t e d  p a th  in  G  fr o m  w  to  v , a n d  a n a lo g o u s ly  fo r  th e  v e r t ic e s  o f  B .

U s i n g  s im p le  d u a lit y  a r g u m e n t s , w e  c a n  s h o w  th a t th e  d u a ls  o f  th e  e d g e s  o f  C  a re  t h o s e  o f  a 

p la n a r  s i- g r a p h  w it h  s o u r c e  s *  a n d  s in k  L E F T ( v ) ,  w h ic h  i s  a n  in d u c e d  s u b g r a p h  o f  G * .  S im i-  

la r y , th e  d u a ls  o f  th e  e d g e s  o f  D  a re  t h o s e  o f  a  p la n a r  s i-g r a p h  w it h  s o u r c e  R IG H T  ( v )  a n d  s in k  

t* .  N o t i c e  th a t th e  f a c e s  / c > f  C  a re  e x a c t ly  t h o s e  s u c h  th a t th e r e  i s  a  d ir e c t e d  p a th  in  G *  fr o m  /  

to  L E F T  ( v ) ,  a n d  a n a lo g o u s ly  f o r  th e  f a c e s  o f  D .

B y  L e m m a  1, th e r e  are  d ir e c t e d  p a th s  fr o m  e v e r y  v e r t e x  o f  A  to  v , a n d  fr o m  v  to  e v e r y  v e r 

t e x  o f  B .  S in c e  fo r  e v e r y  e d g e  o r  f a c e  x  o f  A  (B ) , b o th  L O W  (x )  a n d  H I G H ( x )  a r e  in  A  (B ) , w e  

c o n c lu d e  th a t x  e  A  im p l ie s  xTv a n d  x e  B  im p l ie s  vTx. W ith  s im ila r  a r g u m e n ts , w e  c o n c lu d e  

th a t x e  C  im p l ie s  x -> v  a n d  x  e  D  im p l ie s  v —wc.

It r e m a in s  to  b e  s h o w n  th a t r e la t io n s  T a n d  - »  are m u tu a lly  e x c lu s i v e .  L e t r s A u B ,  i .e . , 

e ith e r  * T v  o r  v T x . S u p p o s e  * T v ;  i f  * - > v ,  th e n  th e r e  i s  a  p a th  in  G *  f r o m  R IG H T ( x )  to  

L E F T  ( v ) .  T h is  im p l ie s  th a t R IG H T  (x ) e C , a  c o n tr a d ic t io n . A n  a n a lo g o u s  c o n tr a d ic t io n  is  

r e a c h e d  i f  w e  a s s u m e  th a t x t v  a n d  v -> x  j o in t ly  h o ld . F in a lly ,  le t  x  e  C  u Z), i . e . ,  e ith e r  x - » v  o r  

v - » x  S u p p o s e  >v; i f  x T v ,th e n  th e r e  i s  a  p a th  in  G  fr o m  H IG H  (x )  to  v . T h is  im p l ie s  th a t 

H IG H  (x ) e A , a  c o n t r a d ic t io n . A n  a n a lo g o u s  c o n tr a d ic t io n  i s  r e a c h e d  i f  w e  a s s u m e  th a t x —>v 

a n d  v T *  j o in t ly  h o ld . □

D e f i n i t i o n 3  W e  d e f in e  r e la t io n s  < 1 a n d  <R o n  V  u £  u F ,  a s  f o l lo w s :

* < L y  <=>*Ty o r * —>y; x < R y  <=>*Ty o r

A s  a  c o n s e q u e n c e  o f  L e m m a  7 ,  w e  o b ta in :
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T h e o r e m  1  T h e  r e la t io n s  < i  a n d  <r  o n  V  u  E  u  F  a re  to t a l  o r d e rs .

W e  a l s o  n o t e  th a t th e r e  i s  a  p a th  in  G  f r o m  v e r t e x  u  to  v e r t e x  v  i f  a n d  o n ly  i f  u <R v  a n d  

u <R v , s in c e  s u c h  p a th  e x i s t s  i f  a n d  o n ly  i f  mTv .

D e f in i t io n  4  W e  d e f in e  th e  le ft-seq u en ce  o f  G  a s  th e  s e q u e n c e  o f  e le m e n t s  o f  V  u E  u F ,  s o r te d  

a c c o r d in g  to  < i  ( l e f t i s t  o r d e r ) . T h e  r ig h t-se q u en c e  o f  G  i s  d e f in e d  s im ila r ly  w ith  r e s p e c t  to  <R 

(r ig h t is t  o r d e r ) .

F o r  e x a m p le ,  th e  r ig h t - s e q u e n c e  o f  th e  g r a p h  o f  F ig .  2  is :

f 5v 0e3fA^2v l eAv 2e ^f3e5v 3e l v Ae lof2e 6f le l v 5e9v 6fo-

W e  w i l l  u s e  a  c o n v e n ie n t  s tr in g  n o t a t io n  fo r  s u c h  s e q u e n c e s .  N a m e ly ,  w e  u s e  te r m in a l 

s y m b o ls  ( lo w e r - c a s e  le t t e r s )  fo r  th e  e le m e n t s  o f  V u E  u F ,  a n d  v a r ia b le s  (u p p e r -c a s e  le t t e r s )  fo r  

s u b s tr in g s  o f  th e  l e f t -  o r  r ig h t - s e q u e n c e .  F o r  e x a m p le ,  th e  l e f t - s e q u e n c e  o f  th e  g r a p h  o f  F ig .  2  

c a n  b e  r e p r e s e n te d  b y  th e  s tr in g

f oVoei Av2e6v 5e lof 2B

w h e r e A = / ! e 2 V i e 5 a n d #  = e 1f 2e 4f Ae 3V2e s v Ae 9v 6f 5 .
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3 . O n -L in e  M a in te n a n c e  o f  a  P la n a r  s f-g r a p h

In  th is  s e c t io n  w e  d e f in e  a  c o m p le t e  s e t  o f  u p d a te  o p e r a t io n s  o n  a  p la n a r  s i- g r a p h , a n d  s h o w  

th a t th e  r e s tr u c tu r in g  o f  th e  o r d e r s  < i  a n d  <R r e s u lt in g  fr o m  a n y  s u c h  u p d a te  o p e r a t io n  c a n  b e  

e x p r e s s e d  b y  m e a n s  o f  a  s im p le  s tr in g  tr a n s fo r m a t io n . F r o m  th is  r e s u l t ,  w e  d e r iv e  a n  e f f ic ie n t  

d a ta  s tr u c tu r e  f o r  t h e  o n - l in e  m a in te n a n c e  o f  th e  t w o  o r d e r s  o f  a  p la n a r  s i -g r a p h .

T h e  u p d a te  o p e r a t io n s  o n  a  p la n a r  s i-g r a p h  a re  d e f in e d  a s  f o l l o w s :

IN SE R T  (e , u , v , f ; f i  , / 2 ): A d d  e d g e  e  =  (w ,v )  in s id e  f a c e  / ,  w h ic h  i s  d e c o m p o s e d  in to  f a c e s  

f i  a n d / 2 , w i t h / !  to  th e  l e f t  o f  e  a n d / 2 to  th e  r ig h t  ( s e e  F ig . 6 .a ) .

D E L E T E  ( e , w , v , / ! , / 2 ; / ) :  D e le t e  e d g e  e  =  (w ,v )  a n d  m e r g e  th e  t w o  f a c e s  f \  a n d  / 2 fo r m 

e r ly  o n  th e  t w o  s id e s  o f  e  in t o  a  n e w  f a c e / ( s e e  F ig . 6 .a ) .

E X P A N D  ( e , / , g , v ; v ! , v 2 ): E x p a n d  v e r t e x  v  in t o  v e r t ic e s  V ! a n d  v 2 , w h ic h  a r e  c o n n e c t e d  

b y  a  n e w  e d g e  e  w i t h  f a c e  /  to  it s  le f t  a n d  f a c e  g  to  it s  r ig h t  ( s e e  F ig .  6 .b ) .

C O N T R A C T  ( e , / , g , V ! , v 2 ;v ) :  C o n tr a c t  e d g e  e  =  ( v ! , v 2 ) ,  a n d  m e r g e  it s  e n d p o in ts  in t o  a  

n e w  v e r t e x  v . F a c e s  /  a n d  g  a r e  to  th e  le f t  a n d  r ig h t  o f  e, r e s p e c t iv e ly  ( s e e  F ig . 6 .b ) .  P a r a lle l  

e d g e s  r e s u lt in g  fr o m  th e  c o n t r a c t io n  are  m e r g e d  in t o  a  s im p le  e d g e .

E a c h  o p e r a t io n  is  a l lo w e d  i f  th e  r e s u lt in g  g r a p h  i s  i t s e l f  a  p la n a r  s f -g r a p h . I t is  in te r e s t in g  

to  o b s e r v e  th a t o p e r a t io n s  E X P A N D  a n d  C O N T R A C T  a re  d u a l o f  IN S E R T  a n d  D E L E T E , r e s p e c 

t iv e ly ,  s in c e  p e r fo r m in g  o n e  o n  G  c o r r e s p o n d s  to  p e r fo r m in g  th e  o th e r  o n  G * .

W e  s a y  th a t a n  e d g e  e  o f  G  i s  re m o v a b le , i f  o p e r a t io n  D E L E T E  ( e , w , v , / i , / 2 ; / )  o n  G  y ie ld s  

a p la n a r  s r -g r a p h . W e  s a y  th a t e  i s  co n tra c tib le  i f  o p e r a t io n  C O N T R A C T ( e , f ,g ,v i , v 2 ',v) o n  G  

y ie ld s  a  p la n a r  .sr-grap h .

L e m m a  8  E a c h  e d g e  o f  G  i s  e it h e r  r e m o v a b le  o r  c o n t r a c t ib le .

P r o o f :  F r o m  D e f in i t io n  1 , it  i s  e a s y  to  s e e  th a t a n  e d g e  e = ( u ,v )  i s  r e m o v a b le  i f  a n d  o n ly  i f  

d e g + ( w ) > 2  a n d  d e g ~ ( v ) > 2 ,  a n d  it  i s  c o n t r a c t ib le  i f  a n d  o n ly  i f  i t  i s  n o t  a tr a n s it iv e  e d g e . 

A s s u m e  th a t e d g e  e = (u ,v )  i s  n o t  r e m o v a b le .  T h e n  w e  h a v e  d e g + (w ) =  l  a n d /o r  d e g _ ( v ) = l .  

T h is  im p l ie s  th a t th e r e  is  n o  o th e r  p a th  in  G  fr o m  u  to  v , s o  th a t e  c a n n o t  b e  a  tr a n s it iv e  e d g e . 

H e n c e , e d g e  e  i s  c o n tr a c t ib le . C o n v e r s e ly ,  a s s u m e  th a t e d g e  e  = (w ,v )  i s  n o t  c o n t r a c t ib le . T h e n  e
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(a )

F i g u r e  6  (a )  O p e r a t io n s  IN SE R T  a n d  D E LE TE ; (b )

O p e r a t io n s  EXPAND  a n d  C O N T R A C T .

i s  a  tr a n s i t iv e  e d g e ,  w h ic h  im p l ie s  d e g + (w ) >  2  a n d  d e g ~ ( v )  >  2 ,  s o  th a t e  i s  r e m o v a b le . □

A  s im p le  in d u c t io n  b a s e d  o n  L e m m a  8 y ie ld s :

L e m m a  9  L e t  G o  b e  th e  tr iv ia l  p la n a r  s r -g r a p h  c o n s i s t in g  o f  a  s in g le  v e r t e x .  A n y  p la n a r  d i 

g r a p h  w ith  n  v e r t ic e s  c a n  b e  a s s e m b le d  s ta r t in g  fo r m  G 0 b y  m e a n s  o f  0 ( n ) IN S E R T  a n d  

E X P A N D  o p e r a t io n s , a n d  c a n  b e  d is a s s e m b le d  to  y ie ld  G 0 b y  m e a n s  o f  O ( n )  D E L E T E  a n d  

C O N T R A C T  o p e r a t io n s .
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N o w ,  w e  d e s c r ib e  th e  tr a n s fo r m a t io n  o f  th e  le f t i s t  o r d e r  <L a s  a  c o n s e q u e n c e  o f  o p e r a t io n s  

IN SE R T  , / 2 ) . S im ila r  a r g u m e n ts  h o ld  fo r  th e  o r d e r  <R a n d  f o r  o p e r a t io n

EXPAND  ( e , / , g , v ; v i , v 2 ) .

T h e o r e m  2  L e t  G  b e  a  p la n a r  s f -g r a p h , a n d  G '  b e  th e  g r a p h  o b t a in e d  fr o m  G  a fte r  th e  e x e c u t io n  

o f  o p e r a t io n  IN SE R T  ( e , u , v , f ; f l , / 2 ) .  D e p e n d in g  o n  th e  r e la t iv e  o r d e rs  o f  u, v , a n d / w e  h a v e  th e  

f o l l o w i n g  tr a n s fo r m a t io n s  { left-seq u en ce  o f G )  =s> (le ft-se q u en ce  o f  G '):

(1 )  u < L v < L f : A u B v  C  f D  =>  A u B  f \ e v C  f 2 D;

(2 )  f  <L u  <L v  : A f B u C v D = *  A  f i B u e f 2 C v D ;

(3 )  u < i f < i v \  A  u B  f C  v  D  => A  u B  f i  e  f 2 C  v  D\

(4 )  v < L / < L w :  A v  B  f C  u D  => A f i C u e v  B  f 2 D.

P r o o f :  T h e  f o u r  c a s e s  are  i l lu s t r a t e d  in  F ig .  7 . F ir s t , w e  o b s e r v e  th a t th e  u n io n  o f  th e  e le m e n t s  

o f  V  u E  k j F a s s o c ia t e d  w it h  a n y  o n e  o f  th e  s u b s tr in g s  A ,  B , C , a n d  D ,  i s  a  t o p o lo g ic a l ly  c o n 

n e c te d  r e g io n  o f  th e  p la n e . T h e  a b o v e  r e g io n s , to g e t h e r  w it h  u , v , a n d  / ,  fo r m  a  p a r t it io n  o f  th e  

e n t ir e  p la n e ,  w h ic h  is  d e te r m in e d  b y  th e  l e f t m o s t  p a th  fr o m  H I G H ( f )  to  r, th e  r ig h tm o s t  p a th  

fr o m  s  to  L O W  ( f ) ,  a n d , d e p e n d in g  r e s p e c t iv e ly  o n  e a c h  o f  th e  fo u r  c a s e s ,  th e  f o l l o w i n g  p a th s:

(1 )  th e  l e f t m o s t  p a th s  fr o m  u  to  t  a n d  fr o m  v  to  t  ( s e e  F ig . 7 .a ,b ) ;

(2 )  th e  r ig h t m o s t  p a th s  fr o m  s  to  u  a n d  fr o m  s  to  v  ( s e e  F ig . 7 .c ,d ) ;

(3 )  th e  l e f t m o s t  p a th  fr o m  u  to  t  a n d  th e  r ig h tm o s t  p a th  fr o m  s  to  v  ( s e e  F ig . 7 .e , f ) ;

(4 )  th e  l e f t m o s t  p a th  fr o m  v  to  t  a n d  th e  r ig h tm o s t  p a th  fr o m  s  to  u  ( s e e  F ig . 7 .g ,h ) .

W e  d is c u s s  in  d e ta il  C a s e  4  ( s e e  F ig . 7 .g ,h ) .  T h e  p r o o f  fo r  th e  o th e r  c a s e s  c a n  b e  d e r iv e d  w ith  

s im ila r  a r g u m e n ts . T h e  in s e r t io n  o f  e d g e  e  c a u s e s  e v e r y  v e r t e x  in  C  to  b e  c o n n e c t e d  w it h  a

d ir e c t e d  p a th  t o  e v e r y  v e r t e x  o f  5 .  A t  th e  s a m e  t im e ,  th e  in s e r t io n  o f  e  b r e a k s  a ll  th e  p a th s  o f  G *

fr o m  th e  f a c e s  o f  B  to  th e  f a c e s  o f  C . H e n c e ,  w e  h a v e  th e  f o l l o w i n g  r e la t io n s :

A  < L / i ,  / i ->C, CTm, u T e ,  e t v ,  v T # ,  5 - » / 2 , / 2 < L D ,

w h e r e  a  s u b s tr in g  r e p r e s e n ts  c o m p a c t ly  a ll  o f  it s  e le m e n t s .  T h e s e  r e la t io n s  y i e ld  im m e d ia t e ly  

th e  u p d a te d  l e f t - s e q u e n c e .  □
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F i g u r e  7  E x a m p le  f o r  T h e o r e m  2 . (a )  C a s e  (1 )  b e fo r e  

in s e r t io n , (b )  C a s e  ( 1 )  a fte r  in s e r t io n ,  (c )  C a s e  ( 2 )  b e fo r e  

in s e r t io n , (d )  C a s e  ( 2 )  a f te r  in s e r t io n .
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F i g u r e  7  ( C o n t in u e d )  E x a m p le  fo r  T h e o r e m  2 . (e )  C a s e

( 3 )  b e fo r e  in s e r t io n , (f )  C a s e  ( 3 )  a fte r  in s e r t io n ,  (g )  C a s e

( 4 )  b e fo r e  in s e r t io n , (h )  C a s e  (4 )  a fte r  in s e r t io n .
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T h e o r e m  2  s h o w s  th a t th e  u p d a te  o f  th e  o r d e r  < i  i s  a  s im p le  s y n t a c t ic  tr a n s fo r m a t io n  o f  

th e  l e f t - s e q u e n c e ,  c o n s i s t in g  o f  a t  m o s t  fo u r  in s e r t io n s /d e le t io n s  o f  e le m e n t s ,  a n d  a t m o s t  o n e  

s w a p  o f  s u b s tr in g s .  S in c e  o p e r a t io n  D E LE TE  i s  th e  in v e r s e  o f  o p e r a t io n  IN SE R T ,  th e  o r d e r  

b e fo r e  a n d  a fte r  th e  d e le t io n  c a n  b e  o b t a in e d  b y  r e v e r s in g  th e  tr a n s fo r m a t io n s  g iv e n  in  T h e o r e m  

2 . T h e  s a m e  s i tu a t io n  a r is e s  w it h  r e s p e c t  to  o p e r a t io n s  EXPAND  a n d  C O N T R A C T . W e  c a n  

s u m m a r iz e  t h e s e  r e s u lt s  a s  f o l l o w s :

T h e o r e m  3  L e t  G  b e  a  p la n a r  sr -g r a p h , a n d  G '  b e  th e  g r a p h  o b t a in e d  fr o m  G  a f t e r  u p d a te  n ,  

w h e r e  IT i s  o n e  o f  IN S E R T , D E L E T E , E X P A N D ,  o r  C O N T R A C T  o p e r a t io n s . T h e n  th e  le f t -  

s e q u e n c e  o f  G '  c a n  b e  o b t a in e d  fr o m  th e  l e f t - s e q u e n c e  o f  G  b y  m e a n s  o f  a t m o s t  fo u r  

in s e r t io n s /d e le t io n s  o f  e le m e n t s ,  a n d  a t m o s t  o n e  s w a p  o f  s u b s tr in g s .

T h e o r e m  3  a l lo w s  u s  to  d e s ig n  a  s im p le  y e t  e f f ic ie n t  d a ta  s tr u c tu r e  f o r  m a in ta in in g  o n - l in e  

th e  o r d e r s  o f  a  p la n a r  s t-g r a p h  G . W e  r e p r e s e n t  o r d e rs  < i  a n d  b y  m e a n s  o f  t w o  b a la n c e d  

b in a r y  tr e e s  ( s u c h  a s  re d -b la ck  tre es  [ 2 8 ,  p p . 5 2 - 5 3 ] ) ,  d e n o t e d  T l  a n d  TR . T h e  l e a v e s  o f  TL a n d  

Tr  a re  a s s o c ia t e d  w it h  th e  e le m e n t s  o f  G , s o  th a t th e  le f t - to -r ig h t  o r d e r  o f  th e  l e a v e s  o f  TL g iv e s  

th e  l e f t - s e q u e n c e  o f  G , a n d  th e  le f t - t o - r ig h t  o r d e r  o f  th e  le a v e s  o f  TR g iv e s  th e  r ig h t - s e q u e n c e  o f  

G . F r o m  E u le r ’s  fo r m u la , tr e e s  TL a n d  TR h a v e  O  (n ) n o d e s ,  s o  th a t th e ir  d e p t h  i s  O  ( lo g  n ).

D e f in i t io n  5  A n  o rd e r-q u e ry  o n  a  p la n a r  jr -g r a p h  G  c o n s is t s  o f  d e te r m in in g ,  g iv e n  e le m e n t s  x  

a n d  y o f V u f u A  w h e th e r  x  < i  y  o r  y  < i  x ,  a n d  s im ila r ly  w ith  r e s p e c t  to  o r d e r  <R .

L e m m a  1 0  A n  o r d e r -q u e r y  c a n  b e  e x e c u t e d  in  O  ( l o g n )  t im e .

P r o o f :  T h e  o r d e r -q u e r y  a lg o r ith m  i s  a s  f o l l o w s .  W e  a c c e s s  th e  l e a v e s  o f  tr e e  TL a s s o c ia t e d  w ith  

e le m e n t s  x  a n d  y ,  a n d  w e  tr a c e  th e  p a th s  p x a n d  p y f r o m  t h e s e  l e a v e s  to  th e  r o o t  o f  TL . L e t  n o d e  

v  b e  th e  l o w e s t  c o m m o n  a n c e s t o r  o f  l e a v e s  x  a n d  y .  W e  h a v e  th a t x  <L y  i f  a n d  o n ly  i f  th e  n o d e

o f  p x  im m e d ia t e ly  p r e c e d in g  v  i s  th e  le f t  c h i ld  o f  v .  S in c e  p a th s  p x  a n d  p y h a v e  le n g th  O  ( lo g  n ),
>

w e  o b t a in  th e  s ta te d  t im e  b o u n d . □

L e t  T  b e  a  b a la n c e d  b in a r y  tr e e . T h e  le f t - to -r ig h t  s e q u e n c e  o f  th e  l e a v e s  o f  T  w i l l  b e  

d e n o t e d  b y  A ( T ) .  T w o  b a s ic  o p e r a t io n s  o n  b a la n c e d  b in a r y  tr e e s  are  d e f in e d  a s  f o l l o w s :
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SP L IT  { T X T  1X 2 )'. C o n s tr u c t  fr o m  tr e e  T  t w o  b a la n c e d  b in a r y  tr e e s  T 1 a n d  T 2 , s u c h  th a t 

A ( T i )  i s  th e  p o r t io n  o f  A (T)  f r o m  it s  le f t m o s t  l e a f  to  X , a n d  A ( T 2 ) i s  th e  r e m a in in g  p o r t io n  o f  

A (T) .  T r e e  T  i s  d e s t r o y e d  b y  th e  o p e r a t io n .

SP L IC E  { T ! , 7 2 ;T ):  C o n s tr u c t  fr o m  th e  b a la n c e d  b in a r y  tr e e s  T x a n d  T 2 a  n e w  b a la n c e d  

b in a ry  tr e e  T  s u c h  th a t A ( T )  i s  th e  c o n c a t e n a t io n  o f  A ( T  1) a n d  A ( T 2 ) ,  w i t h  A  ( T i )  o c c u r r in g  to  

th e  l e f t  o f  A ( T 2 ). T r e e s  T 1 a n d  T 2 a re  d e s tr o y e d  b y  th e  o p e r a t io n .

L e t  m  b e  th e  n u m b e r  o f  l e a v e s  o f  tr e e  T. S ta n d a r d  te c h n iq u e s  a l lo w  to  p e r fo r m  e a c h  o f  th e  

a b o v e  o p e r a t io n s  in  O  ( l o g m )  t im e  [ 2 8 ,  p p . 5 2 - 5 3 ] .

A s  r e g a r d s  th e  u p d a t e  o p e r a t io n s  o n  th e  p la n a r  sr -g r a p h  G , th e  s y n ta c t ic  tr a n s fo r m a t io n s  o n  

th e  l e f t -  a n d  r ig h t - s e q u e n c e  o f  G  c o r r e s p o n d  to  p e r fo r m in g  0 ( 1 )  in s e r t io n s /d e le t io n s  a n d  

S P L IT  ¡S P L IC E  o p e r a t io n s  o n  th e  tr e e s  T i  a n d  T R . N o t i c e  th a t th e  e le m e n t s  o f  V k j E u F  

in v o lv e d  in  th e  u p d a te  id e n t i f y  th e  e le m e n t s  o f  th e  l e f t - s e q u e n c e  th a t a re  in s e r t e d , d e le t e d ,  o r  are  

at th e  b o u n d a r y  o f  s u b s tr in g s  to  b e  s w a p p e d . F o r  e x a m p le ,  th e  a lg o r it h m  fo r  o p e r a t io n  IN S E R T  

’i s  a s  f o l l o w s :

A lg o r ith m  IN S E R T  { e , u , v , f \ f u f 2 )

(1 )  D e t e r m in e  th e  r e la t iv e  o r d e r  o f  w, v , a n d  /  in  th e  le f t - s e q u e n c e  o f  G  b y  a p p ly in g  th e  o r d e r - 

q u e r y  a lg o r ith m  o f  L e m m a  1 0 . T h is  d e te r m in e s  w h ic h  o f  th e  fo u r  c a s e s  o f  T h e o r e m  2  

a p p lie s .

(2 )  A c c e s s  le a v e s  w, v , a n d  /  in  tr e e  T i  a n d  r e m o v e  th e m . A l s o ,  b y  m e a n s  o f  a t m o s t  th re e  

S P L IT  o p e r a t io n s , c o n s tr u c t  fr o m  TL fo u r  tr e e s  a s s o c ia t e d  w it h  s u b s tr in g s  A , B ,C ,  a n d  D .

(3 )  D e s t r o y  l e a f  /  a n d  c r e a te  n e w  l e a v e s  f \  a n d  f 2 .

(4 )  A s s e m b le  th e  u p d a te d  tr e e  T L f r o m  th e  le a v e s  u, v , f x , a n d  / 2 , a n d  fr o m  th e  tr e e s  a s s o c ia t e d  

w it h  A , B , C , a n d  D  b y  a  s e q u e n c e  o f  S P L IC E  o p e r a t io n s  a n d  in s e r t io n s . T h e  c o r r e c t  le f t -  

to - r ig h t  o r d e r  o f  t h e s e  c o n s t it u e n t s  i s  s e le c t e d  a c c o r d in g  to  th e  s p e c i f ic a t io n s  o f  T h e o r e m  2 .

(5 )  P e r fo r m  th e  a b o v e  S t e p s  1 -4  o n  th e  r ig h t - s e q u e n c e  a n d  tr e e  T R .

A n a lo g o u s  a lg o r it h m s  c a n  b e  fo r m u la te d  fo r  th e  o th e r  u p d a te  o p e r a t io n s , a n d  w e  h a v e :
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T h e o r e m  4  T h e  r e s tr u c tu r in g  o f  tr e e s  T i  a n d  T r  a fte r  a n y  o n e  o f  th e  u p d a te  o p e r a t io n s  IN SE R T , 

DELE TE , E X P AN D ,  a n d  C O N T R A C T  c a n  b e  p e r fo r m e d  in  O ( lo g  n )  t im e .



2 0

4 . A p p lic a t io n s

T h e  g e n e r a l fr a m e w o r k  f o r  th e  m a in te n a n c e  o f  o r d e r s  < i  a n d  <r  in  a  p la n a r  sr -g r a p h  c a n  

b e  p r o f it a b ly  u s e d  in  th r e e  in t e r e s t in g  a p p lic a t io n s :  ( / )  d y n a m ic  p o in t  lo c a t io n  in  m o n o t o n e  s u b 

d iv i s io n s ,  ( « )  d y n a m ic  t r a n s it iv e - c lo s u r e  q u e r y  in  p la n a r  s i- g r a p h s ,  a n d  ( i ii)  d y n a m ic  c o n ta c t -  

c h a in  q u e r y  in  c o n v e x  s u b d iv is io n s .

In  th is  p a p e r  w e  s h a ll  c o n s id e r  in  d e ta il  o n ly  A p p l ic a t io n s  (i i )  a n d  (iii) .  A p p lic a t io n  ( / ) ,  

d y n a m ic  p la n a r  p o in t  lo c a t io n  in  m o n o t o n e  s u b d iv is io n s , h a s  b e e n  d i s c u s s e d  in  d e ta il  in  [2 2 ]  in  a  

p u r e ly  g e o m e t r ic  s e t t in g ;  h e r e , w e  s im p ly  i l lu s tr a te  h o w  th e  g e o m e t r ic  p r o b le m  c a n  b e  r e f o r m u 

la te d  in  te r m s  o f  th e  p la n a r  s i- g r a p h  fr a m e w o r k , th u s  p r o v id in g  a  u n if ie d  v ie w p o in t  fo r  th e s e  

p r o b le m s .

A  m o n o t o n e  s u b d iv is io n  T  is  a s s o c ia t e d  w ith  a  p la n a r  s r -g r a p h  G  s u c h  th a t ( s e e  F ig . 8 ):

t

(a )  (b )

F i g u r e  8  (a )  M o n o t o n e  s u b d iv is io n ;  ( b )  T h e  p la n a r  sr- 

g r a p h  a s s o c ia t e d  w it h  th e  m o n o t o n e  s u b d iv is io n  o f  p a r t (a ) .
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(1 )  th e  v e r t ic e s  o f  G  are th e  v e r t ic e s  o f  T ,  p lu s  t w o  s p e c ia l  v e r t ic e s  s  a n d  r, a s s o c ia t e d  w it h  v e r 

t i c e s  a t in f in it y  in  th e  v e r t ic a l  d ir e c t io n ;

(2 )  th e  a r c s  o f  G  a r e  a s s o c ia t e d  w it h  th e  e d g e s  o f  T ,  a n d  o r ie n te d  fr o m  th e  lo w e r  to  th e  u p p e r  

e n d p o in t ;  a l s o  G  c o n ta in s  a r c s  c o n n e c t in g  c o n s e c u t iv e  v e r t ic e s  o f  T  a t in f in i ty .

N o t e  th a t th e  v e r t ic e s  o n  th e  e x te r n a l b o u n d a r y  o f  G  a re  th e  v e r t ic e s  o f  T  a t in f in it it y , p lu s  s  a n d  

t.

A n  o r d e r  o n  th e  r e g io n s  o f  T  ( i . e . ,  th e  f a c e s  o f  G )  i s  o b ta in e d  a s  a  r e s tr ic t io n  o f ,  s a y , <L . 

T h is  o r d e r  r e a d i ly  in d u c e s  a  u n iq u e  s e t  o f  s e p a r a t in g  c h a in s  o f  F  to  w h ic h  th e  q u e r y  t e c h n iq u e  o f  

[1 7 ]  i s  im m e d ia t e ly  a p p lic a b le , w h i le  th e  r e s u lt s  o f  S e c t io n  3  c a n  b e  u s e d  a s  th e  t h e o r e t ic a l 

u n d e r p in n in g s  f o r  f u l l  d y n a m iz a t io n  o f  th e  m e t h o d  (m o n o t o n ic i t y - p r e s e r v in g  in s e r t io n s /d e le t io n s  

o f  e d g e s  a n d  v e r t ic e s ) .  T h e  p e r fo r m a n c e  o f  th e  r e s u lt in g  d y n a m ic  m e th o d  i s  e x p r e s s e d  b y  

T h e o r e m  A  o f  S e c t io n  1.

4 .1 . T r a n s it iv e -c lo s u r e  q u e r y

R e c a l l  th a t  a  tr a n s it iv e -c lo s u r e  q u e r y  o n  a  p la n a r  s r -g r a p h  G  c o n s i s t s  o f  d e te r m in in g  th e  

e x i s t e n c e  o f  a  d ir e c t e d  p a th  b e t w e e n  v e r t ic e s  u  a n d  v  o f  G. S u c h  q u e r y  i s  e q u iv a le n t  to  te s t  

w h e th e r  b o th  u <L v  a n d  u <R v  s o  th a t, b y  L e m m a  1 0 , it  ta k e s  O  ( lo g  az)  t im e .  T h is  e s t a b li s h e s  

T h e o r e m  B  o f  S e c t io n  1.

A  v a r ia n t  o f  q u e r y  r e p o r ts  a  p a th  b e t w e e n  u  a n d  v , a n d  c a n  b e  e x e c u t e d  in  t im e  

O (log  n + k ) ,  w h e r e  k  i s  th e  n u m b e r  o f  p a th  e d g e s .  F ir s t , w e  q u e r y  ( in  0 ( \ o g n )  t im e )  th e  

e x i s t e n c e  o f  a  p a th  b e t w e e n  u, a n d  v . S u p p o s e  th a t s u c h  p a th  e x i s t s  a n d , s a y , w t v .  W e  k n o w  th a t 

th e  le f t m o s t  p a th  fr o m  u  to  t  a n d  th e  le f t m o s t  p a th  fr o m  v  to  t  h a v e  a t le a s t  o n e  v e r t e x  in  c o m 

m o n . R e s o r t in g  to  a  s ta n d a r d  D C E L  r e p r e s e n ta t io n  o f  th e  p la n a r  r t-g r a p h  ( s e e  [2 1 , p p . 1 5 - 1 7 ] ) , 

w e  c a n  tr a c e  e a c h  o f  th e s e  t w o  p a th s . A lte r n a t in g  b e t w e e n  th e m  o n e  e d g e  a t a  t im e ,  w e  tr a c e  th e  

p a th  b e t w e e n  u  a n d  t  fo r w a r d  fr o m  u , a n d  th e  p a th  b e t w e e n  s  a n d  v  b a c k w a r d  fr o m  v . In  th is  

tr a v e r s a l w e  m a r k  e a c h  v i s i t e d  v e r t e x . T h e  p r o c e s s  te r m in a te s  w h e n  w e  r e a c h  a  v e r t e x  fo r  th e  

s e c o n d  t im e .  I f  k  i s  th e  le n g th  o f  th e  p a th  to  b e  r e p o r te d , c le a r ly  a t m o s t  2 k  v e r t ic e s  h a v e  b e e n  

v is i t e d  b y  th e  p r o c e s s . T h is  e s t a b l i s h e s  th a t th e  r e p o r t - ty p e  q u e r y  i s  e x e c u t e d  in  t im e  

0  ( l o g  n  +  k ).
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4 .2 . C o n ta c t -c h a in  q u e r y

W e  c a n  r e f o r m u la te  th e  p r o b le m  o f  c o n ta c t  c h a in s  b y  a s s u m in g  th a t th e  r e f e r e n c e  d ir e c t io n  

0  i s  a lw a y s  th e  x - a x i s .  In  th is  e q u iv a le n t  s e t t in g ,  w e  h a v e  th a t r e g io n  r \  p u s h e s  r e g io n  r 2 i f  a n d  

o n ly  i f  r  i i s  to  th e  l e f t  o f  r 2 . H e n c e ,  th e  tr a n s i t iv e  c lo s u r e  o f  th e  “ p u s h ”  r e la t io n  i s  th e  s a m e  a s  

r e la t io n  — a n d  v a r ia t io n s  o f  0  c o r r e s p o n d  to  r o ta t io n s  o f  th e  s u b d iv is io n .

W e  a s s u m e , w it h  n e g l ig ib l e  l o s s  o f  g e n e r a li ty ,  th a t th e  s lo p e s  o f  th e  e d g e s  a re  a ll  d is t in c t . 

(In  th e  c a s e  o f  p a r a lle l  e d g e s ,  a  v ir tu a l p e r tu r b a t io n  o f  th e ir  s lo p e s  a c h ie v e s  th is  s im p l i f y in g  c o n 

d it io n .)  T h u s , i f  w e  c o n t in u o u s ly  r o ta te  th e  s u b d iv is io n ,  o n ly  o n e  e d g e  at a  t im e  b e c o m e s  h o r 

iz o n ta l .  A n  e le m e n ta ry  c lo c kw ise  ro ta tio n  f r o m  a  g iv e n  p o s i t io n  o f  T  i s  th e  m in im a l n o n z e r o  

c lo c k w is e  r o ta t io n  s u c h  th a t a n  e d g e  b e c o m e s  h o r iz o n t a l.  A n  e le m e n ta ry  c o u n terc lo ckw ise  r o ta 

tion  i s  c o r r e s p o n d in g ly  d e f in e d . T h u s , a  f u l l  2 7 t-ro ta t io n  o f  T  i s  a  s e q u e n c e  o f  e le m e n ta r y  r o ta 

t io n s .

S in c e  a  c o n v e x  s u b d iv is io n  T  i s  a l s o  a  m o n o t o n e  s u b d iv is io n ,  w e  c o n s id e r  th e  p la n a r  d i 

g ra p h  G  a s s o c ia t e d  w it h  T ,  a n d  it s  d u a l G  *. It i s  e a s y  to  s e e  th a t c o n ta c t  c h a in s  o f  r  a re  in  o n e -  

to - o n e  c o r r e s p o n d e n c e  w it h  p a th s  in  th e  g r a p h  G * .

W e  c o n s id e r  th e  f o l l o w i n g  u p d a te  o p e r a t io n s  o n  T :

IN S E R T P O IN T  (v ,e ;e  i , e 2): S p l i t  th e  e d g e  e  = (u ,w )  in t o  t w o  e d g e s  e \  = ( w ,v )  a n d

e 2 -  (v , w ) ,  b y  in s e r t in g  v e r t e x  v .

R E M O V E P O IN T  (y \ e ): L e t  v  b e  a  v e r t e x  o f  d e g r e e  2  w h o s e  in c id e n t  e d g e s ,  e \ -  (w ,v )  a n d  

e 2 - ( v ,w ) ,  a r e  o n  th e  s a m e  s tr a ig h t  l in e .  R e m o v e  v  a n d  r e p la c e  e  1 a n d  e 2 w it h  e d g e  e  =  (w ,w ) .

IN S E R T E D G E  ( e ,u ,v , r ; r  i , r 2): A d d  e d g e  e = ( u , v )  in s id e  r e g io n  r , w h ic h  i s  d e c o m p o s e d  

in t o  r e g io n s  r x a n d  r 2 , w it h  r  \ to  th e  le f t  o f  e  a n d  r 2 to  th e  r ig h t

R E M O V E E D G E  ( e , u , v , r i , r 2 \r):  R e m o v e  e d g e  e = ( u , v )  a n d  m e r g e  th e  r e g io n s  r \  a n d  r 2 

fo r m e r ly  o n  th e  t w o  s id e s  o f  e  in t o  r e g io n  r . [ T h e  o p e r a t io n  i s  a l lo w e d  o n ly  i f  th e  s u b d iv is io n  V  

s o  o b t a in e d  i s  c o n v e x .  ]

R O T A T E  (8 ) :  P e r fo r m  a n  e le m e n ta r y  r o ta tio n  o f  th e  s u b d iv is io n  T . T h e  b in a ry  p a r a m e te r  

8  in d ic a te s  w h e th e r  th e  r o ta t io n  i s  c lo c k w is e  o r  c o u n t e r c lo c k w is e .
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T o  m a in ta in  in f o r m a t io n  o n  th e  p a th s  o f  G * ,  w e  u s e  th e  th e o r e t ic a l  fr a m e w o r k  d e v e lo p e d  in  

S e c t io n s  2  a n d  3 , a n d  e x c h a n g e  th e  r o le s  o f  G  a n d  G * . O p e r a t io n s  IN SE R TPO IN T  a n d  REM O -  

VEPO IN T  o n  T  c o r r e s p o n d  to  p e r fo r m in g  o p e r a t io n s  IN SE R T  a n d  D E LE TE  o n  G * .  O p e r a t io n s  

IN SE R TED G E  a n d  R EM O VE ED G E  o n  T  c o r r e s p o n d  to  p e r fo r m in g  o p e r a t io n s  EXPAND  a n d  

C O N T R A C T  o n  G * .  T h is  a l lo w s  to  p e r fo r m  in  t im e  < 9 ( l o g a ) c o n t a c t - c h a in  q u e r ie s  a n d  

in s e r t io n s /d e le t io n s  o f  v e r t ic e s  a n d  e d g e s .

W it h  r e g a r d  to  th e  o p e r a t io n  R O T A T E , le t  e  b e  th e  e d g e  o f  T  th a t b e c o m e s  h o r iz o n t a l  at 

s o m e  t im e  d u r in g  th e  r o ta t io n . T h e  e f f e c t  o f  s u c h  r o ta t io n  o n  G *  i s  to  in v e r t  th e  d ir e c t io n  o f  th e  

d u a l e d g e  e*  o f  e  ( s e e  F ig . 9 ) .  H e n c e ,  o p e r a t io n  R O T A T E  o n  T  c o r r e s p o n d s  to  p e r fo r m in g  a  

D E L E T E  o p e r a t io n  o n  G * , f o l l o w e d  b y  an  IN S E R T  o p e r a t io n  o f  th e  s a m e  e d g e  in  th e  r e v e r s e  

o r ie n ta t io n .

L e t  th e  a z im u t h  o f  a  d ir e c t e d  e d g e  b e  d e f in e d  c o u n t e r c lo c k w is e  w it h  r e s p e c t  to  th e  ; t -a x is , 

s o  th a t it  l i e s  in  th e  r a n g e  [0 ,7 t ] . T h e  e d g e  e  in v o lv e d  in  th e  r o ta t io n  c a n  b e  id e n t if ie d  b y  m a in 

ta in in g  a  l i s t  o f  th e  e d g e s  o f  T  s o r te d  b y  in c r e a s in g  a z im u th . S p e c i f i c a l ly ,  th e  e d g e  in v o l v e d  in  a 

c lo c k w is e  ( c o u n t e r c lo c k w is e )  e le m e n ta r y  r o ta t io n  i s  th e  fir s t  ( la s t )  e d g e  o f  th is  l i s t ,  a n d  i s  m o v e d  

to  th e  e n d  ( fr o n t)  o f  th e  l is t  a fte r  th e  r o ta t io n . T h e  l i s t  i s  im p le m e n t e d  a s  a  b a la n c e d  b in a ry  tr e e , 

s o  th a t e d g e s  c a n  b e  e f f i c ie n t ly  in s e r t e d /d e le t e d  a s  s p e c i f ie d  b y  th e  o p e r a t io n s  IN S E R T P O IN T , 

R E M O V E P O IN T , IN S E R T E D G E ,  a n d  R E M O V E E D G E .

In  c o n c lu s io n ,  a ll  th e  u p d a te  o p e r a t io n s  h a v e  0 ( l o g « )  t im e  c o m p le x i t y ,  w h ic h  e s t a b li s h e s  

T h e o r e m  C  o f  S e c t io n  1.



a fte r  a n  e le m e n ta r y  c lo c k w is e  r o ta t io n  ( e d g e  e  b e c o m e s  

h o r iz o n t a l a t s o m e  t im e  d u r in g  th e  r o ta t io n );  (c )  G r a p h  G  * 
b e fo r e  th e  r o ta t io n ;  (d )  G r a p h  G *  a fte r  th e  r o ta t io n  ( th e  

o r ie n ta t io n  o f  e d g e  e*  i s  r e v e r s e d ) .
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