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Zusammenfassung

Beim Entleeren von Schiittgiitern aus Silos treten dynamische Effekte, z. B. das
Siloschlagen oder das Silobrummen, auf. Zum einen wird der Silo in seiner Ei-
genfrequenz zu Schwingungen angeregt und zum anderen schwingen Teile der
Struktur, z. B. die Silowinde. Man spricht vom Siloschlagen oder auch vom Silo-
beben bei Frequenzen im Bereich um 10Hz und vom Silobrummen bei horbaren
Frequenzen bis etwa 1500Hz. Diese Effekte konnen storend sein oder sich bei
Anregung von Eigenfrequenzen des Silos oder Teilen der Struktur gefdhrdend auf
die Konstruktion auswirken. Es gilt, die Entstehung dieser Effekte zu kldaren und
Methoden zu finden, mit denen man diese Effekte vorhersagen und die storenden
Auswirkungen vermeiden kann.

Ziel dieser Arbeit ist es, mit einem numerischen Modell die dynamischen Vorgén-
ge und das FlieBprofil beim Entleeren von Silos zu simulieren. Unter Verwendung
eines hypoplastischen Stoffmodells mit einer Erweiterung fiir viskoses Materi-
alverhalten kann mit der FINITE-ELEMENT-METHODE die Entleerung von Silos
iiber einen Zeitraum von mehreren Sekunden gerechnet werden. Es werden die
toten Zonen in Kernflusssilos, die Spannungszustinde im Schiittgut und das dila-
tante Materialverhalten berechnet. Die Interaktion des Schiittgutes und der elasti-
schen Silowand werden beriicksichtigt.

Zur Verifikation der Ergebnisse der Simulation werden Ergebnisse aus Experi-
menten herangezogen, die parallel zu dieser Arbeit am Institut fiir Mechanische
Verfahrenstechnik an GroBmodellsilos durchgefiihrt wurden.

Abstract

During the silo discharge with bulk solids, dynamic effects occur. The silo struc-
ture is excited to vibrations. Dependent on the actual frequencies, the vibrations
are called silo music or silo quake. Moreover, if the frequency of excited vibrati-
ons is near to one of the eigenfrequencies of the silo or of structure parts as the
silo walls, these effects are not only disturbing but may become even dangerous.
Hence, it is important to clarify the formation of these effects and to find methods
to predict and to prevent them.

The main focus of this work is the numerical simulation of the dynamic effects
and the flow profile of bulk solids during the discharge process. Applying a hy-
poplastic constitutive model with a new viscous extension, the silo discharge can
be calculated over a period of a few seconds. The dead areas in funnel flow silos,
the stress state of the bulk solids, and the dilatant behaviour are calculated. The
interaction of the bulk solids with the elastic silo walls is taken into account.

The results of the numerical simulation are compared with experimental data
which are found by simultaneous experiments at full scale silos, carried out at
the Institute of Mechanical Process Engineering.



INHALTSVERZEICHNIS

(1  Einleitung|

M1

Experimentelle Forschung| . . . . ... ... ... ... .. ...

M2

Numerische Untersuchungen| . . . . . . .. ... ... ... ...

M3

Eigene Arbert| . . . . . . . . ... o

2 Mechanische Grundbeziehungen|

n1

Bezugssystem| . . . . . ... ... L oL

o)

Dynamisches Gleichgewicht| . . . . . ... ... ... ... ...

N3

Kontinuitiatsgleichung| . . . . . . .. ... ... ... .. ...,

!

Kinematische Beziehungen| . . . . . . ... ... ... ... ...

n3

Spannungsrate]. . . . . ... ...

3__Stoffmodelle]

B1

Voriiberlegungen zu Stoffmodellen fiir Schiittgiiter) . . . . . . . .

[3.1.1  Begriffe zur Beschreibung von Schiittgiitern|. . . . . . . .

[3.1.2° Schiittgutzustande in Silos| . . . . . . ... oo

B2

Kontinuumbeschretbung| . . . . .. ... .. ... ... .. ...

B3

Ubersicht der Stoffmodelle fiir Schiittgiiter{. . . . . . . .. .. ..

[3.3.1 Hyperelastizatat) . . . . . .. ... ... ... ... ...,

[3.3.2  Hypoelastizitag) . . . . . . ... ... ... ... .. ...

10
10
12
13
13

14



[3.3.5 Hyperplastizitad . . . . .. ... ... ... ..

[3.3.6  Stress Vertex-Theory| . . . . .. ... ... .. ... ...

[3.3.7  Hypoplastizatat| . . . . . ... ... ... ... .. ...,

[3.4  Verwendete hypoplastische Modelle| . . . . . .. ... ... ...

[3.4.1 Modell nach Kolymbas 1989. . . . . ... .. ... ...

4.2 Modell nach von Wollffersdorff 1996f. . . . . . ... ...

[3.4.3  Stoffparameter fur das Modell von von Woltfersdortt 1996|

[3.5 Parameter der verwendeten Schiittgiiterg . . . . . ... ... ...

[3.6 Dynamische Erweiterung . . . . . . . ... ...

[3.6.1  Viskositat im Schiittgut . . . . . . . ... ...

[3.6.2  Fluidbeschreibung: Linearer und nichtlinearer Ansatz|. . .

[3.6.3  Dichteabhingige Viskositat pf . . . . . . ... ... ...

Experimenteller Aufbau|

4.1  Expertmentalsilos| . . . . . .. ... ... o000

Numerische Umsetzung|

[5.1 Aufstellen des Gleichungssystems| . . . . . ... ... ... ...

[.1.1  Zusammenstellung der Gleichungen| . . . . . . . .. ...

[5.1.2  Integrale Darstellung| . . . . . .. ... .. ... .....

[5.2  Losen des Gleichungssystems mitder FEM| . . . . . ... .. ..

11

27

43

44
44

45

47



[3.3 Massenerhaltung| . ... ... ... ... ... ... ...

[5.4 Besttimmung der Stoffmatrix| . . . . .. .. ... ... ...

[3.5 Randbedingungen|. . . . .. ... ... ... oL

[5.5.1 Geschwindigkeit am Auslass|. . . . . .. ... ... ...

Ergebnisse: Beobachtungen, Berechnungen und Messungen|

[6.1 Beobachtungen zum Siloschlagen| . . . . . ... ... ... ...

[6.2  Vergleich der Stoffmodelle} . . . . . . ... ... ... ... ...

(6.3  Einfluss der dynamischen Stoffparameter] . . . . . .. ... ...

[6.4  Einfluss der Schiittgutdichte| . . . . . ... ... ... ... ...

6.5 Switchl . . . . .. ..o

[6.6  Geschwindigkeitsielder: Stmulation und Expertment| . . . . . . .

(6.7 Schwingungen der Schiittgutsdule und Wandverformungen| . . . .

[6.8  Geschwindigkeitsentwicklungl . . . . ... ... ... ... ...

6.9  Porenzahlund Dilatanz| . . . . .. .. .. ... ... .. .....

[7  Zusammenfassung und Ausblick|

AN K [ Mairixschreibweisel

[A.1 Symbole und Emheiten| . . . . .. ..o 00000000

[A.2 Matrizenalgebral . . . . .. ... ... o oL

[A.2.1 Rechenregeln| . . . . . ... .. ... .. ... ...

il

63

63

64

65

69

70

74

81

83

84

88

90



[A.3  Darstellung des Spannungszustandes| . . . . . .. ... ... ... 93
G wchnis 04
Indexi 100

v



1 EINLEITUNG

Beim Entleeren von Silos wird die bewegte Schiittgutmasse zu einer vertikalen
Schwingung angeregt. Es treten sowohl Schlidge als auch niederfrequente Schwin-
gungen auf, die als Siloschlagen oder Silobeben bezeichnet werden. Durch Inter-
aktion von bewegtem Schiittgut und Silowand kann die Wand zu einer Schwin-
gung angeregt werden. Die hierbei entstehenden Schwingungen liegen im hor-
baren Bereich und man spricht von Silobrummen. Tejchman (1997)| ordnet dem
Silobrummen Frequenzen um 1500Hz zu. Das Silobrummen kann stérend sein
und das Silobeben kann sich gefihrdend auf die Konstruktion auswirken. Es liegt
im Interesse der Anlagenbetreiber, solche Einfliisse vorhersagbar zu machen und
somit in eine Anlagenplanung einflieBen lassen zu konnen. Die Entstehung dieser
Phiénomene wird im Rahmen dieser Arbeit untersucht.

Silos werden in Kernflusssilos und Massenflusssilos unterschieden. Die Eintei-
lung ergibt sich aus dem jeweiligen FlieBprofil eines Schiittgutes beim Entleeren
aus einem Silo. In Bild [I.T}a ist Massenfluss dargestellt, die Bilder [T.1}b und -c
zeigen unterschiedliche Kernflussprofile.

N

a)\v/ b) Y 0) '

Bild 1.1: Massenfluss und Kernflusssilos: Unterschiedliche FlieBprofile



2 1 Einleitung

Beim Massenflusssilo befindet sich die gesamte Schiittgutmasse in Bewegung,
es wird ein first—in—first—out Prozess erreicht. Beim Kernflusssilo ist ein Teil der
Schiittgutmasse nicht in Bewegung, was dazu fiithren kann, dass ein Teil des Schiitt-
gutes gar nicht aus dem Silo ausflie3t. Die Entstehung von Kern- oder Massenfluss
ist von der Silogeometrie und dem verwendeten Schiittgut abhéngig. Der Trichter
eines Silos kann fiir das eine Schiittgut Massenfluss bewirken bei einem ande-
ren Schiittgut kann Kernfluss auftreten. Die Einteilung in Kern- oder Massenfluss
hingt also von der Trichterneigung und dem eingefiillten Schiittgut ab. Fiir die
Berechnung von Kern- und Massenflusstrichtern gibt es zuverldssige Methoden.

Bei Kernflusssilos existieren sogenannte tote Zonen, in denen die Schiittgutmasse
nicht in Bewegung ist, und es bilden sich Scherzonen am Ubergang von ruhendem
zu bewegtem Schiittgut. Dort ergibt sich auf Grund der Bewegungsrichtungsédnde-
rung des flieBenden Schiittgutes ein Wandspannungsmaximum (Bild [I.2)), dessen
zeitliche Entwicklung beim Offnen in dieser Arbeit untersucht wird.

;\
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Bild 1.2: Kernflusssilo beim Entleeren: Tote Zone (dunkelgrau), Scherbereich mit
Schubspannung 7 und maximale Wandnormalspannung o,

Im Silo treten unterschiedliche Spannungszusténde auf, wobei die Bemessung ei-
ner Silokonstruktion mit den bestehenden Normen auf den Fiillzustand ausgelegt
ist. Die beim Offnen auftretenden dynamischen Lasten werden lediglich nihe-
rungsweise mit Faktoren erfasst.

Der Ubergang vom Fiill- in den Entleerungszustand hat eine Anderung des Span-
nungszustandes zur Folge, der mit Switch (Umschalten) bezeichnet wird. Der
Fiillzustand ist durch den aktiven Spannungszustand (Bild gekennzeichnet.
Hier sind die groten Hauptspannungstrajektorien aus der vertikalen Richtung
(ungestorter Zustand) infolge der Wandreibung zur Wand hin geneigt. Nur die
groBte Hauptspannung in der Mittelachse des Silos ist vertikal ausgerichtet.
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Beim Entleeren breitet sich vom Auslauf her beginnend ein sogenannter passi-
ver Spannungszustand aus. Dieser Zustand ist durch gewdlbeformige Hauptspan-
nungstrajektorien gekennzeichnet. Durch das ausflieBende und sich auflockernde
Material in den unteren Schichten entfillt deren stiitzende Wirkung. Die dariiber-
liegenden Schiittgutschichten tragen die Last in die Wand ab. Dies geschieht ge-
wolbeformig; die groBte Hauptspannung ist daher beim passiven Entleerungszu-
stand in der Siloachse horizontal ausgerichtet (Bild [I.3).

Dem Switch wird besondere Bedeutung beigemessen, da es zu lokalen Span-
nungsspitzen in der Wand kommt. Der Switch tritt sowohl im Kern- als auch im
Massenflusssilo auf. Es wird davon ausgegangen, dass die Spannungsspitze fiir
die Bemessung des Silos relevant ist. Man spricht vom Hochlaufen des Switch,
da sich die Anderung des Spannungszustandes und somit die Spannungsspitze
von der Offnung nach oben hin bewegt (Bild . Der passive Spannungszustand
breitet sich im Trichter aus, wihrend der aktive Spannungszustand im Schaft tiber
einen langen Entleerungszeitraum erhalten bleibt. Im Schaft ist das Schiittgut in
gleichféormiger Bewegung: man spricht vom Kolbenfluss oder auch Pfropfenfluss.

Yy
) e

Bild 1.3: Hauptspannungstrajektorien beim beginnenden Entleeren: Umschalten
zwischen aktivem und passivem Spannungszustand und Hochlaufen des Wand-
spannungsmaximums 0,4z
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1.1 Experimentelle Forschung

Untersuchungen an Silos und die schiittguttechnische Forschung haben eine lange
Tradition. Die grundlegende Arbeit zur Dimensionierung von Silos ist von Janssen
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(1895)| veroffentlicht worden. Die Unterscheidung zwischen Fiillzustand und Ent-
leerungszustand trifft man seit der Arbeit von Jenike (1964). Das Flieverhalten
von Schiittgiitern wird hauptsidchlich mit Scherversuchen ermittelt (siehe hierzu
die Arbeiten von |Schwedes (1968) und |[Schwedes, Schulze, Kwade und Heinrici
(1999)).

Die Charakterisierung des Schiittgutverhaltens in Silos erfolgt im Experiment mit-
tels Spannungsmessungen an den Silowédnden. Mit fotografischen Momentaufnah-
men durch transparente Silowédnde (Tejchman (1989) und Ostendorf, Theuerkauf:
und Schwedes (2000)) konnen FlieBprofile aufgenommen werden. Rontgenstrah-
len (Hoppe (1979)/und Kahl (1976)) ermoglichen eine Untersuchung der Dichte
im Schiittgut. Der Einfluss verschiedener Einbauten auf den Wandspannungszu-
stand und die Einbautenlasten sowie auf das FlieBprofil untersuchten unter ande-
rem Strusch (1996) und Lyle (1991).

Die dynamischen Effekte des Silobrummens sind von Tejchman (1994 ) analysiert
worden. Tejchman berichtet von guten Erfolgen beim Verringern der horbaren
Frequenzen in unterschiedlichen Silogeometrien durch Einbringen von Waffelble-
chen an der Silowand.Das Silobeben beim Entleeren eines Stahlsilos untersuchte
Hardow (1998). Die Experimente an dem Stahlsilo des Silopriifstandes Braun-
schweig zeigen, dass die unterschiedlichen Wandrauigkeiten keinen Einfluss auf
das Schlagen des Silos haben. Es wird vermutet, dass das Silobrummen und das
Schlagen des Silos von unterschiedlichen Vorgdngen ausgelost werden. Nach Te-
jchman haben die Wandrauigkeiten in bestimmten Hohenlagen des Siloschaftes
einen Einfluss auf das Silobrummen, Hardow jedoch konnte keinen Einfluss der
Wandrauigkeiten auf das Silobeben feststellen.

Auf der windabgewandten (lee) Seite von Sanddiinen entstehen beim Abrutschen
von Sandschollen Gerdusche, die als Singen oder in manchen Fillen als Drohnen
wahrgenommen werden. Bagnold (1973)/hat das ’Singen’ der Diinen (singing du-
nes) mit Kornumlagerungen im besonders losen Gefiige des leeseitigen Diinen-
korpers erklirt. In Analogie hierzu finden sich beim Entleeren von Silos Zustin-
de sehr lockerer Kornpackungen. Es entstehen Zonen der Auflockerung und der
Verdichtung. Je nach Geometrie und Imperfektion der Silokonstruktion entstehen
beim Entleeren solche Bereiche an unterschiedlichen Positionen im Silo und ver-
dndern sich in Lage und Ausdehnung. Es bleibt zu untersuchen, ob oder in wie
weit mit Hilfe der Theorie der Kornumlagerungen die Entstehung von Silobrum-
men geklirt werden kann.
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1.2 Numerische Untersuchungen

Mit numerischer Simulation kénnen die Vorginge und Schiittgutzustinde im In-
neren des Silos untersucht werden. Dies ist eine wichtige Ergidnzung zum Expe-
riment, da es beispielsweise nicht mdglich ist, im Inneren des Silos Spannungen
zu messen. Die Bewegungs- und Spannungszustinde im Siloinneren bleiben dem
Experimentator weitestgehend verborgen. Numerische Untersuchungen ermitteln
das FlieBprofil, die Krifte und Spannungen im gesamten Schiittgut.

Mit der Methode der zelluldren Automaten wird der Speicherbereich und damit
das Materialverhalten von Schiittgut abgebildet. Die Bewegungsrichtung der Par-
tikeln wird durch ein hexagonales Gitter vorgegeben (siehe Bild [[.4). Die Netz-
unabhingigkeit wird durch einen Geometriefaktor erreicht, der am Experiment
kalibriert werden muss. Der Zustand der Partikeln kann in einem vierdimensiona-
len Zustandsraum mit der Energie, Winkelgeschwindigkeit, Geschwindigkeit und
Orientierung der Partikeln beschrieben werden (Kaldenhoff (1998)).
Q-0 -0 --0---0--0

/7 N\ /

N/ \ \

RO

S-S -----8

Bild 1.4: Zellulire Automaten mit hexagonalem Gitter und virtuelle Uberlap-
pungsflache von zwei benachbarten Partikeln

Aus der virtuellen Uberlappungsfliche werden die Deformationen der Partikeln
und somit die interpartikularen Krifte berechnet. Nach der Iterationsuntersuchung,
die fiir alle Partikeln einen moglichen neuen Zustand berechnet, werden die Par-
tikeln in einem folgenden Schritt auf freie Gitterplitze geshiftet oder geben ihre
Energie an benachbarte Partikeln ab. Die Methode zeigt jedoch Schwichen bei
der Abbildung von unterschiedlichen Stoffen und Geometrien. Beispielhaft sei
hier auf die Arbeit von Kaldenhotf (1998) verwiesen, in der die Netzabhingigkeit
des Schiittwinkels und der Scherfliche gezeigt wird. Eine andere Beschreibung
des FlieBens von Schiittgut mit den zelluldren Automaten ist in Kozicki und Te-
jchman (2001) zu finden. Hier werden die einzelnen Zellen in ihrem Fiillzustand
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beschrieben und die benachbarten Zellen fiillen die Zelle nach einem vorgege-
ben Schema auf. Es wird festgelegt welche Zelle am Fiillen beteiligt ist und wel-
cher Anteil von der jeweiligen Zelle einflieBen kann. In der Summe gleichen sich
die iiber die Berandung der Zelle einflieBenden und abflieBenden Schiittgutanteile
aus. Es konnen weder dynamische Vorginge noch Spannungen ermittelt werden.
Die Ubertragung auf reale Stoffeigenschaften ist hier nicht moglich.

Mit der DISKRETEN-ELEMENT-METHODE (DEM) wird jede Partikel einzeln
beschrieben. Je nach Ansatz werden dem Element Eigenschaften, wie u.a. Form,
Elastizitdt und Reibung zugeschrieben. Versuche zur Bestimmung von Stoffpa-
rametern, die die mikroskopischen Effekte der Kornkontakte direkt beschreiben,
sind nicht realisierbar. Die Korngdf3e von vielen Schiittgiitern liegt im Bereich
von Mikrons (10~%m), so dass es unméglich ist, diese Schiittgiiter mit der DEM
zu beschreiben. Die Methode kann Korner mit einem mittleren Korndurchmesser
grofer als etwa 1mm beschreiben. Jedoch ist die Partikelnanzahl in einem Silo
selbst bei Partikeldurchmessern im mm-Bereich um mehrere Gréenordnungen
hoher als derzeit mit Hochleistungsrechnern simuliert werden konnte.

Die Partikelmethoden zeigen mit wenigen Partikeln (derzeit etwa maximal 10°
Partikeln) gute Ergebnisse fiir das FlieBen und fiir das Verhalten beim Schiitt-
kegelversuch. Hierbei miissen die Modellparameter an einem Versuch kalibriert
werden, eine Ubertragbarkeit auf andere Geometrien oder Randbedingungen ist
nicht ohne weiteres moglich. Die Modellparameter beruhen nicht auf physikali-
schen Korneigenschaften, sondern werden derart gewihlt, dass die Versuchser-
gebnisse gut angendhert werden. So ist die Kornsteifigkeit im Modell geringer
als die Steifigkeit der Partikeln selbst, da bei der Beschreibung der Kornkon-
takte mit der Methode der Uberlappung der Einzelkorner und der Theorie der
HERTZschen Pressung geringere Steifigkeiten zur Modellierung des tatsidchlichen
Materialverhaltens noétig sind. Dies bedeutet, dass Einfliisse wie die Kornform
oder auch Kontaktvorginge nur sehr ungenau angenéhert werden. Es bedarf ge-
nauester Untersuchungen eines Schiittgutes fiir den jeweiligen Anwendungsfall,
um die Stoffeigenschaften in Modellparameter umzusetzen. Die Ubertragbarkeit
des Partikelmodells auf einen allgemeinen Fall ist nicht méglich.

Die Methode kann helfen, die Eigenschaften von Kornstrukturen mit wenigen Par-
tikeln zu studieren. Mit der DISKRETEN-ELEMENT-METHODE Simulation kon-
nen beispielsweise Experimente in der Zweiaxialbox (Bild 3.5)) nachgefahren und
so die im Inneren der Probe auftretende Kréfte untersucht werden.

Jotriet (1997) wendet eine Kombination aus Kontinuummodell und diskreter Be-
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schreibung bei der Entleerung eines Getreidesilos an. Hier werden kleinere Teil-
bereiche, wie der Ubergang vom Schaft in den Trichter und der Auslaufbereich,
mit diskreten Elementen beschrieben. Die iibrigen Bereiche werden mit einem
Kontinuummodell abgebildet. Die Koppelung der Teilbereiche erweist sich als
schwierig und die Methode erfordert einen hohen Rechenaufwand. Arbeiten von
Cundall und Strack (1979)| und Herrmann und Luding (1998) zeigen Modellbe-
schreibungen und Anwendungsbeispiele mit begrenzter Partikelanzahl. Die Me-
thode wird auf Grund des enormen Speicherplatzbedarfs fiir Siloanwendungen
erst in Zukunft praktikabel sein.

Bei der FINITE-ELEMENT-METHODE (FEM) wird ein Gebiet, hier das Siloin-
nere, in Elemente aufgeteilt. Die Geschwindigkeit des Materials wird mit Ansatz-
funktionen beschrieben, an deren Stiitzstellen, den Elementknoten, die Zustands-
groBen berechnet werden. Die Methode ist eine Variationsformulierung, die im
Gebiet ein Minimum des Gesamtpotentials fordert (Kapitel [5)). Es werden kon-
tinuummechanische Modelle zur Beschreibung der Schiittguteigenschaften her-
angezogen. Hauptsichlich finden elasto-plastische Modelle von Mieses oder von
Lade mit einem Grenzkriterium nach Drucker und Prager und in neuerer Zeit hy-
poplastische Modelle von Kolymbas oder von Gudehus und von Wolffersdorff

(Kapitel Verwendung.

Berechnungen mit unterschiedlichen Stoffmodellen finden sich in den Arbeiten
von Rombach (1991)| und [Weidner (1990). Hier zeigt sich die Uberlegenheit der
Hypoplastizitit gegeniiber der Elasto-Plastizitit, denn die Stoffparameterbestim-
mung ist wesentlich einfacher und die berechneten Spannungen und Geschwin-
digkeiten stimmen gut mit experimentellen Werten iiberein (siehe auch Lehmann
(1996)). Die Arbeit von Lehmann (1996), Einbauten in Silos, zeigt, dass quasi-
statische Vorgédnge mit ausgezeichneter Genauigkeit berechnet werden konnen.
Lehmann untersucht neben elasto-plastischen Stoffmodellen nach Drucker/ Pra-
ger und dem Modell nach Lade das hypoplastische Stoffmodell nach Kolymbas
von 1988. Die Ergebnisse der Simulationsrechnung mit dem hypoplastischen Mo-
dell fiir die Wandspannungen im Fiillzustand zeigen eine besonders gute Uber-
einstimmung mit den experimentell ermittelten Messdaten. Es wird das FINITE-
ELEMENT-METHODE Berechnungsprogramm SILO |'| verwendet.

Braun (1997) untersucht Erdbebeneinwirkungen auf Silos mit einem modifizier-

'Das FINITE-ELEMENT-METHODE Berechnungsprogramm SILO ist bis 1991 bei Prof.Dr.-
Ing. J.Eibl in Karlsruhe am Institut fiir Massivbau entwickelt worden, sieche Rombach (1991).
In den Jahren 1992-1996 wurde das Programm SI1LO von Dr.-Ing. LLehmann (1996), in Braun-
schweig am Institut fiir Angewandte Mechanik, auf Einbauten und 3-D erweitert.
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ten hypoplastischen Modell nach Kolymbas und dem Modell nach Gudehus und
von Wolffersdorff. Braun untersucht die Leistungsfihigkeit der Modelle anhand
des Odometer- (Bild und des Triaxialversuchs (Bild [3.4), welche bei der Pa-
rameterbestimmung und Charakterisierung von Schiittgiitern Verwendung finden.
Es zeigt sich, dass die hypoplastischen Modelle die Schiittguteigenschaften gut
abbilden und eine einfachere numerische Handhabung als die elasto-plastischen
Modelle gewihrleisten.

Bei den stochastischen Untersuchungen der Silobeanspruchung verwendet Dahl-
haus (1995)| ein hypoplastisches Modell nach Kolymbas. Er ermittelt Druckspit-
zen des Fiillzustandes infolge stochastischer Verteilung von Materialwerten. Fiir
die Untersuchung von dynamischen Effekten bei der Siloentleerung verwenden
sowohl |Ruckenbrod (1995) als auch|Tejchman (1997) einen Kontinuumansatz und
ein hypoplastisches Stoffmodell.

Neuere Arbeiten auf dem Gebiet der Kontinuummodelle sind von |Svendsen, Hut-
ter und Laloui (1999) mit Blick auf thermodynamische Theorien und von Hutter
und Rajagopal (1994) mit Blick auf die FlieBeigenschaften von granularem Ma-
terial angefertigt worden. Beschreibungen, die sich mit dem Fluidverhalten von
granularen Medien beschiftigen, sind unter anderem in Haff (1983)|und in Mas-
soudi und Ahmadi (1994)| zu finden.

Die Erweiterung der Kontinuummodelle um Verdrehfreiheitsgrade wird mit dem
sogenannten COSSERAT-Kontinuum eingefiihrt. Zweidimensionale Untersuchun-
gen mit diesem Modell finden sich in Miihlhaus (1987) und [Tejchman (1997),
auch mit hypoplastischer Stoffbeschreibung, wobei die Einfiihrung des zusitzli-
chen Verdrehfreiheitsgrades zur Stabilisierung der Simulationsrechnung genutzt
wird und Bereiche mit Scherverformungen ausgemacht werden konnen, da im
Bereich von Scherdeformationen der COSSERATterm angesprochen wird. Bei der
Diskretisierung der Finiten-Elemente werden zusitzliche Anforderungen an die
ElementgroBBe gestellt, die mit den zu berechnenden Partikelngroen korrespon-
dieren miissen (Miihlhaus (1987)). Eine Simulationsrechnung in 3-D wird auf
Grund der enormen Anzahl von zusétzlichen Freiheitsgraden erst in Zukunft mog-
lich sein.

Die Simulation von Schiittgut mit einer Kontinuumbeschreibung ergibt fiir unter-
schiedliche Anwendungsgebiete eine gute Ubereinstimmung von berechneten und
experimentellen Daten. Besonders leistungsféhig ist die Kombination der FINITE-
ELEMENT-METHODE mit einem hypoplastischen Stoffmodell.
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1.3 Eigene Arbeit

Mit der vorliegenden Arbeit soll die Berechnung von dynamischen Vorgingen
beim Entleeren von Silos ermoglicht werden. Hierzu ist ein Stoffmodell erfor-
derlich, welches die Eigenschaften des Schiittgutes sowohl im Fiillzustand, als
auch beim Entleeren und somit beim schnellen Flieen abbildet. Ferner muss die
verwendete Berechnungsmethode die erforderliche Genauigkeit und Stabilitét ge-
wihrleisten. Mit dem im Rahmen dieser Arbeit erweiterten FINITE-ELEMENT-
METHODE Berechnungsprogramm SI1LO konnen Entleerungsvorgénge iiber Zeit-
rdume von mehreren Sekunden mit verschiedenen Schiittgiitern simuliert werden

(Kapitel [6)).

Zunichst werden in Kapitel 2] die mechanischen Grundlagen erarbeitet. Hierzu
gehoren die Wahl des Bezugssystems und die Formulierung der kinematischen
Beziehungen.

Im Kapitel [3| werden Voriiberlegungen zur Wahl eines Stoffmodells getroffen und
ein Uberblick iiber kontinuummechanische Stoffmodelle gegeben. Es folgt die be-
griindete Auswahl von zwei hypoplastischen Stoffmodellen, die in dieser Arbeit
Verwendung finden. Die Modelle werden im Detail vorgestellt, wobei eine dyna-
mische Erweiterung um einen viskosen Term (Kapitel [3.6) angegeben wird.

Das Kapitel {] stellt die Versuchssilos sowie die Messtechnik vor und zeigt die
Modellbildung fiir die FEM Berechnung. Im Besonderen sei hier auf die Model-
lierung der Wand verwiesen, die durch die Interaktion mit dem Schiittgut gro3en
Einfluss auf das dynamische Verhalten des Systems hat.

Im Kapitel [5] werden die Implementierung des Stoffmodells in das verwende-
te FINITE-ELEMENT-METHODE Berechnungsprogramm S1LO und die Formulie-
rung der Randbedingungen am Auslass des Silos dargelegt, wobei sich zeigt, dass
es notig ist, die Geschwindigkeit am Auslass vorzugeben. Die numerische Umset-
zung von moglichst realistischen Offnungs- und Abzugsgeschwindigkeiten wird
vorgestellt.

Die Berechnungsbeispiele in Kapitel [6|zeigen die Leistungsfihigkeit des verwen-
deten Verfahrens und der verwendeten Stoffmodelle. Es werden Kern- und Mas-
senflusssilos mit verschiedenen Schiittgiitern berechnet, wobei das Hochlaufen
des Switch, Scherzonen zwischen bewegtem und ruhendem Schiittgut und die
auftretenden Schwingungen im Silo gezeigt und die Ergebnisse mit experimen-
tell ermittelten Daten verglichen werden.
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Fiir die Modellierung von Schiittgiitern gibt es prinzipiell zwei Beschreibungs-
moglichkeiten: die Beschreibung der einzelnen Partikeln, z. B. mit der DISKRE-
TEN-ELEMENT-METHODE, und die Beschreibung als Kontinuum (siche Kapi-
tel[I.2). Die Betrachtung eines Korpers als Kontinuum nimmt eine gleichmifBige
Verteilung der Stoffeigenschaften, wie z. B. der Masse, an. Die Gleichgewichts-
bedingungen werden am infinitesimalen Volumenelement formuliert.

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine Kontinuumbeschreibung fiir das Schiittgut
verwendet. Im Folgenden werden die erforderlichen Grundbeziehungen und die
verwendeten Stoffmodelle (Kapitel 3) angegeben.

2.1 Bezugssystem

Die Zustandsénderung in einem Raumpunkt oder eines Partikels von einem Aus-
gangszustand zum Zeitpunkt ¢y zu einem deformierten Zustand zum Zeitpunkt ¢
kann auf zwei Arten erfolgen:

e Mit der materiellen LAGRANGEschen Betrachtungsweise wird die Lageén-
derung (Bewegung) beschrieben. Die Lage x und die Verschiebung u eines
Partikels mit dem Ortsvektor X im deformierten Zustand zum Zeitpunkt ¢
(siehe Bild [2.1)) ist gegeben durch

X = X(X), u = U(X> bzw. xTr; = Ii(Xj), U; = UZ(XJ) (21)

Der Beobachter befindet sich auf einem bewegten materiellen Punkt und
erfdhrt die zeitliche Ortsdnderung.

e Mit der raumbezogenen EULERschen Betrachtungsweise wird der Zustand
an einem Raumpunkt x beschrieben. Am Ort x befindet sich im deformier-
ten Zustand zum Zeitpunkt ¢ (siche Bild [2.1)) ein Partikel, welches eine be-

10
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stimmte Verschiebung erfahren hat
X =X(x),u=u(x) bzw. X;=X;(x;),u; =w(x;). (2.2)

Der Beobachter befindet sich auf einer ruhenden Raumstelle und erfihrt die
Anderung der Feldgriofen, die das Kontinuum beschreiben.

Die Schreibweise der Koordinaten X; mit GroBbuchstaben bezeichnet die korper-
festen materiellen Koordinaten, die Schreibweise der Koordinaten x; mit Klein-
buchstaben bezeichnet die raumfesten Ortskoordinaten.

T X2

Bild 2.1: Verformung eines Korpers: Lage des Punktes P zum Zeitpunkt ¢, (links)
und P’ zum Zeitpunkt ¢ (rechts)

Die EULERsche Formulierung verwendet ein unverformtes Koordinatensystem z;
(Bild [2.2)) und bei der LAGRANGEschen Beschreibung wird das Koordinatensy-
stem X; mitverformt. Bei der LAGRANGEschen Beschreibung sind die materiellen
Koordinaten X; die unabhingigen Variablen. Diese Betrachtungsweise eignet sich
besonders fiir Aufgabenstellungen der Elastomechanik. Die EULERsche Formu-
lierung hat die raumfesten Ortskoordinaten x; als unabhéngige Veridnderliche.

Fiir die numerische Simulation vom FlieB3en bietet das EULERsche Bezugssystem
Vorteile, da hier die Zustandsénderung in einem konstanten Kontrollvolumen be-
obachtet wird. Dies entspricht dem Enleerungsprozess des Silos, hier ist der Silo
das ’konstante’ Kontrollvolumen und das Schiittgut die bewegte Materie. Daher
wird die EULERsche Betrachtungsweise fiir die Beschreibung der Siloentleerung
verwendet. Im Folgenden werden die mechanischen Grundgleichungen fiir das
EULERsche Bezugssystem angegeben.
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AXQ, T2 t() AIQ X, t
2
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Bild 2.2: Bezugssysteme zu den Zeitpunkten ¢, und ¢: EULER z; ortsfest, LA-
GRANGE X; mitbewegt

2.2 Dynamisches Gleichgewicht

Aus dem Gleichgewicht der an einem Korper angreifenden inneren Krifte b sowie
der Triagheitskrifte pv wird die Bewegungsgleichung des Kontinuums formuliert:

V-T+pxt)b—v) = 0

ot dv,
: by —p—L = 0. 2.3
az, +pbj—p— 0 (2.3)

EULERscher oder CAUCHYscher Spannungstensor
spezifische Masse des Schiittgutes

Volumenkrifte

Geschwindigkeitsvektor

Nablaoperator (siche |

A< o> =

In (2.3)) ist v die materielle Ableitung der Relativgeschwindigkeit. Dies entspricht
der zeitlichen Ableitung bezogen auf einen korperfesten Punkt

vz%—;’w.vv. 2.4)
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2.3 Kontinuititsgleichung

Die sich beim Entleeren verdndernde Dichte des Schiittgutes hat Einfluss auf das
Materialverhalten und wird durch die Kontinuitdtsbedingung berticksichtigt

dp
E—I—V-(pv) =0

@4— (%i
ot Lo,

=0. (2.5)

2.4 Kinematische Beziehungen

In dieser Arbeit werden Stoffmodelle vom Ratentyp verwendet, die von einer Be-
ziehung zwischen der Spannungs- und Deformationsgeschwindigkeit ausgehen
(siehe Gleichung und (3.2)). Die Vorginge beim Entleeren von Silos wer-
den also durch geschwindigkeitsabhingige Tensoren beschrieben. Diese Tensoren
hingen von dem Geschwindigkeitsvektor v und dessen zeitlichen Ableitungen, je-
doch nicht von den Verformungen des Materials, ab.

Aus der Zerlegung des Geschwindigkeitsgradiententensors L
L=vV Lij = Vi,j (26)

in einen symmetrischen und einen unsymmetrischen (schiefsymmetrischen) An-
teil

ergeben sich zwei Raten:

1. aus dem symmetrischen Anteil die Deformationsrate (rate-of-deformation-
tensor oder stretching tensor, [Truesdell und Noll (1992))
:L+LT:VV+VV D4~:Ui7j+vj’i (28)

D=L¢ 1J
2 2 2
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2. aus dem schiefsymmetrischen Anteil die Rotationsrate bzw. der Drehge-
schwindigkeitstensor (spin-tensor)

W:Lu:L—LT:VV—VV Wijzvi7j_vj’i.

5 5 (2.9)

Weiterhin wird die Verformungsbeschleunigung, die sich aus der zeitlichen Ab-
leitung der Deformationsrate D ergibt, benotigt (Truesdell und Noll (1992))

D,=D-D+D-W.-D+D-W. (2.10)

2.5 Spannungsrate

Fiir die Formulierung der Stoffmodelle wird die JAUMANNsche Spannungsrate T
(‘auch 'mitgedrehte Spannungsrate’ oder engl.: co-rotated stress rate) verwendet.

T=T+T:W-W:T (2.11)
Durch die Addition der Zeitableitung T mit der Differenz aus Rechts- und Links-

multiplikation des Spannungstensors mit der Rotationsrate W werden die Rotati-
onsanteile herausgezogen.



3 STOFFMODELLE

Es gibt eine Vielzahl von Stoffmodellen, die Schiittgiiter in ihrem Verhalten be-
schreiben. In dieser Arbeit werden die hypoplastischen Modelle von Kolymbas
1989 und von Gudehus/v. Wolffersdorff 1996 verwendet. Sie bilden das Verhalten
von Schiittgiitern gut ab und bendétigen vier bzw. acht Stoffparameter. Die beiden
Modelle sind ein guter Kompromiss zwischen Bestimmbarkeit der Stoffparame-
ter (Kapitel [3.4.3) und Abbildung des Materialverhaltens. Durch die Erweiterung
des Modells von Gudehus und von von Wolffersdorff 1996 um einen viskosen
Term (Kapitel [3.6) wird die Berechnung von schnellem Flieen und langen Ent-
leerungszeiten moglich.

Im Folgenden werden Begriffe aufgefiihrt, die zur Beschreibung des Materialver-
haltens notig sind, und dann die wichtigsten kontinuummechanischen Theorien
zur Schiittgutmodellierung zusammengestellt und erldutert (Kapitel [3.3). In den
Kapiteln und [3.4] wird die Theorie der Hypoplastizitit vorgestellt und die
Wahl der verwendeten Stoffmodelle begriindet.

3.1 Voriiberlegungen zu Stoffmodellen fiir Schiittgiiter

3.1.1 Begriffe zur Beschreibung von Schiittgiitern

Die Schiittgutmechanik bedient sich einiger Begriffe, die zur Beschreibung des
Materialverhaltens notig sind. Hier eine Zusammenstellung:

Dilatanz: Einfluss der Verformungen auf die Dichteiinderung des Schiittgutes
(unabhiéngig vom hydrostatischen Druckanteil).

Pyknotropie: Einfluss der Dichte auf das mechanische Verhalten des Schiittgu-
tes.

Barotropie: Einfluss des Spannungsniveaus auf die Steifigkeit und die Festigkeit
des Schiittgutes.

15
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Argotropie: Einfluss der Belastungsgeschwindigkeit auf das Materialverhalten

Plastizitit: Schiittgiiter verhalten sich nahezu rein plastisch, elastische Dehnun-
gen sind nicht messbar (Feise (1996)).

3.1.2 Schiittgutzustiinde in Silos

Schiittgiiter in Silos nehmen im Wesentlichen zwei Zustéinde ein:

1. Im Fiillzustand sind die Festkorpereigenschaften charakterisierend fiir
das Verhalten des Schiittgutes. Die Festkorpereigenschaften sind geprégt
durch eine komplexe Interaktion der Einzelkdrner untereinander. Die Ein-
fliisse aus Feuchtigkeit, Spannungs- und Verformungszustand sowie aus der
Belastungsgeschichte des Schiittgutkorpers sind zu beriicksichtigen.

2. Beim Entleeren treten Phidnomene auf, die dem Verhalten einer Fliissig-
keit d@hnlich sind. Vor allem im Bereich des Auslaufs sind Auflockerung des
Schiittgutkorpers, bei der die Festkorpereigenschaften verloren gehen, und
schnelles FlieBen vorherrschend. In diesem Bereich sind Fliissigkeitseigen-
schaften und groB3e Scherverformungen vorhanden.

Die unter [I| genannten Festkorpereigenschaften im Fiillzustand sind mit einem
Kontinuummodell gut abbildbar. Die unter[2|beschriebenen Phinomene des schnel-
len FlieBens konnen mit der Einschrinkung, dass die Auflockerung nicht die Be-
dingung des einfachen Korngeriistes (Kapitel [3.2) verletzt, als kontinuierlich be-
trachtet werden. Mit einer geeigneten Fluidbeschreibung (siehe Kapitel [3.6)) ist es
moglich, das schnelle FlieBen im Auslaufbereich zu simulieren.

Die Bedingungen des einfachen Korngeriistes sind durch die starke Auflockerung
des Schiittgutes im Auslaufbereich nicht unbedingt erfiillt. Die Kontinuumbe-
schreibung ist daher nicht immer giiltig. Es stellt sich die Frage nach geeigneten
Methoden, um dieses diskontinuierliche Materialverhalten im Rahmen der Konti-
nuummechanik besser abzubilden.
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3.2 Kontinuumbeschreibung

In dieser Arbeit wird der Schiittgutkorper, der aus vielen Einzelpartikeln besteht,
als Kontinuum angenommen. Das Schiittgutverhalten, welches durch Kornum-
lagerungen, Volumeninderungen und Spannungsidnderungen gekennzeichnet ist,
wird durch Laborversuche bestimmt und in den Stoffparametern des Stoffmodells
ausgedriickt (Kapitel [3.5]).

Die niederfrequenten Schwingungen der Silokonstruktion sind nach Hardow auf
die Bewegung der Schiittgutsiule, also auf die Beteiligung von gro3en Schiittgut-
massen im Siloschaft zuriickzufiihren. Hierfiir ist die Kontinuummodellierung gut
geeignet.

Die Ursache der Entstehung der horbaren Frequenzen ist nicht so eindeutig zu
kldren. Entweder entstehen die hochfrequenten Schwingungen im Schiittgutkor-
per durch Korn-Korn-Kontakt (Bagnold (1973)) oder durch die Interaktion mit
der Silowand. Die Effekte an der Silowand konnen mit einem Kontinuummodell
durch entsprechende Randbedingungen und Kontaktelemente dargestellt werden.
Schwingungseffekte, die durch Korn-Korn-Kontakt bei Umlagerungen entstehen,
miissen auf der Partikelebene untersucht werden. Hierfiir bieten sich die Parti-
kelmethoden an, die die Eigenschaften des einzelnen Korns beschreiben. Jedoch
iberschreitet die Partikelanzahl im Silo bei weitem die Rechenleistung der heu-
tigen Computer. Die laufende Forschung ist deshalb bemiiht die Entstehung der
intergranularen Schwingungen mit einem Partikelmodell zu kldren und anschlie-
Bend mittels Homogenisierung auf ein Kontinuummodell zu iibertragen.

Die kontinuummechanischen Modelle erfiillen die Axiome der materiellen Objek-
tivitdt und der Koordinateninvarianz, d.h. das Stoffmodell ist invariant gegeniiber
der Lage und Bewegung raumfester Koordinatensysteme. Die Spannungs- und
Dehnungsbeziehungen sind unabhéngig vom Bezugssystem, d.h. die Variablen
miissen Tensoren sein.

Die kontinuummechanische Beschreibung von Schiittgiitern ist auf die vereinfa-
chende Annahme eines sogenannten einfachen Korngeriistes angewiesen (siehe
auch Herle (1997)). Einfache Korngeriiste besitzen folgende Eigenschaften:

o Integritit: Die Schiittgutpartikeln bleiben wihrend des Betrachtungszeitrau-
mes unveridndert erhalten. Die Korner sind permanent, d.h. es entstehen kei-
ne Kornbriiche oder Abplatzungen.
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Kontinuitidt: Wird das Schiittgut als Kontinuum dargestellt, miissen die Par-
tikeln so klein sein, dass die Annahme eines iiber dem Elementvolumen
stochastisch gemittelten (verschmierten) Stoffes richtig ist.

Lokalitit: Ein Partikel wird in seinem Verhalten nur durch die Kontaktstel-
len zu benachbarten Partikeln beeinflusst. Effekte auf Molekiilebene und
Feststoftbriicken sind vernachléssigbar.

Nicht-Polaritit: Momentenspannungen haben keinen Einfluss auf das Ma-
terialverhalten.

Einphasigkeit:

— Es treten keine Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Phasen des
Schiittgutes auf. Es werden hier ausschlieBlich trockene Materialien
betrachtet.

— Die Hohlrdume des Korngeriistes (Skelett) stehen immer unter Umge-
bungsdruck.

— Es wird das Verhalten des Feststoffgeriistes beschrieben.

Der Zustand des Schiittgutes ist durch den Spannungstensor und die Poren-
zahl definiert.

Die Deformationen des Schiittgutkorpers beruhen auf Kornumlagerungen.

Bei proportionalen Deformationspfaden werden auch die Spannungspfade
proportional, unabhéngig vom Ausgangsspannungszustand.

GleichmifBige Randverschiebungen haben gleichmifBige Verformungen des
Granulatelementes zur Folge.

Kontinuummodelle, deren Stoffparameter aus Elementversuchen gewonnen wer-

den, bilden immer die Eigenschaften eines Probenkdrpers ab. Dies bedeutet, dass

Kontinuummodelle Eigenschaften, die aus der Kornform oder aus Kontaktproble-

men resultieren, sowie das Dilatanzverhalten beschreiben. Die Eigenschaften des

Schiittgutes sind in den Parametern ’versteckt’. Das Verhalten bei hohen Flie3ge-
schwindigkeiten mit Scherverformungen wird mit dem hier vorgestellten Modell

mit dynamischer Erweiterung (Kapitel: [3.6)) beschrieben. Die Scherzone, das Ab-

gleiten des Schiittgutes auf der toten Zone, kann dargestellt werden.
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3.3 Ubersicht der Stoffmodelle fiir Schiittgiiter

Eine vergleichende Zusammenstellung von Stoffmodellen fiir Schiittgiiter findet
sich bei Weidner (1990). Theoretische Untersuchungen zum Materialverhalten
und zur Modellbildung finden sich unter anderem bei Feise (1996) oder spezi-
ell zum hypoplastischen Modell bei Wu (1992)| und Bauer (1996). Die Beschrei-
bung von Schiittgut mittels hypoplastischer Stoffmodelle (Kolymbas (2000)) hat
sich als sehr effektiv herausgestellt (Lehmann (1996), Rombach (1991) und Herle
(1997)). Im Folgenden seien die bekannten kontinuummechanischen Stoffmodel-
le zusammengestellt.

3.3.1 Hyperelastizitiit

Bei elastischen Stoffmodellen sind die Verformungen vollstidndig reversibel, es
geht keine Verformungsenergie verloren. Der aktuelle Spannungszustand ist von
den aktuellen Deformationen abhédngig. Die Hyperelastizitit ist als Sonderfall in
der CAUCHYschen Elastizitidtstheorie enthalten. Bei den hyperelastischen Stoff-
modellen wird die Existenz eines elastischen Potentials angenommen. Die Span-
nungen und Dehnungen (bzw. deren Raten) ergeben sich durch die partiellen Ab-
leitungen der Potentialfunktion nach den Dehnungen und Spannungen (bzw. deren
Raten). Die hyperelastischen Stoffmodelle sind pfadunabhingig (z. B. Hookesche
Gesetz). Die Steifigkeitsmatrix ist symmetrisch.

3.3.2 Hypoelastizitit

Truesdell (1955) stellt mit der Hypoelastizitit eine Theorie vor, mit der das un-
beschrinkte FlieBen beschrieben werden kann. Es existiert keine Potentialfunkti-
on und hypoelastische Stoffe haben keine bevorzugte Richtung, d.h. jeder Span-
nungszustand ist erlaubt, wenn er die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt. Die
Spannung ist pfad- jedoch nicht geschwindigkeitsabhingig und die Steifigkeits-
matrix ist unsymmetrisch. Die CAUCHYschen Elastizitét ist in der Hypoelastizi-
tit als Sonderfall enthalten. Ein hypoelastisches Stoffmodell bereitet Probleme,
wenn der Stofftensor H singulidr wird. Die Singularititen treten bei definierten
Spannungszustinden auf und fithren dazu, dass sich das Material nahezu unbe-
grenzt verformen kann. Bei Naherungsverfahren, die eine zu grole Abweichung
von der exakten Losung ergeben, kann der Definitionsbereich verlassen werden
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und es kommt zu unrealistischen Ergebnissen.

3.3.3 Plastizititstheorie

Die Plastizitét beschreibt eine fortschreitende Verformung eines Korpers ohne Er-
hohung der aufgebrachten Kraft. Die plastischen Verformungen sind irreversibel,
d.h. bei Entlastung nimmt der Korper nicht mehr die Ausgangskonfiguration an.
In der Plastizitédtstheorie werden einem Korper elastische und plastische Anteile
zugesprochen. Beim Erreichen einer Grenzbedingung wird vom elastischen (re-
versiblen) auf den plastischen (irreversiblen) Bereich umgeschaltet.

Fiir Schiittgiiter 1dsst sich experimentell kein elastischer Bereich finden. Daher er-
folgt die Einteilung in einen elastisch und plastischen Bereich eher willkiirlich.
Fiir Be- und Entlastung sind Schaltfunktionen erforderlich. Es ergeben sich vie-
le Stoffparameter, die schwierig zu kalibrieren sind. Auch beim Ubertragen der
Theorie auf Schiittgiiter ergeben sich Schwierigkeiten. So ist die Einfiithrung einer
nichtassoziierten FlieBregel nétig, um zu grofe Dilatanz zu vermeiden. Bei der
Volumenénderung infolge hydrostatischer Spannung sind mehrere FlieBflichen
vorhanden.

3.3.4 Endochrone Theorie

Valanis (1971) stellt die endochrone Theorie als Alternative zur Plastizitdtstheo-
rie vor. Es konnen irreversible Verformungen von Metallen ohne Annahmen aus
der Plastizititstheorie dargestellt werden. Es wird eine wenig gebrduchliche In-
tegralform benutzt, die numerisch schlecht zu implementieren ist. [Bazant (1978)
wandelt das endochrone Modell in eine inkrementelle Form um. Das endochrone
Modell ist der hypoplastischen Theorie sehr dhnlich, es gibt jedoch einen grund-
legenden Unterschied: Bazant benutzt die Norm der deviatorischen Dehnungsrate
anstatt der Norm der Dehnungsrate. Daher ist eine Koppelung zwischen den volu-
metrischen und den deviatorischen Anteilen der Spannungs- und Dehnungsraten
erforderlich. Hierzu werden komplizierte Koppelfunktionen benétigt, die Giiltig-
keit ist auf beschrinkte Spannungspfade begrenzt. Die weitere Entwicklung der
endochronen Theorie nihert sich der Plastizititstheorie wieder an.
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3.3.5 Hyperplastizitiat

Unter Hyperplastizitidt versteht man alle Stoffmodelle, die eine oder mehrere Po-
tentialfunktionen verwenden. Der Name Hyperplastizitit ergibt sich auf Grund
der verwendeten Potential- und Schaltfunktionen in Analogie zur Hyperelastizitét.
Die Belastung und Entlastung sind durch unterschiedliche Relationen beschrie-
ben. Es sind Schaltfunktionen erforderlich, die den Einsatz steuern. Es ergibt sich
ein inkrementell nichtlineares Verhalten, da die Schaltfunktionen von der Defor-
mationsrate D (oder dem objektiven Spannungstensor T nach JAUMANN ) abhin-
gen. Die Richtung der plastischen Streckgeschwindigkeit ist mit der Normalen der
FlieBfliche verkniipft. Diese hidngt nur vom aktuellen Spannungszustand ab und
ist damit unabhiingig von der Spannungsrate. Experimente zeigen jedoch, dass
die Spannungsrate die Richtung der Streckgeschwindigkeit beeinflusst (Lo und
Lee (1990)).

3.3.6 Stress Vertex-Theory

Die Stress Vertex-Theory (Rudnicki und Rice (1975)) ist eine spezielle Plastizi-
tatstheorie in Anlehnung an die Arbeit von Batdorf und Budiansky aus dem Jahre
1945. Sie setzt mehrere Verformungsmechanismen voraus: Jeder Verformungs-
mechanismus erhilt eine Potentialfunktion, die Spannung im Spannungsraum be-
findet sich stets in einem singuldren Punkt und es gilt die KOITERsche FlieBregel.
Auf diese Weise wird mit der Stress Vertex-Theory ein Zusammenhang zwischen
der Richtung der plastischen Streckgeschwindigkeit und der Spannungsrate her-
gestellt.

3.3.7 Hypoplastizitit

Die Hypoplastizitit (inkrementell nichtlineares Modell) ist eine Theorie, die pla-
stische Verformungen beschreibt, ohne Potential- oder Schaltfunktionen zu ver-
wenden. Die plastischen und elastischen Verformungen werden mit einer einzigen
Gleichung beschrieben. Hypoplastische Modelle beriicksichtigen plastische Ver-
formungen vom Belastungsbeginn an. Dies entspricht dem Verhalten von Schiitt-
gut besonders gut und die Kodierung in ein FINITE-ELEMENT-METHODE Berech-
nungsprogramm ist besonders einfach.

Hypoplastizitit geht zuriick auf Arbeiten von Truesdell (1955) und Truesdell und



22 3 Stoffmodelle

Noll (1992). Eine aktuelle Beschreibung zur Hypoplastizitét findet sich in Kolym-
bas (2000).

Entwickelt wurden inkrementell nichtlineare Stoffmodelle fiir Schiittgiiter von
zwei Forschergruppen, in Grenoble von Darve (1974, 1982) und Chambon (1979,
1981, 1989) und in Karlsruhe wurde von Kolymbas (1988)| und (Gudehus (1979)
im Rahmen des Sonderforschungsbereichs *Silo’ in den 80er und frithen 90er Jah-
ren grundlegende Forschung auf dem Gebiet der hypoplastischen Modelle betrie-
ben. Erweiterungen und Verbesserungen wurden durch die Arbeiten von Bauer
(1992) und (Wu (1992) fiir die Stoffeigenschaften in Abhéngigkeit von der Po-
rositit eingefiihrt. Die Arbeiten von Miihlhaus (1987)| und Tejchman (1989)| be-
schiftigen sich mit dem Einfluss der Korndrehungen auf des Materialverhalten,
vornehmlich im Bereich von Scherbereichen, mit der Einfithrung der COSSERAT
Verdrehung.

Die erste Version des Modells von Kolymbas (1977)|stellte eine komplizierte ten-
sorielle Funktion dar. Da die Spannung, die Spannungsrate und die Dehnungs-
rate in einen volumetrischen und deviatorischen Anteil zerlegt sind, konnen die
Stoffkonstanten nur schwer kalibriert werden. Die Modellversion von [Kolymbas
(1988) stellte mit vier zu bestimmenden Stoffkonstanten eine wesentlich einfa-
chere Form der Funktion dar. Es konnen viele Aspekte des Verhaltens von Schiitt-
giitern beschrieben werden. In einer Weiterentwicklung aus dem Jahre 1996 stel-
len Gudehus und von Wolffersdorff ein Modell vor, welches die Porenzahl und
die Spannungsabhingigkeit in besonders effizienter Weise implementiert (Glei-

chung (3.2)).

3.4 Verwendete hypoplastische Modelle

Die Ergebnisse von Rombach (1991) zeigen, dass einfache plastische oder elasto-
plastische Modelle fiir die dynamische Berechnung von Entleerungsvorgéingen in
Silos nicht geeignet sind, da sie eine zu starke Vereinfachung der realen Erschei-
nungen darstellen.

Folgende Einschrinkungen sind hier zu nennen:

1. Annahme des Bruchzustandes im gesamten Schiittgut trifft nicht zu.

2. Rein plastische Modelle ermoglichen keine Aussage iiber die Spannungs-
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entwicklung und das Verformungsverhalten des Schiittgutes.

3. Schaltfunktionen oder einfache Grenzbedingungen widersprechen den Ver-
suchsergebnissen und erscheinen oft willkiirlich.

Daher werden in dieser Arbeit hypoplastische Modelle verwendet. Es sind dies das
Modell von Kolymbas 1988 und das Modell von Gudehus und von von Wolffers-
dorff 1996. Beide Modelle bilden die grundlegenden Eigenschaften von Schiitt-
giitern gut ab. Das Modell von Kolymbas 1988 hat sich bereits fiir quasistatische
Siloberechnungen bewihrt (Lehmann (1996)).

Erste dynamische Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit zeigen, dass das ver-
wendete hypoplastische Stoffmodell von 1988 Konvergenzprobleme hat, somit al-
so nur fiir quasistatische Berechnungen Giiltigkeit besitzt (siehe[3.4.T]). Versuchs-
rechnungen mit verschiedenen neuen Stoffmodellen haben ergeben, dass das hy-
poplastische Stoffmodell in der Fassung von von Woltfersdortt (1996) und Gude-
hus (1996)| (siehe (3.2)) mit neuen Erweiterungen fiir die Dynamik und den Dich-
teeinfluss (siche Kapitel [3.6) besonders gut fiir die dynamischen Berechnungen
geeignet ist. Dieses Modell beriicksichtigt die Schiittguteigenschaften in Abhin-
gigkeit von der Porenzahl und dem Spannungsniveau. Somit gewinnt der Dichte-
einfluss die Bedeutung, die beim Schiittgut tatsdchlich vorhanden ist.

3.4.1 Modell nach Kolymbas 1989

Die Modellversion (3.1I) kann fiir quasistatische Vorgidnge, wie das Fiillen des
Silos, verwendet werden. Bei dynamischen Berechnungen treten Konvergenzpro-
bleme und Netzabhingigkeiten auf (siehe auch Bild [6.1).

2

t = C\y(T-D+D-T) + Cotr(T D)1+ CTV/ir (D7) + c4tT(T)
-

plastisch

= #:D (3.1)

tr(D?)

(.

~~ \

elastisch

T bezeichnet den CAUCHYschen Spannungstensor und T den JAUMANNschen
Spannungstensor. Die Spur tr(T) = T;; = Ti; + Taa + T33 (sieche auch |A.2)
entspricht dem hydrostatischen Spannungsanteil. Der symmetrische Anteil des
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Geschwindigkeitsgradienten ist der Deformationsratentensor D = %(VV + Vv)
(2.8), mit 57 wird der Materialtensor vierter Stufe bezeichnet. Die vier Material-
konstanten C bis Cy lassen sich aus einem einzigen Triaxialversuch bestimmen.
Daher ist es besonders effektiv, fiir dieses Modell die Stoffparameter zu bestim-
men. Die elastischen Anteile sind linear in D und die plastischen Anteile sind
nichtlinear in D. Durch die Vorzeichen der Materialkonstanten C' bis C; konnen
plastische Verformungen dargestellt werden, die keine Anderung der Spannung
zur Folge haben.

Reduziert sich der hydrostatische Spannungsanteil (Druck) gegen Null, versagt
das Modell , denn die Stoffparameter, die bei einem bestimmten Druckniveau
im Triaxialversuch bestimmt wurden, verlieren ihre Giiltigkeit. Beim Entleeren
treten in der Nihe des Auslaufbereichs sehr bald Spannungszustinde nahe Null
auf; daher ist dieses Modell fiir Entleerungsberechnungen nicht geeignet.

3.4.2 Modell nach von Wolffersdorff 1996

Die Entleerungsberechnungen werden mit dem Modell nach von Wolffersdorff
1996 durchgefiihrt. Dieses Modell enthélt zusétzliche Spannungsfunktionen und
das Stoffverhalten wird von der Porenzahl beeinflusst. Hierdurch verbessert sich
das Konvergenzverhalten und die Schiittguteigenschaften werden besser wieder-
gegeben. Jedoch erhoht sich die Anzahl der notwendigen Stoffparameter auf acht
(die Beschreibung der Parameter und der Bestimmungsversuche findet sich in Ka-
pitel [3.4.3). Die Modellgleichung stellt sich wie folgt dar:

° 1 ~ N “ “
T=fofo—=— | F’D+a*Ttr(T - D) + f;aF(T + T')||D]| (3.2)
tT(T N T) " - ~ s

elastisch plastisch

Hierbei bezeichnet der dimensionslose Tensor
T = T/tr(T) (3.3)

den auf die hydrostatischen Spannungen (tr(T) = T};) bezogenen CHAUCHYschen
Spannungstensor T. Ferner wird der Deviator des dimensionslosen Spannungs-
tensors T

T =T-2I (3.4)

verwendet.
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Die Spannungsfunktion nach dem MATSUOKA—-NAKAI-Spannungskriterium sorgt
fiir zuldssige Spannungszustinde im Schiittgut. Diese skalare Spannungsfunktion
F (3.5) beriicksichtigt den Spannungszustand im Schiittgut durch den Deviator
des auf den mittleren Druck bezogenen CAUCHYschen Spannungstensors T

def |1 2 —tan® Kk 1
F=,/=tan’k + — tan x 3.5
\/8 2 +12tankcos(30) 22 (3:5)

tan k= /3|1

e tr(T/ T T/
cos(30) &6 il 3/)2.
(1)

Die Spannungsfunktion F' verwendet den LODE-Winkel © und den Betrag des de-
viatorischen Spannungsanteils ||T’|| (siehe Bild und Anhang . Mit dieser
Spannungsfunktion F' konnen zulidssige Spannungszustinde im Schiittgut berech-
net werden. Fiir ||T’|| = 0 und fiir die zylindrische Kompression gilt F' = 1
(siehe auch [Kolymbas (1999) und Herle (1997)). Bei der Simulation von Ent-

ATH

Bild 3.1: FlieBgrenzfliche eines bestimmten hydrostatischen Spannungszustandes
in der Projektion auf die Deviatorebene: mit = ||'T’|| und LODE-Winkel ©

leerungsvorgéingen mit diesem Modell unter Verwendung der Spannungsfunktion
F' sind kleine Zeitschritte erforderlich. Insbesondere, wenn die hydrostatischen
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Spannungen klein werden, sind sehr kleine Zeitschritte ndtig, um eine Konver-
genz der Simulation zu erreichen bzw. zuldssige Spannungszustinde zu finden.
Die Zeitschrittweite liegt etwa bei 10~%s, wiihrend im Vergleich dazu mit dem
einfachen Modell , mit einer Zeitschrittweite von etwa 10~3s gerechnet wer-
den kann. Daher wird fiir die Entleerungsberechnung eine hohe Rechenleistung
benotigt. Im verwendeten FINITE-ELEMENT-METHODE Berechnungsprogramm
SiLo wird die erforderliche Zeitschrittweite At mit der Bedingung

B 0.01 - |tr(T)]
[IT[| + 10 - |[D} |- (T)]
tiberpriift (siehe Hiigel (1995)). Diese Zeitschrittvyeiteniiberpriifung beriicksich-
tigt den Spannungszustand T, die Spannungsrate T und die Deformationsrate D.

Bei Uberschreitung der Zeitschrittweite At bricht die Konvergenz des Berech-
nungsverfahrens nach wenigen Zeitschritten ab.

(3.6)

Der Faktor a in Gleichung (3.2) steuert den Einfluss des Reibungswinkels ¢, auf
das Materialverhalten und wird nach (Herle 1997) folgendermal3en gebildet:

def \/5(3 — sin (pc)
a = .
2v/2 sin @,

(3.7)

Der Einfluss der Schiittgutdichte auf das Materialverhalten ist beim Entleeren
besonders grof3. Im Auslaufbereich und in Scherzonen (Dilatanz) entstehen Zo-
nen der Auflockerung und in anderen Bereichen kommt es zur Verfestigung des
Schiittgutes. Die Dichte kann iiber die Porenzahl e = Vr/v, beschrieben werden.
Hier ist die Porenzahl e gleich dem Porenvolumen Vp bezogen auf das Kornvo-
lumen V. Schon kleinste Anderungen der Porenzahl bewirken eine grofe An-
derung des Materialverhaltens. Grenzwerte fiir lockerste und dichteste Lagerung
konnen mit einfachen Laborversuchen bestimmt werden (siehe Kapitel [3.4.3]und
Tabelle [3.1)). Die Porenzahlen fiir die lockerste Lagerung e;, fiir dichteste Lage-
rung ey und fiir die kritische Lagerungsdichte e, sind in Bild [3.§] dargestellt. In
Gleichung werden die skalaren Faktoren f., f; und ein Faktor f, fiir den
Druckspannungseinfluss eingefiihrt, die folgendermal3en festgelegt sind:

fa® (: — ) (3.8)
und 5
ef (€c
fedzf(;) . (3.9)
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und

e hs i /61 % S o 0 1"
fbd:f_(ﬂ) +e (3]9) [3+a2_a\/§(w) } . (3.10)

.\ € € s €c0 — €4o

Je groBer die Dichte, desto kleiner ist der Faktor f; und der Einfluss des nicht-
linearen (plastischen) Teils in Gleichung (3.2). Fiir f; = 0 beschreibt das Stoff-
modell ein hypoelastisches Materialverhalten. Die skalaren Exponenten «, (3, n
und die Granulathirte h, sind Stoffkonstanten und werden aus Elementversuchen
bestimmt (siehe Tabelle [3.1und Kapitel [3.4.3).

3.4.3 Stoffparameter fiir das Modell von von Wolffersdorff 1996

Fiir das Modell nach von Wolffersdorff (3.2) sind acht Stoffkonstanten mit Stan-
dardlaborversuchen zu bestimmen (vergleiche hierzu auch die Arbeit von Herle
(1997)). Eine Zusammenfassung der Parameter und deren Bestimmungsmethoden
findet sich in Tabelle[3.1] Im Folgenden werden die acht Stoffparameter diskutiert.

1. Kritischer Reibungswinkel ¢,

Herle (1997) schlégt fiir kohdsionslose Schiittgiiter den Schiittkegelversuch
zur Ermittlung des kritischen Reibungswinkels . vor. Das Schiittgut er-
reicht beim Fliefsen iiber den sich bildenden Kegel grole Verformungen, so
dass von einem kritischen Zustand ausgegangen werden kann. Der Einfluss
des Kornmaterials auf den kritischen Reibungswinkel ist nach Herle eher
gering. Einen wesentlichen Einfluss auf den kritischen Reibungswinkel ¢,
haben demnach:

e Die Kornform

hat den groBten Einfluss auf den Reibungswinkel, z. B. bei Partikeln
aus Glas:

. = 23° fiir Kugelform und
. = 42° fiir Splitt.

Fiir Quarzsande wird ein Ay von 8°—9° fiir den Unterschied zwischen
rund und scharfkantigem Korn ermittelt.

e Die Korngrof3e
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bewirkt: Je groBer die Korner, desto groBer der Reibungswinkel ..
Der Einfluss der GroBe ist geringer als der Einfluss der Kornform.
Fiir mittlere Korndurchmesser d5y, < 0, 4mm werden die Schiittwinkel
wieder grofler, was auf zunehmende Anziehungskrifte zwischen den
Kornern zuriickzufiihren ist.

e Die Kornverteilung

hat den geringsten Einfluss auf den kritischen Reibungswinkel ..
Bei einer KorngroBenverteilung U = 1 besteht die Probe aus nur ei-
ner Korngroe, hat also eine kleine Ungleichférmigkeit in der Korn-
groBenverteilung. Der kritische Reibungswinkel ¢, erreicht fiir Un-
gleichfoérmigkeiten U = 2 ein Minimum und nimmt dann fiir steigen-
de Ungleichformigkeiten wieder zu. Der maximale Unterschied des
Reibungswinkel ¢. in Abhédngigkeit von der Ungleichformigkeit der
KorngroBenverteilung betrdgt etwa 1°, hat also praktisch keinen Ein-
fluss auf das Materialverhalten.

Effektiver Reibungswinkel ¢,

Wenn bei andauernder Scherverformung einer Probe die Spannungsraten
und volumetrischen Dehnungsraten verschwinden, kann der effektive Rei-
bungswinkel . aus diesem sich nicht mehr @ndernden (residuellen) Zu-
stand mit konstantem Spannungsverhéltnis berechnet werden.

T=0 und ¢r(D)=0 (6=0).

Bei Scherversuchen im JENICKE-Gerit (Bild [3.2)) oder im Ringschergerit
(Bild[3.3) werden homogene Deformationen des Probenkdrpers angestrebt.
Hieraus kann in guter Niherung der effektive Reibungswinkel (. oder auch
Peakreibungswinkel ¢, berechnet werden. Mit der gro3ten Hauptspannung
o1 und der kleinsten Hauptspannung o5 gilt:

01 — 02

= sin .
o1+ 02

Ein genau definierter Spannungs- und Verformungszustand lédsst sich mit
der Zweiaxialscherzelle erreichen (Bild [3.5). Mit der Zweiaxialbox kann
der Reibungswinkel fiir feinkornige Schiittgiiter mit hoher Genauigkeit be-
stimmt werden (Zetzener (2000)). Die in dieser Arbeit verwendeten groben
Schiittgiiter (d5p > 2mm) lassen sich in der Zweiaxialbox des Instituts fiir
Mechanische Verfahrenstechnik (IMVT) nicht untersuchen, da der Proben-
raum zu klein ist. Hierfiir ist das Ringschergerit (Bild [3.3)) besser geeignet.
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Bild 3.2: JENICKE Scherzelle: a) Bestimmung des inneren Reibungswinkels
e, b) Bestimmung des Wandreibungswinkels ¢,

2. Granulathiirte h,

Die Granulathirte h; kann als Kompressionsbeiwert angesehen werden und
wird hauptsdchlich vom Kornmaterial beeinflusst. Je scharfkantiger die Kor-
ner sind und je kleiner die Ungleichformigkeit ist, desto hoher ist die Zu-
sammendriickbarkeit, also desto kleiner ist die Granulathirte h,. Das Kom-
pressionsverhalten von Schiittgiitern wird nach Bauer (1996) durch folgen-
de Bedingung beschrieben:

()
;= ege \Ms ) G.11)

Betrachtet man die zeitliche Ableitung, also die Anderung der Porenzahl ¢;,
so erhilt man folgende Ausdriicke:

n—1
€ = —¢ nips 3pS
hs hs
1he (3p\' " é
)y = ——— — 3.12
b 3n ( D ) e (3.12)
1hs (3ps\ " /1 é;
bzw. = ——— —+1 .
- 3n(hs) (ei+>1+ei

Mit dieser Formulierung und der Annahme fiir den Kompressionsmodul
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Zugstange

Fuhrungsrolle

- Scherzelle

Bild 3.3: Ringschergerit (Schwedes (1998))

K = —p, 15;;_ (siehe Herle (1997)) erhilt man die Bestimmungsgleichung
fiir den Kompressionsmodul:

1 hs (3ps\ " /(1
K=-.-2 41 3.13
3 n (hS) <ei+ ) G139

in Abhingigkeit vom Druck p;,, von der Granulathérte h; und dem Expo-
nenten n.

Mit der Gleichung (3.13) und numerischer Regression konnen die Granu-
lathdrte h; und der Exponent n bestimmt werden. Als Versuche hierfiir
kommen der Odometerversuch (Bild oder eine isotrope Kompression,
z. B.in einer Zweiaxialbox (Bild [3.3)), in Betracht.

Fiir den Odometerversuch kann der horizontale Druck Tb, = K, 7} mit der
JAKY-Formel Ky = 1 — sin ¢, ndherungsweise angenommen werden zu

Ty = (1 —sinp.) - 1. (3.14)
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>

Bild 3.4: Triaxialversuch: a) mit umgebendem Fliissigkeitsdruck, b) Triaxi-
alversuch mit deformationsfreien Wianden (Schwedes (1998))

Bild 3.5: Zweiaxialbox des Institutes fiir Mechanische Verfahrenstechnik
(IMVT) der TU-Braunschweig (Schwedes (1998))

Da die oben genannte numerische Regression nicht unbedingt eindeutige
Ergebnisse liefert, ist dieses Verfahren nicht zu empfehlen. Die Granulat-
hérte hs kann jedoch bei bekanntem n aus

hy = 3P, (%) ’ (3.15)
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Deckel ‘G

Ringzelle Schiittgutprobe

Filter =~ Bodenplatte (mit Ablauf)

Bild 3.6: Odometer

berechnet werden. Der Kompressionsbeiwert C.. ist folgendermalien defi-
niert:

def de
= — 1
Ce dIn(ps) (3.16)

C. ist die Steigung an der Stelle In(ps) im Kompressionsdiagramm, wobei
die Porenzahl e des Schiittgutes iiber dem Logarithmus des Drucks p, =
5tr(T) aufgetragen wird (Bild .

In (ps-l ) In (p:SZ)

Bild 3.7: Odometrische Kompressionskurve: Die Bestimmung des Kom-
pressionsbeiwertes C. von Schiittgiitern fiir verschiedene Driicke ps, =
1

ztr(T)

3
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3. Exponent n

Der Exponent n ergibt sich aus dem Kompressionsdiagramm (Bild [3.7).
Liest man an zwei Stellen In(p,;) die Werte e,; und C,; ab, erhilt man mit
der Gleichung (3.13)) eine Gleichung fiir n:

ep1 Ce
n(=22)
_— (3.17)
in (u)
Ps1
Der Exponent n ist bei groen Druckinderungen nicht konstant; daher ist
auch hg (3.15) tiber groe Druckspannungsbereiche hin keine Stoffkonstan-
te mehr. Die Bestimmung des Exponenten n sollte daher in dem Druckspan-

nungsbereich durchgefiihrt werden, in dem das Material untersucht werden
soll.

n =

4. Porenzahl bei dichtester Lagerung e,

Die Porenzahl bei dichtester Lagerung e,y hingt im Wesentlichen von der
Ungleichformigkeit und der Kornform ab; sie wird infolge Scherung beim
Korndruck Null erreicht. Ein verschwindender Korndruck kann im Versuch
nicht dargestellt werden, da dieser Zustand ein Ausschalten der Schwerkraft
voraussetzt. Der Wert kann mittels der Bestimmungsgleichung

)
ea = eqge\ s (3.18)

extrapoliert werden. Hierzu miissen die Parameter n und A, bereits bekannt
sein. Nach Herle (1997)|erreicht man mit zyklischer Scherbelastung im Ein-
fachschergerit dichtere Kornpackungen als mit vergleichbaren Riitteltisch—
oder Schlaggabelversuchen. Zahlreiche Untersuchungen haben jedoch er-
geben, dass die Porenzahl aus zyklischer Scherung mit der Extrapolation
fiir Korndruck Null e4q aus Gleichung @[} der minimalen Porenzahl e,,,;,,
entspricht, die aus den Standardversuchen mit Riitteltisch oder Schlagga-
bel erreicht werden. Die unvollstindige Kompression bei den Standardver-
suchen gleicht die nicht zu realisierende Kornspannung Null aus. Es gilt
niherungsweise

€d0 = Emin.

Somit kann die dichteste Lagerung bei Korndruck Null eyy durch e,,;, aus
Riitteltisch- oder Schlaggabelversuch bestimmt werden.
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5. Porenzahl bei lockerster isotroper Lagerung e;,

Die Porenzahl bei lockerster isotroper Lagerung e;q ist die groftmogliche
Porenzahl bei Korndruck Null. Es gilt die Gleichung (3.11)). Jedoch ist e;o
im Schwerefeld der Erde ein hypothetischer Wert, da durch die Schwerkraft
der Korndruck Null tiberschritten wird. Der Zustand des groten Porenrau-
mes kann als Ubergang von der Suspension eines Stoffes in den Zustand des
einfachen Korngeriistes (Kapitel [3.2)) betrachtet werden. Der Wert e;o hangt
im wesentlichen von der Kornform und der Ungleichformigkeit ab. Verglei-
che zwischen theoretischen Werten fiir Kugel- oder Wiirfelpackungen und
gemessenen Werten fiir z. B. Glaskugeln und Zuckerwiirfel, nach Standard-
verfahren (z. B. Einsieben), haben zu Niherungslosungen gefiihrt. So gibt
Herle (1997)| fiir Quarzsande das Verhéltnis e;o/€q, ~ 1.15 an. Bei Glas-
kugeln ergibt sich e;/€,,4. ~ 1.18 und bei Zuckerwiirfeln e;q/€,,4, =~ 1.33.
Eine hohere Ungleichformigkeit ergibt eine dichtere Packung und somit ein
kleineres e;o. Die maximale Porenzahl bei lockerster Lagerung e, ., kann
mittels Standardversuchen bestimmt werden.

. Porenzahl im kritischen Zustand ¢

Die Porenzahl im kritischen Zustand ey beschreibt die dichteste Packung
beim Korndruck Null. Mit der Extrapolation von messbaren Werten unter
realistischen Druckverhiltnissen kann mit

)
e = e e\ s (3.19)

der hypothetische Wert e, berechnet werden. Die Kenntnis der Parameter
nund hg sei vorausgesetzt. Vergleiche mit verschiedenen Materialien haben
gezeigt, dass die Annahme e,y ~ e,,,, gerechtfertigt ist. Bei Materialien,
deren Kornkanten leicht brechen, ist diese Annahme nicht zutreffend, da
hier das Porenvolumen infolge der Scherung im kritische Zustand kleiner
wird. Hierbei wird die Annahme der Integritét des einfachen Korngeriistes
(Kapitel [3.2) verletzt.

Zwischen e; und e, befindet sich e, im sogenannten SOM-Bereich (’swept
out of memory’) siehe Bild[3.§] In diesem Bereich verliert das Schiittgut in-
folge der Auflockerungen die Erinnerung an die vorhergehende Belastungs-
geschichte.
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Bild 3.8: Porenzahlen: Giiltigkeitsbereich der Porenzahlen, obere Grenze e,
untere Grenze ey, kritische Porenzahl e. und SOM-Bereich ("swept out of
memory’) e,

7. Exponent «

Der Exponent « steuert den Einfluss der Dichte auf den Reibungswinkel im
Korngeriist. Herle (1997)| fiihrt eine druckabhingige Lagerungsdichte, die
relative Porenzahl ., ein

€ — €q

Te =

(3.20)

ec—ed’
die in Bild[3.9]zur Bestimmung von « verwendet werden kann.

Er vergleicht diese mit der bezogenen Lagerungsdichte D,., wobei sich fiir
kleine Driicke e~(3?s/h)" ~ 1 und demnach

re~1—D, (3.21)

ergibt.

Fiir hohere Driicke, z. B. Sand bei 100kPa, tritt eine Abweichung von ca.
20% auf, die Nédherung aus (3.21)) verliert somit die Giiltigkeit. Mit der
vollstindigen Modellgleichung (3.2)) konnen fiir die Messwerte aus einem
Triaxialversuch im Peakzustand, das heil3t bei T — 0, und bei bekannter
relativer Porenzahl r., der Peakreibungswinkel ¢, bzw. der effektive Rei-
bungswinkel ¢, = sin((o1 — 02) /(01 + 02)) ermittelt werden. Bei bekann-
tem effektivem Reibungswinkel ¢, und mit der relativen Porenzahl r, kann
man die kinematischen und statischen Bedingungen des Versuches in die
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Gleichung (3.2)) einsetzen und « bestimmen. Der Exponent o kann mit dem
Peakreibungswinkel ¢, bzw. dem effektiven Reibungswinkel ¢, aus der
triaxialen Kompression oder Scherversuchen und dem kritischen Reibungs-
winkel ¢., aus dem Schiittkelversuch mit Hilfe der Diagramme in Bild [3.9]
bestimmt werden. Als Richtwert fiir Sand gibt Herle (1997) an, dass bei
28° < . < 36° fiir den Exponenten «v gilt: 0,1 < a < 0, 3.

Bild 3.9: Abhingigkeit des Exponenten o vom Peakreibungswinkel ¢, =
e (aus Scherversuch) und vom kritischen Reibungswinkel ¢, (aus Schiitt-
kegelversuch) fiir verschiedene relative Porenzahlen 7. bei triaxialer Kom-
pression, aus Herle (1997)
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8. Exponent 3

Der Exponent 3 wirkt auf den skalaren Faktor f. (3.9) in der Modellglei-
chung (3.2):

£ (Ef (3.22)

e

Der Faktor f, bewirkt eine Zunahme der Spannungsrate bei konstanter De-
formationsrate und konstantem mittleren Druck, jedoch steigender Dichte
des Materials. Bei anfangs dichter Lagerung hat der Exponent 3 besonders
groBlen Einfluss auf das Stoffverhalten. Fiir die Berechnung von (3 miissen
alle Stoffparameter bekannt sein, und es ergeben sich Werte fiir § zwischen
0,95 und 1,30 bei 0,1 < o < 0, 3. Da beim gefiillten Silo im bodenmecha-
nischen Sinn nicht von einer dichten Lagerung ausgegangen werden kann,
wird an dieser Stelle auf die genaue Ermittlung von (3 verzichtet und der
von [Herle (1997) vorgeschlagene Niherungswert 3 =~ 1,0 angesetzt.

3.5 Parameter der verwendeten Schiittgiiter

Mit den in Kapitel [3.4.3] genannten Laborversuchen werden die Schiittguteigen-
schaften charakterisiert. Fiir die verwendeten Schiittgiiter PET (Polyethylentere-
phtalat), PP (Polypropylen) und PS (Polystyrol) werden die Stoffparameter des
konstitutiven Stoffmodells nach Gudehus und von Wolffersdorff Gleichung (3.2))
ermittelt (siche Tabelle [3.1). Die Parameter fiir die Stoffe PET und PP sind in Ta-
belle[3.2]zusammengestellt und werden fiir die Simulationsrechnungen (Kapitel [6)
verwendet. Die zum Teil erheblichen Abweichungen von den Werten fiir PET zu
den Werten von Herle sind mit dem Odometerversuch (Bild zu erkldren: PET
ist sehr wenig komprimierbar und die Auswertung der Kompressionskurve (sieche
Bild[3.7) gestaltet sich in dem verwendeten schmalen Druckniveau fiir Siloanwen-
dungen besonders schwierig.

3.6 Dynamische Erweiterung

Die Auflockerung und das schnelle FlieBen von Schiittgut beim Entleeren aus
Silos ist mit Stoffmodellen, die lediglich mit den herkdmmlichen bodenmecha-
nischen Priifverfahren, wie Scherversuch oder Triaxialversuch, kalibriert werden,
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’ Parameter \ Versuche und Bestimmungsgleichungen ‘
. kritischer  Reibungs- | Schiittkegelversuch: Kornform und -grée ha-

winkel ben den grofiten Einfluss.

p. effektiver  Reibungs- | Scherversuche: JENICKE-Scherzelle, Ring-
winkel schergerit oder Triaxialversuch.

hs Granulathirte oder | Im Odometer ausgehend von sehr locker gela-
Kompressionsbeiwert gerten Proben. Mittels numerischer Regression

aus beliebiger proportionaler Kompression,
d.h. auf linearem Verformungspfad (Zweiaxial-
box). Mit den Bestimmungsgleichungen: hy =
3ps("e”)71l und oder e, = eypexp[— (3”5) ]. Bei
bekamcltem Exponenten n und Kompressmns—
beiwert C...

n  Exponent Mittels 6dometrischer Kompression kann eine
Kompressionskurve Bild[3.7|erstellt werden. So
gilt Gleichung (3.17). Druckbereich der An-
wendung sollte Druckbereich fiir die Bestim-
mung von n sein.

eqo Porenzahl bei dichte- | Porenzahl infolge zyklischer Scherung beim
ster Lagerung Korndruck Null p;, — 0, nur bei Schwerelo-

sigkeit moglich, daher Extrapolation mit eyy =
edexp[(?’ps) |. In Néherung gilt ej0 ~ €min
aus Riitteltisch oder Schlaggabelversuch. Un-
vollkommene Kompression der Standardversu-
che gleicht Schwerkrafteinfluss aus.

e;o Porenzahl bei ver- | In etwa e;g ~ e, der Quotient 61‘; hingt von
schwindendem Korn- | der Kornform und Ungleichférmigkeit ab. Fiir
druck p;, — 0 (groBte | U |= Quotient | und fiir eckigere Korner T=-
mogliche Porenzahl) Quotient 7. Fiir Quarzsand e;y/¢€; mar == 1, 15.

e.o Porenzahl im kritischen | Scherversuch mit lockerer Probe e, =
Zustand ecexp[(3ps) |. Es gilt die Annahme ey ~ €45

o Exponent  (druckbez. | Es gilt: 0,1 < o < 0,3. Bestimmung aus ¢,

Lagerungsdichte) ¢p und r. und nach Herle (1997) 39[
(# Exponent (Spannungs- | Kann in erster Ndherung zu 1,0 angenommen

werden. Genauer mit dem Vergleich der Steife-
module lockerer und dichter Proben im Kom-
pressionsversuch (siehe Herle (1997))).

Tabelle 3.1: Hypoplastisches Modell: Zusammenstellung der verwendeten Stoft-
parameter und deren Bestimmungsverfahren
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Parameter PET PET PP PS
(Herle 1997)

Krit. Reibungswinkel | ¢, 32 30 29 29
Eff. Reibungswinkel | ¢, - 44 39 42
Granulathirte hs | 1.1-10° | 7.7-10% | 1.0-10* | 1.7 - 10*
Kritische Porenzahl €0 0.73 0.72 0.66 0.74
Dichteste Porenzahl | ey 0.53 0.54 0.59 0.64
Lockerste Porenzahl | ¢; 0.80 0.74 0.68 0.76
Exp. Druckeinfluss n 0.330 0.456 0.380 0.362
Exp. Reibungswinkel | « 0.08 0.18 0.14 0.19
Exp. Dichte 16} 1.00 1.00 1.00 1.00

Tabelle 3.2: Stoffparameter fiir das Modell nach von Wolffersdorff 1996: Schiitt-
giiter PET (Polyethylenterephtalat), PP (Polypropylen) und PS (Polystyrol), Ver-
gleich zu den Parametern von Herle (1997) fiir PET

nicht zu beschreiben. Es sind weitere Bestimmungsversuche fiir die FlieBeigen-
schaften erforderlich. Im Rahmen dieser Arbeit wird eine Erweiterung des quasi-
statischen Stoffmodells (Gleichung (3.2))) mit einem viskosen Zusatzterm verwen-
det. Die Bestimmungsversuche fiir die neuen dynamischen Parameter (siche Ka-
pitel 3.6.3)) befinden sich in Vorbereitung. Es werden optische Messverfahren ein-
gesetzt, die es ermoglichen, das FlieBen des Schiittgutes unter verschiedenen Be-
dingungen zu messen. Mit Simulationsrechnungen kdonnen dann die dynamischen
Parameter angepasst werden.

3.6.1 Viskositit im Schiittgut

Fiir die Beschreibung der dynamischen Vorginge sowie der raschen Bewegun-
gen des Schiittgutes wird eine Ergdnzung der statischen Modellgleichungen (3.1))
oder (3.2)) erforderlich. Das viskose Verhalten von Schiittgiitern ist spatestens seit
Bagnold (1954 ) bekannt.

Die Beschreibung des Fluidverhaltens kann durch einen additiven Term, der zu
der hypoplastischen Modellgleichung hinzugefiigt wird, erfolgen. In der Arbeit
von [Hwang (1994) wird die Herleitung fiir das kinetische hypoplastische Modell
aus einer allgemeinen Funktionalgleichung fiir den in Ratenform angegeben. Es
ergibt sich eine Summe aus der hypoplastischen Stoffgleichung, einem viskosen
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Term und einem Term, bei dem die Deformationsrate quadratisch eingeht. Somit
kann das viskose Verhalten sowohl im Experiment (Bagnold (1954)) beobachtet,
als auch theoretisch (Hwang (1994)) hergeleitet werden.

Die JAUMANNsche Spannungsrate T aus ll oder aus l) wird um einen ge-
schwindigkeitsabhiingigen Term additiv erweitert (siehe auch |Gudehus (1979)
und Haubler (1984)).

T= nT,D) +¢T,DP)=T,+T,=#:D+%:D (3.23)
———

quasistatisch viskos

Die Abkiirzungen ’i“s und ’i’v stehen fiir die statischen bzw. dynamischen Anteile
der JAUMANNschen Spannungsrate. ¢ bezeichnet hier den geschwindigkeitsab-
hingigen viskosen Stofftensor , dieser ist verkniipft mit der JAUMANNschen De-
formationsrate D. Der erste Summand aus (3.23) beschreibt den quasistatischen
Anteil und der zweite den geschwindigkeitsabhingigen viskosen Anteil, der beim
schnellen FlieBen die Scherspannungen beriicksichtigt. Es existiert keine klare
Trennung zwischen den beiden Anteilen. In der Rechnung werden generell beide
Anteile beriicksichtigt.

Bei der Berechnung von proportionalen Verformungspfaden hat der viskose Anteil
zwei Aufgaben:

1. Solange sich das Material in Bewegung befindet und die Fliegrenze bzw.
die Singularitdtsbedingung des statischen Teiles nicht erreicht ist, hat das
granulare Material noch eine von Null verschiedene Steifigkeit.

2. Der viskose Anteil iibernimmt an den Stellen einsetzender Bewegung eine
dimpfende Wirkung und stabilisiert dadurch die Berechnung.

Visko-plastische Stoffmodelle haben ein stabileres numerisches Losungsverhalten
als jene ohne Viskositit. Die Grundvoraussetzung hierfiir ist jedoch, dass die vis-
kosen Spannungen im Verlauf der Rechnung abklingen und ein stationérer, elasto-
plastischer bzw. hypoplastischer Gleichgewichtszustand erreicht wird.

Fiir die Berechnung des CAUCHYschen Spannungstensors aus Gleichung (3.23)
im EULERschen Bezugssystem muss das Stoffmodell und daher die JAUMANNsche
Spannungsrate T auf das raumfeste Koordinatensystem transformiert werden. Die
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JAUMANNsche Spannungs- bzw. Deformationsrate T und D sind gemil Glei-
chung Q1) T = T+ T:W-W:TundD =D +D:W—W:D de-
finiert. Unter Beruckswhtlgung des konvektiven Terms der zeitlichen Ableitung
vonT = %rf +v-VTundD = + v - VD (vergleiche Gleichung ( .) ergibt
sich die Gleichung (3.23)) zu:

oT oD
- D 24
5 H:D+9G: 8t (3.24)

-

physikalisches Materlalverhalten
—(T-W-W:T+v.-VI)+9:(D:W-W:D+v-VD).

(.

geometrisch nichtlineare Formulierung

Mit numerischer Integration von Gleichung (3.24) kann der CAUCHYsche Span-
nungstensor T berechnet werden. Die statischen und dynamischen Anteile miis-
sen fiir das Modell nach Kolymbas von 1989 getrennt ermittelt werden, da
die statischen Spannungen den physikalischen Eigenschaften des Schiittgutes ent-
sprechen miissen und somit gewissen Restriktionen unterliegen. Fiir das Stoffmo-
dell von Gudehus und von von Wolffersdorff (3.2)) von 1994 ist dieses Vorgehen
nicht erforderlich, da die Spannungsrestriktionen direkt im Modell implementiert
sind. Bei der Entleerungsberechnung mit der FINITE-ELEMENT-METHODE wer-
den sehr kleine Zeitschritte erforderlich, um zu einer Konvergenz des Verfahren
bzw. zu zulédssigen Spannungszustdnden zu gelangen.

3.6.2 Fluidbeschreibung: Linearer und nichtlinearer Ansatz

In einer ruhenden viskosen Fliissigkeit treten keine Schubspannungen auf. Die
Schubspannungen hiingen von der zeitlichen Anderung der Verzerrung, also der
Deformationsrate D, ab (Bild [3.10). Man spricht vom NEWTONschen Fluid bei
einem linearen Zusammenhang zwischen der Schubspannung 7 und der Verzer-
rungsdnderung D. Die Bezeichnung des nicht-NEWTONschen Fluids steht fiir
einen nichtlinearen Zusammenhang zwischen Schubspannung und Verzerrungs-
dnderung.

Fiir die Beschreibung des flieBenden Schiittgutes sind in der Literatur beide Ansit-
ze vorgestellt worden. HaubBler (1984) und |Gladen (1985)| stellen einen linearen
Ansatz der NEWTONschen Fliissigkeit fiir die Viskositit unter Ausnutzung der
STOKEschen Bedingung vor:
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Bild 3.10: Viskoses Fluid mit der Dichte p: Scherspannung 7 in Folge der Scher-
geschwindigkeit v

T, = 2u D
(v)  _
T, = 2u ng (3.25)

ij

Stadler und Buggisch (1985) sowie Savage und Sayed (1984) verwenden einen
nichtlinearen Ansatz in Analogie zu einer nicht-NEWTONschen Fliissigkeit

T, = 2u/tr(D?)D =
2
= 5m/tr(D?)tr(D)I + 2/tr(D2)D’ (3.26)

In dieser Arbeit wird der dynamische Materialtensor ¢ aus (3.23)) in Analogie zur
nicht-NEwWTONschen Fliissigkeit (3.26) formuliert

Gijkt = 24/ tr(D") - (6i61) = YVayn * (6irbj1)- (3.27)

Es wird der dynamische Materialkoeffizient 7y, [N/m?] mit dem in Kapitel
neu eingefiihrten dichteabhingigen Viskosititsparameter 1[Ns/m2| verwendet. Der
Deviator der Deformationsrate D’ = D — 1¢r(D)I stellt die Schubverformung
bzw. Verzerrungsianderung des Materials dar.
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3.6.3 Dichteabhiingige Viskositit 1

Entsprechend dem Verhalten von viskosen Materialien wird mit eine dich-
teabhiingige Viskositit eingefiihrt. Hiermit wird der Verdnderung der Viskositét
im Schiittgut bei starker Auflockerung oder Verdichtung Rechnung getragen. Der
Viskositidtsparameter p ist von der momentanen Dichte des Schiittgutes abhén-
gig. So wird die Viskositdt im Auslaufbereich bei abnehmender Dichte kleiner
und in Verdichtungszonen groBer. Fiir die Anfangslagerungsdichte py wird aus
Versuchen eine Anfangsviskositit 1y bestimmt. Im Entleerungsverlauf wird der
Parameter o mittels

po= (£g2>¢-ﬁm (3.28)

£o

berechnet. Die Dichte ist eine Funktion der Zeit und wird zu jedem Zeitschritt mit
p(t) ausgedriickt. Der Exponent ¢» wie auch die Anfangsviskositit jo sind Materi-
alwerte, die am Experiment kalibriert werden. In Bild ist die Funktion (3.28)
im Bereich p(t) = 0 bis p(t) = 1.2p, fur verschiedene Werte 1) aufgetragen.
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Bild 3.11: Viskositdtsparameter ;¢ aus Gleichung (3.28)) aufgetragen iiber dem
Dichteverhiltnis p(t)/po: Einfluss des Exponenten 1)



4 EXPERIMENTELLER AUFBAU

4.1 Experimentalsilos

Am Institut fiir Mechanische Verfahrenstechnik (IMVT) und am Braunschweiger
Silopriifstand stehen Experimentalsilos zur Verfiigung, an denen unterschiedli-
che messtechnische Instrumente angebracht sind. Es handelt sich um Silos mit
rechteckigem Querschnitt und als Schiittgut werden die freiflieBenden, grobkor-
nigen Kunststoffgranulate PET (Polyethylenterephtalat), PP (Polypropylen) und
PS (Polystyrol) verwendet (siehe Tabelle [3.2)).

Die Messung der Wandspannung erfolgt mittels spezieller Messzellen des IMVT.
Hierbei werden die Wandnormalspannung, die Wandscherspannung und Momen-
tenspannung, die von schiefer Belastung der Messzelle herriihrt, aufgenommen.
Zur Aufnahme von FlieBprofilen kommt eine CCD-Kamera zum Einsatz (Bild@4.I).
Diese Kamera nimmt zeitgleich zu der Spannungsmessung das Schiittgut durch
die transparenten Plexiglaswénde hindurch auf. Bei der Auswertung der Bildda-
ten kommen spezielle Verfahren und Computer-Software zum Einsatz, die ein
Partikel-Tracking, das Verfolgen von einzelnen Partikeln ermoglicht oder die Particel-
Image-Velocemitry Methode, bei der ein FlieBprofil im Bildbereich erstellt wird.

1. Der Stahlsilo des Silopriifstandes in Braunschweig hat einen Querschnitt
von 800mm x 1200mm und eine Schaftlinge von 5000mm. An diesem Silo
konnen unterschiedliche Trichterneigungen montiert werden. Die Entlee-
rung erfolgt iiber einen Gurtforderer. Es werden Wandspannungen gemes-
sen.

2. Ein Modellsilo aus Plexiglas des IMVT hat einen Querschnitt von 100mm
x 200mm und eine Schaftlinge von 1800mm. Es werden Trichterneigungen
von 15° und 60° untersucht. Die Entleerung wird hier durch freien Ausfluss
des Schiittgutes realisiert. Es werden FlieBprofile mittels CCD Kamera auf-
genommen.

3. Der Versuchssilo des IMVT besteht aus Plexiglas mit einem Stahlrahmen.

44
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Bild 4.1: CCD-Kamera: Versuchsaufbau fiir die Messung der FlieBprofile

2585000888835

Der Silo hat einen Querschnitt von 400mm x 800mm und eine Schaftlinge
von 2300mm (Bild 4.2). Das Wandmaterial Plexiglas mit der Dicke 25mm
wird durch eine steife Stahlkonstruktion gestiitzt. An diesem Silo kénnen
beliebige Trichterneigungen in einem Bereich von 90° bis 10° eingestellt
werden. Die Entleerung erfolgt iiber einen Gurtforderer. Der Stahlrahmen
ist auf drei Wigebalken (Messposition B1-B3 in Bild gelagert. Der
Vorratssilo oberhalb der Konstruktion und das Férderband sind vom Testsi-
lo entkoppelt. Es werden Wandnormalspannungen, Wandverformungen und
die Gewichtskraft gemessen. Die FlieBprofile werden mit der CCD Kame-
ra aufgenommen. Im Fiillzustand treten Wandverformungen des Plexiglases
von bis zu 2, 3mm (Bild[5.6) zwischen zwei Stahlprofilen auf. Fiir die Simu-
lation ist es somit erforderlich, die Wandverformungen zu beriicksichtigen.
In Bild[5.2]sind die Befestigungspunkte der Plexiglasscheiben am Stahlrah-
men durch Auflager gekennzeichnet, siehe (Kapitel [5.5.2).

4.2 Messtechnik

Die Messtechnik nimmt die Wandverformungen mit Wegaufnehmern, die Wand-
normalspannungen mit Spannungsmesszellen (Bild 4.2] R1-R8 und L1-L8) und
das Geschwindigkeitsfeld mit einer Hochgeschwindigkeitskamera durch die Silo-
wand hindurch auf. Fiir die Messung der dynamischen Vorginge ist es erforder-
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Bild 4.2: Versuchssilo: Konstruktion und Positionen der Spannungsmesszellen R,
L; (rechts und links), der Wegaufnehmer IW; und der Wégebalken B;

lich, hohe Abtastraten und eine mdoglichst gleichzeitige Messung an allen Stellen
zu gewihrleisten. Hierzu werden die Messungen der Hochgeschwindigkeitska-
mera und die Messungen mit den Spannungsmesszellen durch ein Triggersignal
synchronisiert. Die Gleichzeitigkeit der Messung an allen Spannungsmesszellen
wird durch mehrere Messkarten mit hoher Samplingrate und durch binéres Her-
ausschreiben der Daten erreicht.



S NUMERISCHE UMSETZUNG

Die FINITE-ELEMENT-METHODE (FEM) ist ein numerisches Naherungsverfah-
ren. Es konnen komplexe Probleme aus dem Ingenieurbereich untersucht werden,
fiir die keine geschlossenen Losungen angegeben werden konnen. Die FINITE-
ELEMENT-METHODE hat heute eine breite Anwendung gefunden, und es gibt ei-
ne Vielzahl kommerzieller Software. Zur Einfithrung in die Berechnungsmetho-
de sei hier auf die Literatur verwiesen. Grundlagen und Herleitung der Methode
finden sich beispielsweise in [Zienkiewicz (1984), [Bathe (1990) und Dinkler und
Ahrens (1994).

Im folgenden werden die Zusammenhinge gezeigt, die im FINITE-ELEMENT-
METHODE Berechnungsprogramm SILO zur Anwendung kommen. Zunéchst wer-
den die Gleichgewichtsbedingungen formuliert und anschlieBend wird die Imple-
mentierung des Stoffmodells (3.2)) von Gudehus und von von Wolffersdorft 1996
vorgestellt.

5.1 Aufstellen des Gleichungssystems

5.1.1 Zusammenstellung der Gleichungen

Zur besseren Lesbarkeit werden die verwendeten Gleichungen hier noch einmal
zusammengefasst:
1. Dynamisches Gleichgewicht (2.3))
V-T+p(z,t)(b—v)=0 (5.1

2. Materielle Ableitung der Relativgeschwindigkeit (2.4)

V:%—Z—FV-VV (5.2)

47
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3. Kontinuititsgleichung (2.5))

dp B
i +V-(pv) = (5.3)

4. Kinematische Beziehungen
(a) Geschwindigkeitsgradienten (2.6)
L=vwWw=D+W (5.4)
(b) Deformationsrate (symmetrisch) (2.8)

L4 LT
D—1°= +2 :VVZVV (5.5)

(c) Rotationsrate (unsymmetrisch) (2.9)

L_LT _
WLt = = _VVQVV (5.6)

5. Verformungsbeschleunigung (2.10)
D,=D-D+D-W-D+D-W. (5.7)

5.1.2 Integrale Darstellung

Die schwache Form der Bewegungsgleichung (5.1)) ist im Gebiet €2 erfiillt, wenn
mit der Variation der Geschwindigkeiten dv als Wichtungsfunktion gilt:

/[p(v —b)— VT 6vdQ =0 (5.8)
Q

Das Gebiet 2 ist der Innenraum des Silos, der mit Schiittgut gefiillt ist. Die Rand-
bedingungen sind zum einen an den Winden und an der Auslaufoffnung I, die
vorgegebenen Geschwindigkeiten und zum anderen an der freien Oberfliche I'y
die Spannungsrandbedingungen. Die Wichtungsfunktionen bzw. die Geschwin-
digkeitsfelder, die zur Losung zugelassen sind, miissen die kinematischen Rand-
bedingungen erfiillen. Daher sind die Komponenten von §v auf der Berandung I",,
im Bereich der Wandelemente gleich 0:

ov=20 auf T, (5.9)
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Um eine Formulierung zu finden, in der die Spannungen und die Geschwindigkei-
ten miteinander gekoppelt sind, wird zunéchst aus der Gleichung (5.8) das Volu-
menintegral fQ V - Tdf) mit Hilfe des GAUSSschen Satzes und der Produktregel
in

/V~TdQ:—/T:6(VV)dQ+/ T-nf-évde+/ T - ny - dvdly,
Q Q r;

I

(. /

_omit (5.9)
(5.10)

tiberfiihrt. Dabei bezeichnet n die Randnormale, T - n; = fr die vorgegebene
Lastauf I'y und I', + I'y = I" den gesamten Rand des Gebietes (2.

Fiir das verbleibende Randintegral aus Gleichung (5.10)) kann man auch einfacher
schreiben:

/T~nf~6vdF:/ fp~5vde. (5.11)
Ty Ty

Da die Variation des Rotationsratentensors keinen Einfluss auf den Spannungsten-
sor hat, gilt der Zusammenhang:

T:0W =0. (5.12)

Somit kann mit (5.12) und der Formulierung des Geschwindigkeitsgradienten L
aus (5.4) fir den Integranden T : 6(Vv) der Integralgleichung (5.10) wie folgt
geschrieben werden:

T:6(Vv)=T:0D. (5.13)

Werden (5.11) und (5.13) in (5.8) eingesetzt, so erhélt man den Ausdruck:

/ p(V — b) - §vdS2 + / T:6DdQ— [ fr-6vdl; = 0. (5.14)
Q Q T
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Mit der materiellen Zeitableitung v nach (5.2) erhilt man aus (5.14) die folgende
Gleichung, die die Impulsbilanz darstellt:

/T:(5DdQ—|—,0/(a—V+V-VV)-5de:p/b~(5de+/ fr - dvdly.
Q o Ot Q r
(5.15)

Die Gleichung (5.15) wird mit der FINITE-ELEMENT-METHODE gelost (siehe

Kapitel [5.2)).

5.2 Losen des Gleichungssystems mit der FEM

Damit die Rechenregeln der Matrizenalgebra angewendet werden konnen, wird
folgende Schreibweise eingefiihrt:

Vektor ——  Vektor (Tensor 1. Stufe)
Tensor 2. Stufe —— Tensor 1. Stufe
Tensor 4. Stufe —— Tensor 2. Stufe.

Die Indizierung ist im Anhang zu finden.

Die Gleichung (5.15) aus dem Abschnitt[5.1.2)kann mit diesen Vereinbarungen in
der Form

/5DT-TdQ+p/5VT-(a—V+V-VV)dQ:p/6VT-bdQ+/ svl - frdl
Q Q ot Q r
(5.16)

geschrieben werden.

Das zu untersuchende Gebiet €2 wird bei der FINITE-ELEMENT-METHODE (FEM)
in endlich viele Elemente aufgeteilt. Die Gleichung (5.16) wird auf Elementebene
berechnet. Im Element werden die Geschwindigkeiten v(X,t) mittels eines Pro-
duktansatzes der Ansatzfunktionen IN(X) mit den Freiwerten v (t) approximiert:

v(X,t) = N(X) - v, (t) (5.17)
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mit:

v(X,t) Losungsvektor der Geschwindigkeiten im EULERschen
Bezugssystem
vi(t) Geschwindigkeitsvektor der raumlich festen Elementknoten
N(X) Matrix der Ansatz- bzw. Formfunktionen

Als unbekannte Werte treten hier die Knotengeschwindigkeiten v, auf. Die Ansatz-
bzw. Formfunktionen in IN(X) miissen fiir jeden Elementtyp geeignet gewéhlt

werden und ausreichende Differenzierbarkeit gewihrleisten (Rombach (1991)).

So miissen die Ansatzfunktionen, die in der Regel Polynome sind, Kontinuitét

der Geschwindigkeiten und Deformationen an den Elementrindern gewihrleisten,

damit eine Konvergenz der Berechnung erreicht wird. Mit den Ansatzfunktionen

wird der Losungsraum festgelegt.

Sollen die Deformationsrate und die Rotationsrate im Losungsraum dargestellt
werden, muss v aus (5.17) entsprechend der Vorgaben aus den Gleichungen (5.5))
und (5.6) nach dem Ort differenziert werden. Es entstehen die beiden Ausdriicke

B(X) - v, (t) (5.18)
W(X,t) = NEVINX) v (1) =R(X)-v,(t) (5.19)

mit der sogenannten Verzerrungsmatrix B(X) und der Rotationsmatrix R(X).

Werden die Variationen der Geschwindigkeit ov und der Deformationsrate 6D aus
Gleichung (5.16) im Losungsraum der Ansatzfunktionen N(X) mit den Knoten-
geschwindigkeiten v () dargestellt, entsteht die Gleichung

ovi - (Jo BT - TdQ+p [(NT-NdQ- 2=+ p [ NT . vUNdQ - v;) =
ovE - (p JoNT - bdQ + [ NT-frdly) . (5.20)

Die Integralausdriicke aus Gleichung (5.20) werden durch Abkiirzungen, denen
eine physikalische Bedeutung zugeordnet werden kann, ausgedriickt. Somit ergibt
sich das Kriftegleichgewicht zu:

f+M-%+Mv-vk:p (5.21)
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mit den Abkiirzungen:

f= fQ B” . TdQ Vektor der inneren Knotenkrifte (5.22)

M = p JoNT - NdQ konsistente Massenmatrix (5.23)

My = p [,N".v.-VNdQ konvektive Massenmatrix (5.24)
p= p fQ N7T . bdQ Vektor der Volumen- und

+ frf NT . frdl';  Oberflichenlasten (5.25)

Fiir die zeitliche Integration wird ein implizites EULER-Verfahren eingesetzt. Die
partielle Ableitung vy, /0t aus Gleichung (5.21) wird durch den Differenzenquo-
tienten (viTA — vi)/At mit dem Zeitinkrement At = 4 — ¢ ersetzt.

t+At t

A7 _ _(Mt+At)fl . (MtVJrAt i V}t:rAt + ft+At . thrAt)' (526)

Mit Hilfe der Gleichung (3.24)), in der die CAUCHYsche Spannung unter Einbe-
ziehung des Stoffmodells und der geometrisch nichtlinearen Formulierung dar-
gestellt wird, kann der Vektor der unbekannten inneren Knotenkrifte berechnet
werden. In Gleichung wird die partielle Ableitung der Deformationsrate
durch den Vorwirtsdifferenzenquotienten 1. Ordnung ersetzt. Unter Beriicksich-
tigung der Formulierung (5.18) im Losungsraum der Ansatzfunktionen und dem
darin eingesetzten Differenzenquotienten ergibt sich

Dt+At —_ Dt V?—At _ V}‘,C

A7 A7 (5.27)

Die Spannung des Zeitschrittes ¢ + At kann wie folgt geschrieben werden:

THA = T AL(AHAE B viFAL L 1A L gt tAL L B (viFAt_ vty (528)

mit der Abkiirzung 1,, fiir den geometrisch nichtlinearen Anteil aus Gleichung
(29
l;’LAt - Tt-R. V}?_At R V?_At T 4 ijAt . VT!
_i_gt-l-At . (B . VZ—I—At ‘R.- VZ—FAt
—R v B viTA L yITAL YR L yiTAY) (5.29)
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Multipliziert man Gleichung (5.28)) von links mit der Verzerrungsmatrix B und
fiihrt die Integration iiber das Gebiet €2 aus, so erhilt man einen Ausdruck fiir die
unbekannten inneren Knotenkrifte in Abhingigkeit der Knotengeschwindigkeiten
Vi.

FIHAL — ff L AG(KEFAL L AL | prEAT) | OHFAL (yEHAL gt ) (5.30)
mit den Bezeichnungen:

K= [,B" -2 :BdQ Steifigkeitsmatrix
C = fﬂ B” .4 :BdQ)  Viskositiits- oder Dimpfungsmatrix
f. = |, B’ - 1dQ Krifte aus geom. nichtlinearer Formulierung

f, = fQ B” . TdQ Krifte aus linearer Formulierung.

Mit den Gleichungen und (5.30) ergibt sich das Kriftegleichgewicht zu:

1
bVt + At) = (EMHM+M@LAt+Ath+At+Ct+At) _V2+At
+ AtféJrAt _ (éMtJrAt ) Ct+At>V}€C - pitat

-0 (5.31)

Zunichst wird die Gleichung (5.31)) bis zum ersten Glied in eine TAYLOR-Reihe
entwickelt. Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems wird ein modifizier-
tes Newton-Raphson-Verfahren gewihlt. Beim Newton-Raphson-Verfahren wird
bei jedem Iterationsschritt die Steigung neu berechnet Bild [5.1}a, was bei ge-
eignetem Startwert eine quadratische Konvergenz bewirkt. Da es aufwendig ist,
die Steifigkeitsmatrix in jedem Iterationsschritt neu zu berechnen, wird auf das
modifizierte Newton-Raphson-Verfahren zuriickgegriffen. Wie in Bild [5.1}b zu
erkennen ist, wird beim modifizierten Verfahren mit der Steigung aus dem er-
sten Berechnungsschritt gerechnet. Das Verfahren verliert die quadratische und er-
reicht nur noch lineare Konvergenz, so dass beim modifizierten Newton-Raphson-
Verfahren eine groBlere Anzahl Iterationsschritte benotigt werden. Im FINITE-
ELEMENT-METHODE Berechnungsprogramm SILO werden wihrend der Iterati-
on die Verdnderung der konvektiven Terme der Massenmatrix My, der geome-
trisch nichtlinearen Terme 1,,, sowie die Verdnderung des Lastvektors p vernach-
lassigt (siehe hierzu Rombach (1991)). Die Qualitit der Konvergenz wird ver-
schlechtert, der Rechenaufwand insgesamt verringert sich jedoch. Der Startvektor
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fiir die Iteration wird aus den Werten des vorhergehenden Zeitschrittes linear ex-
trapoliert.

a) nicht modifiziert b) modifiziert

Bild 5.1: Newton-Raphson-Verfahren: Niherung Ay nach zwei Iterationen in a)
besser als in b) nach drei Iterationen

5.3 Massenerhaltung

Zur Beriicksichtigung der Massenerhaltung wird die Gleichung (2.5) herangezo-
gen. Nimmt man an, dass die Dichte p im Gebiet {2 gleich ist, ergibt sich nach
dem Satz von GAUSS:

/ @—I-V-(pv)} dQ:Q@ij]{(V-n)dF:O. (5.32)
0 r

ot ot
Die zeitliche Ableitung der Dichte 0p/0t wird durch den Differenzenquotienten
(p!TAt — p!) /At ersetzt, so dass die Dichte zum Zeitpunkt ¢ + At nach

A
A (1 _at f{ v;;dr) (5.33)
Q Jr

berechnet werden kann. Hier bezeichnet v!, die Geschwindigkeit normal zum
Rand v,, = v - n zum Zeitpunkt ¢. Das Oberflichenintegral in Gleichung (5.33)
kann bei den im Programm SILO verwendeten isoparametrischen Finiten-Elemen-
ten (sieche Rombach (1991)) auf Elementebene mit den lokalen Ableitungen der
Formfunktionen berechnet werden. Daher muss die Integration fiir jeden Element-
typ nur einmal durchgefiihrt werden.
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5.4 Bestimmung der Stoffmatrix

Fiir eine Implementierung des Modells von Gudehus und von von Wolffersdorff
(Gleichung (3.2)) in das Berechnungsprogramm SILO muss eine Abspaltung der
Deformationsrate D erfolgen. Die Gleichung bzw. der quasistatische Teil aus
Gleichung (3.23)) ldsst sich in drei Teile zerlegen

T, = #:D (5.34)
1 1 A A A A
= eﬁFQD—F eﬁ(ﬁTfTT'D + f;aF (T + T)||D|| .
fof. (T ) Jol (T -7 ( )+ fa (3}’ )[|DI|
I.TFerrm Z.TF;‘m .

Bei der Abspaltung der Deformationsrate von den drei Termen entsteht jeweils
ein Produkt mit drei Faktoren:

1. Ein Skalar C};, der vom Spannungszustand des vorherigen Berechnungs-
schrittes abhéingt

2. Stoffmatrizen H;

3. Deformationsrate d (zur Schreibweise siehe Kapitel [A.2.2)).

Hier werden wiederum die Tensoren 2. Stufe als Vektoren und Tensoren 4. Stufe
als Matrizen geschrieben (Umformungen siehe Kapitel [A.2.2)), damit die Rechen-
regeln der Matrizenalgebra angewendet werden konnen.

Die Spannungsrate T aus (5.34) kann im Produkt mit der Deformationsrate d fol-
gendermallen dargestellt werden:

3
T= Z(CZHZ) -d = (C1H; + C:H, + C5H3) - d. (5.35)

=1

Dabei werden die Stoff- oder Steifigkeitsmatrizen H; mit den Gleichungen (5.37)
bis (5.39) bestimmt. Die Gesamtstoffmatrix erhilt man aus der Summation der
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drei Terme aus (5.35):

3
A= CH,. (5.36)

i=1

Fiir die einzelnen Terme aus Gleichung (5.34)) gilt:

e 1. Term:
A ————F’d=CH, -d (5.37)
fof. (T ) Hy -
mit:
Ol — tr({{:feT) ) dT - (d117 d127 d227 d337 d237 d13)
H, = F?I
I = Einheitstensor 4. Stufe
F = skalare Funktion (siehe Gleichung[3.5)
e 2. Term:
fbfe = 2TtT'(T D) C2H2 -d (538)
tr(T 'T)
mit:
tr{l:ji:‘fe. T) ) d - (d117 d127 d227 d337 d237 d13)
_7?117?11 27?127?11 7?227?11 7?337?11 2T23T11 2T13T11
7j117j12 2T12T12 T22T12 7:33TA12 2T23T12 2T13T12
H, — T1115 2T12T22 T22T22 T33T22 2T23T22 2T13T22

7?117?33 2T12T33 T22T33 T33T33 2T23T33 2T13T33
7j117j23 27}27;23 7j227j23 T33T23 27?237}3 2T13T23
| T1uThs 2719113 ToeThs TysTis 2Th3Ths 2T13T13_
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e 3. Term:
“ “ F “ “
f.aF (T +1)||D|| = ga (T +T)D:D=CH;-d - (539)
mit
al’
O3 = \/J% , d=(di, dio, dys, ds3, das, di3),
> . .
Ty = TZJ—FTZJ
m S b 2 5 2 b
T1wDy 2101 D1 ThDay T11Dss 2111 Das 2111 Dq3
> > > > > >
TioDyy 2111 Do TigDay Th1Dsz 2T19D23 2711 D3
> > > > > >
H TooD1y 2159 D19 To9Doy T5D33 2T55D03 2T53D3
3 — = = = = = b))
T33D1 2T33D15 T33D20 T33D33 2133093 2T33D13
2 > 5 D D >
TosDyy 2T53D19 Tos3Day To3Dss 2T53D93 2T53D3
> 5 > > > 5
| T13D11 2T13D19 Ti3Dap T13D3z 2T13D23 2T13D13)

Aus dem Spannungs- und Verzerrungszustand des vorherigen Berechnungsschrit-
tes werden die Konstanten C' bis C's, die druck- und porenzahlabhingigen Fak-
toren f, fq fo (3.7)-(3.10) und die skalare Spannungsfunktion /' = F(T) (3.5)

berechnet.

5.5 Randbedingungen

5.5.1 Geschwindigkeit am Auslass

Bei dem Versuchssilo (Kapitel [4.1)) des Instituts fiir Mechanische Verfahrens-
technik (IMVT) wird die Abzugsgeschwindigkeit des Schiittgutes durch ein For-
derband geregelt (siehe Bild . Der Abstand zwischen der Offnung des Silos
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Bild 5.2: Der experimentelle Aufbau des Silos

und dem Forderband betrdgt 40mm. Die Auslaufgeschwindigkeit des Schiittgu-
tes kann durch die Forderbandgeschwindigkeit im Bereich von 0.01m/s bis 0.1m/s

geregelt werden.

Im Berechnungsprogramm SI1LO wird die Geschwindigkeit als Randbedingung
am Auslauf vorgegeben. Die Offnungsperiode, in der die Geschwindigkeit von
Null bis auf den maximalen Wert hochgefahren wird, betrigt in den verwendeten
Beispielen At = 0.2s. Diese Offnungsperiode ergibt sich aus dem Rechenzeitauf-
wand und der Forderung, dass das Offnen nicht mit einer hoheren Beschleunigung
als der Erdbeschleunigung erfolgen darf. Es ergibt sich die Offnungsbeschleuni-

gung agy bei Vi, = 0.017/s zu:

Viaz  0.01

A= "Ar T 02

m
2=V
S

20 <9810 =g (5.40)
S S
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und bleibt damit deutlich unterhalb der Erdbeschleunigung g. Bei einer Zeit-
schrittweite von 10~%s werden 2000 Zeitschritte bendtigt. Vergleichsrechnungen
haben ergeben, dass ein moglichst stetiger Anstieg der Geschwindigkeit erfolgen
sollte, und dass eine horizontale Tangente zum Entleerungsbeginn und beim Er-
reichen der maximalen Geschwindigkeit notig ist. Hierfiir eignet sich besonders
eine e-Funktion, in der Literatur findet sich die SIGMOID-Funktion:

max — min

T (5.41)

Yy = min +

Mit der Gleichung (5.41)) kann die e-Funktion zwischen den Werten min und max
(mid = W) mit der Steigung m angepasst werden (siehe Bild .

! P T e
0.8 r
0.6 " m= 1
3 m= 1() ------------
” m= 20 e
04 r
02 r
Y P e ‘
-100 =50 0 50 100

Bild 5.3: Die SIGMOID-Funktion aus Gleichung (5.41)): Verlauf fiir verschiedene
m mit min = 0 und max = 1.0 = y = (1 + e0>-2)/m)~1

Zu Beginn des Offnens und beim Erreichen der maximalen Geschwindigkeit sind
jeweils horizontale Tangenten vorhanden. Die Offnungsgeschwindigkeit wird mit
dieser Funktion zwischen den Werten Null und Eins geregelt. Die Simulation rea-
giert empfindlich auf Unstetigkeiten oder Spriinge beim Hochfahren der Auslass-
geschwindigkeit. Daher ist es wichtig, dass geniigend Zeitschritte verwendet wer-
den, die die horizontalen Tangenten abbilden. Da die SIGMOID-Funktion stetig
ist, ist die Simulation gegeniiber der Steilheit des Anstiegs unempfindlich. Eine
mittlere Steilheit mit m = 10 hat sich bewéhrt.

Die Geschwindigkeitsverteilung am Auslass iiber die Auslaufbreite muss vorge-
geben werden. Vergleichsrechnungen haben ergeben, dass sich infolge der Rei-
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bung die Geschwindigkeit des ausflieBenden Schiittgutes zur Wand hin auf 91,5%
reduziert. Wird die Geschwindigkeit am Rand zu hoch vorgegeben, kommt es zu
unzulédssigen Zugspannungen in den Elementen und zu Konvergenzproblemen der
Simulationsrechnung. In Bild [5.4] sind drei Funktionen dargestellt, die mogliche
Geschwindigkeitsverteilungen am Auslass darstellen. Die SIGMOID-Funktion hat
sich hier am vorteilhaftesten erwiesen. Die Funktion (Bild [5.4) gewihrleistet ei-
ne horizontale Tangente in der Symmetrieachse und einen zur Wand hin stetig
abnehmenden Geschwindigkeitsverlauf.

91 T T T T T T T
92 r Sigmoid — .
93 | Bilinear --e-ee e/
Kreissegment - d
94 L o
95 +
96 -
97
98
99

100 ] L u‘/ 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Symmetrielinie [mm] War

vertikale Geschwindigkeit [%]

Bild 5.4: Geschwindigkeitsverteilung am Auslass: In der Symmetrie (x = Omm)
100%, am Rand (z = 40mm) 91,5% der maximalen Auslassgeschwindigkeit vor-
gegeben. Vergleich von verschiedenen Funktionen

5.5.2 Wandelemente

Die Silowand besteht aus Plexiglasplatten, die auf einem Rahmen aus Stahlpro-
filen befestigt sind (Bild [5.5}a). Es kann von einer festen Lagerung der Platten-
rander ausgegangen werden. Fiir die Simulation in 2-D wird die Platte auf einen
Balken reduziert (Bild[5.5}b). Vergleichsrechnungen zeigen, dass die Verformung
der Plexiglasscheibe in der Silomittelachse durch das Tragverhalten eines Balkens
angenihert werden kann.

Balkenelemente in 2-D haben neben zwei Verschiebungsfreiheitsgraden einen zu-
satzlichen Verdrehungsfreiheitsgrad, der fiir die Beschreibung des Schiittgutver-
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Plexiglas 20mm

S\

N

a) b)

Bild 5.5: a) Wandaufbau: Plexiglas mit Stahlprofilrahmen b) Reduktion: Einge-
spannte Platte approximiert durch eingespannten Balken

haltens nicht verwendet wird. Nach Zienkiewicz (1984 ) bilden 8-Knoten Elemen-
te unter Verwendung einer 4x4 GAUSS-Integration das Tragverhalten eines Bal-
kens mit einer Genauigkeit von iiber 90% zur exakten Losung ab. Vergleichsrech-
nungen mit dem FINITE-ELEMENT-METHODE Programm SILO haben ergeben,
dass die Verformung eines eingespannten Balkens mit Einzellast am freien Ende
auf diese Weise mit einer Genauigkeit von ca. 95% zu der exakten Losung be-
rechnet wird. So kann hier auf die Verwendung von Balkenelementen und einer
Koppelung von Verdrehungsfreiheitsgraden mit Geschwindigkeitsfreiheitsgraden
verzichtet werden.

Die Wandelemente werden durch isoparametrische Finite-Elemente mit acht Kno-
ten und elastischem Stoffmodell approximiert. Die Bestimmung des notwendigen
Elastizititsmoduls der Wandelemente erfolgt durch Kalibrierung am Experiment.
Die Simulationsergebnisse des Fiillzustandes (Bild [5.6) werden mit den Messun-
gen der Silowandverformung verglichen und der Elastizitdtsmodul der Wandele-
mente (Tabelle[5.1)) wird in der Art angepasst, dass die berechneten und gemesse-
nen Werte ilibereinstimmen.

Der Wert fiir den Elastizitditsmodul der Wandelemente in der Simulation ist ca.
103fach groBer (Tabelle als der Wert fiir reales Plexiglas. Dies ist durch die
Reduktion des 3—-D Wandaufbaus (Bild[5.5) auf die 2-D Simulation (Bild[5.6) zu
erkldren.
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Bild 5.6: Elastische Wandverformung im Fiillzustand: Anpassen des E-Moduls in
der 2-D Simulation an das 3-D Experiment

Materialwerte dso Pb Ve P A
Schiittgut [mm] | [ke/m?] | [7] ] -]
PET Granulat 3.05 950 28 15 0.41
Wandmaterial Ex p v d
FEM-Simulation | [N/mm?] | [k&/m3] | [—]| | [mm)]
Plexiglasplatten | 2.6 -10° | 1700 | 0.29 20

Tabelle 5.1: Materialwerte des Schiittgutes und Materialwerte der Wandelemente
fiir die Simulation: Anpassen des Elastizititsmoduls der Plexiglaselemente in der
Simulation



6 ERGEBNISSE: BEOBACHTUNGEN, BERECHNUNGEN
UND MESSUNGEN

Aus Beobachtungen zum Siloschlagen des Stahlsilos am Braunschweiger Silo-
priifstand werden Riickschliisse auf die Vorgénge beim Entleeren dieses Silos ge-
zogen. Danach werden Berechnungen zur Entleerung von Silos vorgestellt. Die
Simulation wird mit dem FINITE-ELEMENT-METHODE Berechnungsprogramm
S1LO durchgefiihrt. Die Wahl des hypoplastischen Stoffmodells nach von Wolf-
fersdorff fiir die Entleerungsberechnungen wird anhand einer Konvergenzunter-
suchung begriindet. Der Einfluss der dynamischen Stoffparameter und der Schiitt-
gutdichte auf das dynamische Verhalten des Stoffmodells wird mit Parameterstu-
dien aufgezeigt. Fiir die Untersuchung des FlieBens des Schiittgutes werden die
in Kapitel @.1] vorgestellten Silogeometrien mit den Trichterneigungen © = 15°,
© = 60° und © = 90° verwendet. Es werden Kern- und Massenflusssilos unter-
sucht. Effekte wie das Hochlaufen des Switch und die Schwingung der Schiittgut-
sdule im Siloschaft konnen gezeigt werden.

Zum Vergleich mit den Simulationsergebnissen werden die parallel zu dieser Ar-
beit am Institut fiir Mechanische Verfahrenstechnik der TU Braunschweig (IMVT)
durchgefiihrten Messungen des Geschwindigkeitsfeldes und der Wandspannun-
gen im Silo verwendet. Fiir die Messung des Geschwindigkeitsfeldes werden op-
tische Methoden genutzt (siehe Ostendorf, Theuerkauf und Schwedes (2000)).
Durch die gleichzeitige Messung des Bewegungsfeldes mit optischen Methoden
und der Wandspannungen mit Spannungsmesszellen wird der Schiittgutzustandes
im Experimentalsilo besonders gut erfasst. Es ergeben sich Mdoglichkeiten, die
Messdaten direkt mit den Ergebnissen aus der Simulation zu vergleichen.

6.1 Beobachtungen zum Siloschlagen

Der rechteckige Stahlsilo (Kapitel @.1) (B= 800mm, T= 1200mm, H= 5000mm)
des Silopriifstandes Braunschweig zeigt beim Entleeren mit PET-Pellets starke
dynamische Effekte (Hardow (1998)). Die Silokonstruktion hat je nach Fiillstand

63
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eine verdnderliche Eigenfrequenz im Bereich um 10Hz. Beim Entleeren zeigt
das Silo in unregelmifBigen Abstinden das Siloschlagen. Dies sind Schlige, die
spiirbar in die tragende Konstruktion und den Untergrund iibertragen werden.
Der Effekt kann wie folgt beschrieben und charakterisiert werden (siehe |Hardow
(1998)):

Das Schlagen ist eine Funktion von

e Material und

e Abzugsgeschwindigkeit,
nachweisbaren Einfluss haben

e Regionen unterschiedlicher Dichte und

e die Harte bzw. Sprodigkeit des Materials,

noch nicht nachweisbaren Einfluss haben

stick-slip-Effekte an der Wand,

dynamische Briicken — Hohlraumbildung,

alternierender Fluss zwischen Kern- und Massenfluss und

intergranulare stick-slip-Effekte.

Bei dem oben beschriebenen geschweifiten Stahlsilo des Silopriifstandes Braun-
schweig (Kapitel sind konstruktionsbedingte Wandimperfektionen von meh-
reren Millimetern in Feldmitte vorhanden. Diese Imperfektionen fiihren zu ei-
ner ungleichméBigen Spannungsverteilung im Fiillzustand und zu alternierenden
Spannungszustinden beim Entleeren. Auf Grund dieser geometrischen Ungenau-
igkeiten wird dieser Silo nicht in die numerische Simulation einbezogen. Es wer-
den die fertigungstechnisch geometrisch genaueren Plexiglassilos des IMVT mit
der FINITE-ELEMENT-METHODE modelliert.

6.2 Vergleich der Stoffmodelle

Das Fiillen des Silos kann mit dem einfachen Modell nach Kolymbas 1989 (Glei-
chung (3.1)) mit nur vier Stoffkonstanten gut abgebildet werden, da es ein quasi-
statischer Vorgang ist, bei dem das Modell von Kolymbas eine gute Konvergenz



6.3 Einfluss der dynamischen Stoffparameter 65

zeigt und eine gute Ubereinstimmung mit den gemessenen Wandspannungen er-
gibt. Der Rechenaufwand ist wesentlich geringer als mit dem Modell nach von
Wolffersdorff und daher wird der Fiillvorgang in den verwendeten Beispielen mit
dem Modell nach Kolymbas berechnet.

Der Fiillvorgang kann inkrementell iiber die gesamte Silohohe oder mit einer
schichtweisen Fiillmethode simuliert werden. Der Unterschied der Wandnormal-
spannungen zwischen dem inkrementellen Fiillen und dem schichtweisen Fiillen
ist gering (siehe auch (Lehmann 1996)). Der Einfluss unterschiedlicher Fiillme-
thoden auf die Entleerungsberechnungen ist verschwindend klein. Das inkremen-
telle Fiillen iiber die gesamte Silohthe erfordert einen geringeren Rechenaufwand
gegeniiber dem schichtweisen Fiillen. Daher wird der Silo in dieser Arbeit inkre-
mentell tiber die gesamte Silohohe gefiillt.

Fiir die Berechnung des Entleerens reicht das Modell von Kolymbas 1989 nicht
mehr aus. Das Bild [6.1] zeigt einen Vergleich der Stoffmodelle aus Kapitel [3.4]
beim Entleeren und eine Konvergenzuntersuchung an verschiedenen Netzen. Das
Modell nach Kolymbas von 1989 zeigt eine Netzabhingigkeit und schlechte Kon-
vergenz, wogegen das Modell nach von Wollffersdorff keine Abhingigkeit vom
Netz zeigt und gut konvergiert. Dies ist mit der verbesserten Darstellung des
Schiittgutverhaltens in Abhéngigkeit von der Porenzahl und dem Spannungszu-
stand beim Modell von von Wolffersdorff zu erklidren. Jedoch muss bei dem Mo-
dell nach von Wolffersdorff mit einer Zeitschrittweite von ca. 10~%s gerechnet
werden. Je nach Entleerungsgeschwindigkeit und -dauer muss die Schrittweite
verkleinert werden. Die erforderliche Zeitschrittweite wird im Programm SILO
anhand der zulédssigen Spannungszustinde im Schiittgut bestimmt. Beim Verlas-
sen des zuldssigen Spannungsraumes muss die Schrittweite reduziert werden.

Ein Vergleich der Schiittgiiter PET (Polyethylenterephtalat) und PP (Polypropy-
len) mit den Stoffwerten aus Tabelle [3.2] wird in Bild [6.2] gezeigt. Die Geschwin-
digkeitsentwicklung wihrend der ersten Sekunde des Entleerens verliduft sehr dhn-
lich. Im Folgenden werden die Werte fiir PET verwendet.

6.3 Einfluss der dynamischen Stoffparameter

Die in Kapitel [3.6.3] eingefiihrten Stoffparameter zur Beschreibung des Fluidver-
haltens des Schiittgutes werden hier in Berechnungen vorgestellt. Zur besseren
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Bild 6.1: Vertikale Schiittgutgeschwindigkeit im Punkt P im Schaftbereich des
Massenflusssilos © = 15°: Vergleich des Modells nach Kolymbas und des ver-

besserten hypoplastischen Modells nach Gudehus und von Wolffersdorff an drei
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Lesbarkeit wird die Gleichung (3.28) hier noch einmal aufgeschrieben:
P
t
p= <&> Ho- (6.1)

Lo

Der Exponent v ist ein Parameter, der den Einfluss der Dichtednderung auf die
Viskositit des Materials steuert. Der Parameter 1io[Ns/m2| beschreibt die Anfangs-
viskositit des Schiittgutes beim Dichteverhiltnis p(t)/po = 1. Beide Parameter
miissen am Experiment ermittelt werden; geplant ist die Auswertung von opti-
schen Messungen. Die Parameter der Gleichung (6.1)) miissen so angepasst wer-
den, dass die Simulationsrechnung das gemessene Geschwindigkeitsfeld abbildet.
Im Folgenden wird auf Werte fiir v und p( zuriickgegriffen, die in der vermut-
lichen Grofenordnung der tatsdchlichen Werte liegen, da die Versuche und die
Vergleichsrechnungen derzeit noch nicht abgeschlossen sind.

Der Einfluss der dynamischen Stoffparameter 1/ und iy aus Gleichung wird
anhand des Testsilos mit der Trichterneigung © = 15° in Bild [6.3] gezeigt. In
den Berechnungen werden die Stoffparameter aus Tabelle [3.2] fiir PET verwendet.
Die am Auslass vorgegebene Entleerungsgeschwindigkeit (siehe Kapitel
betrigt vy = 0.01m/s, die in einer Offnungsperiode von 0.2s erreicht wird. Der
Berechnungszeitraum betrigt jeweils eine Sekunde bzw. drei Sekunden. Bild [6.3]
zeigt den Einfluss der dichteabhingigen Viskositidt im Auslaufbereich des Silos.
Hier treten sowohl die grofiten Scherverformungen als auch die groften
Dichtednderungen (6.1]) auf.

Der Einfluss des Exponenten ¢/ auf das Materialverhalten kann am leichtesten an-
hand der Porenzahl e gezeigt werden. Das Stoffmodell nach von Wolffersdorft rea-
giert sehr empfindlich auf kleinste Anderungen der Porenzahl e, da das Schiittgut
bereits bei kleinsten Schwankungen der Porenzahl sein mechanisches Verhalten
stark verdndert. Die Anfangsporenzahl e fiir die Entleerungsberechnung mit dem
Modell nach von Wolffersdorff wird aus dem Fiillspannungszustand des ersten
Zeitschrittes und der kritischen Porenzahl e (Gleichung (3.19)) fiir jedes Finite-
Element berechnet. Das Diagramm in Bild [6.4] zeigt den Einfluss des Exponenten
1 aus Gleichung auf die Porenzahl in der Nihe des Siloauslaufes iiber einen
Berechnungszeitraum von 1s. Die Porenzahlen in Bild [6.4| nehmen wihrend der
ersten Sekunde des Entleerens, fiir die vorgegebene Entleerungsgeschwindigkeit
vy = 0.01m/s am Auslass, fiir die Exponenten ¢» = 0.5 und ¢ = 1.0 die gleichen
Werte an. Die Dichteénderung ist sehr gering, daher bleibt der Quotient py/p(t)
nahe bei 1.0 und der Einfluss des Exponenten ) = 0.5 ist unbedeutend. Wird der
Exponent ¢ = 2.0 verwendet, steigt die Porenzahl im Verlauf der ersten Sekun-
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Bild 6.3: Zeitlicher Verlauf des dynamischen Materialkoeffizienten g, (3.27)
im Massenflusssilo: Abhingigkeit vom Beobachtungsort nahe der Offnung, mit
¥ =0,1und py = 0, 8Ns/m2

de des Entleerens deutlich an. Das Schiittgut lockert stirker auf. Die abnehmende
Dichte p(t) hat gemdB Gleichung eine kleinere Viskositdt und somit eine
stirkere Auflockerung zur Folge. Exponenten v > 1.0 beriicksichtigen den Ein-
fluss von kleinen Dichtednderungen besser als Exponenten ¢ < 1.0 (vergleiche

Bild B-T1).

Die vertikale Geschwindigkeitskomponente im Bereich nahe des Auslaufes (y =
20mm) wird in Bild [6.5] iber einen Entleerungszeitraum von einer Sekunde und
gewihltem py = 0.1Ns/m2 dargestellt. Fiir ¢ = 2.0 ist die vertikale Geschwin-
digkeit etwas geringer als mit ¢» < 1.0; dies ist mit der Kontinuitdtsbedingung
Gleichung zu begriinden. Bei groferer Auflockerung (¢ = 2.0 Bild
wird bei gleicher Auslassgeschwindigkeit v, weniger Schiittgutmasse abgezo-
gen. Daher ist die vertikale Schiittgutgeschwindigkeit geringer (Bild[6.5]). Die Be-
rechnung mit 1/ = 2.0 zeigt am Ende des Berechnungszeitraumes ein stabileres
Losungsverhalten als die Berechnungen mit geringerem Dichteeinfluss (kleines
). Die Fluideigenschaften werden besser abgebildet und es werden iiber ldngere
Berechnungszeitrdaume zulidssige Spannungszustinde gefunden.

Der Einfluss von unterschiedlichen Anfangsviskosititen /o wird in Bild [6.6] an-
hand der vertikalen Geschwindigkeitskomponente im oberen Trichterbereich y =
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Bild 6.4: Porenzahl nahe beim Auslauf (y = 20mm): Unterschiedliche Exponen-
ten ¢ mit po = 0.1N8/m?

560mm des Massenflusssilos mit der Trichterneigung © = 15° gezeigt. Fiir die
Anfangsviskosititen ;9 = 1.0N/m2 und pg = 10.Ns/m? in Bild sind die ver-
tikalen Geschwindigkeiten bis etwa 0.8s der Entleerungszeit gleich, ab diesem
Zeitpunkt zeigt die Rechnung mit ;4 = 1.0N$/m2 Konvergenzprobleme, da hier
die Dampfung zu gering wird. Die Geschwindigkeit mit py = 0.1N3/m? ist liber
den Zeitraum bis etwa 0.9s geringer und anschlieend hoher als die Geschwindig-
keiten mit den zwei groBBeren Viskosititen. Durch die geringere Viskositit ist die
Auflockerung des Schiittgutes in tieferen Lagen groer und somit die Geschwin-
digkeit im oberen Bereich geringer.

6.4 Einfluss der Schiittgutdichte

Der Einfluss von unterschiedlicher Schiittgutdichte kann in Bild abgelesen
werden. In den berechneten Beispielen werden v = 2 und pg = 10.0Ns/m2 und
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Bild 6.5: Vertikale Geschwindigkeit nahe beim Auslauf (y = 20mm): Unter-
schiedliche Exponenten ) mit pg = 0.1N8/m?

die Stoffparameter aus Tabelle [3.2] fiir PET verwendet. Die tatsdchliche Dichte
Porg = 950k8/m* des Schiittgutes wird variiert. Fiir grofiere Schiittgutdichten sind
hohere Amplituden und spéter entstehende Maxima der Wandgeschwindigkeiten
zu erkennen; dies ist mit der hoheren Tréigheit der Masse zu erkldren. Die Ergeb-
nisse in Bild|6.7|zeigen, dass der Einfluss der Schiittgutmasse auf das dynamische
Verhalten des Silos richtig implementiert ist.

6.5 Switch

Bei dem Versuchssilo mit der Trichterneigung © = 15° konnen im Experiment
die Wandspannungen gemessen werden. Fiir die Darstellung des Switch mit den
Ergebnissen aus der Simulation wird die Deformationsrate D verwendet. Diese
wird direkt mit der FINITE-ELEMENT-METHODE berechnet (siche Kapitel [5.2).
Die in Bild [6.8 und Bild [6.9] dargestellten Positionen der Spannungsmesszellen



6.5 Switch 71

0 T T T T T T

uO:I O.lel/mi _
= 02 Ho= 1.0Ns/m2 ---------- |
é ' uO: 10.NSs/m”~ rereereess
t?o -04 -
2 06t
=
Q
g -08
>
E -1+
g
B 12
B
£
2 -14t
Q
o
O -16 |
-1.8 . L L 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

(Offnen= 0.2s) Zeit [sec]

Bild 6.6: Vertikale Geschwindigkeit im Trichter (y = 560mm) mit v = 2.0:
Vergleich von unterschiedlichen Anfangsviskosititen i

R1-R3 im Trichter und R7 im Schaft entsprechen den Positionen aus Bild4.2] Ein
Abfallen der Deformationsrate bedeutet eine Kompression, also einen Anstieg der
Druckspannungen. Eine positive Deformationsrate hat eine Expansion, also ein
Absinken der Druckspannungen, zur Folge. In Bild [6.§] ist daher die Deformati-
onsrate negativ nach oben aufgetragen, damit ein Vergleich mit den gemessenen
Wandnormalspannungen (Bild leichter fillt.

Beim beginnenden Entleeren ist im Trichter (R1-R3) ein Absinken der Defor-
mationsrate bis zu einem lokalen Minimum zu erkennen. Dieses Minimum tritt
im unteren Trichterbereich bei der Position R1 friiher auf als im oberen Bereich
des Trichters bei den Positionen R2 und R3. Dies bedeutet, dass eine Druckspan-
nungsspitze vom Auslass nach oben lduft (vergleiche Bild [1.3). An der Position
der Messzelle R7 im Schaft zeigt Bild [6.8|eine ansteigende Deformationsrate, al-
so tritt beim beginnenden Entleeren eine Entlastung auf. Die Entlastung im Schaft
kann anhand der Bilder [6.13]und [6.14] an der nach innen gerichteten Wandverfor-
mung abgelesen werden.
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Bild 6.7: Horizontale Geschwindigkeit der Wandelemente im Bereich zwischen
zwei Auflagern (Referenzpunkt aus Bild [5.6): Einfluss von unterschiedlicher
Schiittgutdichte (p,,, = 950k8/m?) auf die Wandbewegungen

Die Messergebnisse zum Switch werden in Bild [6.9 dargestellt. An den Mess-
positionen R1 bis R3 ist der zeitlich nach hinten versetzte Spannungspeak (zum
Zeitpunkt 2.4s) zu erkennen. Die hier nicht verwendete Messposition R4 im Uber-
gangsbereich vom Schaft zum Trichter ist kritisch zu beurteilen. Die Einbauposi-
tion der Messzelle ist konstruktiv problematisch, da hier die Plexiglaswinde auf-
einander treffen und die Verformungen der Silowand besonders grof3 sind. Zudem
ist der Spannungszustand nach dem Fiillen im Knickbereich gestort, da durch die
verwendete Einfiillmethode kein homogener Fiillzustand erreicht werden kann.
Zukiinftig werden andere Fiillmethoden erprobt, die einen homogeneren Span-
nungszustand nach dem Fiillen erwarten lassen.

Die Messzelle an Position R7 im Schaft zeigt eine Entlastung der Silowand beim
beginnenden Entleeren an, in der Darstellung in Bild [6.9]ist dies wegen des ver-
wendeten MaBstabes nur schwer zu erkennen. Dies ist in guter Ubereinstimmung
mit der Simulation (Bild [6.8)). Der Vergleich von Experiment und Simulation
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Bild 6.8: Simulation : Deformationsrate D normal zur Wand an den Positionen
der Messzellen im Schaft R7 und im Trichter R1-R3
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Bild 6.9: Experiment: Wandnormalspannungen an den Positionen der Messzellen
im Schaft R7 und im Trichter R1-R3
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zeigt, dass sowohl der hochlaufende Switch qualitativ berechnet, als auch die Ent-
lastung im Schaft beim beginnenden Entleeren richtig dargestellt wird. Bild [6.13]
zeigt die nach oben laufende Entlastungswelle der Silowand in der Simulation.
Die maximale Spannungsspitze betrigt etwa 2kN/m2 und ist klein, dies ist auf das
verwendete Schiittgut und die Silogeometrie zuriickzufiihren. In diesem Fall ist
die Spannungserhthung fiir die Bemessung der Silokonstruktion nicht mafge-
bend.

6.6 Geschwindigkeitsfelder: Simulation und Experiment

Die mit der FINITE-ELEMENT-METHODE berechneten Geschwindigkeitsfelder
bei Kern- bzw. Massenflusssilos (O = 15° bzw. © = 90°) werden mit Messdaten
aus dem Experiment iiberpriift. Die experimentellen Daten sind mit der Particel-
Image-Velocimetry (PIV) ausgewertete Aufnahmen der CCD-Kamera (Bild {. ).
Bei der PIV werden Bildausschnitte von einer Aufnahme zur néchsten auf Ver-
schiebung der Partikeln hin tiberpriift und dann mit einer Korrelation in Richtung
und GroBe ausgewertet. Es ensteht ein iiber die Zeit und die Beobachtungsaus-
schnitte gemitteltes Geschwindigkeitsfeld. Die Einfiigepunkte der experimentell
ermittelten Geschwindigkeitsvektoren ergeben sich aus dem Beobachtungsraster
des PIV Algorithmus und werden moglichst dicht an den Elementmittelpunkten
der FEM-Berechnung gewihlt. Die Werte der Simulation sind im Element ge-
mittelt angegeben, da bei Ausgabe der Geschwindigkeiten an jedem Knoten des
FEM-Netzes zu viele Ergebnisse dargestellt wiirden. Es sind jeweils zwei Aus-
schnitte des Auslaufbereiches abgebildet, damit das Geschwindigkeitsprofil im
Uberblick und im Detail, nahe am Auslauf, gezeigt werden kann. Die dargestell-
ten Bildausschnitte entsprechen jeweils dem Bildbereich der CCD-Kamera. Die
Bilder und zeigen die Ergebnisse der Simulation mit roten Pfeilen und
die experimentellen Daten mit blauen Pfeilen.

In Bild [6.10] ist der Massenflusstrichter des Testsilos dargestellt. Die in der Si-
mulation berechneten Werte liegen eng bei den experimentell ermittelten Daten.
Die Randeffekte des Experimentes miissen vernachléssigt werden, da hier der PIV
Algorithmus ungenau wird und sowohl Grof3e, als auch Richtung der ermittelten
Geschwindigkeitsvektoren nicht repréasentativ sind.

Das Geschwindigkeitsfeld in Bild zeigt den Massenfluss im © = 90° Silo.
Besonders im oberen Bereich des Silos sind die berechneten Werte der FEM Si-
mulation nahe bei den experimentell ermittelten Geschwindigkeiten. Jedoch fallt
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Bild 6.10: Geschwindigkeitsfeld im 15° Silo: Vergleich zwischen Simulation und
Experiment. Die Simulation zeigt die Geschwindigkeit beim Erreichen der ma-
ximalen Auslaufgeschwindigkeit vy = 0.01m/s, das Experiment stellt die Ge-
schwindigkeiten gemittelt iiber 2s der Entleerung dar



76

6 Ergebnisse: Beobachtungen, Berechnungen und Messungen

200

150

100

y [mm]

50

100

80

60

40

y [mm]

20

R A R AT R R LA TN
AR R R R RN R TN R N RN R R TN R R INN]
PEVREL IR R E LR P Py
R R AR RN R R RN A RN L AR AR

AR AR R R R RN AT A AR RA R AN
T[N NN B A ey
AR R RV R N R AT A RAR R AN

FONSSONSANNANN AL A A A e

G

DAL R Y \\‘\\\‘“\‘
nYOA RN Ry \\“\\\\

IEA R \\t\\\\\

IR \\\\\\\

ek e 't\\\\

} ,/‘li/‘/]l[/ld"! ry
/M//’U’”"”'
///Nnrrrﬂ
/;}ff$ trea Ty
//]/A;ﬂz‘-»,,”of

| IRERRK
! *\ \ ‘\ ) M
SSRESNEERY]
MARRR RN
_} A‘\‘&\\k\v
VAR SN \\\\
RN \\\\
—\

H
b
%

J

N REREREN
4V44(’ K
JIAaAA A
JIA 1At
Jpi
Wy

/////,, 5

/;,/.,

H
W
i
!

-60 -40 -20 O

20 40 60

X [mm]

Simulation
Experiment

—0.005 m/s

Simulation
Experiment

— 0.002 m/s

Bild 6.11: Geschwindigkeitsfeld im 90° Silo: Vergleich zwischen Simulation und
Experiment. Die Simulation zeigt die Geschwindigkeit beim Erreichen der ma-
ximalen Auslaufgeschwindigkeit vy = 0.01m/s, das Experiment stellt die Ge-
schwindigkeiten gemittelt tiber 2s der Entleerung dar
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auf, dass die Geschwindigkeiten im Experiment zum Rand hin schneller kleiner
werden als in der Simulation. Die tote Zone im Experiment bildet sich also steiler
aus. Dies kann auf die nicht ausreichend abgebildeten Scherdeformationen und
die FlieBeigenschaften des Stoffmodells zuriickgefiihrt werden. Die Ergebnisse
deuten darauf hin, dass der innere Reibungswinkel des Schiittgutes in der Simula-
tion zu klein ist. Die Beriicksichtigung des geringen Spannungsniveaus beim Ent-
leeren fiir die Parameterbestimmung und eine stirke Beriicksichtigung des Dich-
teeinflusses auf den inneren Reibungswinkel konnten zu einer Verbesserung der
Simulationsergebnisse beitragen.

6.7 Schwingungen der Schiittgutsiule und Wandverformun-
gen

Das Bild [6.12] zeigt die berechnete vertikale Schiittgutgeschwindigkeit an vier
Positionen im Massenflusssilo mit der Trichterneigung © = 15°. Es werden in
der Symmetrieachse des Silos zwei Positionen im Schaft und zwei Positionen im
Trichter liber einen Entleerungszeitraum von einer Sekunde dargestellt. Das dy-
namische Verhalten des Schiittgutes im Schaft wird deutlich. Wihrend der Off-
nungsphase wird das Schiittgut im Trichterbereich aufgelockert, die vertikalen
Geschwindigkeiten in der Nihe des Auslaufs sind groBer als die Geschwindig-
keiten an hoher liegenden Punkten. Nach dem Ende der Offnungsphase ¢t = 0.2s
nehmen die Geschwindigkeiten im Schaftbereich grolere Werte an, als dies im
Trichterbereich der Fall ist. Das Schiittgut *sackt’ zusammen. Es kommt zu einer
Kompression des Schiittgutes am Ubergang vom Trichter in den Schaft. Wihrend
der Kompressionsphase wird im Ubergangsbereich zwischen Schaft und Trichter
die Porenzahl kleiner. Diese Kompressionszone ist in Bild [6.18] mit heller Farbe
dargestellt. Die Verdichtungszone entsteht unterhalb des Knicks im Trichter und
breitet sich gewolbeformig zur Silomittelachse hin aus.

Zum Zeitpunkt von etwa 0.8s wird die Geschwindigkeit im Schaft wieder lang-
samer, es kommt erneut zu einer Auflockerungsphase. Dieser Wechsel zwischen
Auflockerung und Verdichtung in vertikaler Richtung kann die Eigenfrequenz des
Silos anregen und so zum Siloschlagen fiithren. Im Experiment wird die Eigenfre-
quenz von 15Hz des Versuchssilos beim Entleeren mit den PET-Pellets schwach
angeregt. Bei der Simulation wird die Kopplung an die Umgebung bisher ver-
nachlissigt, die Entleerungsberechnung iiber einen Zeitraum von 3s zeigt eine
Schwingung der Schiittgutsdule im Schaft von 1.5Hz.
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Bild 6.12: Vertikale Schiittgutgeschwindigkeit v an ausgewihlten Punkten: Ver-
gleich zwischen Trichter und Schaft, bei groBeren Geschwindigkeiten im Schaft
Verdichtung am Ubergang zum Trichter sonst Auflockerung

Die Simulationsrechnungen und das Experiment zeigen, dass eine zyklische Be-
lastungsédnderung bei konstanter Abzugsgeschwindigkeit auftritt. Die Wandver-
formungen lassen eine Schwingung erkennen, die vom Schiittgut auf die Wand
ibertragen wird. Je nach Steifigkeit der Konstruktion dndern sich die Verformun-
gen. Fiir eine quantitative Bestimmung der Effekte miissen jedoch die in Glei-
chung und Gleichung (6.1) genannten dynamischen Stoffparameter ;i und
1 durch Versuche bestimmt werden. Die hierfiir erforderlichen Bestimmungs-
versuche sind derzeit in Vorbereitung. Es werden die optische Messung und die
gleichzeitige Wandspannungsmessung zum Einsatz kommen.

Die Simulation zeigt, dass die Wandverformung im Siloschaft vom Belastungsbe-
ginn an, von unten beginnend nach zunéchst innen gerichtet ist, also zum Entlee-
rungsbeginn eine Entlastung durch das Schiittgut nach oben lduft (siehe auch ex-
perimentelle Ergebnisse aus Bild [6.9)). Daran schlieit eine zyklische Wiederkehr
von nach auBien und nach innen gerichteten Verformungen an (siehe Bild[6.13|und
Bild [6.14). Die Lagerungen der Silowand (Bild [5.2) sind in Bild [6.13] als verfor-
mungsfreie horizontale Linien zu erkennen.

Die folgenden farbigen Darstellungen (in den Bildern [6.14] bis [6.21) stellen die
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Bild 6.13: Wandverformungen des Siloschaftes vom Knick mit y = 680mm bis
zur max. Hohe y = 2910mm: Verformungen u entlang der Silohohe iiber der Zeit

Ergebnisse der FINITE-ELEMENT-METHODE Berechnung mit einer Wirmeskala
dar. Es werden warme Farbtone orange bis rot fiir hohe Werte und kalte Farbtone
blau bis weiB fiir kleine Werte verwendet. Der Verlauf der farbigen Bereiche (der
Isolinien) wird mit den quadratischen Ansatzfunktionen auf den Elementknoten
berechnet.

Die Darstellung in Bild[6.14]zeigt das Geschwindigkeitsfeld im Silo und die tiber-
hoht dargestellten Wandverformung des Siloschaftes zu bestimmten Zeitpunkten.
Die Ausbreitung der Entleerungsgeschwindigkeiten ist auf einen kleinen Bereich
im Trichter begrenzt (Farbe rot bis griin). Ab dem Zeitpunkt ¢ = 0.4s sind die
Geschwindigkeiten im oberen Schaftbereich hoher als im unteren Schaftbereich
(Farbe dunkelblau bis griin), vergleiche hierzu auch Bild Es kommt zu ei-
ner Kompression und zu nach auflen gerichteten Wandverformungen unterhalb
der groBeren Geschwindigkeiten im oberen Schaftbereich. An diese Verformung
schlieft sich ein Zyklus mit nach innen und nach aulen gerichteten Verformungen
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an (vergleiche Bild [6.13). Die 3-D Darstellung des Bildes [6.13] trigt die Wand-
verformungen des Siloschaftes (y > 650mm) iiber die Zeit auf. Die nach oben
laufende Deformationswelle der Silowand ist zu erkennen. Die nach innen ge-
richteten Verformungen sind zum Zeitpunkt ¢+ = 0s am Ubergang vom Trichter
in den Schaft und etwa zum Zeitpunkt ¢ = 0.4s am oberen Ende des Siloschaftes
angelangt (Vergleiche hierzu auch die Wandverformungen in Bild [6.14).

[%5]
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0.005
' 0.000

t =0.3s t = 0.4s t = 0.5s t = 0.6s t=0.7s

Bild 6.14: Geschwindigkeit des Schiittgutes und Wandverformungen (iiberhoht
dargestellt): Massenflusssilo © = 15° beim Entleeren

Bild [6.15] zeigt den Vergleich der simulierten und gemessenen Wandverformung
wihrend der ersten Sekunde des Entleerens im Schaft an der Position der Messzel-
le W2 (Bild[5.2). Die zunéchst nach innen und anschlieend nach auBen gerichtete
Verformung ist im zeitlichen Verlauf gut zu erkennen. Die Simulation liegt dicht
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bei den experimentell ermittelten Werten, jedoch vollzieht sich die Verformung
der Wand in der Simulation etwas langsamer und die Amplitude der Wandverfor-
mung ist geringer.
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Bild 6.15: Wandverformungen an der Position W2 (Bild {.2)): Vergleich von Si-
mulation und Experiment

6.8 Geschwindigkeitsentwicklung

Die Geschwindigkeit im Kernflusssilo mit der Trichterneigung © = 60° beim
Entleeren ist in Bild [6.16] farblich dargestellt. Die hohen Entleerungsgeschwin-
digkeiten von v, = 0.017/s (rot) sind auf einen sehr kleinen Bereich in der Nihe
der Offnung beschrinkt. Zum Zeitpunkt ¢ = 0.7s wird die Geschwindigkeit im
oberen Schaft grofler als in den unterhalb gelegenen Bereichen und es folgt ein
Wechsel von hoher und niedriger Geschwindigkeit im Schaft dhnlich wie beim
Massenflusssilo mit der Trichterneigung © = 15° in Bild [6.14] Die Ausbildung
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der toten Zone ab dem Zeitpunkt ¢ = 0.3s ist in Bild [6.16]im Trichterbereich zu
erkennen (weil}). Die tote Zone dehnt sich nach oben hin aus und breitet sich zum
Zeitpunkt ¢ = 1.0s kurzfristig in den Schaftbereich aus.

Die Schiittgutgeschwindigkeit beim Entleeren des Kernflusssilos mit der Trichter-
neigung © = 90° ist in Bild dargestellt. Die Auslaufgeschwindigkeit bildet
sich auch hier sehr rasch aus und bleibt iiber den Entleerungszeitraum in Grofle
und Ausdehnung nahezu unverindert. Neben der Offnung entsteht die tote Zone
mit ruhendem Schiittgut (weil) und in der Ausdehnung nach oben an der Wand
entlang kennzeichnet sehr langsames Schiittgut (dunkelblau) einen sehr steilen
Schiittguttrichter im Inneren des Silos. Auch bei dieser Silogeometrie erlangt das
Schiittgut oberhalb hohere Geschwindigkeiten als in tiefer liegenden Bereichen.

il [s]
0.010

0.005

b = b - o 0.000 ||

t=03s t=05s t=07s t=09 t=1.0s
Bild 6.16: Kernflusssilo © = 60°: Geschwindigkeit des Schiittgutes
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Bild 6.17: Kernflusssilo © = 90°: Geschwindigkeit des Schiittgutes

6.9 Porenzahl und Dilatanz

Bei der Auflockerung des Schiittgutes erhoht sich die Porenzahl. Im Stoffmodell
nach von Wolffersdorff 1998 (Gleichung (3.2)) wird die Porenzahl zur Charak-
terisierung der Stoffeigenschaften verwendet. Die Schiittguteigenschaften dndern
sich bei kleinen Anderungen der Porenzahl erheblich. Die folgenden Darstellun-
gen der Porenzahlen im Silo lassen Bereiche von Auflockerung und Verdichtung
erkennen. Nach dem Fiillen des Silos mit dem Stoffmodell nach Kolymbas 1989
wird die Anfangsporenzahl fiir das Entleeren mit dem Stoffmodell nach von Wolf-
fersdorff 1996 in jedem Finiten-Element aus dem Spannungszustand mit der Glei-
chung (3.11)) berechnet.

In den Kernflusssilos mit der Trichterneigung © = 60° und © = 90° treten am
Ubergang zur toten Zone Scherbereiche auf (siehe Bild . Bei der Scherverfor-
mung von Schiittgut tritt eine Volumenzunahme auf, diese Dilatanz bewirkt eine
VergroBerung der Porenzahl (Bilder[6.19/und[6.20). Somit konnen die Scherzonen
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in Kernflusssilos lokalisiert werden.

Das Schiittgut im Massenflusssilo mit der Trichterneigung © = 15° zeigt beim be-
ginnenden Entleeren im Bild [6.18] eine Auflockerung (rot) in unmittelbarer Nihe
zur Offnung, die groBen Einfluss auf das Materialverhalten in diesem Bereich hat.
Die Auflockerungszone am Auslauf bleibt ab dem Zeitpunkt ¢ = 0.8s fast unver-
andert. Dies entspricht der Ausbildung des Geschwindigkeitsfeldes aus Bild
welches sich rasch ausbildet und fast unverindert bestehen bleibt. Die gewolbe-
férmigen Verdichtungszonen im oberen Trichterbereich sind in Bild [6.18] ab dem
Zeitpunkt ¢ = 0.6s zu erkennen (wei3-hellblau). Die Entwicklung der Verdich-
tungszone ist mit der Schwingung der Schiittgutsdule (Bild [6.12) und mit dem
konvergenten (verengten) Fluss im Trichter in Verbindung zu bringen.

Die Entwicklung der Porenzahl beim Entleeren im Kernflusssilo mit der Trich-
terneigung © = 60° ist in Bild durch eine rasche Ausbildung der Auflocke-
rungszone (rot) nahe der Offnung und durch die Bildung einer Verdichtungszone
(wei3) im Trichterbereich sowie der Bildung eines Scherbereichs (dunkelblau) ge-
kennzeichnet. Das auf der toten Zone abgleitende Schiittgut erhilt eine horizonta-
le Bewegungskomponente, dies fiihrt zu einer Verdichtung in der Silomittelachse
(weiB-hellblau) direkt oberhalb der Auflockerungszone des Offnungsbereiches.
Die Form der Verdichtungszone im Trichter deutet auf eine zu geringe innere Rei-
bung im Schiittgutmodell hin (vergleiche Kapitel [6.6).

Beim Kernflusssilo mit der Trichterneigung © = 90° in Bild [6.20] bildet sich
die Auflockerungszone im Offnungsbereich langsamer als bei den anderen unter-
suchten Silogeometrien. Zur grof3ten Auflockerung (rot) kommt es in dem Finiten-
Element, welches die Scherverformungen am Rand der Offnung iibernimmt. Am
Boden des Silos neben der Offnung bildet sich eine Verdichtungszone (weif3).
Ein Vergleich mit dem Geschwindigkeitsfeld aus Bild zeigt eine gute Uber-
einstimmung der Bereiche unbewegten Schiittgutes. Die Scherzone (dunkelblau)
zwischen toter Zone und bewegter Schiittgutmasse ist zum Zeitpunkt ¢ = 1.0s im
Ansatz zu erkennen.

6.10 Deviatorischer Anteil der Deformationsrate

Die Scheranteile der Deformationsrate [, sind in Bild fiir die drei unter-
suchten Geometrien © = 15°, © = 60° und © = 90° zum Zeitpunkt ¢ = 0.7s dar-
gestellt. Die Wandreibung ldsst beim Massenflusssilo den unteren Trichterbereich
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Bild 6.18: Entwicklung Porenzahl im Schiittgut beim Entleeren: Massenflusssilo
mit der Trichterneigung © = 15° (Trichterbereich bis zum Ubergang in den Schaft
dargestellt)

0.734

t =0.2s t =0.4s t = 0.6s t = 0.8s t=1.0s

Bild 6.19: Entwicklung der Porenzahl im Schiittgut beim Entleeren: Kernflusssilo
mit der Trichterneigung © = 60° (untere Hélfte dargestellt)



86 6 Ergebnisse: Beobachtungen, Berechnungen und Messungen

-

_

t=0.4s t = 0.6s t = 0.8s t =1.0s

mr?) 0.728

Bild 6.20: Entwicklung der Porenzahl im Schiittgut beim Entleeren: Kernflusssilo
mit der Trichterneigung © = 90°

in Bild rot erscheinen. Weitere Scherdeformationsraten treten an den Auf-
lagern der elastischen Silowand auf (gelb und griin). Hier werden dem Schiittgut
durch die auftretenden Wandverformungen zusétzliche horizontale (verengende)
Bewegungsanteile aufgezwungen.

Der Kernflusssilo mit der Trichterneigung © = 60° zeigt die Scherungsrate an
der Wand im Schaftbereich griin und im Bereich der toten Zone im Trichter in
den Farben rot bis violett. Hier treten also die groBten Scherraten am Ubergang
von bewegter Schiittgutmasse und auf dem Trichter auflagernder, nicht bewegter
Schiittgutmasse auf. Dies spiegelt sich in den Ergebnissen aus Bild [6.19] wieder,
da sich die Porenzahl in diesem Bereich in Folge der Dilatanz vergro3ert.

Beim Kernflusssilo mit der Trichterneigung © = 90° ist die Scherbereich an der
Auslassoffnung mit besonders hoher Scherrate in roter Farbe deutlich zu erken-
nen. Der Scherbereich ist fast senkrecht flammenformig nach oben ausgedehnt
(rote Farbe abnehmend bis hellblau) und trennt den Bereich hoher Schiittgutge-
schwindigkeit an der Silomittelachse vom Bereich niedriger Schiittgutgeschwin-
digkeit an der Silowand (vergleiche Schiittgutgeschwindigkeit in Bild [6.17).



6.10 Deviatorischer Anteil der Deformationsrate 87

[1/s]
0.20|

0.10

0.00

O =15° O = 60° O =90°

Bild 6.21: Scheranteil der Deformationrate zum Zeitpunkt ¢ = 0.7s: Massenfluss
und Kernfluss, fiir verschiedene Trichterneigungen O (jeweils der untere Teil des
Silos dargestellt)



7 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Mit dem Programm SILO konnen Entleerungsvorgédnge von Silos iiber Zeitrdume
von mehreren Sekunden simuliert werden. Das neu implementierte hypoplasti-
sche Stoffmodell fiir Schiittgut nach Gudehus und von Wolffersdorff von 1996
zeigt eine gute Konvergenz. Mit der dynamischen Erweiterung (Kapitel [3.6) des
hypoplastischen Stoffmodells konnen lange Entleerungszeiten untersucht und ho-
he Entleerungsgeschwindigkeiten erreicht werden.

Als Ergebnis der Simulation kann die Geschwindigkeit, die Porenzahl, die Span-
nung, die Deformationsrate und die Wandverformung dargestellt werden. Im Ge-
gensatz zum Experiment werden alle Werte im gesamten Silo und zu jedem Zeit-
punkt ausgegeben. Bereiche groBer Scherverformungen werden lokalisiert und
mit Hilfe der Porenzahl kann in den Scherzonen das dilatante Verhalten von Schiitt-
giitern abgebildet werden. Zonen der Bewegung und der Ruhe werden dargestellt:
Es konnen somit Kern- und Massenflusssilos berechnet und vorhergesagt werden.
Die Anderung des Spannungszustandes beim beginnenden Entleeren und der dar-
aus resultierende hochlaufende Switch werden erstmals im Experiment und in der
Simulation belegt (Kapitel [6.5).

Die Entleerungsberechnung des Massenflusssilos (Kapitel zeigt die Schwin-
gung der Schiittgutsdule im Siloschaft, die die erste Eigenfrequenz des Silos anre-
gen kann. Dies kann eine Ursache des Siloschlagens sein. Es fehlen noch experi-
mentelle Daten, die diesen Effekt darstellen konnen, denn es muss die Geschwin-
digkeit im Siloschaft und im Trichter gleichzeitig aufgenommen werden. Hierzu
ist die derzeitige Messtechnik nicht in der Lage. Fiir die Darstellung des dynami-
schen Effektes des Siloschlagens in der Simulation muss die Lagerung des Silos
beriicksichtigt werden. Die Silokonstruktion muss an die Umgebung gekoppelt
werden. Die Interaktion von Silo und Baugrund bzw. Fundament stellt eine not-
wendige Bedingung fiir die realistische Simulation der Schwingungen des Silos
dar.

Die simulierten Schwingungen der Silowénde (Kapitel konnen die umge-
bende Luft zu Schwingungen anregen. Falls die Wandschwingungen im horba-
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ren Frequenzenbereich liegen und die abgegebene Energie ausreichend ist, kann
hieraus das sogenannte Silobrummen entstehen. Es konnten jedoch sowohl stick-
slip-Effekte zwischen Wand und Schiittgut als auch intergranulare stick-slip- Effekte
fiir das Auftreten von Silobrummen verantwortlich sein. Messungen am Silo und
an Stoffproben miissen durchgefiihrt werden, damit ein Modell und eine nume-
rische Beschreibung fiir die intergranularen Effekte gefunden werden konnen.
Die verwendeten Schiittgiiter zeigen in den Versuchssilos kein Anzeichen von Si-
lobrummen.



A NOMENKLATUR UND MATRIXSCHREIBWEISE

A.1 Symbole und Einheiten

Symbol Einheit Beschreibung

T [kPa]  CAUCHYsche Spannungstensor

T [Pa/s]  Spannungsratentensor

T [Pa/s]  JAUMANNsche Spannungsratentensor

D [1/s] Deformationsratentensor

D [/s] JAUMANNscher Deformationsratentensor

D [1/s] zeitliche Ableitung der Deformationsrate

D’ [1/s] Deviator der Deformationsrate D’ = D — 3¢r(D)1
L [/s] Geschwindigkeitsgradiententensor

W [1/s] Rotationsratentensor

9 [kPa] viskoser Stofftensor (ratenabhédngig)

I [kPa] elastischer Stofftensor (ratenunabhingig)

p [xN/m3]  spezifische Masse des Schiittgutes

\4 [m/s] Geschwindigkeitsvektor

vi(t) [m/s] Geschwindigkeitsvektor der rdumlich festen Elementknoten
Un, [m/s] Geschwindigkeit normal zum Rand T’

g [m/s2] Erdbeschleunigung 9.81m/s2

agy [m/s2] Beschleunigung beim Offnen des Silos

b [kN] Volumenkrifte der Erdbeschleunigung

@ [°] Reibungswinkel

©pPe °] Peakreibungswinkel bzw. effektiver Reibungswinkel
Ve [°] kritischer Reibungswinkel aus Schiittkegelversuch
Cu [°] Wandreibungswinkel

A [—] Horizontalspannungsverhéltnis

hs [kPa]  Granulathirte od. Kompressionskennwert

n [—] Exponent im Stoffmodell (Kornform und -groBe)
Ds [kPa]  hydrostatischer Druck (ps = tr(T))

C. [—] Kompressionsbeiwert C. = %

90
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K [kPa]  Kompressionsmodul K = %%(3}1 )1*”(6%_ +1)

e [—] Porenzahl

Cmin [—] minimale Porenzahl nach Standardverfahren

€maz [—] maximale Porenzahl nach Standardverfahren

€p [—] Porenzahl bei proportionaler Kompression

€p0 [—] Porenzahl bei proportionaler Kompression p; — 0
€q [—] Porenzahl bei dichtester Lagerung

€do [—] Porenzahl bei dichtester Lagerung ps; — 0

e [—] Porenzahl bei isotroper Kompression

€0 [—] Porenzahl bei isotroper Kompression p, — 0

€c [—] Porenzahl im kritischen Zustand

€0 [—] Porenzahl im kritischen Zustand bei p, — 0

Te [—] relative Porenzahl r, = =4

« [—] Exponent wirkt auf druckbezogene Lagerungsdichte
154 [—] Exponent wirkt auf skalaren Spannungsmultiplikator
U [—] Ungleichférmigkeit

dso [—] mittlerer Korndurchmesser

fo [—] druck- und porenzahlabhingiger Faktor

fa [—] druck- und porenzahlabhingiger Faktor

fe [—] druck- und porenzahlabhingiger Faktor

A.2 Matrizenalgebra

A.2.1 Rechenregeln

Formelzeichen Indexschreibweise Beschreibung

A:A Aij A doppeltes Skalarprodukt

A-A AijAjk Skalarprodukt (Zeile - Spalte, FALKsches Schema)
AA AijAr Dyadisches Produkt

tr(A) Ay Spur des Tensors

[|All VA A euklidische Norm

y4 Aijki Tensor vierter Stufe

\V4 0; Nablavektor
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A Nomenklatur und Matrixschreibweise

A.2.2 Tensorenschreibweise fiir die FEM

Tensor 2. Stufe = Tensor 1. Stufe

A A A
A= Ay A
sym. Ass

=

A ]
2415
A
Ass
2A93

_21413_

Gradienten und Tensoren 4. Stufe = Tensor 2. Stufe.

Vv =

A 241001
Az 245012
Ajioa 2A599
Ajizz 2A1233
Atiaz 2A1293
| A1z 241913

V1,1 V12
V2,1 V22
V3,1 V32

f42211

/42212
142222
/42233

f42223
142213

/43311

/13312
143322
143333
143323
/43313

V1,3
V2,3
V33

2A9311
249312
2 A9390
2A9333
2A9393
249313

2A1311 |
241312
2A132
241333
2A1393

2A1313 ]

(A.1)

(A.2)

(A.3)
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A.3 Darstellung des Spannungszustandes

Fiir die Darstellung des Spannungszustandes kann der Hauptspannungsraum ver-
wendet werden. Bei der Untersuchung des Verhaltens von Schiittgiitern werden
FlieBflichen verwendet, die sich im Allgemeinen kegelférmig vom Koordina-
tenursprung beginnend in den Druckspannungsbereich ausbreiten (siehe Weid-
ner (1990)). Bringt man diese Kegel in den Schnitt mit der Deviatorebene (oder
auch Oktaerderebene) wird die FlieBgrenzfliche des Materials fiir ein bestimm-
tes hydrostatisches Druckspannungsniveau sichtbar (Bild [3.1)). In Bild ist die
Deviatorebene und die Zerlegung des Spannungstensors in einen hydrostatischen
Anteil p = 1/3tr('T) und einen deviatorischen Anteil @ = T — 1/3tr(T)I darge-
stellt (sieche Weidner (1990) und [Bauer (1996)). Die Aquisektrix steht senkrecht
auf der Deviatorebene.

VT .o :
© Aquisektrix

T22

Bild A.1: Darstellung der Spannung in der Deviator- oder Oktaederebene: Hydro-
statische Spannung p und deviatoriche Spannung q
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