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Synopsis 
The method developed in a récent paper ̂ ) by the authors and R. B i n g e n is 

extended to real three dimensional lattices. The zéro point energy is calculated for 
isotopic mixtures and pure isotopes. The results obtained for one dimensional lattices 
are shown to remain qualitatively valid for three dimensional lattices; however, the 
heat of mixing is smaller than in the one-dimensional case. The stable state at 0°K 
always requires a séparation into pure isotopes. 

1. Introduction. Dans la première no te consacrée a u x effe ts isotopiques )̂ 
n o u s avions , en col laborat ion avec R. B i n g e n, développé une mé thode 
q u i p e r m e t de calculer l 'énergie d u zéro absolu d ' u n réseau à une dimension 
f o r m é d ' u n mélange d ' isotopes. Nous avions mon t r é que ce t te énergie croît 
r égu l iè rement avec le nombre de couples de premiers voisins formés d ' isoto
pes d i f férents . I l en résul te que le sys tème s table est, au zéro absolu, formé 
des isotopes purs (démixtion isotopique). 

Nous m o n t r o n s dans ce t rava i l que la m é t h o d e que nous avions suivie se 
général ise a isément au cas des réseaux réels à trois dimensions (ou à deux 
dimensions) et que les résu l ta t s ob tenus res ten t p r a t i quemen t les mêmes. 

A la f in de ce t ravai l nous calculons la t e m p é r a t u r e à laquelle doit se 
p rodui re la démixt ion isotopique. Dans la troisième note de ce t te série, nous 
c o m p a r e r o n s les effets dus à la p e r t u r b a t i o n de l 'énergie du zéro absolu à 
ceux liés à l ' anharmonic i té . 

2. Problème mécanique '̂ ). Considérons u n cristal formé de par t icules a y a n t 
t ou t e s les mêmes in teract ions et désignons par le déplacement de la 
par t i cu le don t la posit ion d 'équi l ibre est repérée pa r le vec teur j + m ; m 
ind ique la maille du réseau à laquelle a p p a r t i e n t la par t icule et j sa posit ion 
d a n s ce t t e maille. Nous ne t iendrons compte que de la par t ie ha rmon ique du 
poten t ie l dans lequel se meu t chaque par t icule . Les f réquences propres du 
sys t ème se déduisent alors des formes q u a d r a t i q u e s (cf. I . § 2) *) 

~ 2 ^J,m "^^i,m (yjm)" ( 2 1) 

= i ^j .m.J' , m' m j m ' Y j m Yj m" 

*) Les renvois aux formules du premier travail )̂ sont précédés du chiffre romain I. 
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Notons que le t enseur K^^y^, est une fonct ion de r = m ' - f - j ' — m — j 
seulement , dès que tous les a t omes d u réseau jouent le même rôle ; nous nous 
l imi terons à ce cas. In t rodu i sons la masse moyenne des isotopes et 5 de 
t i t r e Xj^ et Xj^ 

M = x^^ + Xs M s (2.2) 

e t posons la masse de la par t icu le j, m égale à 
= M{\ + ^ , J . (2.3) 

L 'énergie c inét ique devient alors 

T=^M m^miYiJ' + \m iYiJ'} (2.4) 

In t rodu isons m a i n t e n a n t les coordonnées normales correspondant au pro
b lème non per turbé . Posons à cet e f fe t (cf. I, 2.6) 

y j „ = N-^M-^ ?,,,(/) exp (^fm) Vj (f, s) (2.5) 

Les Vj(f, s) sont les solut ions du s y s t è m e d 'équa t ions séculaires 

Me» v,.(f. s) = K ( m + j - j') exp ( ifm) Vj(f, s) (2.6) 

Les g" sont les carrés des f réquences propres du cristal et les N/p {p est le 
n o m b r e d ' a t o m e s pa r maille d u cristal) vec teurs f sont distr ibués un i fo rmé
m e n t (dans leur espace) avec la densi té Vj{2n)^. Nous normaliserons les 
vec teurs v de telle manière que 

2 j |Vj( f , s ) |2 = / . (2.7) 

Les formes quad ra t iques U° et T dev iennent ainsi 

U'> = ^^f.sQis\qts\' (2 .8) 

^ = i ^t.s 1 qts\^ + i ^f.s,f-,s' atst s' Ç*s qrs- (2-9) 

avec a,^., = a*,,, = (1/iV) S, ,„ e x p [ i { f ' - f ) m ] v; ( f , s).Vj(f', s') (2.10) 

Passons m a i n t e n a n t au calcul de pe r tu rba t ion . 

3. Calcul de perturbation. Les formules de pe r tu rba t ion (I. A . 10) et 
(I. A. 11) de no t re t r ava i l p récéden t se simplifient si nous les appl iquons a u 
calcul de la p e r t u r b a t i o n de la somme des fréquences propres d ' u n cristal . 
Ec r ivons 

= {Q'J {1 + Wr.nlQl) + ! ( ? ; > ? „ ) + HQLJQIY] (3.1) 

e t e f fec tuons d ' a b o r d la somme sur n. Le premier t e rme de (3.1) donne la 
va leur non pe r tu rbée de cet te s o m m e ; le second donne une con t r ibu t ion 
nul le : en effet on a (cf. I . A. 10) 

Qmn Qm ^mn mn ^ (3*2) 
pa rce que a „ „ = 0 
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E n t e n a n t c o m p t e des re la t ions d ' o r t hogona l i t é des a (LA.8) nous pouvons 
écr ire la c o n t r i b u t i o n du t rois ième t e r m e de (3.1) 

Le second t e r m e de (3.3) e t le q u a t r i è m e t e r m e de (3.1) sont négligeables 
d e v a n t le p remie r t e r m e de (3.3) dès que le n o m b r e N de par t icu les du cr is tal 
est g r a n d . Nous a u r ons donc 

Le ca lcul de la p e r t u r b a t i o n de l 'énergie d u zéro absolu est donc r a m e n é au 
calcul de ]a , j j , .g- | ' - . E n v e r t u de (2.10) nous avons 

Kfs'\^= (l/^^')Sj,m,j-,„,-,«j„,«j.„,. exp [ i { f ' ~ f ) ( m ' — m ) . 
. [ v ; ( f , s ) . v j ( f ' , s ' ) ] * [ v ; ( f , s ) . v , ( f ' , s ' ) ] (3.5) 

C o m m e d a n s n o t r e t r ava i l p récéden t , nous t r a i t e rons les var iab les ju c o m m e 
des va r i ab l e s a léatoi res e t nous calculerons la p e r t u r b a t i o n moyenne de 
l ' énergie d u zéro absolu d a n s le cas oîi les d e u x isotopes sont r épa r t i s au 
h a s a r d d a n s le cr is ta l ( , , random mix ing" ) . N o u s au ro n s donc (cf. I. 4.10) 

e t , en a p p e l a n t p le n o m b r e d ' a t o m e s p a r mail le du cris tal , 

K;::^= (ji^ipN) i v ; (f, s). v, (f ' s') i-̂  (3 .7 ) 

Tous les e f fe t s d é p e n d e n t donc u n i q u e m e n t d u seul m o m e n t d ' au tocor ré la 
t ion /t^ d a n s le cas s imple que nous cons idérons et il nous res te à calculer 
la v a l e u r m o y e n n e 

K i ^ = if^'lpN) | v ; ( f , s ) .v j ( f ' , s'W (3.8) 

de (3.7) su r t o u t e s les va leurs de f, s, f , s ' , telles que oj,̂ , = m et cof̂ ,. = co'. 

4. Propriétés des vecteurs v liées à la symétrie du réseau. Supposons d ' a b o r d 
que les vec t eu r s v co r r e spondan t à u n e va leur donnée de co soient un i t a i res 
et o r i en té s de ma n i è r e isotrope. C o m m e la va leur q u a d r a t i q u e m o y e n n e du 
p r o d u i t scalaire de d e u x vec teu r s un i t é pris a u h a s a r d v a u t J, nous au ro n s 

Wi^=PI2N (4.1) 

N o u s p o u v o n s fa i re u n calcul ana logue d a n s le cas des c r i s t aux cubiques . 
Le t e n s e u r K (2.1) d ' u n réseau cub ique s imple a la symét r i e c u b i q u e ; nous 
p o u v o n s en conclure que l ' ensemble des vec t eu r s v, qu i co r responden t à une 
m ê m e va l eu r de eu, possède aussi la s y m é t r i e cub ique . Ce r é su l t a t se géné
ral ise f ac i l emen t au cas des r é seaux cub ique cen t ré e t cub ique à faces cen
t rées : les vec teu r s v on t t ous la l ongueur 1, v ,(fs) et v / ( f s ) ne d i f fè ren t que p a r 
u n f a c t e u r n u m é r i q u e de modu le 1 et l ' ensemble des vec teu r s v̂ . co r r e spondan t 
à une m ê m e va leur de co a la symé t r i e cub ique . D ' a u t r e p a r t , cons idérons l 'en-
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semble des vecteurs obtenus pa r symétr ie cubique à par t i r d 'un vec teu r 
uni té donné. On vérifie faci lement que la va leur quadra t ique moyenne d u 
produi t scalaire d ' u n vecteur un i té quelconque avec les vecteurs de cet 
ensemble v a u t ^. L a formule (4.1 ) est donc valable aussi pour les c r i s taux 
cubiques. 

5. Energie de mélange au zéro absolu. Les résu l ta t s ob tenus au § 4 nous 
p e r m e t t e n t de calculer l 'énergie de mélange au zéro absolu de deux isotopes 
cristall isant dans le système cubique, à par t i r de la seule fonction e(a>"), 
densité des f réquences des modes n o r m a u x du cristal . Soient g{a°) le nombre 
de modes n o r m a u x de f réquence o)» et E^[M) l 'énergie des phonons au zéro 
absolu, du cristal formé de part icules de masse M. Nous obtenons, en combi
n a n t (3.4) et (4.1) 

( random mixing) = ^% S(cOf^ 

co» g(««) + i 4 - g(coO)g((w'») 
co" — co " SA* ) 

= i t» ( i^ ){ i 

e(co»)e(co'»)dco»dco'»/12iV/ co»;? (co») dco» } (5.1) 
0 ^ 0 co»+co » J 0 J) 

C'est la généralisat ion de la formule (L 5.1) qui é ta i t valable à une d imen
sion. Ce résul ta t doit ê t re comparé à (cf. L 3.3) 

£» (démixtion) == E'>{M) (1 + 0,375^2) (5.2) 

A pa r t i r de (5.1), des formules analogues valables à 1 et 2 dimensions e t du 
g(co) de l ' approx imat ion de D e b y e nous avons ob tenu *) 

à 1 d imension: £» (random mixing) = £» ( J f ) (1 + 0,398 /?) 
à 2 „ „ = E^M) {\ + 0,384 J^) (5.3) 
à 3 „ „ = £ 0 ( i^) (1 + 0 ,380/^) 

D ' a u t r e pa r t , nous avons in t rodui t dans (5.1) le g(c») calculé par F i n e ̂ ) 
pour un réseau cubique centré, isotrope au point de vue élastique et nous 
avons ob tenu 

£» ( random mixing) = £» {M) (1 + 0,379 ̂ 2)^ (5.4) 

ce qui correspond à une énergie de mélange au zéro absolu de 
AE» = E" ( random mixing) — £» (démixtion) = 0,004 'i? £» {M) (5.5) 

*) Les seules intégrales non triviales qui apparaissent dans ce calcul sont du type/(j'«"log (1 +«)d;i;. 
Nous avons trouvé leurs valeurs dans ') (formule 325-1). 
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C o m m e ce r é su l t a t est p r a t i q u e m e n t le m ô m e q u e celui q u e d o n n e l ' approx i 
m a t i o n de Debye , nous p o u v o n s a d m e t t r e que l ' énergie de m é l a n g e due à la 
m o d i f i c a t i o n des f r é q u e n c e s p rop re s de v ib ra t i on est d o n n é e a p p r o x i m a t i v e 
m e n t p a r (5.5) p o u r t o u s les r é seaux cubiques . 

A p a r t i r de ce t t e énergie de mélange , on p e u t e s t imer la t e m p é r a t u r e 
c r i t i que de dérn ix t ion i so top ique qui est de l ' o rdre de 

Te ~ AE^jk = 0,004 ^2 £ 0 ^^M)lk (5.6) 

T.AHLEALÎ I 

i-"(A/) «) 
(cal/mole) 

ÂE' 
(cal/mole) 

Te 
°K 

He»—He* 

Ne^'—Ne" 

75 
230 
170 

0.0205 
0,111 
0,00227 

0,006 
0,1 
0,001.5 

0,003 
0,05 
0,0007 

N o u s a v o n s ici u n exemple de d é m i x t i o n p u r e m e n t q u a n t i q u e . N o u s 
n ' e n t r e r o n s t ou t e fo i s p a s d a n s p lus de détai ls , é t a n t d o n n é q u e pour les 
co rps légers p o u r lesquels les e f fec t s q u a n t i q u e s son t i m p o r t a n t s , les e f fe t s 
de l ' a n h a r m o n i c i t é (cf. n o t e I I I ) m a s q u e n t c o m p l è t e m e n t ceux que nous 
a v o n s calculés. 

Reçu 18-6-54. 

R É F É R E N C E S 

1) P r i g o g i n e , I., B i n g e 11, R. et J e e n e r, J., Physica 2 0 (1954) 383. 
2) Cf. P e i e r l s , R. E., Quantum theory of solids. Cours professé à l'école d'été 1953, Les Houches, 

France, (à paraître sous forme de livre). 
3) F i n e , P. C , Phys. Rev. 5 0 (1939) 355. 
4) D e B o e r , J., Physica 14 (1948) 139. 
5) G r o b n e r, G. und H o f r e i t e r , N., Integraltafel II, Springer, 1950. 


