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1. Introduction

The problem of undesired vibration reduction has been known 

since many years ago and becomes more attractive nowadays. The 

dynamic vibration absorbers (DVA) are special devices, consisting 

of masses suspended on springs and dampers. In the classical theory 

of DVA, the primary structure is modelled as a spring mass system. 

However, other dynamic vibration absorption models also have high 

interest in research and engineering application. In particular, the pen-

dulum type systems can play an important role in many fields such as 

machinery, transportation and civil engineering. But, dynamic behav-

iour of a pendulum absorber is significantly more complex than it is 

supposed by the widely used additional simple dynamical dampers.

The autoparametric vibration pendulum absorber (AVPA) is de-

signed to absorb energy from the primary system (main mass). This 

absorption effect is efficient only in the limited band of vibration fre-

quencies of the main system [1]. Unlike the classical absorber, the use 

of the pendulum absorber does not result in excitation of vibrations 

with considerable amplitudes at other frequencies. This is due to the 

rigid regime of excitation of vibrations of the pendulum only near 

its internal resonance frequency for a resonance excitation frequency 

ratio of 1/2, [2, 6, 8].

Many papers dealing with various types of dynamic dampers 

and related topics have been published during the last decades. Some 

pendulum type absorbers have been applied for vibration protection 

systems on tower-pipes, chimneys, civil structures (buildings and 

bridges) affected by wind or seismic vibration, etc. [5]. The collec-

tion of many vibration absorbers and their practical applications are 

presented by Sun [7].

This paper deals with a pendulum absorber connected to a damped 

oscillator system. In this type of structures different motions are pos-

sible: periodic, quasi-periodic, chaotic or the pendulum may rotate 

[9]. Especially transition to rotation and chaos can lead to unexpected 

increase of amplitude and eventually to destruction of the structure. If 

the pendulum plays a role of a dynamical absorber, this kind of mo-

tion is unwanted. The first possible intuitive solution is to increase the 

system damping. This study is to estimate how the system damping 

influences the absorption efficiency of AVPA. In addition, obtained 

results allow preparing the control algorithm based on change in the 

system damping.

2. Model of AVPA

Let us consider a pendulum vibration absorber attached to a 

damped oscillator. The oscillator is forced by harmonic force F(t) with 

amplitude q and frequency ϑ near the principal parametric resonance. 

The suspension of the primary system consists of a linear spring with 

stiffness reduced in dimensionless form to one and a viscous damp-

ing function α1X′. Damping of the pendulum is described by linear 
function α2φ′.

The differential dimensional equations of motion of the two de-

grees-of-freedom autoparametric system (Fig. 1) are derived by the 

second kind of Lagrange equations and they are shown in papers [9].

The equations of motion are express in the dimensionless form:

 X X X q'' ' ( ''sin ' cos ) cos ,+ + + + =α µλ ϕ ϕ ϕ ϕ ϑτ1

2
    (1)

 ϕ α λ ϕϕ'' '' sin .'+ + + =( )2 1 0X  (2)

The second equation represents the pendulum and the first one 

is the excited system (the oscillator). The μ and λ represent pendu-

Krzysztof KĘCIK
Andrzej MITURA
Jerzy WARMIŃSKI

efficiency AnAlysis of An AutopArAMetric 
penduluM vibrAtion Absorber

AnAliZA efeKtywnoŚci AutopArAMetrycZnego 
wAhAdłowego tłuMiKA drgAŃ*

This paper presents results of a study of a dynamic response of an autoparametric system consisting of the oscillator with an at-

tached pendulum vibration absorber. The harmonic balance method is applied to get the autoparametic resonance conditions. 

The analytical full vibration absorption condition has been determined and verified by numerical simulations. Additionally, the 
influence of oscillator and pendulum damping on dynamics and the vibration absorption effect is presented.

Keywords: oscillations, pendulum, absorption, damping, resonance.

W pracy przedstawiono analizę dynamiki autoparametrycznego układu składającego się z oscylatora wraz z dołączonym elimi-
natorem drgań w postaci wahadła. W celu uzyskania obszarów rezonansu autoparametrycznego zastosowano metodę bilansu 
harmonicznych. Wyznaczono analitycznie,a następnie zweryfikowano numerycznie warunek pełnej eliminacji drgań. Dodatkowo, 
przedstawiono wpływ tłumienia oscylatora i wahadła na zjawisko eliminacji drgań oraz dynamikę układu.

Słowa kluczowe: drgania,wahadło,eliminacja, tłumienie, rezonans.

KĘCIK K, MITURA A, WARMIŃSKI J. E�ciency analysis of an autoparametric pendulum vibration absorber. Eksploatacja i Niezawodnosc – 
Maintenance and Reliability 2013; 15 (3): 221–224.



SCIENCE AND TECHNOLOGY

222EKSPLOATACJA I NIEZAWODNOSC – MAINTENANCE AND RELIABILITY VOL.15, NO. 3, 2013

lum parameters. These parameters are responsible for the internal 

couplings of the pendulum absorber and the oscillator, also. Detailed 

information and definition of dimensionless parameters: α1, α2, µ, λ 
and q are presented in [10].

3. Parametric analysis of damping

3.1. Harmonic Balance Method

The harmonic balance method (HBM) is used to find an approxi-

mate solution for the system applied near the principal internal reso-

nance condition. Thus, in the first approximation, the solutions are 

assumed as:

x A B( ) ( )cos , ( ) ( )cos ,/τ τ ϑτ φ ϕ τ τ τ φϑ= + = +[ ] ( ) 1 22     (3)

where A(τ)=A, B(τ)=B and φ1 and φ2 are amplitudes and phase angles 

of the oscillator and the pendulum, respectively. Introducing eq. (3) 

and expand nonlinear terms (sinφ and cosφ) in Taylor series (up to 

the third order), for steady states following algebraic equations are 

obtained:

 1 2 22 2 2
2 1 1−( ) − ( ) −( ) =ϑ µλ ϑ φ φ φA B q/ cos cos ,  (4)

 − + ( ) −( ) =ϑα µλ ϑ φ φ φ1
2 2

2 1 12 2A B q/ sin sin ,  (5)

 ϑ λ λ λϑ φ φ/ / / cos ,2 8 2 2 0
2 2 2

2 1( ) − + ( ) + ( ) −( ) =B A       (6)

 α ϑ λϑ φ φ2
2

2 12 2 2 0/ / sin .( )+ ( ) −( ) =A   (7)

After some mathematical manipulations we get the phase angles:
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and two equivalent equations for amplitudes of the oscillator:
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Equating them, finally, we get the resonance curve which de-

scribes the pendulum oscillations in the steady state:

B B4

2 2 4 2

1
2 2 4 4

2
2 1

16 1 2

1

16

− + − +( )
+ − +( ) +( )

−















+

λ µ ϑ λµ ϑ

α ϑ ϑ ϑ

116 1 4 1 2

16 1 2

16

2 2 2
1 2

1
2 2 4

2

λµ ϑ µϑ ϑ α α

α ϑ ϑ

λ

−( )+ − −( )
+ − +( ) +( )









+

+
−− 




+

( )
( )

+ − + +
−

− + +4

16

2

2 4

2

2

1

2 4

2 2

2

2 2 4

1 2

64 32 4 4λϑ
λ ϑ ϑ α ϑ

λ λϑ α ϑ ϑq

116
2 4

0
λ ϑ












= .

(11)

Detailed derivation of HBM and solution stability analysis is 

shown in the paper [10]. It should be noticed, that HBM gives reli-

able results near main parametric resonance and for weakly nonlinear 

system, only.

3.2. Full absorption condition

If, we assume that A=0 (oscillator doesn’t vibrate) in equations, 

the algebraic equations yield:

 − ( ) −( ) =µλ ϑ φ φ φ/ cos cos ,2 2
2 2

2 1 1B q  (12)

 µλ ϑ φ φ φ/ sin sin ,2 2
2 2

2 1 1( ) −( ) =B q  (13)

 ϑ λ λ/ / ,2 8 0
2 2( ) − + ( ) =B   (14)

 α ϑ2 2 0/ .( ) =  (15)

Based on equation (15), we can conclude, that the full elimina-

tion of oscillator’s motions condition is possible if damping of the 

pendulum equals α2=0, or if the system does not vibrate (i.e. trivial 

solutions A=0, B=0 and ϑ=0). Then amplitude of pendulum motion 

can be calculated from eqs. (12)–(13) and eq. (14): 

 B
q

B1
2

2 2
2

2

2

8 8 2
=

( )
=

− ( )
µλ ϑ

λ ϑ
λ/

,
/

.  (16)

Comparing the amplitudes in equation (16), the two frequency 

excitation for full absorption effect are obtained:
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However, ϑ2 is located beyond the main parametric resonance. 

Therefore, ϑ1 denotes true amplitude for full absorption condition. 

Fig. 1. Scheme of an autoparametric pendulum vibration absorber.
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4. Absorption effect

4.1. Analysis of full vibration absorption e�ect (FVAE)

First, we analyse the FVAE of oscillator’s motions. For data taken 

from [10]: α1=0.1, α2=0, µ=15.2, λ=0.25, q=0.05, the analytical full 

absorption frequency, calculated from eqs. (17), is equal to ϑ1=0.997, 

and amplitudes of the pendulum B1=0.23. The analytical resonance 

curves (eqs. (9)–(11)) for full absorption vibration effect are presented 

in Figs. 2. Close ϑ=1, the dynamical elimination of oscillator’s vibra-

tion caused by the pendulum swinging is clearly visible. The analyti-

cal resonance curves are in a very good accordance with numerical 

verification [10].

Figure 3 shows numerical verification of FVAE. The amplitude of 

the oscillator tends to zero (Fig. 3a), while pendulum execute periodic 

swinging about amplitude equal φ=0.23, which agrees with analytical 

results. Additionally, we can conclude, that frequency ratio between 

oscillator and pendulum equals two. The initial conditions of system 

were set: φ=0.1, φ′=0, x=0 and x′=0.

If the pendulum does not vibrate (i. e. B=0), then it plays just the 

role of an additional mass of the oscillator. The value of its amplitude 

can be estimated by the classical relationship for excited linear oscil-

lator:

 A
q

=
+ −( ) +1 21

2 2 4α ϑ ϑ
.  (18)

This formula is identical to that obtained from eqs. (4)–(7), if we 

put B=0. In our example this amplitude, for ϑ=0.997 equals A=0.5 

which is consistent with result in Fig. 2a.

4.2. In�uence damping on absorption e�ect

In practice, FVAE is difficult to obtain because of existing fric-

tion related to damping in pivot of the pendulum. In this section we 

analyse the influence of system damping on the absorption effect. In 

Figs. 4, the influence of oscillator’s damping on the oscillator (Fig. 

4a) and the pendulum (Fig. 4b) behaviour is shown. Interesting, that 

increase of oscillator’s damping does not eliminate dynamic absorp-

tion region, but only reduces it (Fig. 4a). This is very important from 

dynamic elimination vibrations point of view. This suggests to use 

this parameter to control the system behaviour.

However, the increase in pendulum’s damping causes reduction 

of the pendulum amplitude (Fig. 5b), but absorption effect completely 

disappears (Fig. 5a). This denotes, pendulum’s damping may impair 

the efficiently of AVPA.

The obtained results show that the best absorption effect exists 

for small values of system’s damping and absorption region is located 

near the main parametric resonance. Therefore, the dynamic pendu-

lum damper should be properly designed to take system’s damping 

parameters into consideration. The numerical and experimental veri-

fication of these results can be found in [3, 4].

5. Conclusions and final remarks

The vibration absorption effect by application of an autoparamet-

ric coupled pendulum is investigated in this paper. In the system, the 

motions of the pendulum and the oscillator are coupled therefore vi-

bration absorption depends on dynamics of both subsystems. Near 

the autoparametric resonance region, the most effective absorption 

region is located. Analytical and numerical studies have shown that 

full absorption effect is possible if the damping of the pendulum is 

near to zero. The absorber can be highly efficient for correctly tuned 

subsystems.

Fig. 2. Analytical resonance curves for full absorption effect.

Fig. 4. Influence oscillator’s damping on absorption effect (a) and pendulum 

swings (b) for α2=0.002, µ=6, λ=0.3, q=0.2.

Fig. 5. Influence pendulum’s damping on absorption effect (a) and pendulum 

swings (b) for α1=0.1, µ=6, λ=0.3, q=0.2.

Fig. 3. Numerical verification of full absorption condition for ϑ=0.997, time 
history of oscillator (a) and pendulum (b).

(a) (b)

(a) (b)

(a) (b)
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The damping analysis shows, that the increase of pendulum’s 

damping can reduce or eliminate the absorption region, while the in-

crease of oscillator’ damping only reduces the absorption. Therefore, 

the control method of AVPA by oscillator damping as a control param-

eter looks promising. 

A smart suspension consisting of SMA spring together with MR 

damper leading to active dynamic vibration absorber will be prepared 

in the future.
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Analiza efektywności autoparametrycznego wahadłowego tłumika drgań 

 

 

 

Abstrakt: W pracy przedstawiono analizę dynamiki autoparametrycznego układu składającego się z 
oscylatora wraz z dołączonym eliminatorem drgań w postaci wahadła. W celu uzyskania obszarów 
rezonansu autoparametrycznego zastosowano metodę bilansu harmonicznych. Wyznaczono 

analitycznie, a następnie zweryfikowano numerycznie warunek pełnej eliminacji drgań. Dodatkowo, 
przedstawiono wpływ tłumienia oscylatora i wahadła na zjawisko eliminacji drgań oraz dynamikę 
układu. 

Słowa kluczowe: drgania, wahadło, eliminacja, tłumienie, rezonans 

 

 

1.  Wstęp 

 

Problem redukcji nadmiernych drgań jest znany od wielu lat, lecz wciąż jest 
atrakcyjnym problemem naukowym. Dynamiczne tłumiki drgań (DTD) są specjalnymi 
urządzeniami składającymi się z masy zamontowanej na sprężynach i tłumikach. 
W klasycznej teorii tego typu eliminatory drgań wraz z układem podstawowym są 
modelowane, jako układy masowo sprężyste. Jednak inne rodzaje dynamicznych tłumików 
także stanowią interesującą klasę układów dynamicznych z inżynierskiego punktu widzenia. 
W szczególności wahadłowe układy odgrywają bardzo ważną rolę w wielu dziedzinach takich 
jak budowa maszyn, transport i budownictwo. Jednak, dynamika wahadłowego tłumika drgań 
jest znacznie bardziej złożona i skomplikowana niż szeroko stosowane klasyczne tłumiki 
drgań. 
 Autoparametryczne wahadłowe tłumiki drgań (AWTD) są urządzeniami 
przeznaczonymi do pochłaniania energii z układu podstawowego (elementu, w którym 
chcemy zredukować drgania). Efekt dynamicznej eliminacji drgań jest satysfakcjonujący 
tylko w pewnym zakresie częstości wymuszenia [1]. W przeciwieństwie do klasycznych 
eliminatorów drgań, wahadłowe tłumiki drgań nie powodują wzbudzenia drgań o dużych 
amplitudach w innych częstościach wymuszania. Ma to związek ze wąskim zakresem 
częstości wymuszenia wahadła, wzbudzenie drgań występuje zwykle pobliżu stosunku 
częstości ½ [2, 6, 8].   
 Wiele naukowych prac w ostatnim dziesięcioleciu analizuje różnego rodzaju typy 
dynamicznych tłumików drgań. Niektóre wahadłowe tłumiki drgań zastosowano w praktyce, 
wysokich wieżach, kominach, konstrukcjach budowlanych (budynkach i mostach), gdzie 
maja za zadanie eliminować drgania pochodzące od wiatru lub spowodowane trzęsieniami 
ziemi [5]. Przegląd wielu dynamicznych tłumików drgań oraz ich praktyczne zastosowanie 
można znaleźć w pracy Sun-a [7]. 



 Praca przedstawia analizę dynamiki wahadłowego tłumika drgań zamontowanego na 
oscylatorze. W tego typu układzie dynamicznym różnego rodzaju dynamika jest możliwa: 
periodyczna, prawie-okresowa, chaotyczna a nawet rotacja wahadła [9].  Szczególnie 
przejście do rotacji wahadła lub zjawiska chaosu może powodować nadmiernego wzrost 
amplitudy drgań, co może spowodować uszkodzenia urządzenia. Intuicyjnym 
zapobiegnięciem wydaje się być zwiększenie tłumienia w układzie. Wyniki przedstawione w 
pracy oszacowują jak tłumienie w autoparametrycznym dynamicznym tłumiku drgań  
(tłumienie wahadła i oscylatora) wpływa na efekt dynamicznej eliminacji drgań. Dodatkowo, 
na podstawie wyników można przygotować algorytm sterowania układem.  
 

2. Model AWTD 
 

 Przejdźmy do analizy wahadłowego tłumika drgań zamocowanego do tłumionego 
oscylatora. Oscylator jest wymuszany za pomocą harmonicznej siły F(t) z amplitudą 
wymuszenia q i częstością wymuszenia ϑ w pobliżu głównego rezonansu parametrycznego. 
Zawieszenie układu podstawowego składa się z liniowej sprężyny o sztywności zredukowanej 
do wartości jeden w układzie bezwymiarowym oraz z funkcji wiskotycznego tłumienia ฀1X’. 

Natomiast tłumienie w zawieszeniu wahadła jest opisane za pomocą liniowej funkcji α2ϕ’. 
 

 
Rysunek 1. Schemat autoparametrycznego wahadłowego tłumika drgań. 

 

Wyprowadzenie wymiarowych równań różniczkowych ruchu układu 
autoparametrycznego o dwóch stopniach swobody otrzymano na podstawie równań 
Lagrande’a drugiego rzędu i są one przedstawione w pracy [9]. Bezwymiarowa forma tych 
równań ma postać:  
      2

1'' ' ( ''sin ' cos ) cos ,α µλ ϕ ϕ ϕ ϕ ϑτ+ + + + =X X X q      (1) 
 ( )2 ''' '' 1 sin 0.ϕϕ α λ ϕ+ + + =X       (2) 
Drugie równanie odpowiada ruchowi wahadła, natomiast pierwsze podukładowi 
wzbudzanemu (oscylatorowi). Parametry μ i λ odpowiadają parametrom wahadła, oraz 
wpływają na wartość sprzężenia bezwładnościowego wahadła i oscylatora. Szczegółowa 

analiza i definicja bezwymiarowych parametrów jest przedstawiona w pracy [10]. 
 

 

 

 

 



3. Parametryczna analiza tłumienia 

 

3.1 Metoda Bilansu Harmonicznych 

Metoda bilansu harmonicznych (MBH) została wykorzystana do znalezienia 
przybliżonych rozwiązań w pobliżu głównego rezonansu. Założono pierwsze przybliżenie 
rozwiązań  
                       [ ] ( )1 2( ) ( ) cos , ( ) ( ) cos ,/ 2τ τ ϑτ φ ϕ τ τ τ φϑ= + = +  x A B        (3) 

gdzie A(τ)=A, B(τ)=B oraz ϕ1 i ϕ2 są odpowiednio amplitudami i przesunięciami fazowymi 
oscylatora i wahadła. Wstawiając równanie (3) oraz rozwijając nieliniowe funkcje (sinφ i 

cosφ) w szereg Taylora (przyjmując dwa pierwsze rozwinięcia) dla stanów ustalonych 
otrzymano równania algebraiczne: 
                           ( ) ( ) ( )22 2

2 1 1,1 A / 2 B cos 2 qcosϑ µλ ϑ φ φ φ− − − =        (4) 

      ( ) ( )2 2
1 2 1 1A / 2 B sin 2 qsin ,ϑα µλ ϑ φ φ φ− + − =        (5) 

             ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1/ 2 / 8 B A / 2 cos 2 0,ϑ λ λ λϑ φ φ− + + − =        (6) 

 ( ) ( ) ( )2
2 2 1/ 2 A / 2 sin 2 0.α ϑ λϑ φ φ+ − =         (7) 

Po kilku matematycznych przekształceniach otrzymano zależności na przesunięcia fazowe: 
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oraz równoważne wyrażenia opisujące amplitudy oscylatora: 
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16 16 16

λ ϑ λ ϑ ϑ α
λϑ λ

ϑ λ ϑ λ ϑ

− + +
= + − +        (9) 
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( )

2 2 2 4 2 2 2
1 22 4 2

4 2 2 4 2 2
1 1

4 2 2
1

2 1 16 1 4 1 2
A B B

16 2 1 16 2 1

q
.

( 2) 1

λµ ϑ λ µ ϑ λµ ϑ µϑ ϑ α α

ϑ α ϑ ϑ α ϑ

ϑ ϑ α

− − − + − −
= +

+ − + + − +

+
+ − +

    (10)

Porównując powyższe amplitudy otrzymano wyrażenie opisujące amplitudę wahadła 

           

( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )2 2 2 2 42

2

2 2 4 2 4

1

2 2 4 2 2 2 2
1 24 2

42 2 4 2 2 4
1 1

2 2

2 4

64 32 4 4q

1 2 16

2 1 16 1 4 1 21B B
1616 1 2 16 1 2

16 4 0.
16

λ λϑ α ϑ ϑ

ϑ α ϑ λ ϑ

λ µ ϑ λµ ϑ λµ ϑ µϑ ϑ α α

ϑα ϑ ϑ α ϑ ϑ

λ λϑ
λ ϑ

− + +
−

+ − + +

  − + − + − + − −  − + +
  + − + + + − + +  

 −
+ + = 

   

   (11) 

Opis szczegółowy zastosowanej metody bilansu harmonicznych oraz analiza stabilności 
otrzymanych rozwiązań jest pokazana w pracy [10]. Warto zaznaczyć, ze zastosowana 
metoda daje wyniki najbardziej poprawne dla słabej nieliniowości.  

 

 

 



3.2 Efekt pełnej eliminacji drgań (EPED) 

 

Jeżeli założymy A=0 (brak drgań oscylatora) w równaniach (4)-(7), to algebraiczne 
równania przyjmą postać: 
                 ( ) ( )2 2

2 1 1,/ 2 B cos 2 qcosµλ ϑ φ φ φ− − =      (12) 

                    ( ) ( )2 2
2 1 1/ 2 B sin 2 qsin ,µλ ϑ φ φ φ− =      (13) 

                     ( ) ( )2 2/ 2 / 8 B 0,ϑ λ λ− + =      (14) 

                     ( )2 / 2 0.α ϑ =      (15) 
Analizując równanie (15), możemy wywnioskować, że efekt pełnej eliminacji drgań 
oscylatora zachodzi wówczas, gdy tłumienie wahała α2=0, lub gdy układ nie drga (trywialne 
rozwiązanie A=0, B=0 i ϑ=0). Wówczas amplituda wahadła może być wyznaczona z równań 

(12)-(13) i (14) 

                                                  
( )

( )2
2 2
1 22

8 8 / 2qB , B .
/ 2

λ ϑ
λµλ ϑ

−
= =      (16) 

Porównując amplitudy z równania (16), otrzymano dwie zależności na częstości wymuszenia: 

                                 
2 2 2 2

1 2
2 2 q 2 2 q

2 , 2 .
λ µ µ λ µ µ

ϑ λ ϑ λ
µ µ

− −
= + = −      (17) 

Jednakże, częstość ϑ2 znajduje się poza obszarem głównego rezonansu parametrycznego. 
Dlatego amplituda ϑ1 oznacza rzeczywistą częstość wymuszenia, przy której zachodzi efekt 
pełnej eliminacji drgań.  

                                              

 

4. Efekt eliminacji drgań 

 

4.1 Analiza efektu pełnej eliminacji drgań.  
 Na początku będziemy analizować EPED oscylatora. Dla danych z pracy [10], 
α1=0.1, α2=0, µ=15.2, λ=0.25, q=0.05, częstość wymuszenia (wyznaczona analitycznie), 
przy której zachodzi pełna eliminacja drgań wynosi ϑ1=0.997, oraz amplituda drgań wahadła 
wynosi B1=0.23 (wyznaczona analitycznie). Krzywe rezonansowe ( otrzymane z równań (9)-
(11)) pokazujące ten efekt są przedstawione na rysunku 2. W pobliżu ϑ=1, zachodzi 
dynamiczna eliminacja drgań oscylatora powodowana przez wahadło. Krzywe analityczne 

zostały zweryfikowane również za pomocą badań numerycznych i doświadczalnych [10].  
                                  (a)                         (b) 

   
Rysunek 2. Analityczne krzywe rezonansowe pokazujące dla zjawisko pełnej eliminacji drgań.  



Rysunek 3 przedstawia numeryczną weryfikację EPED. Amplituda oscylatora dąży do zera, 
(Rysunek 3a), natomiast wahadło wykonie okresowe wahania z amplituda ϕ=0.23, co jest 

zgodne z analitycznymi wynikami. Możemy również, zauważyć, ze stosunek częstości drgań 
pomiędzy oscylatorem i wahadłem wynosi dwa. Warunki początkowe, z jakimi wykonano 
symulacje wynosiły ϕ=0.1, ϕ’=0, x=0 oraz x’=0. 

       (a)                                                                         (b) 

        
Rysunek 3. Numeryczna weryfikacja efektu pełnej eliminacji drgań dla ϑ=0.997, przebieg czasowy 
oscylatora (a) and oraz wahadła (b). 

Jeżeli wahadło nie drga (tzn. B=0), wówczas stanowi dodatkową masę oscylatora. Wartość 
amplitudy drgań takiego układu można wyznaczyć na podstawie klasycznego wzoru na 
amplitudę drgań wymuszonych i tłumionych liniowego oscylatora  

                            

( )2 2 4
1

q
A .

1 2α ϑ ϑ
=

+ − +
      (18) 

Wyrażenie (18) jest identyczne jak formuła otrzymana z równań (4)-(7), jeżeli wstawimy 
B=0. W naszym przypadku amplituda, dla częstości wymuszenia ϑ=0.997 amplituda drgań 
oscylatora wyniosła A=0.5 co jest zgodne z wynikiem przedstawionym na rysunku 2a. 

 4.2 Wpływ tłumienia na efekt dynamicznej eliminacji drgań 

 W praktyce przypadek EPED jest praktycznie niemożliwy do otrzymania, ze względu 
na zawsze występujące tarcie w zawieszeniu wahadła. W tym rozdziale będziemy analizować 
wpływ tłumienia na efekt dynamicznej eliminacji drgań. Na rysunku 4 przedstawiono wpływ 
tłumienia oscylatora na drgania oscylatora (rysunek 4a) i drgania wahadła (rysunek 4b). 
Interesujące wydaje się być to, że wzrost tłumienia oscylatora nie eliminuje całkowicie, tylko 
redukuje zjawisko dynamicznej eliminacji drgań. Jest to bardzo ważne z praktycznego punktu 
widzenia. Ten parametr może być wykorzystany do kontroli dynamiki układu z zachowaniem 
efektywnej eliminacji drgań.  

Natomiast, wzrost tłumienia w zawieszeniu wahadła wpływa na redukcję amplitudy drgań 
wahadła (rysunek 5b), ale obszar, w którym zachodzi zjawisko dynamicznej eliminacji drgań 
został również zredukowany. Oznacza to, że tłumienie wahadła może obniżać skuteczność 
wahadłowego tłumika drgań. 
 

 

 

 

 

 
 



                                                  (a)                                           (b) 

    
Rysunek 4. Wpływ tłumienia oscylatora na efekt dynamicznej eliminacji drgań (a) oraz na dynamikę 
wahadła (b) dla α2=0.002, µ=6, λ=0.3, q=0.2. 

 
                                             (a)                             (b) 

 
Rysunek 5. Wpływ tłumienia wahadła na efekt dynamicznej eliminacji drgań (a) oraz na dynamikę 
wahadła (b) dla α1=0.1, µ=6, λ=0.3, q=0.2. 

Otrzymane wyniki pokazują, że najlepszy efekt dynamicznej eliminacji drgań zachodzi dla 

wąskiego zakresu tłumień i ponadto obszar ten jest zlokalizowany w pobliżu głównego 
rezonansu parametrycznego. Dlatego wahadłowy tłumik drgań powinien być odpowiedni 
zaprojektowany ze szczególnym uwzględnieniem tłumienia wahadła oraz tłumienia 
oscylatora. Eksperymentalna i numeryczna weryfikacja powyższych wyników została 
przedstawiona w pracach [3, 4].  

 

5. Wnioski i podsumowanie końcowe 

 

Efekt dynamicznej eliminacji drgań za pomocą autoparametrycznego wahadłowego 
tłumika drgań był analizowany w tej pracy. W tego tupu układzie, dynamika całego układu 
zależy od sprzężenia obu podukładów. W pobliżu głównego rezonansu parametrycznego 
został wykryty najefektywniejszy obszar, w którym zachodzi dynamiczna eliminacja drgań. 
Badania analityczne i numeryczne pokazały, ze przypadek pełnej dynamicznej eliminacji 



drgań jest możliwy, jeżeli nie ma tłumienia w zawieszeniu wahadła. Wahadłowy tłumik drgań 
jest najbardziej efektywny przy odpowiednim dostrojeniu obu podukładów.   

Analiza tłumienia wykazała, że wzrost tłumienia w zawieszeniu wahadła redukuje lub 
eliminuje efekt dynamicznej eliminacji drgań, podczas gdy wzrost tłumienia oscylatora jedyni 
redukuje to zjawisko. Dlatego, sterowanie AWTD za pomocą tłumienia oscylatora wygląda 
obiecująco.  Inteligentne zawieszenie składające się ze sprężyny wykonanej ze stopu z 
pamięcią kształtu oraz tłumika magnetoreologicznego prowadzące do opracowania 
aktywnego wahadłowego tłumika drgań będzie następnym etapem badań. 
 

 Podziękowania: Praca jest finansowana z grantu nr 0234/IP2/2011/71 Ministerstwa 
Nauki i Szkolnictwa Wyższego w latach 2012-2014. 

 
Literatura 

 

1. Guskov A M, Panovko G Y, Van Bin C. Analysis of the Dynamics of a Pendulum Vibration 
Absorber. Journal of Machinery Manufacture and Reliability 2008; 37(4): 321–329. 
 

2. Hatwall H, Mallik A K, Ghos A. Non-linear vibrations of a harmonically excited 

autoparametric system. Journal of Sound and Vibration 1980; 81(2): 153-164. 
 

3. Kecik K, Warminski J. Dynamics of an autoparametric pendulum-like system with a nonlinear 
semiactive suspension. Mathematical Problems in Engineering 2011: Article ID 451047:1-18. 
 

4. Kęcik K. Zastosowanie tłumika magnetoreologicznego do sterowania drganiami w układzie 
mechanicznym z wahadłem. Przegląd Elektrotechniczny (Electrical Review) 2012; 2, 2012: 
223-226. 
 

5. Korenev B G, Reznikov L M.Dynamic vibration absorbers, theory and technical applications, 
John Wiley & Sons, 1993. 
 

6. Nabergoj R, Tondl A, Virag Z. Autoparametric Resonance in an Externally Excited System. 
Chaos, Solitons, Fractals 1990; 4: 263–273. 
 

7. Sun J Q, Jolly M R, Norris M A. Passive adaptive and active tuned vibration absorbers – a 

survey. Transaction of ASME 1995; 117: 234-242. 
 

8. Warminski J, Kecik K. Autoparametric vibrations of a nonlinear system with pendulum. 
Mathematical Problems in Engineering 2006; Article ID 80705: 1-19. 

 

9. Warminski J, Kecik K. Instabilities in the main parametric resonance area of a mechanical 
system with a pendulum. Journal of Sound Vibration 2009; 332: 612-628.  
 

10. Warminski J, Lenci S, Cartmell M P, Rega R and Wiercigroch M. Nonlinear Dynamic 
Phenomena in Mechanics. Springer 2012, 181. 

 
Krzysztof Kecik, PhD (Eng.) 
Andrzej Mitura, PhD (Eng.) 
Jerzy Warminski, Prof. DSc, PhD (Eng.) 
Faculty of Mechanical Engineering 
Lublin University of Technology 
Nadbystrzycka 36, 20-816 Lublin, Poland 
E-mail: k.kecik@pollub.pl 
E-mail: a.mitura@pollub.pl 
E-mail: j.warminski@pollub.pl 

 

mailto:k.kecik@pollub.pl
mailto:a.mitura@pollub.pl
mailto:j.warminski@pollub.pl

	Krzysztof Kęcik
	Andrzej Mitura
	Jerzy Warmiński
	2. Model AWTD

