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ABSTRACT

❈♦♠♣❧❡① ❡✈❡♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❈❊P✮ ✐s ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡✲
t❡❝t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✭♣❛tt❡r♥s✮ ♦❢
❡✈❡♥ts ✐♥ ♠❛ss✐✈❡ ❞❛t❛ str❡❛♠s✳ ❆s ♥❡✇ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛❝✲
❝❡♣t❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t str❡❛♠✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧✲❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❡ ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡
♥❡✈❡r ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦r ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥✲t❤❡✲✢②
❝❤❛♥❣❡s✳ ❚♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛s ❛ r❡❛❝t✐♦♥ t♦
s✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡s❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠s t②♣✐❝❛❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✇❤❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s str❛t❡❣②
♦❢t❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ♠✐ss✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥♣✉t ❝❤❛♥❣❡s ♦r ✐t ♠❛②
✐♥❝✉r s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❜② ♦✈❡r✲❛❞❛♣t✐♥❣✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡t❤♦❞

❢♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞
✈❛❧✉❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❜❡tt❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐s ❣✉❛r❛♥✲
t❡❡❞ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ♣r♦✈❛❜❧②
❛✈♦✐❞ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♦♥ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦r✲
♠❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤✐s ❝❧❛✐♠ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞
❞❛t❛s❡ts ❝♦♥✜r♠s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ♦✉r str❛t❡❣② ♦✈❡r ❡①✐st✲
✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳
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♦❢ ❈♦♠♣❧❡① ❊✈❡♥t P❛tt❡r♥s✳ P❱▲❉❇✱ ✶✶ ✭✶✶✮✿ ✶✸✹✻✲✶✸✺✾✱ ✷✵✶✽✳
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General Terms
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1. INTRODUCTION
❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ ♣❛tt❡r♥s ✐s ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❛s❦s ✐♥ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ▼❛♥② ♠♦❞❡r♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ❞❛t❛ ✐t❡♠s
❛rr✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♣✉t str❡❛♠s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❧❡① ❡✈❡♥t ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ✭❈❊P✮ ✐s ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❜r♦❛❞❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✱ s❡❝✉r✐t② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧
s❡r✈✐❝❡s✳ ❈❊P ❡♥❣✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ ✐t❡♠s ❛s ❡✈❡♥ts ❛rr✐✈✲
✐♥❣ ❢r♦♠ ❡✈❡♥t s♦✉r❝❡s✳ ❆s ♥❡✇ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✱ t❤❡②
❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ❡✈❡♥ts ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛tt❡r♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❡♥❞ ✉s❡rs✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❈❊P s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❡✈❛❧✉✲

❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ P♦♣✉❧❛r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥❝❧✉❞❡
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭◆❋❆s✮ ❬✺✵❪✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
tr❡❡s ❬✹✸❪✱ ❣r❛♣❤s ❬✽❪ ❛♥❞ ❡✈❡♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✭❊P◆s✮
❬✸✵❪✳ ❆ ❈❊P ❡♥❣✐♥❡ ✉s❡s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❝r❡❛t❡
❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥ P t♦ ❜❡ ♠♦♥✐✲
t♦r❡❞✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ P ✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❞❡✜♥❡s ❤♦✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦
♣❛rt✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦t❡♥t✐❛❧
♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✈❛❧✐❞
s✉❜s❡t ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ ♠❛t❝❤✮✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✳
❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❆ s②st❡♠ ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s♠❛rt

s❡❝✉r✐t② ❝❛♠❡r❛s ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳ ❆❧❧ ❝❛♠❡r❛s
❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❢❛❝❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✱ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧
r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛ ❛r❡ s❡♥t ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥
s❡r✈❡r✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛♥ ✐♥tr✉❞❡r ❛❝❝❡ss❡s t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛r❡❛ ✈✐❛ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❡♥tr❛♥❝❡✳ ❚❤✐s
♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
❡✈❡♥ts✿ ✶✮ ❝❛♠❡r❛ ❆ ✭✐♥st❛❧❧❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ♠❛✐♥ ❣❛t❡✮ ❞❡t❡❝ts
❛ ♣❡rs♦♥❀ ✷✮ ❧❛t❡r✱ ❝❛♠❡r❛ ❇ ✭❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣✬s
❧♦❜❜②✮ ❞❡t❡❝ts t❤❡ s❛♠❡ ♣❡rs♦♥❀ ✸✮ ✜♥❛❧❧②✱ ❝❛♠❡r❛ ❈ ❞❡t❡❝ts
t❤❡ s❛♠❡ ♣❡rs♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛r❡❛✳
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✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts
❢r♦♠ str❡❛♠s ❆✱❇✱❈ ✿ ✭❛✮ ◆❋❆ ✇✐t❤♦✉t r❡♦r❞❡r✐♥❣❀ ✭❜✮ ▲❛③②
◆❋❆ ✇✐t❤ r❡♦r❞❡r✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✶✭❛✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✮ ❢♦r ❞❡✲
t❡❝t✐♥❣ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♣❛tt❡r♥ ❜② ❛ ❈❊P ❡♥❣✐♥❡✳ ❚❤✐s ◆❋❆
✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✳
❋✐rst✱ ❛ str❡❛♠ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛rr✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❛♠❡r❛ ❆ ✐s ✐♥s♣❡❝t❡❞✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❡✈❡♥t✱ t❤❡ str❡❛♠ ♦❢ ❇ ✐s ♣r♦❜❡❞ ❢♦r s✉❜s❡✲
q✉❡♥t❧② r❡❝❡✐✈❡❞ ❡✈❡♥ts s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡rs♦♥✳ ■❢ ❢♦✉♥❞✱
✇❡ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥t t♦ ❛rr✐✈❡ ❢r♦♠ ❝❛♠❡r❛ ❈✳
P❛tt❡r♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②

✐♠♣r♦✈❡❞ ✐❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞
❞❛t❛ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❢❡✇❡r ♣❡♦♣❧❡ ❛❝❝❡ss t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛r❡❛ t❤❛♥
♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❡♥tr❛♥❝❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♥♦t✐✜❝❛t✐♦♥s ❛rr✐✈✐♥❣
❢r♦♠ ❝❛♠❡r❛ ❈ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❝❛♠❡r❛s ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❚❤✉s✱ ✐♥✲
st❡❛❞ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ A → B → C✮✱ ✐t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ✏❧❛③② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✑ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❬✸✼❪ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✱ ✜rst ♠♦♥✐✲
t♦r✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❈✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❤✐st♦r② ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s r❡❛❞✐♥❣s ♦❢ ❇ ❛♥❞ ❆✳ ❚❤✐s ✇❛②✱
❢❡✇❡r ♣❛rt✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❜✮ ❞❡♣✐❝ts
t❤❡ ◆❋❆ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❧❛♥✳
◆✉♠❡r♦✉s ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❡✈❛❧✉✲

❛t✐♦♥ ♣❧❛♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱
s✉❝❤ ❛s ❡✈❡♥t ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ❬✽✱ ✸✼✱ ✹✸✱ ✹✻❪✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t
s②st❡♠s t✉♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡s❡
st❛t✐st✐❝s ❝❛♥ ❜♦♦st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ ❞❛t❛✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

✐s r❛r❡❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ r❛♣✐❞❧② ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡♥❞❡r ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ♥❡❛r t❤❡ ♠❛✐♥ ❡♥tr❛♥❝❡ ♠✐❣❤t ❞r♦♣
❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❧❛t❡ ❡✈❡♥✐♥❣ ❤♦✉rs✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t str❡❛♠
❢r♦♠ ❝❛♠❡r❛ ❆ t❤❡ ✜rst ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❡♥t
str❡❛♠ ❢r♦♠ ❈✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ❈❊P ❡♥❣✐♥❡ ♠✉st ❝♦♥t✐♥✉✲

♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞✱ ✐❢ ❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛❞❛♣t ✐ts❡❧❢ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡❞
❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ s②st❡♠s ♣♦ss❡ss✐♥❣ s✉❝❤
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s ❆❞❛♣t✐✈❡ ❈❊P ✭❆❈❊P✮ s②st❡♠s✳
❆ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❆❈❊P s②st❡♠ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ st❛rts ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥✲
❝♦♠✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❧❛♥✳ ❆ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♣♦✲

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❈❊P s②st❡♠✳

♥❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✭❡✳❣✳✱
❡✈❡♥t ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✮ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs t❤❡♠ t♦ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❡r✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡r t❤❡♥ ✉s❡s t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡❝✐❞❡
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❛♥✲
s✇❡r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ t♦
♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♣❧❛♥ ✭❡✳❣✳✱ ❛ ♥❡✇ ◆❋❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❞❡❧✐✈✲
❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❡♠♣❧♦②❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠♣❧②
s♦rts t❤❡ ❡✈❡♥t t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ❛rr✐✈❛❧
r❛t❡s ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❝❤❛✐♥✲str✉❝t✉r❡❞ ◆❋❆ ❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❛t
♦r❞❡r✳
❈♦rr❡❝t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡r ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉❝✲

❝❡ss❢✉❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆s t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐s ✈❡r②
❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ✏❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✱✑ t❤❛t ✐s✱
❧❛✉♥❝❤✐♥❣ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧②
❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❧❛♥✳ ✏❋❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s✱✑ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t s❤✐❢t ✐♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❛t❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ♠✐ss❡❞✱ ❛r❡ ❡q✉❛❧❧②
✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❆ ✢❛✇❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ♠❛② s❡✈❡r❡❧② ❞✐♠✐♥✲
✐s❤ ♦r ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❢♦r r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥
❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✷✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈❊P ❞♦♠❛✐♥
✭❬✸✼✱ ✹✸❪✮✳ ■♥ ❬✸✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤
r❡♦r❣❛♥✐③❡s ✐ts❡❧❢ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛rr✐✈❛❧
r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❊❞❞✐❡s ❬✶✸❪✱ t❤✐s
s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♦♣t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛♥ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥✱ ❜✉t r❛t❤❡r
❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ ♣❧❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✇❧② ♦❜s❡r✈❡❞ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s
✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡✈✐❞❡♥t ❢♦r st❛❜❧❡ ❡✈❡♥t str❡❛♠s ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ t♦
♥♦ ❞❛t❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦✉t♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ st❛t✐❝ ♣❧❛♥✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✹✸❪✱ ❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦♥✲

st❛♥t t❤r❡s❤♦❧❞ t ❢♦r ❛❧❧ ♠♦♥✐t♦r❡❞ st❛t✐st✐❝s✳ ❲❤❡♥ ❛♥②
st❛t✐st✐❝ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ❜② ♠♦r❡
t❤❛♥ t✱ ♣❧❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
♠✉❝❤ ❝❤❡❛♣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ s♦♠❡ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ♠❛② ❜❡ ♠✐ss❡❞✳
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❈♦♥s✐❞❡r ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❛❣❛✐♥✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❜② t❤❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ❛r✲
r✐✈❛❧ r❛t❡s✱ ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ r❛t❡s ❢♦r ❡✈❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝❛♠❡r❛s
❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ❜❡ rateA = 100, rateB = 15, rateC = 10 r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❡✈❡♥ts ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❛t ❆ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❛t ❇ ❛♥❞ ❈✳
❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t > 6✱ ❛
❣r♦✇t❤ ✐♥ ❈ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✐t ❡①❝❡❡❞s ❇ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞✐s✲
❝♦✈❡r❡❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈✐t❛❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ s❡tt✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ t < 6 ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ❜✉t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ s②st❡♠ t♦ r❡❛❝t
t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❆✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡❞✉♥❞❛♥t
♣❧❛♥ r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
◆♦ s✐♥❣❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡

♦♣t✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
{rateA > rateB , rateB > rateC}✱ ♣❧❛♥ r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛ ❜❡tt❡r ♣❧❛♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t

❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ t✐❣❤t❧② ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
♠♦♥✐t♦r❡❞ st❛t✐st✐❝s t♦ ❜❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡✳
❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❧❛♥ ❝r❡❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t❧② r❡❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ❛❞❛♣ts t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛ ❜❡tt❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s

t❤❡ ✜rst t♦ ♣r♦✈❛❜❧② ❛✈♦✐❞ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♦♥ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■t ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡s ♥♦t❛❜❧② ❧♦✇ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❢❛❧s❡ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ♦✉r
❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡❞
✐♥ ❛♥② str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✳
❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝❛♥ t❤✉s

❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• ❲❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡✈❡♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✳
• ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ r❡♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✐♥ ❆❈❊P s②st❡♠s ❜② ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥ts ♦♥ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧②
♣r♦✈❡ t❤❛t ♥♦ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
✉s❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳

•❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞
♦♥ t✇♦ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❝r❡❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❣r❡❡❞② ♦r❞❡r✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✺❪ ❛♥❞ ❩❙tr❡❛♠ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❬✹✸❪✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
t♦ ❜r♦❛❞❡r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳

• ❲❡ ❝♦♥❞✉❝t ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲
❛rt s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ t✇♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛s❡ts✱ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞
❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♦✈❡r❤❡❛❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✮✳

2. PRELIMINARIES
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s

♣❛♣❡r✱ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ❡✈❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛♥ ❆❈❊P s②s✲
t❡♠✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲
s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✳

2.1 Notations and Terminology
❆ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② ❛ ❈❊P s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ts✱ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛♥❞
❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✭❬✷✹✱ ✷✽✱ ✺✵❪✮✳
❊❛❝❤ ❡✈❡♥t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ t②♣❡ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ t✐♠❡st❛♠♣✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✈❡♥t ❤❛s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ t②♣❡✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡✈❡♥t ❡✐t❤❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t②♣❡ ❛s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦r ✐t
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t ❛ttr✐❜✉t❡s ✉s✐♥❣ ♥❡❣❧✐✲
❣✐❜❧❡ s②st❡♠ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s✐③❡ ✭✐✳❡✳✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥✮ ❜② n✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ❡✈❡♥ts

❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❆♥② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♦♥ ❛♥② ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡st❛♠♣ ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s✮✳
❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts

❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❙❊◗✮✱ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✭❆◆❉✮✱ ❞✐s✲
❥✉♥❝t✐♦♥ ✭❖❘✮✱ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ♠❛r❦❡❞ ❜② ✬⑦✬✱ r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ str❡❛♠✮ ❛♥❞ ❑❧❡❡♥❡ ❝❧♦s✉r❡
✭♠❛r❦❡❞ ❜② ✬✯✬✱ ❛❝❝❡♣ts ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐♥
❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❆ ♣❛tt❡r♥ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❛❣❛✐♥✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡ ❡✈❡♥t t②♣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♦❢
t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡♠✿ ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠✐✲
t✐✈❡ ❡✈❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡t t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♣❡rs♦♥❴✐❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛
✉♥✐q✉❡ ♥✉♠❜❡r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❢❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ❞❡✲
t❡❝t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡rs♦♥ ✐♥ t❤r❡❡
❛r❡❛s ✐♥ ❛ ✶✵✲♠✐♥✉t❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ s②♥t❛①✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❙❆❙❊ ❬✺✵❪✿

PATTERN SEQ (A a,B b, C c)
WHERE ((a.person❴id = b.person❴id)∧

(b.person❴id = c.person❴id))
WITHIN 10minutes.

❖♥ s②st❡♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ♣❛ss❡❞
t♦ t❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♣❧❛♥✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❈❊P
❡♥❣✐♥❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛tt❡r♥ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝❝❡♣ts ❛
♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ P ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s Stat✳ ■t t❤❡♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ t♦
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✲
✈❛♥❝❡✱ ❛ ❞❡❢❛✉❧t✱ ❡♠♣t② Stat✱ ✐s ♣❛ss❡❞✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈✐s❡❞✱ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✉♣♣♦rt✐♥❣
♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❬✸✺✱ ✸✻✱ ✹✸❪✳
■♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ Stat ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ♦❢ ❡✈❡♥t

t②♣❡s ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❛❜♦✈❡ t②♣❡s✱ ❛♥❞ A ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ r❡t✉r♥✐♥❣
❛ ♣❧❛♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s✳ ❚❤❡
❈❊P ❡♥❣✐♥❡ t❤❡♥ ❛❞❤❡r❡s t♦ t❤✐s ♦r❞❡r ❞✉r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ st❛t✐st✐❝ t♦ ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞
✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss✮
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲❡✈❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❊①❛♠✲
♣❧❡s ♦❢ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳
❚❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛tt❡♠♣ts t♦ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ Stat t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥
s✉❜❥❡❝t t♦ s♦♠❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❡t ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s✱ ✇❤✐❝❤
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ tr❡❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❩❙tr❡❛♠ ❢♦r t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ str❡❛♠s ❆✱❇✱❈ ✿ ✭❛✮ ❛ ❧❡❢t✲❞❡❡♣ tr❡❡❀
✭❜✮ ❛ r✐❣❤t✲❞❡❡♣ tr❡❡✳

✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s Perf ✳ ❚❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧❛t❡♥❝②✱ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st✱ ♣♦✇❡r ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
Perf ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✐s {throughput,memory}✱ ❛s ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t❤❡ ❡✈❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ❛rr✐✈❛❧
r❛t❡s ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ✈❛st❧② ✐♠♣r♦✈❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞
t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❛ ❈❊P s②st❡♠ ❬✸✼❪✳
■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r A t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②

❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
♦♣t✐♠❛❧❀ t❤❛t ✐s✱ ✐t ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❛r❡❧② ❤♦❧❞s
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✉❛❧❧② t❡♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡r❡❧② ❛♥

♦r❞❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞
♣❧❛♥s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❩❙tr❡❛♠ ❬✹✸❪✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♣❧❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❛rr✐✈✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛t
t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❛✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ♥♦❞❡s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞
t❤❡✐r ♠✉t✉❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ▼❛t❝❤❡s r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡
tr❡❡ r♦♦t ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡rs✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ♣❧❛♥s ❛s tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ♣❧❛♥s
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦r❞❡r✲
❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❧❛♥ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ♦r❞❡r✲
❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s✳

2.2 DetectionAdaptation Loop
❉✉r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❆❈❊P s②st❡♠ ❝♦♥st❛♥t❧② ❛tt❡♠♣ts

t♦ s♣♦t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❛♥❞ t♦ r❡❛❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣✱ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳
❚❤❡ s②st❡♠ ❛❝❝❡♣ts ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t str❡❛♠ ❛♥❞

♣r♦❝❡ss❡s t❤❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✳ ❆t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ st❛t✐st✐❝s ✐♥ Stat ❛r❡ ❝♦♥✲
st❛♥t❧② r❡❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✱
♦❢t❡♥ ❛s ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❛s❦✳ ❲❤✐❧❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ✈❛❧✲
✉❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s✮ r❡q✉✐r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡ ❡①✐st✐♥❣ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞❛t❛ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✶✹✱ ✷✼❪✳
❚❤❡s❡ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♠❛✐♥✲
t❛✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ str❡❛♠ st❛t✐st✐❝s ♦✈❡r s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s ✇✐t❤
❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s②st❡♠ r❡s♦✉r❝❡s✳
❖♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡♦♣✲

t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ D✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

D : STAT → {true, false} ,

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❉❡t❡❝t✐♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ✐♥ ❛♥ ❆❈❊P s②s✲
t❡♠
■♥♣✉t✿ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ P ✱ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
A✱ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ D✱ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s
in❴stat ∈ STAT

curr❴plan ⇐ A (P, in❴stat)
✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿
♣r♦❝❡ss ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✉s✐♥❣ curr❴plan

curr❴stat ⇐ ❡st✐♠❛t❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s
✐❢ D (curr❴stat)✿

new❴plan ⇐ A (P, curr❴stat)
✐❢ new❴plan ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ curr❴plan✿

curr❴plan ⇐ new❴plan

❛♣♣❧② curr❴plan

✇❤❡r❡ STAT ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s✳ D ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r
t❤❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r r❡♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ ❛tt❡♠♣t❡❞✳ ❲❤❡♥❡✈❡r D r❡t✉r♥s true✱ A ✐s
✐♥✈♦❦❡❞✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ A ✐s ❛ ♥❡✇ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✱ ✇❤✐❝❤✱
✐❢ ❢♦✉♥❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡
♠❡tr✐❝s ✐♥ Perf ✱ ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡♣❧♦②❡❞✳
▼❡t❤♦❞s ❢♦r r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✇✐t❤✲

♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t✐♥❣ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r ❧♦s✐♥❣ ✐♥✲
t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ ♠❛❥♦r ❢♦❝✉s ♦❢ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❬✷✾❪✳
◆✉♠❡r♦✉s ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
❝♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ❞❛t❛ str❡❛♠s ❬✶✵✱ ✸✽✱ ✺✸❪✳ ■♥
♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❈❊P✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪✳
▲❡t t0 ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣❧❛♥✳ ❚❤❡♥✱ ♣❛rt✐❛❧
♠❛t❝❤❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜❡❢♦r❡
t0 ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❧❞ ♣❧❛♥ pold✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ ✏♥❡✇✑
❡✈❡♥ts ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣❧❛♥ pnew✳ ◆♦t❡
t❤❛t s✐♥❝❡ pold ❛♥❞ pnew ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts ♦❢ ♠❛t❝❤❡s✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆t t✐♠❡
t0+W ✭✇❤❡r❡W ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✮✱ t❤❡ ❧❛st
✏♦❧❞✑ ❡✈❡♥t ❡①♣✐r❡s ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ s✇✐t❝❤❡s ❢✉❧❧② t♦ pnew✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❜❡ ❛

❝♦st❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ♣❧❛♥ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳

2.3 Reoptimizing Decision Problem
❚❤❡ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✲

✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ D t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈❊P
s②st❡♠ s✉❜❥❡❝t t♦ Perf ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧✲
❧♦✇s✿ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ P ✱ t❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ A✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦♥✐t♦r❡❞ st❛t✐st✐❝s Stat✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t
♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s Perf ✱ ✜♥❞ ❛ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ D t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❈❊P
❞❡t❡❝t✐♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ s✉❜❥❡❝t t♦ Perf ✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ D ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ❢❛❝t♦rs✳

❚❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡rs r❡t✉r♥❡❞ ❜②
D✳ ❲r♦♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❢❛❧s❡
♣♦s✐t✐✈❡s ✭r❡t✉r♥✐♥❣ true ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ♣❧❛♥ ✐s st✐❧❧
t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮ ♦r ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ✭r❡t✉r♥✐♥❣ false ✇❤❡♥ ❛
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮✳ ❇♦t❤ ❝❛s❡s ❝❛✉s❡ t❤❡ s②st❡♠
t♦ ✉s❡ ❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r ✐s
t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢D✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ②❡t r❡s♦✉r❝❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ D
♠❛② s❡✈❡r❡❧② ❞❡❣r❛❞❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✐ts
♦✉t♣✉t✳
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❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ◆❋❆ ❬✸✼❪
❞❡✜♥❡s ❛ tr✐✈✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ D✱ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② r❡t✉r♥✲
✐♥❣ true✳ ■♥ ❩❙tr❡❛♠ ❬✹✸❪ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦♦♣s ♦✈❡r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r curr❴stat ❛♥❞ r❡t✉r♥s true ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳

3. INVARIANTBASED METHOD FOR THE

REOPTIMIZING DECISION PROBLEM
❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t❤❡✐r ❝♦❛rs❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✱ ❛s
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❞❛t❛ ♣r♦♣✲
❡rt②✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str✉❝t✲
✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t r❡✢❡❝t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡
r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ D ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ t✐♠❡ ❛♥❞
s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

3.1 Invariant Creation
❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭♦r s✐♠♣❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

❛s ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

f1 (stat1) < f2 (stat2) ,

✇❤❡r❡ stat1, stat2 ∈ STAT ❛r❡ s❡ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ st❛t✐s✲
t✐❝ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ f1, f2 : STAT → R ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❡❛❝❤

❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ✉s❡✳ ❆ ❜✉✐❧❞✲
✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛rt
♦❢ ❛ ♣❧❛♥✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣❧❛♥ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ t②♣❡s ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✿

✶✳ ✏❆❝❝❡♣t ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❢ t②♣❡ ❈✑❀

✷✳ ✏❙❝❛♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ❢♦r ❡✈❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ❇ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡
❛❝❝❡♣t❡❞ ❈✑❀

✸✳ ✏❙❝❛♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ❢♦r ❡✈❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ❆ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡
❛❝❝❡♣t❡❞ ❈ ❛♥❞ ❇✑✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
♦r❞❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❜❧♦❝❦✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s
❛ ❜❧♦❝❦ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡✳
❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❧❛♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠✲

♣❧❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A
s♦rts t❤❡ ❡✈❡♥t t②♣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s✳ ■❢✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❇ ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤❛t ♦❢ ❆✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❜❧♦❝❦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✏❙❝❛♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ❢♦r ❡✈❡♥ts ♦❢ t②♣❡
❆ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❈✑ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡
❝❤❛♥❣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢
t❤❡ ♣❧❛♥ ✐s s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♦❢ A✱ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ rateB < rateA ✇❛s ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❝❤❡❝❦❡❞✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❤❡❝❦ ✇❛s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐✲
♥♦❧♦❣② ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ STAT ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧
✈❛❧✐❞ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ f1, f2 ❛r❡ tr✐✈✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱
f1 (x) = f2 (x) = x✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❛♥② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ st❛t✐st✐❝

✈❛❧✉❡s✮ ✇❤♦s❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❧❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
s♦♠❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❧❛♥ ❛s ❛ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ♥♦ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❡①✐sts t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥
❛ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❡❣✉❧❛r ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t♦
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦♥ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ❜❛s❡❞
♦♥ ✐ts s❡♠❛♥t✐❝s✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛rr✐✈❛❧
r❛t❡s ❛r❡ s♦rt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✐♥✲s♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s❡❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥②
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛
❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❲❤❡♥ A ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t✱ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✢♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛♥② ❛❝t✉❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ ❜❧♦❝❦✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭❇❇❈✮✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ st❛rt ❡①❡❝✉t✐♥❣ ♦✉r ♠✐♥✲s♦rt ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ rateC < rateA ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳
❋✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t rateC ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ rateA✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❇❇❈ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✏❆❝✲
❝❡♣t ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❢ t②♣❡ ❈ ✜rst✑✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✉♥❧❡ss t❤✐s ❞❡❝✐❞✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧
♣❧❛♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ rateC < rateB ✐s s✉❜s❡✲
q✉❡♥t❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞ rateC ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ■❢ rateB ✐s s♠❛❧❧❡r✱ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ rateB < rateC ✱ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❇❇❈ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❧♦❝❦ ✏❆❝❝❡♣t ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❢ t②♣❡ ❇ ✜rst✑✳ ❖✈❡r❛❧❧✱
(n− 1) ❇❇❈s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♠✐♥✲s♦rt ✐t❡r❛t✐♦♥✱
(n− 2) ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ b ♦❢ ❛♥② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✱

✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡t ✭❉❈❙✮✳ ❆ ❉❈❙
♦❢ b ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧②
❝❤❡❝❦❡❞ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❇❇❈s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ b ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❛❜♦✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❉❈❙s
✐s ❛❧✇❛②s ❡♠♣t②✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦s
❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s b1, b2, b3✱ t❤❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s❡ts ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

DCS1 = {rateC < rateB , rateC < rateA} ,

DCS2 = {rateB < rateA} ,

DCS3 = ∅.

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✱ ♥♦ ♦t❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♣❧❛♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② A✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛♥② ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ A ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
D ❛s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧
r❡❝♦❣♥✐③❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥ ❜❡❝♦♠❡s s✉❜✲
♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❛❧❧ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣

❜❧♦❝❦s ✐s ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ♦✉r s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t♦✲
t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡✈❡♥t t②♣❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞ ♣❧❛♥s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
♠❛② ❣r♦✇ t♦ ❛ ❤✐❣❤✲❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r ❡✈❡♥ ❜❡❝♦♠❡ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❡✈❡r②
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♠❛② ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t
t❤❡ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② D t♦ ♦♥❡ ♣❡r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡t DCSi✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ t✐❣❤t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✇❛s ❝❧♦s❡st t♦
❜❡✐♥❣ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t✐❣❤t❡st ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦
bi✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♠❛② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t ❛s ❛ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❛❝t✉❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
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❜② D ♦✉t ♦❢ ❛ ❉❈❙✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t DCSi =
{c1, · · · , cm} s✉❝❤ t❤❛t ck = (fk,1 (statk,1) < fk,2 (statk,2)) ,
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❧❡❝t ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
(fk,2 (statk,2)− fk,1 (statk,1)) ❛s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✲
✐♥❣ ❜❧♦❝❦ bi✳
■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r DCSi ✐s rateC <

rateB ✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t rateB < rateA✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
rateB − rateC < rateA − rateC ✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t rateB ✐s ❛
t✐❣❤t❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ rateC t❤❛♥ rateA✳
❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝r❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s

❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♦❢ A ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t ♦❢ st❛t✐s✲
t✐❝s Stat✱ ✇❡ ❝❧♦s❡❧② ♠♦♥✐t♦r ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛
❜❧♦❝❦✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ❜❧♦❝❦ b✱ ✇❡
❛❞❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❈❙ ♦❢ b✳
❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ A✱ t❤❡ t✐❣❤t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❉❈❙ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧✐st✳
❋✐❣✉r❡ ✹ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝r❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♣✲

♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡✲s♦rt✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ A ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❊❛❝❤ s✉❜✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t st❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❉❈❙s
❛♥❞ t❤❡ ❇❇❈s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛t t❤✐s st❛❣❡✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞

t♦ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ A✳ ❚❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❞♦♥❡
❢♦r ❛♥② A ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐♥ ❛ st❡♣✲❜②✲
st❡♣ ♠❛♥♥❡r✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦
❛t ❛ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♦t❤❡r ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛ ❜❧♦❝❦✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤✐s ♣r♦✲
❝❡ss ♦♥ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡
✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❜r♦❛❞❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛t✲
❡❣♦r✐❡s✳

3.2 Invariant Verification and Adaptation
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ✭❆❧✲

❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱ D tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❜✉✐❧t ❛s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■t r❡t✉r♥s true ✐❢ ❛ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❛s
❢♦✉♥❞ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✐st✐❝ ❡st✐♠❛t❡s✮ ❛♥❞ false

♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤✐s ❧✐st ✐s s♦rt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✳ ■♥ ❊①❛♠♣❧❡
✶✱ ✜rst t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t rateC < rateB ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② rateB < rateA✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♠✲
♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
✭❡✳❣✳✱ rateB < rateA ❛ss✉♠❡s t❤❛t rateC < rateB ❤♦❧❞s❀
♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ rateC < rateA✮✳
❋♦r tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲
✉♣ ♦r❞❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ tr❡❡ ♣❧❛♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✭❛✮✱ t❤❡ ♦r❞❡r ✐s (A,B) → (A,B,C)✳
■❢ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ A ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ t♦

❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❧✐st ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② D ❛r❡ t❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t

t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ D ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s O (B)✱ ✇❤❡r❡ B ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✲
✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✐♥ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s✐③❡ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥t t②♣❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣
✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥✮ ❢♦r ❜♦t❤ ♦r❞❡r✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s✳ ❚♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ A ❤❛s t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✲t✐♠❡
♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ❡①❡♠♣❧✐❢② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

3.3 Correctness Guarantees and the Kinvariant
Method

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♥♦ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s
✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t D ❜❡ ❛ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ▲❡t
A ❜❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✉s❡ ❛♥❞
❧❡t p ❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❧❛♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t
❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ D r❡t✉r♥s true✱ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥
♦❢ A ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ❛ ♣❧❛♥ p′✱ s✉❝❤ t❤❛t p′ 6= p✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❢ D r❡t✉r♥s true✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❤♦s❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❧❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ▲❡t c ❜❡ t❤❡ ✜rst s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
❛♥❞ ❧❡t bi ❜❡ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ s✉❝❤ t❤❛t c ∈ DCSi ✭r❡❝❛❧❧
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s✉❝❤ bi✮✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦❢
A ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ t❤❡ ♥❡✇
r✉♥ ♦❢ A ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡❞ p ✉♥t✐❧
t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❛t ❝❤❡❝❦s c✳ ❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
r❡s✉❧t ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ c ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ A t♦ r❡❥❡❝t bi ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ s❡❧❡❝t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡✱ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛
♣❧❛♥ p′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ p✳ �
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ A t♦ ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉✲

t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ▲❡t D ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡t A ❜❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✉s❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❞✉r✐♥❣ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ D r❡t✉r♥s true✱ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ A ✇✐❧❧
r❡t✉r♥ ❛ ♣❧❛♥ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ ♦♥❡✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❞♦❡s ♥♦t
❤♦❧❞✳ ■t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥
❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞✱ ②❡t t❤✐s ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜②
D ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♦♥❧② ♣✐❝❦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❞❡❝✐❞✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ■❢ ✇❡ ✇❡r❡
t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t✱ ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t D ❜❡ ❛ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐t❤
❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❧❧ ❉❈❙s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
✉s❡ ❛♥❞ ❧❡t p ❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❧❛♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ D r❡t✉r♥s true✱
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ A ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ❛ ♣❧❛♥ p′✱ s✉❝❤
t❤❛t p′ 6= p✳

❚❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳
❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t p′ 6= p ❛♥❞ ❧❡t bi ∈ p, b′i ∈ p′

❜❡ t❤❡ ✜rst ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ❞✐✛❡r ✐♥ p ❛♥❞ p′✳ ❇② A✬s
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐st f1, f2, stat1, stat2 s✳ t✳

(f1 (stat1) < f2 (stat2)) ∈ DCSi

(f2 (stat2) < f1 (stat1)) ∈ DCS
′
i,

❛s ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ✇❛② ❢♦r A t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐s✲
t✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ bi ❛♥❞ b′i✳ ❙✐♥❝❡ p′ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ❜②
A ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❝❛♥
❞❡❞✉❝❡ t❤❛t f2 (stat2) < f1 (stat1) ❤♦❧❞s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ■♥✈❛r✐❛♥t ❝r❡❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛tt❡r♥ ❙❊◗✭❆✱❇✱❈✮ ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✿ ✭❛✮ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦r❞❡r❀ ✭❜✮ ❈ ✐s s❡t ❛s t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t t②♣❡✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✈❡♥t t②♣❡ ✐s ✐♥ ♣r♦❝❡ss❀ ✭❝✮ ❇ ✐s s❡t ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡✱
❛♥❞ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t t②♣❡ r❡♠❛✐♥s ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ♣♦s✐t✐♦♥❀ ✭❞✮ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛r❡ ✜♥❛❧✐③❡❞✳

f1 (stat1) < f2 (stat2) ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳ ❇② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t ❛❧❧ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t✱ D ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡t❡❝t t❤✐s ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s
t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ❣r❡❛t❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞

✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❡r
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ❛❧❧
❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♦✈❡r❤❡❛❞✳
❚❤❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r K✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❞❡❝✐❞✐♥❣ s❡t t♦
s❡❧❡❝t ❛s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K ❛s t❤❡ ❑✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞
t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡t❤♦❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ✶✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤❡
❑✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ t✐♠❡✲
❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ K✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛t ♠♦st K · (B − 1)✳

3.4 DistanceBased Invariants
❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✱ ✐t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t ❛ ♥❡✇✱ ❜❡tt❡r ❡✈❛❧✉✲

❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✐ts ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ♦❧❞
♣❧❛♥ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❡✈❡♥t
t②♣❡s ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s✳ ❋✉rt❤❡r ❛s✲
s✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❧✐❣❤t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❛t❡s✱ ❝❛✉s✐♥❣
t❤❡ ❡✈❡♥t t②♣❡s t♦ s✇❛♣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ ♦r❞❡r❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s st❛t✐st✐❝✳ ■❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣❛r✲
✐♥❣ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s✱ t❤❡♥ D ✇✐❧❧ ❞✐s❝♦✈❡r
t❤❡s❡ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t✇♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥s ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ t♦
♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② ♣r♦❞✉❝❡❞
❛♥❞ ❞❡♣❧♦②❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛ ✏❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✑ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♠❛② ❡①❝❡❡❞ ❛♥② ❜❡♥✲
❡✜t ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ d✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❧❛t✐✈❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥
❛ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ fk,1 (statk,1) < fk,2 (statk,2)✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② D ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(1 + d) · fk,1 (statk,1) < fk,2 (statk,2) .

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❛
❝♦rr❡❝t❧② ❝❤♦s❡♥ d ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ❜❛s✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉❢✲
✜❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞ d ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✱
t❤❡ t②♣❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✿

✶✮P❛r❛♠❡t❡r s❝❛♥♥✐♥❣✿ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♥❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st✱ ❜✉t ♦❢t❡♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥
r❡❛❧✲❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳
✷✮❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✿ ❞❡r✐✈✐♥❣ d ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❧✲
❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❞❡s ♦❢ ❛ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ♦r✱ ♠♦r❡ ❢♦r✲
♠❛❧❧②✿

d = AV G

(

|(fk,2 (statk,2)− fk,1 (statk,1))|

min (fk,1 (statk,1) , fk,2 (statk,2))

)

.

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♠❛② ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t✳ ❙t✐❧❧✱ ✇❡
❡①♣❡❝t ✐t t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡✳
❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r s❝❛♥♥✐♥❣✳
✸✮▼❡t❛✲❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✿ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② t✉♥✐♥❣ d ♦♥✲t❤❡✲

✢② t♦ ❛❞❛♣t ✐t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t str❡❛♠ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t
❜❡ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤
s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❧❛♥s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② d t♦ ♣r❡✈❡♥t r❡♣❡❛t❡❞ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛tt❡♠♣ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❣❛✐♥ ✐♥ ♣❧❛♥ q✉❛❧✐t② ✐s ❧♦✇✳ ❆♥
❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉t✐✲
❧✐③✐♥❣ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ♣❡r✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❛❞✈❛♥❝❡❞
r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ s✉❜❥❡❝t ❢♦r ♦✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✜rst t✇♦

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

4. APPLICATIONS OF THE INVARIANT

BASED METHOD
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣

❛ r❡♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ D ❛s ❛ ❧✐st ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛♣♣❧② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ str✐❝t❧② ❞❡✜♥❡❞✿ ✶✮✇❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❀ ✷✮✇❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❜❧♦❝❦✲
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ A❀ ✸✮❤♦✇ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❇❇❈ ✇✐t❤
❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❡✣❝✐❡♥t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠✉st ❜❡ ❡♥s✉r❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①❡♠✲
♣❧✐❢② t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦♥ t✇♦ ♣❧❛♥✲❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❛❦❡♥
❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥
❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦r❞❡r✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s

■♥♣✉t✿ ❡✈❡♥t t②♣❡s e1, · · · , en✱ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s r1, · · · , rn✱ ✐♥t❡r✲
❡✈❡♥t ♣r❡❞✐❝❛t❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s sel1,1, · · · , seln,n

❖✉t♣✉t✿ ♦r❞❡r✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ E = ep1 , ep2 , · · · , epn

E ⇐ ∅; p1 = argminj {rj · selj,j}
❛❞❞ ep1 t♦ E

❢♦r i ❢r♦♠ ✷ t♦ n✿
pi = argminj /∈E

{

rj · selj,j ·
∏

k<i selpk,j
}

❛❞❞ epi t♦ E

r❡t✉r♥ E

4.1 Greedy Algorithm for OrderBased Plans
❚❤❡ ❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞

♣r❡❞✐❝❛t❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s ✇❛s ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪ ❢♦r ❝r❡❛t✲
✐♥❣ ❧❡❢t✲❞❡❡♣ tr❡❡ ♣❧❛♥s ❢♦r ❥♦✐♥ q✉❡r✐❡s✳ ■t ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦
t❤❡ ❈❊P ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉♣♣♦rts ❛❧❧ ♦♣❡r✲
❛t♦rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥✳ ■ts ❜❛s✐❝ ❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s❤♦rt❧②✱ ♦♥❧② t❛r❣❡ts
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
❙✉♣♣♦rt ❢♦r ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♦♥ t❤❡
✐♥♣✉t ♣❛tt❡r♥ ♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ♣❧❛♥ ✭❡✳❣✳✱ t♦ ❛✉❣♠❡♥t ✐t ✇✐t❤ ♥❡❣❛t❡❞ ❡✈❡♥ts✮✳ ❆s
t❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡♠ ❤❡r❡✳
❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✸✺❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣

t❤❡ ❡✈❡♥t t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s ✭s✉❜s❡ts ♦❢ ✈❛❧✐❞ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤❡s✮
t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❡✈❡♥t t②♣❡
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s
♦❢ ❛♥② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♣♦ss✐❜❧② ❞❡✜♥❡❞ s♦❧❡❧② ♦♥ t❤✐s ❡✈❡♥t t②♣❡✮
✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❆t ❡❛❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣ i; i > 1✱ t❤❡ ❡✈❡♥t
t②♣❡ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
(

∏i
j=1 rpj ·

∏

j,k≤i selpj ,pk

)

✱ ✇❤❡r❡ rx st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❛rr✐✈❛❧

r❛t❡ ♦❢ t❤❡ xth ❡✈❡♥t t②♣❡ ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥✱ selx,y ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ xth ❛♥❞ t❤❡ yth ❡✈❡♥t
t②♣❡s ✭❡q✉❛❧s t♦ ✶ ✐❢ ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞✮✱ p1, · · · , pi−1 ❛r❡
t❤❡ ❡✈❡♥t t②♣❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s✱ ❛♥❞ pi ✐s t❤❡
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡✈❡♥t t②♣❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❡♣✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt
♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ pi✱ ✐t ✐s s✉✣✲
❝✐❡♥t t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥t t②♣❡✱ ♦✉t ♦❢ t❤♦s❡ st✐❧❧ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣❧❛♥✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

(

rpi · selpi,pi ·
∏

k<i selpk,pi
)

✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧

s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s s❛t✐s❢② selx,y = 1✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❢♦r t❤❡ ♣❛tt❡r♥✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠♣❧② s♦rts t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛♥
❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❢♦r ♦r❞❡r✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♣❧❛♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥t t②♣❡ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥✳ ❚❤❛t
✐s✱ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✏Pr♦❝❡ss
t❤❡ ❡✈❡♥t t②♣❡ ej ❛t ith ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥✑✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛
❢✉❧❧ ♣❧❛♥ ♦✉t♣✉t ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② n ❜❧♦❝❦s✱
❛♥❞ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ O

(

n2
)

❜❧♦❝❦s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r✉♥✳
❉❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❜❧♦❝❦ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

rj · selj,j ·
∏

k<i

selpk,j < rj′ · selj′,j′ ·
∏

k<i

selpk,j′ .

❍❡r❡✱ ej′ , j
′ 6= j ✐s ❛♥ ❡✈❡♥t t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦

♦❝❝✉♣② ith ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❜✉t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ej ✇❛s s❡✲

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❩❙tr❡❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s

■♥♣✉t✿ ❡✈❡♥t t②♣❡s e1, · · · , en✱ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s r1, · · · , rn✱ ✐♥t❡r✲
❡✈❡♥t ♣r❡❞✐❝❛t❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s sel1,1, · · · , seln,n

❖✉t♣✉t✿ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ T

subtrees ⇐ ♥❡✇ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ n× n

❢♦r i ❢r♦♠ ✶ t♦ n✿
subtrees[i][1].cardinality = subtrees[i][1].cost = ri

❢♦r i ❢r♦♠ ✷ t♦ n✿
❢♦r j ❢r♦♠ ✶ t♦ n− i+ 1✿
❢♦r k ❢r♦♠ j + 1 t♦ j + i✿

new❴cardinality = Card(
subtrees[k − j][j].cardinality,
subtrees[i− (k − j)][k].cardinality)

new❴cost = subtrees[k − j][j].cost+
+ subtrees[i− (k − j)][k].cost+ new❴cardinality

✐❢ new❴cost < subtrees[i][j].cost :
subtrees[i][j].tree = new❴tree(

subtrees[k − j][j], subtrees[i− (k − j)][k])
subtrees[i][j].cardinality = new❴cardinality

subtrees[i][j].cost = new❴cost

r❡t✉r♥ subtrees[n][1].tree

❧❡❝t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♠❛②
❝♦♥t❛✐♥ ✉♣ t♦ n − 1 ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛♥❞s✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ n2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♥❡❛r✲❝♦♥st❛♥t t✐♠❡✳

4.2 Dynamic Programming Algorithm for Tree
Based Plans

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❩❙tr❡❛♠ ❬✹✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ n − 1
st❡♣s✱ ✇❤❡r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ith st❡♣ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s ❢♦r ❛❧❧
s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ s✐③❡ i + 1 ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❢♦r t❤❡
tr❡❡s ♦❢ s✐③❡ ✶✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❡ ❧❡❛❢
✐s ❛ss✉♠❡❞✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♠♦✐③❡❞
r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✉❜tr❡❡s ♦❢ ❡❛❝❤ tr❡❡ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚♦ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ tr❡❡ T ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜tr❡❡s L ❛♥❞ R✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✉s❡❞✿

Cost (T ) =

{

ri T is a leaf

Cost (L) + Cost (R) + Card (L,R) otherwise,

✇❤❡r❡ Card (L,R) ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✭t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛t❝❤❡s r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ r♦♦t✮ ♦❢ T ✱ ✇❤♦s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ r♦♦t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✲
✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ ✐ts ♦♣❡r❛♥❞s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧
s❡❧❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ L ❛♥❞ t❤❡
❡✈❡♥ts ✐♥ R✳ ❚❤❛t ✐s✱

Card (T ) = Card (L)× Card (R)× SEL (L,R) ,

✇❤❡r❡ SEL (L,R) ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s
seli,j : i ∈ L, j ∈ R✳ ▲❡❛❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡✈❡♥t t②♣❡s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✹✸❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳
❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❡❛❝❤

✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥ ❛s ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s
✇❛②✱ ✉♣ t♦ O

(

n3
)

❜❧♦❝❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♦❢
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② O (n) ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❧❛♥✳
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❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t✇♦ tr❡❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛ ❜❧♦❝❦✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❧❡ss
❡①♣❡♥s✐✈❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐❧❧ ❜❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠♣❧② ❛s Cost (T1) < Cost (T2)✱ ✇❤❡r❡
T1, T2 ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ tr❡❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡
✐♥✈♦❦❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st tr❡❡
♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ❋♦r k ❡✈❡♥ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝❛♥❞✐❞❛t❡ tr❡❡s ✐s Ck−1 = (2k−2)!
(k−1)!k!

✱ ✇❤❡r❡ Cm ✐s t❤❡ mth

❈❛t❛❧❛♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣✐❝❦✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛s
❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ❞✐s♠✐ss✐♥❣ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♠❛②
❝r❡❛t❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ❑✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡t❤♦❞
✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥st❡❛❞ ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳
❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t

tr❡❡ ❝♦st ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝ts ♦✉r ❝♦♥st❛♥t✲t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤✐s r❡❝✉rs✐♦♥ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♣❛✐rs ♦❢ tr❡❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ s❡t
♦❢ ❡✈❡♥t t②♣❡s✳ ❇② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ tr❡❡s
✐s ❛❧✇❛②s ❛ s✉❜tr❡❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥ ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ✐♥ ✉s❡✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦♥ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❡❛✈❡s t♦ t❤❡ r♦♦t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✇❛s
❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✉❜tr❡❡s ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ tr❡❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❡❛r❧✐❡r ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s s❛❢❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦st ♦❢
❛ s✉❜tr❡❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❛t s✉❜tr❡❡ ❞✉r✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝r❡❛t✐♦♥
✭✐✳❡✳✱ ♣❧❛♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳

4.3 General Applicability of the InvariantBased
Method

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷ ♦♥❧②
❝♦✈❡r t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♥②
❣r❡❡❞② ♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s✲
❝✉ss t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛t✲
❡❣♦r✐❡s✳
❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✹✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r ❛♥② ❣r❡❡❞② ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣❧❛♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛
s✐♥❣❧❡ ❣r❡❡❞② ✐t❡r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ s❡✲
❧❡❝t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜❧♦❝❦ ✐s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❜❧♦❝❦✲❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❜❧♦❝❦✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦st ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳
❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ t♦ ❛♥② ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❆ s✉❜♣❧❛♥ ♠❡♠♦✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜✲
♣❧❛♥s ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❇❇❈ ❢♦r t❤❡ ❜❧♦❝❦ t❤❛t ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉♥✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧②

❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts ❛ ♣❧❛♥ ✐♥ ❛ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝✱ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ♠❛♥♥❡r✱ ♦r ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❛ ✏❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✑✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s s❤❛r❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✭❛❞❛♣t❡❞

t♦ ❈❊P ✐♥ ❬✸✺❪✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥ st❡♣✲
❜②✲st❡♣✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢② ✐t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❬✸❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡t✲❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❛✐rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t✲
t❡r♥ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❞ ✿ ✭❛✮ tr❛✣❝ ❞❛t❛s❡t ✴
❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ ✭❜✮ tr❛✣❝ ❞❛t❛s❡t ✴ ❩❙tr❡❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀
✭❝✮ st♦❝❦s ❞❛t❛s❡t ✴ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ ✭❞✮ st♦❝❦s ❞❛t❛s❡t ✴
❩❙tr❡❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

5. EXPERIMENTAL EVALUATION
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞② ✇❡r❡
t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ✐ts ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❆❈❊P s②st❡♠s✱ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳ ❖✉r s❡❝♦♥❞ ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✐♠♣❛❝t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡tr✐❝s✳

5.1 Experimental Setup
❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ t✇♦ ❈❊P ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ ❧❛③② ◆❋❆ ❬✸✼❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❡❞② ♦r❞❡r✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❬✹✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ❩❙tr❡❛♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✸❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r
t❤r❡❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭✐✳❡✳✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ D✮✿ ✶✮
t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ❬✸✼❪❀ ✷✮ t❤❡
❝♦♥st❛♥t✲t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ❬✹✸❪❀ ✸✮ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞✳ ❚♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ❛♥❞
♣r❡❞✐❝❛t❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s ♦♥✲t❤❡✲✢②✱ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢r♦♠ ❬✷✼❪ ❢♦r ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ♦✈❡r s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s st✉❞②

❝r❡❛t❡ ♣❧❛♥s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛s ❛ ♠❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛r❣❡t✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❣♦❛❧✱
s✉❝❤ ❛s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st✳
❚✇♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋♦r

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ✺ s❡ts ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✶✮s❡q✉❡♥❝❡s❀ ✭✷✮s❡✲
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮ ✭❤✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛✣❝ ❞❛t❛s❡t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✭❛✮✲✭❞✮✮
❛♥❞ ❩❙tr❡❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✭❡✮✲✭❤✮✮✿ ✭❛✮✱✭❡✮ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✭❤✐❣❤❡r ✐s ❜❡tt❡r✮❀ ✭❜✮✱✭❢✮ r❡❧❛t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❣❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡
♠❡t❤♦❞ ✭❤✐❣❤❡r ✐s ❜❡tt❡r✮❀ ✭❝✮✱✭❣✮ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s❀ ✭❞✮✱✭❤✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✭❧♦✇❡r ✐s ❜❡tt❡r✮✳

q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✈❡♥t ✉♥❞❡r ♥❡❣❛t✐♦♥❀ ✭✸✮❝♦♥✲
❥✉♥❝t✐♦♥s❀ ✭✹✮s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t ✉♥❞❡r ❑❧❡❡♥❡
❝❧♦s✉r❡❀ ✭✺✮❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤r❡❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❊❛❝❤ s❡t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✻ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ s✐③❡s
✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ✸ t♦ ✽✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛tt❡r♥ s✐③❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r s❡ts ✶✲✹ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts
✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜♣❛tt❡r♥ ❢♦r s❡t ✺✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞
❜❡❧♦✇ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳ ❋♦r ❧❛❝❦ ♦❢ s♣❛❝❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥ s❡ts ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡
st❛t❡❞✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❬✸✹❪✳
❚❤❡ ✜rst ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ tr❛✣❝ s❡♥s♦r ❞❛t❛✱

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈✐t② ♦❢ ❆❛r❤✉s✱ ❉❡♥♠❛r❦ ❬✾❪ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦✈❡r
❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✹ ♠♦♥t❤s ❢r♦♠ ✹✹✾ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✇✐t❤
✶✸✱✺✼✼✱✶✸✷ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ♦✈❡r❛❧❧✳ ❊❛❝❤ ❡✈❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts
❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛✣❝ ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s
♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ■❉✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦❜s❡r✈❡❞ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✺ ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡s ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐✈✐t✐❡s
❢♦r t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❡r❡ ❤✐❣❤❧② s❦❡✇❡❞ ❛♥❞ st❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❢❡✇ ♦♥✲
t❤❡✲✢② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❞✐❞ ♦❝❝✉r ✇❡r❡
♠♦st❧② ✈❡r② ❡①tr❡♠❡✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❡r❡
♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
s♣❡❡❞ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❡❤✐❝❧❡s ♦♥ t❤❡ r♦❛❞✳ ❲❡ r❡q✉❡st❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✭s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s✱
❡t❝✳✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥✈♦❧✈❡❞✮ ♦❢ t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❛ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t ✇❛s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❆❙❉❆◗ st♦❝❦

♠❛r❦❡t ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡❝♦r❞s ❬✶❪✳ ❊❛❝❤ r❡❝♦r❞ ✐♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♣❞❛t❡ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ st♦❝❦✱ s♣❛♥♥✐♥❣
❛ ✶✲②❡❛r ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦✈❡r ✷✶✵✵ st♦❝❦ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ✇✐t❤
♣r✐❝❡s ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥ ❛ ♣❡r ♠✐♥✉t❡ ❜❛s✐s✳ ❖✉r ✐♥♣✉t str❡❛♠
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✽✵✱✺✵✾✱✵✸✸ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛
st♦❝❦ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ❛ t✐♠❡st❛♠♣✱ ❛♥❞ ❛ ❝✉rr❡♥t ♣r✐❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤
st♦❝❦ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❡✈❡♥t t②♣❡ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ ❛❞✲

❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r✐❝❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦
t❤❡ tr❛✣❝ ❞❛t❛s❡t✱ ❧♦✇ s❦❡✇ ✐♥ ❞❛t❛ st❛t✐st✐❝s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ❡✈❡♥t t②♣❡s✳
❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ ❤✐❣❤❧② ❢r❡q✉❡♥t✱ ❜✉t ♠♦st❧② ♠✐♥♦r✳ ❚❤❡
♣❛tt❡r♥s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✇❡r❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t st♦❝❦ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ✭t②♣❡s✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣r✐❝❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ AND (A,B,C)
✇❡ r❡q✉✐r❡ A.diff < B.diff < C.diff✮✳
❆❧❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡
✇✐t❤ ✷✳✷✵ ●❤③ ❈P❯ ❛♥❞ ✶✻✳✵ ●❇ ❘❆▼✳

5.2 Experimental Results
■♥ ♦✉r ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ d✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ✭❙❡❝t✐♦♥
✸✳✹✮✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦♥❧② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ s❡ts ✇❡r❡
✉s❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛t❛s❡t✲❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♣❛tt❡r♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♦❢ d✱ ✇✐t❤ ✐ts ✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ ✵ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡t❤♦❞✮ t♦ ✵✳✺✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞

t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ dopt✱
✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✉s❡✱ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥ s✐③❡s✳
❋♦r ❞✐st❛♥❝❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ dopt✱ t♦♦ ♠❛♥② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s tr✐❣❣❡r ✉♥✲
♥❡❝❡ss❛r② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ dopt ✐s ✷ t♦ ✷✺ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✭d = 0✮✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐ts ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡ davg
t♦ dopt ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✮
❢♦r ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋♦r ❧❛❝❦ ♦❢ s♣❛❝❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ♦✉t❧✐♥❡ ❤❡r❡ t❤❡
♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s st✉❞②✳ ❋✉❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛♣❡r ❬✸✹❪✳ ❋♦r t❤❡ tr❛✣❝ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ❝♦♠✲
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮ ✭❤✮

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ st♦❝❦s ❞❛t❛s❡t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✭❛✮✲✭❞✮✮
❛♥❞ ❩❙tr❡❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✭❡✮✲✭❤✮✮✿ ✭❛✮✱✭❡✮ t❤r♦✉❣❤♣✉t ✭❤✐❣❤❡r ✐s ❜❡tt❡r✮❀ ✭❜✮✱✭❢✮ r❡❧❛t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❣❛✐♥ ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡
♠❡t❤♦❞ ✭❤✐❣❤❡r ✐s ❜❡tt❡r✮❀ ✭❝✮✱✭❣✮ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s❀ ✭❞✮✱✭❤✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✭❧♦✇❡r ✐s ❜❡tt❡r✮✳

♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡s ❢♦r
♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✻ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛t
❧❡❛st ✽✼✪ ✭❢♦r ❩❙tr❡❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ❧❡♥❣t❤ ✼✮ ❛♥❞
❛s ❤✐❣❤ ❛s ✾✷✪ ✭●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❧❡♥❣t❤ ✽✮✳ ❋♦r t❤❡ st♦❝❦s
❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s ♦♥❧② ✸✶✲✹✹✪✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❞❛t❛ s❦❡✇✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦✉r ❡❛r❧✐❡r ❡①✲
♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❜❡tt❡r
s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
◆❡①t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧

♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇❛s ❡①❡❝✉t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✲❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ dopt ✈❛❧✉❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r t❤❡
❝♦♥st❛♥t✲t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ topt ✇❛s
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
❛ s✐♠✐❧❛r s❡r✐❡s ♦❢ r✉♥s✳
❋✐❣✉r❡s ✻✲✼ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❊❛❝❤ ✜❣✉r❡ ❝♦♥s✐sts

♦❢ t✇♦ r♦✇s✳ ❊✈❡r② r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❛t❛s❡t✲❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦✉r
❣r❛♣❤s✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛tt❡r♥ s✐③❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛❝❤✐❡✈❡❞
✉s✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ✏st❛t✐❝✑ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦✉r st✉❞②✱ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥✲
❣❧❡✱ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣❧❛♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ♦❢
✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s♣❡❡❞✉♣ t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡ ♦✈❡r t❤❡ ✏st❛t✐❝
♣❧❛♥✑ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❣r❛♣❤ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✭❛❝t✉❛❧ ♣❧❛♥ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥ts✮ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✲
✐♥❣ ❡❛❝❤ r✉♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞
♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ s♣❡♥t ♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ D ❛♥❞ A ✭✐✳❡✳✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r
❛ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♥❡✇ ♣❧❛♥s✮✳
❚❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✲

✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r ✐ts ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❢♦r
❛❧❧ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■ts ❜✐❣❣❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥
t❤❡ tr❛✣❝ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤ s❦❡✇ ❛♥❞ ♠❛❥♦r

st❛t✐st✐❝ s❤✐❢ts ✭❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❚❤✐s ❣❛✐♥ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♣❡❛❦ ❢♦r
❧❛r❣❡r ♣❛tt❡r♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❡❝♦r❞❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
♠♦r❡ t❤❛♥ ✻ t✐♠❡s t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❝♦♥st❛♥t✲t❤r❡s❤♦❧❞
♠❡t❤♦❞✿ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦♥✐t♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
♠❛② ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ♠♦r❡ st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
♠♦♥✐t♦r❡❞ s❡t✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦
❦❡❡♣ ❣r♦✇✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s✐③❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✳ ❋✐❣✉r❡s ✻✭❜✮ ❛♥❞ ✻✭❢✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧❡❛r ✐❧❧✉s✲
tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♣❛tt❡r♥s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲
t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ ♥❡❛r❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳
❋♦r t❤❡ st♦❝❦s ❞❛t❛s❡t ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✱ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❝❧♦s❡r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡❛r✲✉♥✐❢♦r♠✐t②
♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✐♥✲
❣❧❡ topt ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥❣❡s✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s
✈❡r② ❤✐❣❤ ♦♥ t❤✐s ✐♥♣✉t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❡❞✉♣ ❢♦r t❤✐s ❞❛t❛s❡t ❛s
✇❡❧❧ ✭❛❧❜❡✐t ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✸✵✲✻✵✪✮ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ t❤❡ st❛t✐❝ ♣❧❛♥ ♣❡r❢♦r♠s
r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❞❡❝✐❞❡❞❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❡①tr❡♠❡ ♦✈❡r✲
❛❞❛♣t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ st❛t✐st✐❝ s❤✐❢ts✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤

s❝❡♥❛r✐♦ ✭❋✐❣✉r❡s ✻✭❝✮✱ ✻✭❣✮✱ ✼✭❝✮✱ ✼✭❣✮✮ ❜❛❝❦s ✉♣ ❛♥❞ ❛✉❣✲
♠❡♥ts t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ r❡✲
q✉✐r❡s ❢❡✇ ♣❧❛♥ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡st
t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❚❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣② ❧❡❛❞ t♦ ✐ts ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡
tr❛✣❝ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ t❡♥❞s t♦ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ❧❛r❣❡r ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡
❛ s✐❣♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ♦r ♦✈❡r✲❛❞❛♣t✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡
st♦❝❦s ❞❛t❛s❡t✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞✳
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❋✐❣✉r❡s ✻✭❞✮✱ ✻✭❤✮✱ ✼✭❞✮ ❛♥❞ ✼✭❤✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s❛♠❡
❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛s❡t✲❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❡t❤✲
♦❞s ❝♦♥s✉♠❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s②st❡♠ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✲
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ✉♣ t♦ ✶✶✪ ♦❢ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡✲
✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❆s ❡✈✐❞❡♥t ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛✱

s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♦✈❡r❤❡❛❞ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡s✉❧t ✐♥ ❜❡tt❡r ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❖♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞
❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❤r♦✉❣❤♣✉t ❞❡s♣✐t❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r
♦✈❡r❤❡❛❞ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❝♦♥st❛♥t✲t❤r❡s❤♦❧❞
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡
❧❛tt❡r✱ t❤❛t ✐s✱ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ♠✐ss❡❞ ❛ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♣✲
♣♦rt✉♥✐t② ❛♥❞ ❦❡♣t ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦❧❞ ♣❧❛♥ ❞❡s♣✐t❡ ❛ ❜❡tt❡r ♦♥❡
❜❡✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞

♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❩❙tr❡❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ❣r❡❡❞② ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s r❡s✉❧t✳
❋✐rst✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥s
♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
♣❧❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱
❛s t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ t❤❡
♣❡♥❛❧t② ❢♦r ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❋♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ❜❡♥❡✜t ❢♦r ♠♦r❡
❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✮ ♣❧❛♥ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❯t✐❧✐③✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ t❤✉s ❡♥❝♦✉r❛❣❡
t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② ❈❊P ❡♥❣✐♥❡s✳

6. RELATED WORK
❈♦♠♣❧❡① ❡✈❡♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛❝t✐✈❡ r❡✲

s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ❬✷✻❪✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥s ♦❢ ❈❊P s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞
t♦ ♦❧❞❡r ❞❛t❛ str❡❛♠ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥ts s②st❡♠s ✭❉❙▼❙s✮✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ❆✉r♦r❛✴❇♦r❡❛❧✐s ❬✹❪✱ ❙tr❡❛♠ ❬✶✷❪✱ ❚❡❧❡❣r❛♣❤❈◗ ❬✷✶❪✱
❛♥❞ ◆✐❛❣❛r❛❈◗ ❬✷✷❪✳ ❚❤✐s ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡
♦❢ ❛ ❜r♦❛❞ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢
s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❛t❛✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❢r❛♠❡✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❙❆❙❊✴❙❆❙❊✰ ❬✺✵✱ ✼✱ ✺✷❪✱ ❈❊❉❘ ❬✶✽❪✱
❈❛②✉❣❛ ❬✷✽❪✱ ❚✲❘❡① ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❆♠✐t ❬✻❪✳ ❊s♣❡r ❬✷❪ ❛♥❞ ■❇▼
❙②st❡♠ ❙ ❬✶✶❪ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❈❊P
♣r♦✈✐❞❡rs✳
▼❛♥② ❈❊P ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ◆❋❆s ❛s t❤❡✐r ♣r✐♠❛r②

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❬✺✵✱ ✷✽✱ ✷✺❪✳ ❱❛r✐♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❆❋❆ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❧❛③② ◆❋❆ ❬✸✼❪✳
❩❙tr❡❛♠ ❬✹✸❪ ✉t✐❧✐③❡s tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❧❛♥s✳ ❊✈❡♥t ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ❬✸✵❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♣r❡s❡♥t✲
✐♥❣ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❛❣❡♥ts✳
▼✉❧t✐♣❧❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❈❊P

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥
❬✽❪ ✏♣❧❛♥✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✑ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧
r❛t❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ◆❡①t❈❊P ❬✹✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❢♦r ♣❛tt❡r♥ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ❝♦st t♦ ❡✈❡r② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✳
❚❤❡♥✱ ❛ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❡✐t❤❡r ❣r❡❡❞② ♦r ❞②♥❛♠✐❝✮ ✐s ❛♣✲
♣❧✐❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦st ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❩❙tr❡❛♠
❬✹✸❪ ❛♣♣❧✐❡s ❛ s❡t ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥
❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♦r❞❡rs t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ♣❧❛♥✳

❆❞❛♣t✐✈❡ q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❆◗P✮ ✐s t❤❡ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ ❛ q✉❡r② ♣❧❛♥ t♦ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✷✾❪✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✲
❜❛s❡s ❬✺✱ ✸✷✱ ✶✺✱ ✹✷✱ ✸✸✱ ✹✼❪✳ ❚❤❡ ♠✐❞✲q✉❡r② r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✸✸❪✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦ ♣♦ss❡ss ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✱ ❝♦❧❧❡❝ts st❛t✐st✐❝s ❛t t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥ts ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡s t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♣❛st ❡st✐♠❛t❡s✳ ■❢ s❡✈❡r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s
♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡✇
♣❧❛♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪ ❛♥❞ ❬✹✷❪ ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st
✐♥ s♣✐r✐t t♦ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♦♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❛s✐s ♦r ✉♣♦♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛♥❣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❧❛♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❧♦s❡✲t♦✲♦♣t✐♠❛❧✳
❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡

t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ✐ts ♦✇♥✳ ❆✲●r❡❡❞② ❬✶✻❪ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❛❞❛♣t✐✈❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ✜❧t❡rs✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ str♦♥❣ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❞❡t❡❝ts ✈✐♦✲
❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❞r♦♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✹✵❪ ❞❡s❝r✐❜❡ ✏✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱✑
✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡r ❝♦♥st❛♥t❧② ❛tt❡♠♣ts t♦ ❧♦❝❛t❡ ❛ ❜❡tt❡r
♣❧❛♥ ✉s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♣r✉♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❊❞❞②
❬✶✸✱ ✶✾✱ ✹✶❪ ♣r❡s❡♥ts st❛t❡❧❡ss r♦✉t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✱ r❡❞✐r❡❝t✐♥❣
✐♥❝♦♠✐♥❣ t✉♣❧❡s t♦ q✉❡r② ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
r♦✉t✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❞✐s❝♦✈❡rs ❡①❡❝✉t✐♦♥ r♦✉t❡s ♦♥✲
t❤❡✲✢② ✐♥ ❛ ♣❡r✲t✉♣❧❡ ♠❛♥♥❡r✳ ◗✉❡r② ▼❡s❤ ❬✹✹❪ ✐s ❛ ♠✐❞❞❧❡✲
❣r♦✉♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛♥s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛
❝❧❛ss✐✜❡r t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♣❧❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ✐t❡♠✳ ▲❛r❣❡ ❉❙▼❙s
❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❬✹✾✱ ✶✼❪✳
❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❈❊P t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞❡✲

♣r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ t✇♦ ♥♦t❛❜❧❡
❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ❩❙tr❡❛♠ ❬✹✸❪ ❛♥❞ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ◆❋❆ ❬✸✼❪ ✇❡r❡ ❝♦✈✲
❡r❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛❜♦✈❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ✬❛❞❛♣t✐✈❡✬
r❡❢❡r t♦ ♦♥✲t❤❡✲✢② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❬✹✺✱ ✺✶❪ ♦r ❞②♥❛♠✐❝ r✉❧❡ ♠✐♥✐♥❣ ❬✷✸✱ ✸✾❪✳

7. CONCLUSIONS AND FUTURE WORK
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❊P s②st❡♠ t♦ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐✲
❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦
❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❛
s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❞❛t❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤✐s s❡t ♦❢ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❢❛✐❧ ✐❢ ❛ ❜❡tt❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t✇♦ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥✳
❖♥❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t❤❛t ✇❛s ♥♦t ②❡t ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✲

✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛tt❡r♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❈❊P✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❝♦♠♠♦♥ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❧❛♥ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts s❤❛r✐♥❣
♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
♠✉❧t✐✲♣❛tt❡r♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥♦ s❤❛r✐♥❣✱ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♠♦r❡
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❲❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ t❛r❣❡t t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥
♦✉r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

8. ACKNOWLEDGMENTS
❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢✉♥❞✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥✬s ❍♦r✐③♦♥ ✷✵✷✵ ❘❡s❡❛r❝❤ ❆♥❞ ■♥✲
♥♦✈❛t✐♦♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ♥♦✳ ✻✽✽✸✽✵ ❛♥❞
✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ■sr❛❡❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥
✭❣r❛♥t ♥♦✳ ✾✶✾✶✾✶✮ ❛♥❞ ❜② ❍P■✲❚❡❝❤♥✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❝❤♦♦❧✳
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