
❊✣❝✐❡♥t ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢

❚✐♠❡❞ ❆✉t♦♠❛t❛

❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡

Pr♦❡❢s❝❤r✐❢t

t❡r ✈❡r❦r✐❥❣✐♥❣ ✈❛♥ ❞❡ ❣r❛❛❞ ✈❛♥ ❞♦❝t♦r
❛❛♥ ❞❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❉❡❧❢t✱

♦♣ ❣❡③❛❣ ✈❛♥ ❞❡ ❘❡❝t♦r ▼❛❣♥✐✜❝✉s ♣r♦❢✳✐r✳ ❑✳❈✳❆✳▼✳ ▲✉②❜❡♥✱
✈♦♦r③✐tt❡r ✈❛♥ ❤❡t ❈♦❧❧❡❣❡ ✈❛♥ Pr♦♠♦t✐❡s✱

✐♥ ❤❡t ♦♣❡♥❜❛❛r t❡ ✈❡r❞❡❞✐❣❡♥ ♦♣ ❞✐♥s❞❛❣ ✷ ♠❛❛rt ✷✵✶✵ ♦♠ ✶✺✿✵✵ ✉✉r
❞♦♦r ❙✐❝❝♦ ❊✇♦✉t ❱❊❘❲❊❘

✐♥❢♦r♠❛t✐❝❛ ✐♥❣❡♥✐❡✉r
❣❡❜♦r❡♥ t❡ P❛♣❡♥❞r❡❝❤t



❉✐t ♣r♦❡❢s❝❤r✐❢t ✐s ❣♦❡❞❣❡❦❡✉r❞ ❞♦♦r ❞❡ ♣r♦♠♦t♦r✿
Pr♦❢✳❞r✳ ❈✳ ❲✐tt❡✈❡❡♥

❙❛♠❡♥st❡❧❧✐♥❣ ✈❛♥ ❞❡ ♣r♦♠♦t✐❡❝♦♠♠✐ss✐❡✿
❘❡❝t♦r ▼❛❣♥✐✜❝✉s ✈♦♦r③✐tt❡r
Pr♦❢✳❞r✳ ❈✳ ❲✐tt❡✈❡❡♥ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❉❡❧❢t✱ ♣r♦♠♦t♦r
❉r✳ ▼✳▼✳ ❞❡ ❲❡❡r❞t ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❉❡❧❢t✱ ❝♦♣r♦♠♦t♦r
Pr♦❢✳❞r✳ P✳ ❉✉♣♦♥t ❯♥✐✈❡rs✐té ❝❛t❤♦❧✐q✉❡ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥
❉r✳ ❈✳ ❈♦st❛ ❋❧♦rê♥❝✐♦ ❑❛t❤♦❧✐❡❦❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ▲❡✉✈❡♥
Pr♦❢✳❞r✳ P✳❲✳ ❆❞r✐❛❛♥s ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ✈❛♥ ❆♠st❡r❞❛♠
Pr♦❢✳❞r✳ ❋✳❲✳ ❱❛❛♥❞r❛❣❡r ❘❛❞❜♦✉❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ◆✐❥♠❡❣❡♥
Pr♦❢✳❞r✳ ❘✳ ❇❛❜✉s❦❛ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❉❡❧❢t

❙■❑❙ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❙❡r✐❡s ◆♦✳ ✷✵✶✵✲✶✻✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s
❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛✉s♣✐❝❡s ♦❢ ❙■❑❙✱ t❤❡ ❉✉t❝❤ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❝❤♦♦❧ ❢♦r ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❙②st❡♠s✳

❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛♥❞ ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❉✉t❝❤ ▼✐♥✐str② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛❧
❆✛❛✐rs ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❊◆❚❊❘ ♣r♦❣r❛♠✳

❈♦✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❜② ❙❥♦rs ✈❛♥ ❘♦♦s♠❛❧❡♥✳



For Oscar





❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❢♦✉r ②❡❛r ❧♦♥❣ st✉❞② ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣
t❤❡♦r②✱ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ■ ❧❡❛r♥❡❞ ❛ ❧♦t ✐♥ t❤❡ ♣❛st
❢❡✇ ②❡❛rs ❛♥❞ ■ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ t♦ t❤❛♥❦ ❢♦r ✐t✳

❋✐rst✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣✐✈❡ ❣r❡❛t t❤❛♥❦s t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❈❡❡s ❲✐tt❡✈❡❡♥ ❢♦r
❜❡❧✐❡✈✐♥❣ ✐♥ ♠❡✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❡✱ ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♣✉rs✉❡ ❛♥
❛❝❛❞❡♠✐❝ ❝❛r❡❡r✳ ❉❡❛r ❈❡❡s✱ ■ ❛♠ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥s❤✐♣
♦♣♣♦rt✉♥✐t② ②♦✉ ♦✛❡r❡❞ ♠❡ ❛t ▲♦❝❦❤❡❡❞ ▼❛rt✐♥ ✐♥ ❚❡①❛s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♥s❤✐♣ ❧✐t
❛ s♣❛r❦ t❤❛t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♠❡ ✜♥✐s❤✐♥❣ ♠② ♠❛st❡rs ❧♦♥❣ ❜❡❢♦r❡ ■ ❤❛❞ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱
❛♥❞ ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐t tr✐❣❣❡r❡❞ ♠② ✐♥t❡r❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❦✐♥❞♥❡ss✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ♠② ❢❛t❤❡r ❤❛❞ ❣♦tt❡♥ ✐❧❧✳ ❚❤❡ ❤❡❧♣ ②♦✉ ♦✛❡r❡❞
♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❛t ❞✐✣❝✉❧t ♣❡r✐♦❞ ♠❡❛♥s ❛ ❧♦t t♦ ♠❡✳ ❆❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♠② ♠❛st❡r✬s
❞❡❣r❡❡✱ ②♦✉ ♦✛❡r❡❞ ♠❡ ❛ P❤❉ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ❚❯ ❉❡❧❢t ✇❤✐❝❤ ■ ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✳
❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✱ ■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥② s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❤❛t
❤❡❧♣❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥t♦ ✇❤❛t ✐t ✐s t♦❞❛②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■ ❛♠ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❣r❛t❡❢✉❧ t❤❛t ②♦✉ ♥❡✈❡r st♦♣♣❡❞ ❜❡❧✐❡✈✐♥❣ ✐♥ ♠❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♦✉r ♣❛♣❡rs ✇❡r❡ ♥♦t
t❤❛t ✇❡❧❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r
②♦✉r ❢r✐❡♥❞s❤✐♣ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ②❡❛rs✳ ■ ❛♠ ❧❡❛✈✐♥❣ ❉❡❧❢t✱ ❜✉t ■ ❤♦♣❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧
st✐❧❧ ♠❡❡t ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❛s✐s✳ ❉❡❛r ❈❡❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ■ ❤❛✈❡ ♠❡t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♠❡❡t ♠❛♥②
♦t❤❡r ❣r❡❛t ♠✐♥❞s ❞✉r✐♥❣ ♠② ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❝❛r❡❡r✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ✇✐❧❧ ❜❡
♠② ♠❛✐♥ r♦❧❡ ♠♦❞❡❧✳

◆❡①t✱ ■ ❣✐✈❡ ♠❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ▼❛t❤✐❥s ❞❡ ❲❡❡r❞t ❢♦r ❤✐s ❢r✐❡♥❞s❤✐♣✱ ♠❛♥② s✉❣✲
❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ❤❡❧♣ ✇✐t❤ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛♥❞
❜❡✐♥❣ ❛ ❢✉♥ ♦✣❝❡ ♠❛t❡✳ ▼❛t❤✐❥s✱ ■ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ❛❧✇❛②s ❜❡✐♥❣ t❤❡r❡ ❢♦r
♠❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠② ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥❝♦rr❡❝t ✐❞❡❛s✳ ❚❡st✐♥❣ t❤❡s❡
✐❞❡❛s ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ❛♥❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ❢✉♥✳ ■ ❛❧s♦ ❤♦♣❡ t❤❛t ♦✉r ❢r✐❡♥❞s❤✐♣
✇♦♥✬t s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ■ ❛♠ ❧❡❛✈✐♥❣ ❉❡❧❢t✳

■ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ♠❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② t❤❛t ❤❡❧♣❡❞
♠❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠② ✐❞❡❛s✳ ■ ❛♠ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤ ❈❤r✐st♦♣❤❡



✈✐

❈♦st❛ ❋❧♦rê♥❝✐♦ ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❝❤❛♣t❡r ♦❢ ❤✐s P❤❉✳ t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❤❡❧♣ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
t❤✐s t❤❡♦r②✳ ■ t❤❛♥❦ P✐❡rr❡ ❉✉♣♦♥t ❢♦r ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡✲❞r✐✈❡♥ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■
❛♠ ❛❧s♦ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤ P✐❡t❡r ❆❞r✐❛❛♥s ❛♥❞ ▼❛❛rt❡♥ ✈❛♥
❙♦♠❡r❡♥ ♦♥ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠② t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❣✐✈❡ ♠❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ❊r✐❝ ❈❛t♦r ❢♦r ❡①✲
♣❧❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳

■ t❤❛♥❦ ❋r✐ts ❱❛❛♥❞r❛❣❡r ❛♥❞ ❏✉❧✐❡♥ ❙❝❤♠❛❧t③ ❢♦r t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠② t❡❝❤♥✐q✉❡s
❢r♦♠ ❛ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❤✐s s✉❣❣❡st✐♦♥s t♦ ❛♣♣❧② ♠② t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦
t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ t❡st✐♥❣✳ ■ ❤♦♣❡ ✇❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ t♦❣❡t❤❡r ♦♥
s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❲✐❧ ✈❛♥ ❞❡r ❆❛❧st ❢♦r ❤✐s ✐♥t❡r✲
❡st ✐♥ ♠② ✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❤♦♣❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ s♦♦♥ ✉s❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r♦❝❡ss ♠✐♥✐♥❣✳ ■ t❤❛♥❦ ❚♦♦♥ ❈❛❧❞❡rs ❢♦r ♥♦t✐❝✐♥❣ ♠❡ ❛♥❞
❣✐✈✐♥❣ ♠❡ ❛ ♥❡✇ ❥♦❜ ❛t ❚❯ ❊✐♥❞❤♦✈❡♥✳ ■ ❤♦♣❡ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❞✐♥❣
❛♥❞ ✇♦r❦ t♦❣❡t❤❡r ❢♦r ❛t ❧❡❛st ❛ ❢❡✇ ♠♦r❡ ②❡❛rs ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣❛♣❡rs t♦❣❡t❤❡r✳

▼❛♥② t❤❛♥❦s ❣♦❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❣r♦✉♣ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❏♦♦st✱ ❚❥❛②✱ P❡t❡r✱ ❍✉❣♦✱
❛♥❞ ❑❡❡s✲❏❛♥✱ ✇✐t❤♦✉t ✇❤♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❢✉♥❞✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■ ❤♦♣❡ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❛♣♣❧② ♠② t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✲
❢②✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♠♦t♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✱
❛♥❞ ❣❡t t❤✐s s②st❡♠s ❜❡②♦♥❞ ✐ts ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t✳

❋♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠❡ ❡♥❥♦② ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❞❛② ❛t t❤❡ ♦✣❝❡✱ ■ t❤❛♥❦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s
❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s✿ ❈❡❡s✱ ▼❛t❤✐❥s✱ ❍❛♥s✱ ❍❡♥❦✱ ❚♦♠❛s✱ ❘♦♠❛♥✱ ▲é♦♥✱ ❚❛♠❛s✱ ❆❞r✐❛❛♥✱
❘❡♥③❡✱ ❏♦♥♥❡✱ P✐❡t❡r✱ ❈❤❡t❛♥✱ ▼❛r✐❥♥✱ P❛✉❧✱ ❏❛♥✲❉❛✈✐❞✱ ❏♦r✐❦✱ ●❡rt❥❛♥✱ ❖tt♦✱
❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❨✐♥❣q✐❛♥✳ ❋♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣ ✇✐t❤ ✇r✐t✐♥❣ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ s❝r✐♣ts ❛♥❞
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ■ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❛♥❦
❏❛♥✲❉❛✈✐❞✱ ❏♦r✐❦✱ ❛♥❞ ❖tt♦✳ ❆❧s♦ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ❏♦♥♥❡ ❛♥❞ ▼❛r✐❥♥ ❢♦r ✇r✐t✐♥❣
♣❛♣❡rs ✇✐t❤ ♠❡ ♦♥ t♦♣✐❝s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

▼❛♥② t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ♠② ♠❛♥② ❢r✐❡♥❞s✿ ▼❛rt❡♥✱ ●❡rt✲❏❛♥✱ ❙♦♥❥❛✱ ❊❡❧s❡✲❏❛♥✱
❋✐❡♥✱ ❆str✐❞✱ ❙❥♦rs✱ ❑✐♠✱ ❙❡❛♥✱ ▼❛❛rt❡♥✱ ❆r♥♦✉❞✱ ❊❡❢❥❡✱ ❍✉✐❜❡rt✲❏❛♥✱ ❈♦r♥✐❡❧✱
❲❛♥✲❘✉❡✐✱ ❙♦✜❛✱ ❏✐❛✱ ❙✉✉✱ ❇❡✐❜❡✐✱ ❏♦❤♥✱ ❲❡♥❞②✱ ❇❛s✱ ❊❞✇❛r❞✱ ❢♦r t❤❡✐r ❢r✐❡♥❞s❤✐♣✱
t❛❧❦s ✇❡ ❤❛❞✱ ♣❛rt✐❡s ✇❡ s❤❛r❡❞✱ ❛♥❞ ❣❛♠❡s ✇❡ ♣❧❛②❡❞✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ❙❥♦rs
❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ❝♦✈❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❛♥❦ ❏ür❣❡♥ ❉✐① ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ s✉♣❡r✈✐s♦r ❢♦r ❨✐♥❣q✐❛♥✱
❛ss✐st✐♥❣ ❤❡r ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❥♦❜ ❛t ❚❯ ❉❡❧❢t✱ ❛♥❞ ❝♦♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s
t♦ ❛tt❡♥❞ ♦✉r ✇❡❞❞✐♥❣✳

■ t❤❛♥❦ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ❜r♦t❤❡r✱ ❛♥❞ s✐st❡r✱ ❢♦r ❛❧✇❛②s ❜❡✐♥❣ t❤❡r❡ ❢♦r ♠❡ ❛♥❞
❤❡❧♣✐♥❣ ♠❡ ♦✉t ✐♥ str❡ss❢✉❧ t✐♠❡s✳

❇✉t ♠♦st ♦❢ ❛❧❧✱ ■ t❤❛♥❦ ♠② ❧♦✈❡❧② ✇✐❢❡ ❨✐♥❣q✐❛♥✱ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❡✱ ♠❛rr②✐♥❣
♠❡✱ ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ ❛ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ s♦♥ ❖s❝❛r✳ ❨✐♥❣q✐❛♥✱ ■ s✐♠♣❧② ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❛t
■ ✇♦✉❧❞ ❞♦ ✇✐t❤♦✉t ②♦✉✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❤❡r ❢♦r ♣r♦♦❢✲r❡❛❞✐♥❣ t❤✐s ❡♥t✐r❡
t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ❧✐st❡♥✐♥❣ t♦ ♠② ♠❛♥② str❛♥❣❡ t❤♦✉❣❤t ♣r♦❝❡ss❡s✳
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✹✳✶✸ ❘❚■ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✹✳✶✹ ❘❚■ r❡s✉❧ts ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✹✳✶✺ ❘❚■ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❞❛t❛ s✐③❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✹✳✶✻ ❘❚■ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✹✳✶✼ ❘❚■ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✹✳✶✽ ❘❚■ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡ ✽ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✺✳✶ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❘❚❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✺✳✷ ❆ ♣r❡✜① tr❡❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✺✳✸ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st ❢♦r ♣r❡✜① tr❡❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✺✳✹ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r❡✜① tr❡❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✺✳✺ ❚❤❡ ❑❙ t❡st ❢♦r t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✺✳✻ P♦♦❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✺✳✼ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
✺✳✽ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❆■❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✺✳✾ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
✺✳✶✵ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
✺✳✶✶ ❘❚■✰ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
✺✳✶✷ ❘❚■✰ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ s✐③❡❞ ❛❧♣❤❛❜❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
✺✳✶✸ ❘❚■✰ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ s✐③❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
✺✳✶✹ ❘❚■✰ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ st❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
✺✳✶✺ ❘❚■✰ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ s♣❧✐ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶
✺✳✶✻ ❆♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ ✇✐t❤ ✽ st❛t❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ ✹✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷
✺✳✶✼ ❘❚■✰ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ s✐③❡ ✹ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ✽ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ✷✵✵✵ ❡①❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✶✼✸

✻✳✶ ▼❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤r❡❡ s❡♥s♦rs ❛t ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
✻✳✷ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞✱ ❢✉❡❧✱ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡ s❡♥s♦rs ✳ ✶✼✾
✻✳✸ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾
✻✳✹ ❈❛✉s❛❧ st❛t❡s ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶
✻✳✺ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❛❧❧ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ s❡♥s♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸
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✻✳✶✷ P❛rts ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ P❉❘❚❆ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶
✻✳✶✸ P❛rts ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ P❉❘❚❆ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷
✻✳✶✹ P❛rts ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ P❉❘❚❆ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✶✾✸
✻✳✶✺ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺
✻✳✶✻ ❆ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼
✻✳✶✼ ❙❝❛tt❡r♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞✉♣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡s ✳ ✳ ✶✾✽
✻✳✶✽ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ ❞r✐✈❡r ♣r♦✜❧❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵
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❈❍❆P❚❊❘ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❆ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉s✲
t❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣
✐t t♦♦ ♠✉❝❤✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢r❡✐❣❤t tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❜② tr✉❝❦s✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✉❝❦ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs✿ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞
t❤❡ ❞r✐✈❡r✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❝✉rr❡♥t❧② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✿

• ❊♥❣✐♥❡s ❛r❡ ♠❛ss✲♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡
s❡tt✐♥❣s ♦❢ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❲❡st❡r♥✲❊✉r♦♣❡ ✐s ♦♥❡
s✉❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ ❛ tr✉❝❦ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ✭t❤❡ ❆❧♣s✮ ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s
✭❤✐❣❤❡st ♠♦✉♥t❛✐♥ 322 ♠❡t❡rs✮✳ ❉r✐✈✐♥❣ ♦♥ ✢❛t r♦❛❞s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞r✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥s✱ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t ✈❡r②
❡✣❝✐❡♥t✳

• ❚r✉❝❦ ❞r✐✈❡rs ❝✉rr❡♥t❧② r❡❝❡✐✈❡ ❧✐tt❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r st②❧❡ ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❞r✐✈✐♥❣ st②❧❡ t♦ ❜❡ ❢✉❡❧✲
❡❝♦♥♦♠✐❝✳ ❆s s✉❝❤✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ s❡❡ tr✉❝❦s ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞
❞r✐✈✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❝r✉✐s❡ ❝♦♥tr♦❧✳

❲❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ tr✉❝❦s ❜② r❡❛❧✲t✐♠❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜② s❡♥s♦rs ♦♥ t❤❡ tr✉❝❦✳ ❚❤❡s❡ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ❛❧♠♦st
❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ♥❡❡❞✿ s♣❡❡❞✱ ❡♥❣✐♥❡ t❤r✉st✱ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ ❣❛s ❛♥❞ ❜r❡❛❦
♣❡❞❛❧s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❢✉❡❧ ❧❡✈❡❧✱ ❡t❝✳ ❇② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✱ ✇❡



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❝❛♥ s❡❧❡❝t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❣✐♥❡ s❡tt✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥
t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ tr✉❝❦ ❝❛♥ ❣❡t s✉✣❝✐❡♥t ♣♦✇❡r ✐♥ ♠♦✉♥t❛✐♥s ❛♥❞ ❝✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t t♦♦
♠✉❝❤ ♣♦✇❡r ♦♥ ✢❛t ❤✐❣❤✇❛②s ❛♥❞ ✐♥ tr❛✣❝ ❥❛♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛
s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞r✐✈❡r ✇❤❡♥❡✈❡r ❤❡ ♦r s❤❡ ✐s ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ✐s ♥♦t
❢✉❡❧✲❡❝♦♥♦♠✐❝✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ t❤✐s r❡❛❧✲t✐♠❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✮ ♠♦❞❡❧s t❤❛t
❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❜② ❤❛♥❞✱ ✇❡
r❡q✉✐r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❝♦❧✲
❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs✳ ❙✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✶✳✷ ❙②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥t❛✐♥s ❛ st✉❞② ✐♥ ❛ s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱
♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s s②st❡♠ ✭♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡✮ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❙②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✮ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❖♥❧✐♥❡ ❉✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✶ ❛s✿

▼♦❞❡❧ ✿ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡t❤✐♥❣✱ ❡✐t❤❡r ❛s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤
✐s ✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝t✱ ♦r ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛❦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❞✐❛❣♥♦s✐♥❣ ❡rr♦rs✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❡sts✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡✳ ▼♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧s ❢♦r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s②st❡♠s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦❞❡❧ ❜② ❤❛♥❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❖♥❧✐♥❡
❉✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

■❞❡♥t✐❢② ✿ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ s♦♠❡♦♥❡ ♦r s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛♥❞ s❛② ♦r ♣r♦✈❡ ✇❤♦ ♦r
✇❤❛t t❤❡② ❛r❡✳

■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❞❛t❛ t❤✉s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝✲
♦❣♥✐③❡ ♦r ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ s②st❡♠ ♦r ♣r♦❝❡ss ♦♣❡r❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ s②st❡♠ ♦r ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ tr✐❡s
t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
♣❡♦♣❧❡ ❞✐s❝♦✈❡r t❤✐s ❧♦❣✐❝ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡ r✉❧❡✲♦❢✲t❤✉♠❜✿ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❡①✲
♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ts ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡❞ s②st❡♠
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ✐♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✿

✶❤tt♣✿✴✴❞✐❝t✐♦♥❛r②✳❝❛♠❜r✐❞❣❡✳♦r❣
✷❚❤✐s r✉❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❖❝❝❛♠✬s r❛③♦r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳



✶✳✸✳ ❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✸

• ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ♦r ✐ts s✉r✲
r♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤✐s s②st❡♠✱

• ✜♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ❛❧❧ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳

❆ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❢♦✉♥❞ ✭❞✐s❝♦✈❡r❡❞✮ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
s❡♥s❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❙②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
❝❧❛ss✐❝ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t tr✐❡s t♦ ✜♥❞ t❤✐s ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡
t❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✮ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✉s ✐♥s✐❣❤t
✐♥t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇♦r❦✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❢♦r❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡❛❧✲
t✐♠❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ♥❡❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ s❡♥s♦r ❞❛t❛
✐♥t♦ ❜❛s✐❝ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s✿ ❞r✐✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✇❛②✱ s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣✱ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥✱
❜r❡❛❦✐♥❣✱ s✐❣♥❛❧✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ ❝r✉✐s❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❡t❝✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✐❞❡♥t✐❢② ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✉s❡
t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❛s ✐♥♣✉t✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ✇❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ❞r✐✈❡rs✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡
♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥ ❞❛t❛ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s s②♥t❛❝t✐❝ ♣❛tt❡r♥
r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❋✉ ✶✾✼✹✮✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t
✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✇❤❡t❤❡r ❛ ❞r✐✈❡r
✐s ❞r✐✈✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧②✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡①❛❝t r♦❛❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
✭♥♦♥✲✮❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞r✐✈❡rs✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❧❡❛r♥ ✇❤❛t ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ❣✐✈❡ t♦ ❞r✐✈❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡✳

✶✳✸ ❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛

❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ s②st❡♠s ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡
❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❉❋❆✱ s❡❡ ❡✳❣✳✱ ✭❙✐♣s❡r ✶✾✾✼✮✮✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧
✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦r s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❇✐s❤♦♣ ✷✵✵✻✮✳
❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉t✉r❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
r❡❛s♦♥s ✇❤② ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❆ ❉❋❆ ✐s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐ts ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✮ ♣r♦❜❧❡♠
❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✜❡❧❞✱ s❡❡ ✭❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛ ✷✵✵✺✮✳
❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❛❦❡ ❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❉❋❆ ❛♥❞ ❛♣♣❧②
✐t t♦ ♦✉r ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ t❤❡r❡ ♦❢t❡♥ ✐s ♠♦r❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❥✉st t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♠❜♦❧s✿ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ s②♠❜♦❧s
♦❝❝✉r ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s t✐♠❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ t✐♠❡❞ ❞❛t❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s②♠❜♦❧ t❤❛t ♦❝❝✉rs 3 s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s 3 s♣❡❝✐❛❧ t✐♠❡ t✐❝❦ s②♠❜♦❧s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡
❡✈❡♥t s②♠❜♦❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t✐♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✱
✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣ st❛t❡s✳ ❆ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❧♦✇✉♣ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧✳



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ t✐♠❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ❉❋❆ ✈❛r✐❛♥t t❤❛t
✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❆ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❚❆✮ ✭❆❧✉r ❛♥❞ ❉✐❧❧ ✶✾✾✹✮ ✐s s✉❝❤ ❛
✈❛r✐❛♥t✳ ❚❆s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ s❡❡
❡✳❣✳✱ ✭▲❛rs❡♥✱ P❡tt❡rs♦♥ ❛♥❞ ❨✐ ✶✾✾✼✮✳ ❆ ❚❆ ❝♦♥t❛✐♥s ♦❜❥❡❝ts t❤❛t r❡❝♦r❞ t❤❡ t✐♠❡
t❤❛t ❤❛s ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡✈❡♥t✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧♦❝❦s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❧♦❝❦s ❛♥❞ ❝❧♦❝❦
❣✉❛r❞s✱ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛ ❚❆ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉rr✐♥❣✱
❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡✐r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱
❚❆s ❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❝❧♦❝❦
❣✉❛r❞s ♦❢ ❛ ❚❆ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ t✐♠✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✱ ✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs✳
❇❡❝❛✉s❡ ♥✉♠❜❡rs ✉s❡ ❛ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❛♥❞ st❛t❡s ✉s❡ ❛ ✉♥❛r②
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ♠♦❞❡❧s t❤❛♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ t✐♠❡✱
s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
t✐♠❡✱ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❉❋❆s✳ ❚❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♦✉r
♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❚❆s✳

❋♦r ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
✇✐❧❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ❞r✐✈❡rs✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ♥♦t ♦♥❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞
s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦✈❡r t❤❡✐r t✐♠❡s ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡s ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞✉♣s ❛♥❞ s❧♦✇❞♦✇♥s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
t❤❡ r♦❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛st ❝❤❛♥❣❡s
❢r♦♠ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ t♦ s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝✐t②✱ ✇❤✐❧❡
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❧♦✇ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❞r✐✈✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢r❡❡✇❛②✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡s❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ t✐♠❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐s t❤❛t ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ s✉❝❝✐♥❝t ❛♥❞
t❤✉s ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ♠♦❞❡❧s✳

✶✳✹ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❋❆ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② ✭❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r② ❢❡✇ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❆ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❧❡❛r♥✐♥❣ ❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❊❘❆s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❜✉t st✐❧❧ ♣♦✇❡r❢✉❧
❝❧❛ss ♦❢ ❚❆s ✭●r✐♥❝❤t❡✐♥✱ ❏♦♥ss♦♥ ❛♥❞ P❡tt❡rs♦♥ ✷✵✵✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦
❛♣♣❧② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ t✐♠❡❞ s②st❡♠ ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤
t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈
❝❤❛✐♥s ✭❙❡♥✱ ❱✐s✇❛♥❛t❤❛♥ ❛♥❞ ❆❣❤❛ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧❡ss
♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❛♥ ❚❆s✿ t❤❡② ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞
♦❢ t✐♠✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❛ ❚❆✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣
♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ t✐♠❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts t❤✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡
✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❧② t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❢✉t✉r❡ ❡✈❡♥ts✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st✐❝ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢



✶✳✺✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✺

❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ♦❢ ✭❤✐❞❞❡♥✮ s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ✭●✉é❞♦♥ ✷✵✵✸✮✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣ ✜❡❧❞ ✭❘♦❞❞✐❝❦
❛♥❞ ❙♣✐❧✐♦♣♦✉❧♦✉ ✷✵✵✷✮✳ ■♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉♥❦♥♦✇♥ r✉❧❡s ❢r♦♠ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ r✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡
❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛r❡
tr②✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡✳ ■♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ s✐♠♣❧❡
♣❛tt❡r♥s ♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤✐s ❞❛t❛✳

✶✳✺ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♠❛❦❡s ❢♦✉r ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✿

✶✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t❤♦r♦✉❣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s
❢r♦♠ ❞❛t❛✳

✷✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❚❆ ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱
❢r♦♠ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ s②st❡♠
❜❡❤❛✈✐♦rs✳

✸✳ ■t ❡①t❡♥❞s t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ ❡✈❡♥t
s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

✹✳ ■t s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡
♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠✳

❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ❢♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

❚❤❡♦r② ❲❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❚❆ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s
❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐st✿

• ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✾✮❀

• ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❚❆s ✭❉❚❆s✮ ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✵✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
t❤❛t ❉❚❆s ❛r❡ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✮❀

• ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ✭✶✲❉❚❆s✮ ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✮✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✮❀

• ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ■❉❴✶✲❉❚❆ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✮ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✶✲❉❚❆s
❡✣❝✐❡♥t❧②✳



✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

• ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s ✭❉❚❆s ✇✐t❤ n ❝❧♦❝❦s✮ ❛r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ✭❚❤❡♦r❡♠ ✻✮✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
t✐♠❡❞ s②st❡♠s ✭❛♥❞ ❉❚❆s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✮✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡s✉❧ts
t❡❧❧ ✉s t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ✶✲❉❚❆ ❢r♦♠ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✲
✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ♥❡❡❞s t♦
✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❚❆ ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦s s❤♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡t✐♠❡s
❜❡✐♥❣ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ♦r ❤❡ ♦r s❤❡ ❤❛s t♦ ✜♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜✲
❧❡♠✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ✭s✉❝❤ ❛s ✶✲❉❚❆s✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ st❛t❡♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♦♥❡✲❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲
❝❧♦❝❦ ❉❚❆s✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❥✉st t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦t❤❡r
♣r♦❜❧❡♠s ✭s✉❝❤ ❛s r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✮ t❤❛t ♠❛② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛
♥♦✈❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❚■ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺✮ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ t②♣❡ ♦❢ ✶✲❉❚❆✱
❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❉❘❚❆✮✳ ❚❤❡s❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r t❤❡ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r r❡str✐❝t✐♥❣ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❉❘❚❆s ❛♥❞
♥♦t t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❧❛ss ♦❢ ✶✲❉❚❆s ✐s t❤❛t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤
❢♦r ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ tr✉❝❦ ❞r✐✈❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡
✐♥♣✉t ❢♦r ❘❚■ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✈❡♥t
s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✭❝♦rr❡❝t✮ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✭♦r t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❢❛✉❧t②
❜❡❤❛✈✐♦r✮✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❢♦r ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛
✐s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❞r✐✈❡♥ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ✭❊❉❙▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛
✷✵✵✺✮✳ ❘❚■ ✐s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❉❙▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❉❘❚❆s✳ ❚♦
t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦✉rs ✐s t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❚❆ ♠♦❞❡❧
❢r♦♠ t✐♠❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❞♦❡s s♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t✐♠❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✮✱ ❛♥❞
✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✮✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❚■ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ❘❚■ ♣❡r❢♦r♠s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞
✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❡✈❡♥ts✱ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐s s♠❛❧❧✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❘❚■ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊❉❙▼ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛
t✐♠❡❞ s②st❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✉s✐♥❣ ❛ ❉❘❚❆✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆ ❝♦rr❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❢r❡✲
q✉❡♥t❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✮✳ ❚❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❉❘❚❆ ✭P❉❘❚❆✮ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✺ ❛♥❞ ✺✳✻✮✳ ❘❚■✰
✉s❡s st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② P❉❘❚❆s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ t❡sts ❛r❡ ❞❡✲
s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ P❉❘❚❆ ❢r♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱



✶✳✻✳ P♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✼

t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❋❆s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ❛❧s♦
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts
♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s
t❤❛t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❡❛s✐❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ t♦
s❡t ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✈❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t
t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉♥s✉✐t❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ t❤❛t
s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ st❛t✐st✐❝s ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤✐s st❛t✐st✐❝ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❘❚■✰ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❲❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ❞r✐✈❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ s✉✣❝✐❡♥t ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞
❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✶✺ ❝♦♠♣❧❡t❡ r♦✉♥❞ tr✐♣s
❢r♦♠ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s t♦ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ♦r ❊♥❣❧❛♥❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛✱ ✇❡
✐❞❡♥t✐❢② P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❘❚■✰✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✿ ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ ❢❛st ♦r ♥♦r♠❛❧❧② ❢r♦♠ ❛
tr❛✣❝ ❧✐❣❤t✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡s❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❧❛❜❡❧ s♦♠❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t
✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡
✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞r✐✈❡r ✐s ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ ❢❛st✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
s❡r✈❡s ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✶✳✻ P♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♦♥❡ r❡q✉✐r❡s
✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t✐♠❡✲st❛♠♣❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ●❛✐♥✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ❤♦✇
s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ♦♣❡r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ♠❛♥② s❡tt✐♥❣s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❈❛ss❛♥❞r❛s ❛♥❞ ▲❛❢♦rt✉♥❡ ✷✵✵✽✮✳
■♥s✐❣❤t ✐♥t♦ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❣✐✈❡♥ s♦♠❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧
❢♦r t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ✉♥r❛✈❡❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
✉♥❦♥♦✇♥ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t ✭❛♥❞ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢✮ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❋✉ ✶✾✼✹✮ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss
♠✐♥✐♥❣ ✭✈❛♥ ❞❡r ❆❛❧st ❛♥❞ ❲❡✐❥t❡rs ✷✵✵✺✮✳

■♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss str✉❝✲
t✉r❡ ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t ❥✉st ✇❛♥t ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞✐s♣❧❛②✐♥❣
❣♦♦❞ ♦r ❜❛❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ✜rst ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② t♦ ❧❛❜❡❧ s♦♠❡
♦❜s❡r✈❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❛s ❜❡✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❣♦♦❞ ♦r ❜❛❞❀ ❛❢t❡r✇❛r❞s ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♦✉r ❘❚■
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥✳



✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ s❡❡✱
❡✳❣✳✱ ✭❇✐s❤♦♣ ✷✵✵✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✐❞❡♥t✐❢② ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✐✳❡✳✱ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡♠✳
❚❤✐s ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦ ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥✲
s✐❣❤t❢✉❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡② r❡s✉❧t ✐♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱
s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❇✐s❤♦♣ ✷✵✵✻✮✳

■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ t❤❡r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ♠❛♥② ✐❞❡♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s ♠♦❞❡❧s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡
s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭▲❛rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥②
t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ ❞❡s✐r❛❜❧❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❛❞✲❧♦❝❦ ❢r❡❡♥❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✭♦r ✈❡r✲
✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ r❡❣❛r❞✐♥❣ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐s ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❆❧✉r ❛♥❞ ▼❛❞❤✉s✉❞❛♥ ✷✵✵✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t t✐♠❡❞
❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s✲
s✉❡✳ ❇❡s✐❞❡s t❤✐s ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✭▲❡✉❝❦❡r ✷✵✵✼✮✳

✶✳✼ ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❝❤❛♣t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s✉r✈❡② r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✐❞❡♥✲
t✐❢②✐♥❣ ❚❆s ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✶✲❉❚❆s ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢
❝❧♦❝❦s ✐♥ ❉❚❆s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ✶✲❉❚❆s ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
♥✲❉❚❆s✳

❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s ❢r♦♠
❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✐❧❧ ❤❛r❞ ✭NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✮✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘❚■✮ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♣r♦✈❡ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡
s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❘❚■✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡♠ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❚■ ✇✐t❤ t❤❡
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❉❘❚❆s ❢r♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❲❡
♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ✉s❡❢✉❧ st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❘❚■✰ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡✐r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✉♥✐♥❣ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ tr✉❝❦ ❞r✐✈❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳



✶✳✼✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ✾

❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❲❡ ❡♥❞ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐❞❡❛s ❢♦r
❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t❤❛t ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts✳



✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



❈❍❆P❚❊❘ ✷

❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❞✐s❝r❡t❡

❡✈❡♥t s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② s✉r✈❡② ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s✉r✈❡②✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts
❛♥❞ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ ✜❡❧❞s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚❤❡
s✉r✈❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❞♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❡♦r②✱
s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❙✐♣s❡r ✶✾✾✼✮✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t♦♣✐❝✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦♥
t❤❡s❡ t♦♣✐❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❛♥❞ s❦✐♣♣❡❞ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ r❡❛❞❡rs ♥❡✇ t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡
t❤r❡❡ ✜❡❧❞s t♦ r❡❛❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

✷✳✷ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣✮ ❛
❝♦♥❝❡♣t ❢r♦♠ ❡①❛♠♣❧❡s✳✶ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ st✉❞❡♥t ✇❤♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❜② ❛ t❡❛❝❤❡r✳ ❚❤❡ st✉❞❡♥t tr✐❡s t♦ ✐♥❢❡r ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❣✐✈❡♥

✶❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❡①t✱ t❤❡ ✈❡r❜s ✏t♦ ❧❡❛r♥✑ ❛♥❞ ✏t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✑ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧②✳



✶✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ t❡❛❝❤❡r ❞r❛✇s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❛ s❡t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡✱
s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✳ ❲❡ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤✐s s♣❛❝❡ ❛s ❜❡✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✱
✐✳❡✳✱ ♦❜❥❡❝ts ♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ st✉❞❡♥t✬s ✇♦r❧❞✳ ❆ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤✐s
✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡❀ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ s♦♠❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ r✉❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤❡ st✉❞❡♥t ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❜♦t❤
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ st✉❞❡♥t
tr✐❡s t♦ ✐♥❢❡r ✐s ❛❧s♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡
st✉❞❡♥t ❤❛s ❧❡❛r♥❡❞ ❛ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t ✇❤❡♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡✳

■♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ✐♥❢❡r ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐③❡✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✭♦r ❧❡❛st ❝♦♠♣❧❡①✮ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❖❝❝❛♠✬s
r❛③♦r ✳ ❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s ❛
❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥ s❝✐❡♥❝❡✳ ■♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② s❡✈❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❡①✐st t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
❖❝❝❛♠✬s r❛③♦r ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤
✭▼❉▲✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ✭●rü♥✇❛❧❞ ✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘✐s❦ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
✭❊❘▼✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ✭❱❛♣♥✐❦ ✶✾✾✽✮✳ ▼❉▲ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛♥②
r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣r❡ss t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
✐t ✉s✐♥❣ ❢❡✇❡r s②♠❜♦❧s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ▼❉▲ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭♦r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s✮ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❊❘▼ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦rs ✭❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦✮✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤✐❝❤
♠❡❛s✉r❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✭♦r ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❜✐❛s✮✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❞❡✜♥❡s ✇❤✐❝❤
❤②♣♦t❤❡s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s tr② t♦ ✐♥❢❡r ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♠✐♥✐✲
♠❛❧ s✐③❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤❡✲
♦r②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❲❡ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t❡①t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦♦❦s ✭❑❡❛r♥s ❛♥❞
❱❛③✐r❛♥✐ ✶✾✾✹✮ ❛♥❞ ✭❏❛✐♥✱ ❖s❤❡rs♦♥✱ ❘♦②❡r ❛♥❞ ❙❤❛r♠❛ ✶✾✾✾✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉r✈❡②
❝❤❛♣t❡r ✭●♦❧❞♠❛♥ ✶✾✾✾✮✳

✷✳✷✳✶ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s✐❝s

■♥ ❡❛❝❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ st✉❞❡♥t s t❤❛t tr✐❡s t♦ ✐♥❢❡r ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s H✳ ❚❤❡
st✉❞❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡ X ❜② ❛ t❡❛❝❤❡r t t❤❛t tr✐❡s t♦
t❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥❝❡♣t C✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✱
❛ st✉❞❡♥t✱ ❛♥❞ ❛ t❡❛❝❤❡r✳ ❲❡ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ❜② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ✭❝♦♥❝❡♣t✮ ❆ ❝♦♥❝❡♣t C ♦✈❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡ X ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢
X✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ x ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ C ✐❢ x ∈ C✱ ✐t ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ✭❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❆ ❤②♣♦t❤❡s✐s H ❢♦r ❛ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t C ♦✈❡r ❛♥
✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡ X ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ X✳ ❲❡ s❛② t❤❛t x ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ true ✐♥ H ✐❢ x ∈ H✱



✷✳✷✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✶✸

teacher student

X

C

H

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▲❡❛r♥✐♥❣✳ ❆ t❡❛❝❤❡r ❢♦r ❛ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t C ⊆ X ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡ X t♦ t❤❡ st✉❞❡♥t✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ❢♦✉r t②♣❡s✿
tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦r ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ st✉❞❡♥t ✉s❡s t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❛❞❥✉st ✐ts ❤②♣♦t❤❡s✐s H ⊆ X✳

♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ false✳ ❆ ❤②♣♦t❤❡s✐s H ❢♦r ❛ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡
❝♦rr❡❝t ✐❢ ❡✈❡r② ❡①❛♠♣❧❡ x ∈ X ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ true ✐♥ H ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ C✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t V = {v1, . . . , vn} ♦❢ n ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❛♥❞ ❧❡t X = {0, 1}V ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts t♦ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❝❛♥
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥❝❡♣t C ♦✈❡r X ✇❤♦s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛t✐s❢②✐♥❣
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ s♦♠❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ f ♦✈❡r V ✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ fc ✐♥ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭❉◆❋✮ t❤❛t ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❡r♠s ✭t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✮✳ ❆ t❡❛❝❤❡r ❝❛♥ tr② t♦ t❡❛❝❤ s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❛ st✉❞❡♥t✳
❚❤✐s st✉❞❡♥t ❝❛♥ t❤❡♥ tr② t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ fh ✭t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ✭t❡❛❝❤❡r✮ ❆ t❡❛❝❤❡r t ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t C ✐s ❛♥ ♦r❛❝❧❡ t❤❛t
r❡t✉r♥s ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ (x, b)✱ ✇❤❡r❡ b ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s true ✐❢ x ∈ C✱
❛♥❞ false ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ✭st✉❞❡♥t✮ ❆ st✉❞❡♥t s ✐s ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛r♥s ❛
❤②♣♦t❤❡s✐s H ❛♥❞ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ t❡❛❝❤❡r t ♦❢ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t C✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛
st✉❞❡♥t ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s H s✉❝❤ t❤❛t x ∈ H ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ x ∈ C✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❣✐✈❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✱ t❤❡ st✉❞❡♥t
s ✭t❤❛t tr✐❡s t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛✮ ❝♦✉❧❞ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s
❢♦r♠✉❧❛ s✉❝❤ ❛s fh = v1✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❉◆❋ ✇❤✐❝❤
s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❦♥♦✇♥ ❜② s ✭❝✉rr❡♥t❧② ♥♦♥❡✮✳ ■t ✉s❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♥❡①t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❉◆❋✱ ♥❡①t r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡①t
s♠❛❧❧❡st ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡✐r s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢r♦♠
s♠❛❧❧ t♦ ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ tr✐❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤②✲
♣♦t❤❡s❡s ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s s❡❡♥ s♦ ❢❛r✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❉◆❋ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❞♦❡s
♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜②
❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶✳



✶✹ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s

❘❡q✉✐r❡✿ ❆ t❡❛❝❤❡r t ❢♦r C ♦✈❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡ X = {0, 1}n✱ ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❡①t
✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡①t s♠❛❧❧❡st ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛
▲❡t H ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ fh := v1 ❛♥❞ H := {x ∈ X | fh(x) = true}
❙t❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s S = (S+ := ∅, S− := ∅)
✇❤✐❧❡ tr✉❡ ❞♦

●❡t t❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡✿ (x, b) = t()
✐❢ b = true t❤❡♥ s❡t S+ := S+ ∪ {x} ❡❧s❡ s❡t S− := S+ ∪ {x}
✇❤✐❧❡ H ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S✿ S+ 6⊂ H ♦r S− ∩ H 6= ∅ ❞♦

●❡t t❤❡ ♥❡①t s♠❛❧❧❡st ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ fh := ♥❡①t(fh) ❛♥❞ H := {x ∈ X | fh(x) = true}
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❖✉t♣✉t H ✭t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♠❛❧❧❡st ❝♦♥s✐st❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s✮
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

◆♦t❡ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶ ✐s ♥♦t ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❜❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t
❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❢♦✉♥❞✱ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ s♠❛❧❧❡r ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s tr✐❡❞✳ ❆♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥
♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ st✉❞❡♥t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦rr❡❝t
❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✐✳❡✳✱ fh ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t C = {x | fh(x) = true}✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ st✉❞❡♥t ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❛
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t st✉❞❡♥t✳ ■❞❡❛❧❧② ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ s✉❝❤ ❛ st✉❞❡♥t t♦ ❜❡✿

✶✳ ◗✉✐❝❦ ✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ t❡❛❝❤❡r t ✐s s♠❛❧❧✳

✷✳ ❊✣❝✐❡♥t ✿ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐s s♠❛❧❧✳

✸✳ ❈♦rr❡❝t ✿ ❚❤❡ st✉❞❡♥t ♦✉t♣✉ts ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

✹✳ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✿ ❚❤❡ st✉❞❡♥t ♦♥❧② ❤❛s t♦ st♦r❡ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✳

✺✳ ❋✐♥✐t❡✿ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❛② t♦ t❡❧❧ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t❤❡ st✉❞❡♥t ✐s t♦ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✳

✻✳ ❘♦❜✉st ✿ ◆♦✐s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ t❤❡ st✉❞❡♥t t♦ ❢❛✐❧✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶ ♦♥❧② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡
❢♦r ❛ st✉❞❡♥t ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✐t ✐s tr②✐♥❣ t♦ ✐♥❢❡r✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ❛ ❝♦♥❝❡♣t
❢r♦♠ t❤✐s s♣❛❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✐s
✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ♦✈❡r t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss✳ ■♥ ♦✉r
❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❡ st✉❞❡♥t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛♥
✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ✭✜①❡❞✮ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❛ st✉❞❡♥t
tr✐❡s t♦ ✐♥❢❡r ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡♣t ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✱ t❤❡ st✉❞❡♥t ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭❈◆❋✮
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆
❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss ❛♥❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ✭❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss✮ ❆ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C ♦✈❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡ X ✐s ❛
r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❡♥✉♠❡r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ♦✈❡r X✳



✷✳✷✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✶✺

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ✭r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C
✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ R : Σ∗ → C✱ ✇❤❡r❡ Σ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛♥②
str✐♥❣ r ∈ Σ∗ s✉❝❤ t❤❛t R(r) = C✱ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ C ✭✉♥❞❡r R✮✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝❤♦s❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s tr❛❝t❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ❤❛s t♦
❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳

✷✳✷✳✷ ❚❤r❡❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s

■♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤❡♦r② t❤❡r❡ ❡①✐st t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❆❧❧
t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦✉r❝❡s✿

• ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✿ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛r♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢r♦♠ ❛
t❡❛❝❤❡r t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s✉♣♣❧✐❡s ❡✈❡r② ❡①❛♠♣❧❡ ✭●♦❧❞ ✶✾✻✼✮✳

• ◗✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✿ ❧❡❛r♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢r♦♠ ❛ t❡❛❝❤❡r t❤❛t ❛♥s✇❡rs s♣❡✲
❝✐✜❝ q✉❡st✐♦♥s ✭q✉❡r✐❡s✮ ✭❆♥❣❧✉✐♥ ✶✾✽✽✮✳

• P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❧❡❛r♥ ❛ ♣r♦❜❛❜❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡❝t ✭P❆❈✮ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s ❢r♦♠ ❛ t❡❛❝❤❡r t❤❛t s❛♠♣❧❡s ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❱❛❧✐❛♥t ✶✾✽✹✮✳

❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛❞♦♣t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♠♦st ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t✳ ■♥ t❤❡s❡
❝❛s❡s✱ ❜♦t❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛♥❞ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ P❆❈
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦s❡s ♠♦r❡ str✐❝t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ st✉❞❡♥t t❤❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s ❞✐✣❝✉❧t✱
❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ st✉❞❡♥t ❞♦❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐t❤
❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ ❧✐♠✐t st✉❞❡♥t ✐s ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

❖❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ t❡❛❝❤❡r t❤❛t ❛♥s✇❡rs s♣❡❝✐✜❝ q✉❡st✐♦♥s ❛s ✐♥ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s
♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❤❛♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡tt✐♥❣ ✐s ✇❤❡♥ ❞♦♠❛✐♥
❡①♣❡rts ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ❤❛✈❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ ✇r✐t✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡✐r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ q✉❡r② st✉❞❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r
t❤❡s❡ r✉❧❡s ❜② ❛s❦✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡①♣❡rts✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ q✉❡r✐❡s✳
❲❤❡♥ ❜♦t❤ ❛ t❡❛❝❤❡r ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ②♦✉ ♠✐❣❤t ❛s ✇❡❧❧ ✉s❡ t❤❡♠
❜♦t❤✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
▲❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✇❤❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ❞❛t❛ ♦r ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ ♦♥❧② ♠❛❦❡s s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❡❛s✐❡r✳



✶✻ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❧❧ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ✐♥
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❖✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❲❡ t❤❡♥
❡①♣❧❛✐♥ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭●♦❧❞ ✶✾✻✼✮ ✈✐❡✇s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st✉❞❡♥t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ♠✐♥❞ ✭❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
♦❢t❡♥✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭❏❛✐♥
❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✮✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st✉❞❡♥t ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ♠✐♥❞ ❛♥❞ ❥✉st ♦✉t♣✉ts ♦♥❡ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳ ✭✜♥✐t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❆ st✉❞❡♥t s ✜♥✐t❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t
C ❢r♦♠ ❛ t❡❛❝❤❡r t ✇❤❡♥ ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s t♦ t ✐t ♦✉t♣✉ts ❛ ❝♦rr❡❝t
❤②♣♦t❤❡s✐s H ❛♥❞ ❤❛❧ts✳

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♦♥❡✲s❤♦t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦r t❤❡ FIN ♣❛r❛❞✐❣♠✳
❚❤❡ ✜♥✐t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st✉❞❡♥t t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts
♠✐♥❞ ❛❢t❡r ✐t ❤❛s ♦✉t♣✉t ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥
❦✐♥❞ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣✿ ✜rst ❧❡❛r♥ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞ ✐t ❜② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ st✉❞❡♥t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ♠✐♥❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♦❢t❡♥ ✇✐t❤♦✉t
❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ❤❛s ❧❡❛r♥❡❞
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦r ♥♦t✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ✭✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✮ ❆ st✉❞❡♥t s ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t C ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r♦♠ ❛ t❡❛❝❤❡r t✱ ✇❤❡♥ ✐t ♦✉t♣✉ts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s H1,H2, . . .✱
❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥✉♠❜❡r n ∈ N s✉❝❤ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❤②♣♦t❤❡s✐s
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✭Hn = Hn+1 = Hn+2 = . . .✮ ❛♥❞ Hn ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ st✉❞❡♥t t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❉◆❋
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❛t
✇❡ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆ ♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛ ♠✐♥❞
❝❤❛♥❣❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ st✉❞❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠✐♥❞
❝❤❛♥❣❡s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ♥❡✇ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♦❢
❝♦✉rs❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❤❡♥ ❛ st✉❞❡♥t s ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
❛♥② ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s H ❢r♦♠ ❛ ✭r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✮ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C ✉s✐♥❣ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r✉♥✲t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
H✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t s ✐❞❡♥t✐✜❡s C ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✳

■♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❡❛❝❤❡rs t❤❛t
r❡t✉r♥ ❧❛❜❡❧❡❞✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t r❡t✉r♥ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❡
s❛② t❤❛t ❛ st✉❞❡♥t ❧❡❛r♥s ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛♥t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡
st✉❞❡♥t ❧❡❛r♥s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢r♦♠ t❡①t✳ ▼❛♥② ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ❢r♦♠
✐♥❢♦r♠❛♥t ❜✉t ♥♦t ❢r♦♠ t❡①t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡
✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛♥t✱ ❜✉t ♥♦t ❢r♦♠ t❡①t ✭●♦❧❞ ✶✾✻✼✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱



✷✳✷✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✶✼

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❧❛❜❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ ✐❢ t❤❡②
❞✐s♣❧❛② s✐♠✐❧❛r ✭st❛t✐st✐❝❛❧✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭♦r ❢❡❛t✉r❡s✮✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤✐s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t ❣♦❡s t♦ 0 ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ❣♦❡s t♦ ∞✱ ✇❡ s❛② t❤❛t
❛ st✉❞❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1✳

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st✉❞❡♥t t♦ ❜❡
❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾✳ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ st✉❞❡♥t s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐✲
❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t C ❢r♦♠ ❛ t❡❛❝❤❡r t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t s ✐❞❡♥t✐✜❡s C ❢r♦♠ t ✐s ❛t ❧❡❛st p✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛❜♦✈❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣
t❤❡ ✇♦r❞ ❵✐❞❡♥t✐✜❡s✬ ✐♥t♦ ❵✜♥✐t❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s✬ ♦r ❵✐❞❡♥t✐✜❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✬ ✐♥ ❉❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✷✳✾✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ t❡❛♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❡❛♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ s❡t ✭t❡❛♠✮ ♦❢ st✉❞❡♥ts
tr② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦❣❡t❤❡r✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ t❡❛♠ ❛ ✭✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧✮ ♥✉♠❜❡r
♦❢ st✉❞❡♥ts ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ✭t❡❛♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❆ ✜♥✐t❡ s❡t S = {s1, s2, . . . , sn} ♦❢ st✉❞❡♥ts
❬r✱♥❪t❡❛♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t C ❢r♦♠ ❛ t❡❛❝❤❡r t ✐❢ ❛t ❧❡❛st r ♦❢ t❤❡ n st✉❞❡♥ts
✐❞❡♥t✐❢② C ❢r♦♠ t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❡❛♠ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ✉♥✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐s
♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳ ❚❡❛♠ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♥✐❝❡ ✇❛② t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ st✉❞❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛♥ ❛❣❡♥t✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ❡❛❝❤ st✉❞❡♥t ❝❛♥
❜❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♦♠❡ s✉❜❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦rr❡❝t ✇❤❡♥
t❤❡ s❡t ♦❢ st✉❞❡♥ts ✭❛❣❡♥ts✮ t❡❛♠ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❧✐♠✐t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆ ♥♦t❡✇♦rt❤② ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❛t ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✿
t❤❡ st✉❞❡♥t ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❥✉st✐✜❡❞ ♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆ ♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐s
❥✉st✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱
t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ❜② ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
st✉❞❡♥t✱ ❜✉t t❤❛t ❛r❡ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ❜② ❛♥ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ st✉❞❡♥t ✭❲✐❡❤❛❣❡♥ ❛♥❞
❩❡✉❣♠❛♥♥ ✶✾✾✺✮✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✜♥✐t❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❧✐♠✐t✱ t❡❛♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s❡❡ ✭❏❛✐♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✮✳

◗✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣

■♥ t❤❡ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❆♥❣❧✉✐♥ ✶✾✽✽✮✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✿ t❤❛t ♦❢ ❛ st✉❞❡♥t ❛s❦✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ t❡❛❝❤❡r t❤❛t ✐s
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ t❡❛❝❤❡r ❛s ❛♥
♦r❛❝❧❡✱ ❛ st✉❞❡♥t ♥♦✇ ❝❛❧❧s ✐t ✇✐t❤ ❛ q✉❡r② ❛s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣
✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t q✉❡r✐❡s ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞
♣❛ss✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ q✉❡r✐❡s✿



✶✽ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

• ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ q✉❡r✐❡s✿ ❚❤❡ t❡❛❝❤❡r t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t x ∈ X ❛♥❞
r❡t✉r♥s true ✐❢ x ∈ C✱ ❛♥❞ false ♦t❤❡r✇✐s❡✳

• ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s✿ ❚❤❡ t❡❛❝❤❡r t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s H ⊂ X ❛♥❞
t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❡✐t❤❡r yes✱ ✐❢ H ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ♦r ❛ ♣❛✐r (x, b) ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤❡r❡
x ∈ H△C = (H \C)∪ (C \H) ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ H ❛♥❞ C✱ ❛♥❞ b ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r x ∈ C✳

• ❙✉❜s❡t q✉❡r✐❡s✿ ❚❤❡ t❡❛❝❤❡r t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s H ⊂ X ❛♥❞ t❤❡
♦✉t♣✉t ✐s ❡✐t❤❡r yes✱ ✐❢ H ⊂ C✱ ♦r x ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤❡r❡ x ∈ H \ C ✐s ❛♥
✐♥st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ H ❛♥❞ C✳

• ❙✉♣❡rs❡t q✉❡r✐❡s✿ ❚❤❡ t❡❛❝❤❡r t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s H ⊂ X ❛♥❞ t❤❡
♦✉t♣✉t ✐s ❡✐t❤❡r yes✱ ✐❢ H ⊃ C✱ ♦r x ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤❡r❡ x ∈ C \H ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ C ❛♥❞ H✳

❚❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ s✉❜s❡t✱ ❛♥❞ s✉♣❡rs❡t q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s✳ ❆ t❡❛❝❤❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❛❞❡q✉❛t❡ t❡❛❝❤❡r ✳ ❲❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ st✉✲
❞❡♥t ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ q✉❡r✐❡s✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛s❦ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✉s❡❞
q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ st✉❞❡♥t✳ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♠❛♥②
s❡tt✐♥❣s ❜✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s ✉s✉❛❧❧② ❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥s✇❡r✐♥❣
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r② ❢♦r t❤❡ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss ✐s NP✲❤❛r❞ ✭❇s❤♦✉t②✱
❈❧❡✈❡✱ ●❛✈❛❧❞à✱ ❑❛♥♥❛♥ ❛♥❞ ❚❛♠♦♥ ✶✾✾✻✮✳ ❆❧s♦ t❤❡ s✉❜s❡t ❛♥❞ s✉♣❡rs❡t q✉❡r✐❡s
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❤❛r❞✳ ❏✉st ♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥ NP✲
♦r❛❝❧❡ ✭❇s❤♦✉t② ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻✮✳ ❙t✐❧❧✱ t❤❡s❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣
r❡s❡❛r❝❤ ❜❡❝❛✉s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rts ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♠✳

❋♦r♠❛❧❧② q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ✭q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣✮ ❆ st✉❞❡♥t s ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t C ❢r♦♠ ❛ q✉❡r②
t❡❛❝❤❡r tq✱ ✇❤❡♥ ✐t ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ ❛♥s✇❡rs ❢r♦♠ q✉❡r✐❡s t♦ tq ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✉t♣✉t ❛
❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s H✳

■♥ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ q✉❡r✐❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❝♦♥❝❡♣t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜②
t❤❡ st✉❞❡♥t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❤❡♥ ❛ st✉❞❡♥t ✐❞❡♥✲
t✐✜❡s ❛♥② ❤②♣♦t❤❡s✐s H ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C ❝♦rr❡❝t❧② ✉s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r✉♥✲
t✐♠❡ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ q✉❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ H✱ t❤❡ st✉❞❡♥t ✐s s❛✐❞ t♦
✐❞❡♥t✐❢② C ❡✣❝✐❡♥t❧② ❢r♦♠ q✉❡r✐❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ s❤♦✇s ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜②
❆♥❣❧✉✐♥ ✭❆♥❣❧✉✐♥ ✶✾✽✽✮ ✇❤✐❝❤ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❧❡❛r♥s k✲❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s✳ ❆ k✲❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❡❛❝❤ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛t ♠♦st k ❧✐t❡r❛❧s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st (2n+1)k ❝❧❛✉s❡s ♦✈❡r n ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st k ❧✐t❡r❛❧s✱
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ r✉♥s ✐♥ t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ nk✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡✳
❆ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r② ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❜❡ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ s❡t S ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s s❡❡♥ s♦ ❢❛r✳ ❲❡
❣❛t❤❡r ❢r♦♠ S ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts MS s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ x ∈ MS ✱ x ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t



✷✳✷✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✶✾

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ k✲❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ✉s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s

❘❡q✉✐r❡✿ ❆ q✉❡r② t❡❛❝❤❡r te ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t C t❤❛t ❛♥s✇❡rs ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s
✭❞❡♥♦t❡❞ te(H)✮

❊♥s✉r❡✿ H ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s
❍②♣♦t❤❡s✐s H := ∅
fh ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛✉s❡s ♦✈❡r n ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st k ❧✐t❡r❛❧s
✇❤✐❧❡ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t✿ te(H) 6= yes ❞♦

●❡t t❤❡ ♥❡①t ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✿ x = te(H)
❢♦r ❆❧❧ ❝❧❛✉s❡s✿ c ∈ fh ❞♦

✐❢ ❈❧❛✉s❡ c ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ x t❤❡♥

❘❡♠♦✈❡ c ❢r♦♠ fh

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

❙❡t H := {x | fh(x) = true}✳
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❘❡t✉r♥ H

♦❢ ❛t ❧❡❛st ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② S✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
q✉❡r② ✇✐t❤ MS ❛s ✐♥♣✉t✳ ▲❡t x′ ❜❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✳ ■❢ x′ ∈ MS ✱
r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ S ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ x′❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ S
❛❧❧ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ x′✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❡✈❡r② ❛♥s✇❡r❡❞ q✉❡r②
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ S ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❤❛❧❢✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② log((2n+ 1)k)
q✉❡r✐❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t✳

❚♦ s❡❡ ✇❤② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✷ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s
s❡❡♥ s♦ ❢❛r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡
♥♦♥✲❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s s♦♠❡ ❝❧❛✉s❡ c✱ t❤❡♥
❢♦r ❡✈❡r② ♥♦♥✲❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐t ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡
❜② ❝♦♥❥♦✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ c✳ ❚❤✉s ❡❛❝❤ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

■♥ t❤❡ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ q✉❡r②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❆s ✇❡ st❛t❡❞
❜❡❢♦r❡✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❛r❞♥❡ss
♦❢ ♠♦st q✉❡r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛♥② ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐✜✲
❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s ✐s ❛❧s♦ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭❆♥❣❧✉✐♥ ✶✾✽✽✮✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
✐❞❡❛ ✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r② ❜② ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛
❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢
❡①❛♠♣❧❡s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❡rr♦r✳

P❆❈ ❧❡❛r♥✐♥❣

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡❝t ✭P❆❈✮ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❱❛❧✐❛♥t ✶✾✽✹✮ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❡❛❝❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤♦♦s❡s ❡①❛♠♣❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t♦ ❡①❛❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣
✐♥ t❤❡ P❆❈ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛♥② ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ t❤❡



✷✵ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

P❆❈ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ st✉❞❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♣✉ts✿

• ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❡❛❝❤❡r t t❤❛t ❞r❛✇s ❡①❛♠♣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D✳

• ❆ ✈❛❧✉❡ ǫ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦r✳

• ❆ ✈❛❧✉❡ δ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣
s✉❝❝❡ss❢✉❧✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♥♣✉ts ✐t ✐s t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❛ P❆❈ st✉❞❡♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❛t ❧❡❛st 1 − δ✱ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s H t❤❛t ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛t ♠♦st ǫ ♦❢ ❞✐s❛❣r❡❡✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t ♦♥ ❛ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷✳ ✭P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ st✉❞❡♥t s P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❡s
❛ ❝♦♥❝❡♣t C ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❡❛❝❤❡r t ✇❤✐❝❤ ❞r❛✇s ❡①❛♠♣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥
✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ 0 < ǫ < 1

2 ✱ 0 < δ < 1
2 ✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D✱ s ♦✉t♣✉ts ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s H s✉❝❤ t❤❛t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❧❡❛st (1− δ)✱
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦r ✐s ❧❡ss t❤❡♥ ǫ✿ P (t(c) ∈ H △ C) ≤ ǫ✳

■♥ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❆s
♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ P❆❈ st✉❞❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥
❢♦r♠✉❧❛ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❢♦r♠✉❧❛✳ ❇✉t✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ✐t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ P❆❈ st✉❞❡♥t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞✿

• ❆ ✈❛❧✉❡ k✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

• ❆ ✈❛❧✉❡ n✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✐③❡ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡✳

❆ st✉❞❡♥t ✐s s❛✐❞ t♦ P❆❈ ✐❞❡♥t✐❢② ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇❤❡♥ ✐t r✉♥s ✐♥ t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✐♥ k✱ n✱ 1

ǫ
✱ ❛♥❞ 1

δ
✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥❡❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡

k✳ ❆ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✭●♦❧❞♠❛♥ ✶✾✾✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✉❡ss t❤✐s ✈❛❧✉❡
✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸ ❡✣❝✐❡♥t❧② P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❡s k✲❈◆❋ ❢♦r♠✉✲
❧❛s ✭❱❛❧✐❛♥t ✶✾✽✹✮✳

❚❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❡s k✲❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❡❛s✐❧②
✈❡r✐✜❡❞✳ ▲❡t p ❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❡❛❝❤❡r s✉❝❤
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❣r❡ss❡s✳ ◆♦✇ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥
❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✿

• ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t p ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss t❤❛♥ ǫ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s
✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t✳

• ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ♥❡✈❡r ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss t❤❛♥ ǫ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❢♦✉♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s
✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐s
❛t ♠♦st 1 − δ✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ L ❇❡r♥♦✉❧❧✐ tr✐❛❧s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ǫ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❢❡✇❡r t❤❛♥ (2n)k+1

s✉❝❝❡ss❡s✳

❋♦r ❛ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✭❑❡❛r♥s ❛♥❞
❱❛③✐r❛♥✐ ✶✾✾✹✮✳



✷✳✷✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✷✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✸ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ k✲❈◆❋

❘❡q✉✐r❡✿ ❆ t❡❛❝❤❡r t ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t C✳ ❆ ✈❛❧✉❡ L✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❇❡r♥♦✉❧❧✐ tr✐❛❧s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❛t ❧❡❛st ǫ✱ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❢❡✇❡r t❤❛♥ (2n)k+1 s✉❝❝❡ss❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 1 − δ

❊♥s✉r❡✿ H ✐s ❛ P❆❈ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s
❍②♣♦t❤❡s✐s H := ∅
fh ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛✉s❡s ♦✈❡r n ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st k ❧✐t❡r❛❧s
❢♦r i = 0❀ i < L❀ i = i + 1 ❞♦

●❡t t❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡✿ x = t(c)
❢♦r ❆❧❧ ❝❧❛✉s❡s✿ c ∈ fh ❞♦

✐❢ ❈❧❛✉s❡ c ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ x t❤❡♥

❘❡♠♦✈❡ c ❢r♦♠ fh

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

❙❡t H := {x ∈ X | fh(x) = tr✉❡}
❡♥❞ ❢♦r

❙❚❆❚❊ ❘❡t✉r♥ H

✷✳✷✳✸ ❚✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② ✐s ❤♦✇ ❝♦♠♣❧❡① ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛❝✲
t✉❛❧❧② ❛r❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡♠✳ ❲❤✐❧❡ ❛t
✜rst s✐❣❤t ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t s❡❡♠ ♦❜✈✐♦✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✬♥♦r♠❛❧✬
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐♥s✐❣❤t ✐s t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s t♦
✜♥❞ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ③❡r♦✳

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❤❛r❞♥❡ss r❡s✉❧ts ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❜②
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❦♥♦✇♥ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♣s ❡✈❡r② ✐♥st❛♥❝❡ a ♦❢
❛ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ A t♦ ❛ s❡t S ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛
❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C✳ ❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ S ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ a✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ❞❡s✐r❡❞ ♦❢ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s t❤❛t a ∈ A ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ S ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t C ∈ C✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ✭❝♦♥s✐st❡♥❝②✮ ❆ ❝♦♥❝❡♣t C ∈ C ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s S = {(x1, b1), (x2, b2), . . . , (xn, bn)} ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n✱ bi = true

✐❢ xi ∈ C✱ ❛♥❞ bi = false ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❛ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❲❡ ❝❧❛r✐❢② t❤✐s
❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❣r❛♣❤ 3✲❝♦❧♦r✐♥❣ t♦ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ✭❑❡❛r♥s ❛♥❞ ❱❛③✐r❛♥✐ ✶✾✾✹✮✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤
3✲❝♦❧♦r✐♥❣ ❛♥❞ 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹✳ ✭❣r❛♣❤ 3✲❝♦❧♦r✐♥❣✮ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✱ ✇❤❡r❡
V ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ E ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ■s t❤❡r❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛
❝♦❧♦r t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① v ∈ V ✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛t ♠♦st 3 ❝♦❧♦rs ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡
{v1, v2} ∈ E✱ ✈❡rt❡① v1 ❛♥❞ ✈❡rt❡① v2 ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs❄



✷✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺✳ ✭❧❡❛r♥✐♥❣ 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s✮ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s L✱ ❛♥❞
❛ s❡t ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s S = {(x1, b1), (x2, b2), . . . , (xn, bn)}✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ n✱
xi ✐s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ L ❛♥❞ bi ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♠❛❞❡ ❜② xi s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡✳ ■s t❤❡r❡ ❛ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ f ♦✈❡r L✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ❛t ♠♦st 3 t❡r♠s ✭❝❧❛✉s❡s✮✱ s✉❝❤ t❤❛t f ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S❄

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦❧♦r✱ ❛♥❞
❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ 3✲❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ 3✲❝♦❧♦r✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣
3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

• L = V

• ❋♦r ❡❛❝❤ v ∈ V ✱ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ (v(i), true)✱ ✇❤❡r❡ v(i) ✐s ❛♥
❛ss✐❣♥♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t v ✐s false ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ true✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ {vi, vj} ∈ E✱ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ (e(i, j), false)✱ ✇❤❡r❡
e(i, j) ✐s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t vi ❛♥❞ vj ❛r❡ false ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡
true✳

❆ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
❝♦❧♦r✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r ✐❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠ ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t t❤❛t ❤❛r❞ t♦ ♣r♦✈❡
t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s 3✲❝♦❧♦r❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ s♦♠❡ 3✲t❡r♠ ❢♦r♠✉❧❛✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ 3✲t❡r♠ ❉◆❋
❢♦r♠✉❧❛s ✐s NP✲❤❛r❞✳ ■t ✐s t❤✉s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✉♥❧❡ss P = NP✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t
❡✣❝✐❡♥t❧② P❆❈ ❧❡❛r♥❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✱ ✉♥❧❡ss RP = NP✳

❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❥✉st s❤♦✇❡❞ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ♣r♦✈❡ ✭✐♥✮tr❛❝t❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❡✣❝✐❡♥t❧② P❆❈ ❧❡❛r♥s k✲❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ k✲❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② P❆❈ ❧❡❛r♥❛❜❧❡✳ ❆❧s♦✱ ❡✈❡r② 3✲t❡r♠ ❉◆❋
❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t 3✲❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❢♦r ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✱ ∨ ❞✐str✐❜✉t❡s ♦✈❡r ∧✿

T1 ∨ T2 ∨ T3 ≡
∧

u∈T1,v∈T2,w∈T3

(u ∨ v ∨ w) ✭✷✳✶✮

❯s✐♥❣ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
❧❡❛r♥❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ 3✲❈◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛♥ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✿ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tt❡rs ❣r❡❛t❧② ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣✿ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❜✉t ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡
r✉❧❡ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ✐s ❤❛r❞✳



✷✳✷✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✷✸

1

6

2

43

5

R

R

B

B

G R

S+
(011111, true)
(101111, true)
(110111, true)
(111011, true)
(111101, true)
(111110, true)

S-
(001111, false)
(100111, false)
(101011, false)
(101101, false)
(110110, false)
(111010, false)
(111100, false)

TR = x2 ∧ x3 ∧ x6
TB = x1 ∧ x3 ∧ x4 ∧ x5
TG = x1 ∧ x2 ∧ x4 ∧ x5 ∧ x6

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r❛♣❤ 3✲❝♦❧♦r✐♥❣ t♦ ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧s
x1, . . . , x6 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❛t ❛ss✐❣♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ true ♦r false✳
❊❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ xi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✈❡rt❡① i✳ ❆ ❧❡❛r♥❡❞ 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s s❤♦✇♥
❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧ xi ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ t❡r♠ R ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ 3✲t❡r♠
❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡♥ ✈❡rt❡① i s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦❧♦r R ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❍❡♥❝❡
❛ ❝♦rr❡❝t 3✲t❡r♠ ❉◆❋ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s 3✲❝♦❧♦r❛❜❧❡✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ tr❛❝t❛❜✐❧✐t② t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❲❤❡♥ ❛ st✉❞❡♥t s ✉s❡s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❧❛ss H✱ ✇❡ s❛②
t❤❛t s ✭❡✣❝✐❡♥t❧②✮ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✉s✐♥❣ H✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡str✐❝t✐♦♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
st✉❞❡♥t ❤❛s ♦♥ ✐ts ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❧❛ss ✐s t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t(c) ∈ h ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✭✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✮✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ✐t s❡❡♠s ✉s❡❧❡ss t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❧❡❛r♥ ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

✷✳✷✳✹ ❉❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s

❋♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥
❛s t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦r s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ s❡♥s✐❜❧❡
❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❆ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s s❡♥s✐❜❧❡ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ❛t ❧❡❛st
s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡❛❝❤❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡
st✉❞❡♥t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥t ❛t ❧❡❛st s♦♠❡t❤✐♥❣✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ♥♦t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜❡❧✐♥❣s t❤❛t ✐ts ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣✳ ❆ ❧❛❜❡❧✐♥❣ Sl

♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s S ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ S✱ ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱
✐✳❡✳✱ Sl = ∪x∈S(x, b)✱ s✉❝❤ t❤❛t b ∈ {true, false}✳ ❆ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ Sl ✐❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t C ∈ C ❡①✐sts s✉❝❤ t❤❛t x ∈ C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❆ s❡t ♦❢ 3 ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐s s❤❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r
s❡♣❛r❛t♦r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡t ♦❢ 4 ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ✐s s❤❛tt❡r❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛t♦r✱
❤❡♥❝❡ t❤❡ ❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛t♦r ✐s 3✳

(x, tr✉❡) ∈ Sl✳
❲❤❡♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C ❛❝❤✐❡✈❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s S✱ S

✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❤❛tt❡r❡❞ ❜② C✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② n ✐s s❤❛tt❡r❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss✱ ❛ st✉❞❡♥t t❤❛t ❧❡❛r♥s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❢r♦♠
t❤❛t ❝❧❛ss ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛t ❧❡❛st n ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❛♥②t❤✐♥❣✳ ■❢ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s
H ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❧② n − 1 ❡①❛♠♣❧❡s S′✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡
x 6∈ S′✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s H ′ s✉❝❤ t❤❛t H ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S′ ∪ {x}✱
❛♥❞ H ′ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S′ ∪ {x}✳ ❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st s❡t s❤❛tt❡r❡❞
❜② ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❱❛♣♥✐❦✲❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❇❧✉♠❡r✱ ❊❤r❡♥❢❡✉❝❤t✱ ❍❛✉ss❧❡r ❛♥❞ ❲❛r♠✉t❤ ✶✾✽✾✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✳ ✭❱❛♣♥✐❦✲❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❚❤❡ ❱❛♣♥✐❦✲❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s
✭❱❈✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C✱ ❞❡♥♦t❡❞ V CD(C)✱ ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❧❛r❣❡st s❡t S s❤❛tt❡r❡❞ ❜② C✳ ■❢ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ✜♥✐t❡ s❡ts ❝❛♥ ❜❡ s❤❛tt❡r❡❞ ❜② C✱
t❤❡♥ V CD(C) = ∞✳

❚❤❡ ❱❈ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
♣r♦✈✐❞❡s ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t✳ ■t
❤❛s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥② ❤②♣♦t❤❡s✐s h ∈ H ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡
♦❢ s✐③❡ max

(

4
ǫ
log( 1

δ
), 8

ǫ
V CD(H) · log( 13

ǫ
)
)

❤❛s ❡rr♦r ❛t ♠♦st ǫ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t
❧❡❛st 1 − δ✳ ❙♦ ❛ s✐♠♣❧❡ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♦✉t♣✉ts ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❛t s✐③❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛
♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧❡❛r♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✳

✷✳✷✳✺ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡s

❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐s ♦❢t❡♥
NP✲❤❛r❞✳ ❙✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡
❛ ❤❛r❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ✐♥♣✉t
❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤✐s ✐s ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧✱



✷✳✷✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✷✺

✐♥ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❛r❜✐tr❛r②✿ ♠♦r❡ ❞❛t❛
❝❛♥ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❛t❛✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❞❛t❛ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❞❞s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❢♦r❡ s✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ♦❝❝✉r
✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
t❤✐s s❤✐❢t ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ✐s
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤✐s s❤✐❢t t♦ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t st✉❞✐❡s t❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥
❛s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❤❡❧♣❢✉❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞
❣♦♦❞ ♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s
✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ t❡❛❝❤❡r t❤❛t ✇❛♥ts t❤❡ st✉❞❡♥t t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐✳❡✳✱
❛ ❤❡❧♣❢✉❧ t❡❛❝❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♥♦r♠❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤✐s
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t ❛ ❜❡st✲❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❞♦❡s
♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ♦♥❧② t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
■t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ♠❛❧✐❝✐♦✉s t❡❛❝❤❡r ♦♥❧② s❡❧❡❝ts ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦
❡♥❝♦❞❡ ❛ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳

❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦s✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ■♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♥♦t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛
st✉❞❡♥t t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤❡❧♣❢✉❧ t❡❛❝❤❡r
t❤❛t s❡❧❡❝ts ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❛ st✉❞❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♥♦t✐♦♥ ✐s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞❡♥t t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛
❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡❝❛✉s❡
❛ s✐♥❣❧❡ ♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❢♦r❝❡ ❛ ♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳

■♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ✐❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t
❢♦r ❛ st✉❞❡♥t t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥② ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s H ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C✱
t❤❡♥ C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ st✉❞❡♥t r❡q✉✐r❡s r✉♥✲t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱
C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❛t❛✱ ♦r s✐♠♣❧② ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❊✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇❡❞ ❜②
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ✭❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛ ✶✾✾✼✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼✳ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t✮ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t S❝s ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t
C ❢♦r ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ {S+ ∈ C,S− ∈ Cc} s✉❝❤ t❤❛t✿

• ❣✐✈❡♥ S❝s ❛s ✐♥♣✉t✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s H❀

• ❣✐✈❡♥ ❛♥② ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s S❝s ❛s ✐♥♣✉t✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A st✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ H✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✳ ✭❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✮ ❆ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss C ✐s ❡❢✲
✜❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s p ❛♥❞ q ❛♥❞ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ A s✉❝❤ t❤❛t✿



✷✻ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

• ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ n✱ A r✉♥s ✐♥ t✐♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② p(n)❀

• ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥❝❡♣t C ∈ C✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t Scs ♦❢ C ❢♦r A ♦❢
s✐③❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② q(‖rc‖)✱ ✇❤❡r❡ rc ✐s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ C✳

❲❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ✐❞❡♥t✐✜❡s C ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st
♠❛♥② ❞✐✣❝✉❧t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢♦r ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭●♦❧❞ ✶✾✼✽✮✱ ❜✉t ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡
❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭❖♥❝✐♥❛ ❛♥❞ ●❛r❝✐❛ ✶✾✾✷✮✳ ❆❣❛✐♥✱
t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t ✭❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛ ✶✾✾✼✮✳

■♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡r❡ ❡①✐st ♦t❤❡r
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ■t ❤❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞
t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t t♦ ❜❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡
♦❢ rc ✭❨♦❦♦♠♦r✐ ✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r✉♥ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡
✐♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡s❡ str✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ S✳ ❲❡
✉s❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼ ❛♥❞ ✷✳✶✽ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ str✐♥❣s t♦
❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ rc r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭✐♥❡✣❝✐❡♥t✮ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✳

◗✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ q✉❡r✐❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞❛t❛
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♥♦t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ q✉❡r②
❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ❛ss✉♠❡s ❛ ♠❛❧✐❝✐♦✉s t❡❛❝❤❡r
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❤❡❧♣❢✉❧ ♦♥❡✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ❤❡❧♣❢✉❧ t❡❛❝❤❡r ❛❧s♦ ❡①✐sts ✐♥ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡
t❤✐s ✈✐❡✇s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❡❛❝❤❡rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②
❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s tr✐❡s t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠❛♥② q✉❡r✐❡s
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡❛❝❤ ❛♥② ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲❤❡♥ t❤✐s
❛♠♦✉♥t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❡❛❝❤❛❜❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞
❝♦❧❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ st✉❞❡♥t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐❢ ♠♦r❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❛s❦❡❞✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r
❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ t❡❛❝❤❡r✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❜♦t❤ ❡✣❝✐❡♥t t❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t q✉❡r② ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ✐♠♣❧② ❡❢✲
✜❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✿ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛s❦❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞❡♥t ❛♥❞ r❡t✉r♥❡❞
❜② t❤❡ t❡❛❝❤❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t ❢♦r t❤❡ q✉❡r② st✉❞❡♥t ✭●♦❧❞♠❛♥
❛♥❞ ▼❛t❤✐❛s ✶✾✾✻✮✳

P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ P❆❈
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲✐❦❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡s❡
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t s❡❧❡❝t ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t✳ ❲❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡❧❡❝t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ P❆❈



✷✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✷✼

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s✐❡r ✐❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
s✐♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭▲✐ ❛♥❞ ❱✐tá♥②✐ ✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
P❆❈ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❤❛r❡ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts
t❤❛t ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❡✣❝✐❡♥t❧② q✉❡r② ❧❡❛r♥❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❡✣✲
❝✐❡♥t❧② t❡❛❝❤❛❜❧❡ ✭P❛r❡❦❤ ❛♥❞ ❍♦♥❛✈❛r ✷✵✵✵✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡
st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ s✐♠♣❧❡✲P❆❈ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ✭P❛r❡❦❤ ❛♥❞ ❍♦♥❛✈❛r ✷✵✵✶✮✳

✷✳✸ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦✈❡r ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳ ❲❤❡♥ ♣❡♦♣❧❡ tr② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s②st❡♠✱
t❤❡② ♦❢t❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥✲
❣✐♥❡✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ♦❢ ❍♦✇❙t✉✛❲♦r❦s ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❤♦✇st✉✛✇♦r❦s✳❝♦♠✮✿

• ❚❤❡ ♣✐st♦♥ st❛rts ❛t t❤❡ t♦♣✱ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ✈❛❧✈❡ ♦♣❡♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐st♦♥ ♠♦✈❡s
❞♦✇♥ t♦ ❧❡t t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ t❛❦❡ ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✲❢✉❧❧ ♦❢ ❛✐r ❛♥❞ ❣❛s♦❧✐♥❡✳

• ❚❤❡♥ t❤❡ ♣✐st♦♥ ♠♦✈❡s ❜❛❝❦ ✉♣ t♦ ❝♦♠♣r❡ss t❤✐s ❢✉❡❧✴❛✐r ♠✐①t✉r❡✳

• ❲❤❡♥ t❤❡ ♣✐st♦♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡ t♦♣ ♦❢ ✐ts str♦❦❡✱ t❤❡ s♣❛r❦ ♣❧✉❣ ❡♠✐ts ❛ s♣❛r❦
t♦ ✐❣♥✐t❡ t❤❡ ❣❛s♦❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❣❛s♦❧✐♥❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❡①♣❧♦❞❡s✱ ❞r✐✈✐♥❣
t❤❡ ♣✐st♦♥ ❞♦✇♥✳

• ❖♥❝❡ t❤❡ ♣✐st♦♥ ❤✐ts t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ✐ts str♦❦❡✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡ ♦♣❡♥s ❛♥❞
t❤❡ ❡①❤❛✉st ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r t♦ ❣♦ ♦✉t t❤❡ t❛✐❧ ♣✐♣❡✳

■♥ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s
❛r❡✿ t❤❡ ♣✐st♦♥ st❛rts ❛t t❤❡ t♦♣✱ t❤❡ ♣✐st♦♥ ♠♦✈❡s ❞♦✇♥✱ t❤❡ ♣✐st♦♥ ♠♦✈❡s ❜❛❝❦ ✉♣✱
t❤❡ ♣✐st♦♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡ t♦♣✱ ❡t❝✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛r❡✿ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ✈❛❧✈❡
♦♣❡♥s✱ t❤❡ ❣❛s♦❧✐♥❡ ❡①♣❧♦❞❡s✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡ ♦♣❡♥s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ st❛t❡s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥
❡♥❣✐♥❡✳

❆ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡
s❡t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥ts ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠ ✭❉❊❙✮ ✭❈❛ss❛♥❞r❛s ❛♥❞
▲❛❢♦rt✉♥❡ ✷✵✵✽✮✳ ❆ ❉❊❙ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ■t ✐s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ❛t ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ♠♦♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡✳

• ❆♥ ❡✈❡♥t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡
t♦ t❤❡ ♥❡①t ✭♣♦ss✐❜❧② t❤❡ s❛♠❡✮ st❛t❡✳

• ■t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡✈❡♥t✲❞r✐✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐ts st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s
❡♥t✐r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥ts✳



✷✽ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

off
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off
dark

off
biking

start
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start

stop

dark darklight light

off

off
dark

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❆ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❛ ❜✐❦❡✲❧✐❣❤t ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❉❊❙s ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭♦r❞❡r✐♥❣✮ ♦❢ ❡✈❡♥ts
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠✱ t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ str✐♥❣s✳ ❚❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ str✐♥❣s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛ ❉❊❙✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❉❊❙ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❉❊❙ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ st❛t❡
❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ s✐♠♣❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥✮✳ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞
❣r❛♣❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✭♥♦❞❡s✮ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝s✮✳ ❚❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❡✈❡♥ts ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② s②♠❜♦❧s✮✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs
✐t ❛❝t✐✈❛t❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ❡✈❡♥t❀ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❉❋❆ t♦ t❤❡ ♦♥❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦✳ ❲❡ ❝❧❛r✐❢② t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛
s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ♠♦❞❡❧s ❛ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡
❜✐❦❡ ❧✐❣❤t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❜♦t❤ ❞❛r❦✱ ❛♥❞ s♦♠❡♦♥❡ ✐s r✐❞✐♥❣ t❤❡
❜✐❦❡✳ ❚❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♥❛♠❡s ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ st❛rts ✐♥ t❤❡ st❛t❡ off ✱ t❤✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛r❝ t❤❛t ♣♦✐♥ts t♦
t❤✐s st❛t❡ ❢r♦♠ ♥♦✇❤❡r❡✳ ■t ❛❝❝❡♣ts ❛❧❧ str✐♥❣s t❤❛t ❝❛✉s❡ t❤❡ ❜✐❦❡ t♦ ❜❡ ❜❛❝❦ ✐♥
✐ts st❛rt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ t❤❡
❛✉t♦♠❛t♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈❡♥ts✿ st❛rt ❜✐❦✐♥❣✱ st♦♣ ❜✐❦✐♥❣✱ t✉r♥s ❞❛r❦✱
❛♥❞ t✉r♥s ❧✐❣❤t✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs t❤❛t ✐s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝✱ t❤❡
❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ st❛t❡ t❤❡ ❛r❝ ♣♦✐♥ts t♦✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ str✐♥❣✿ start stop dark start stop light ✳

❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❡❣✲
✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❖t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡s r❡q✉✐r❡ ♦t❤❡r ✭♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡✮ ♠♦❞❡❧s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♣✉s❤✲❞♦✇♥ ❛✉t♦♠❛t❛✳
❚❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦♣✐❝✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦
❧❡❛r♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
♠♦❞❡❧s ❢♦r r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❉❊❙✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ❝❧❛ss❡s
♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❡♥t✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts✱ ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❤❛✈❡ t✐♠✐♥❣
❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚✐♠✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦✐♥ts
✐♥ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❝❝✉r✳ ❆❞❞✐♥❣ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠✐♥❣



✷✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✷✾

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ str✐♥❣s ♦❢ ❡✈❡♥t✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♣❛✐rs✱ s❡ts ♦❢ t❤❡s❡ str✐♥❣s ❢♦r♠ ❛
t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ■♥
t❤✐s ♠♦❞❡❧ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡✈❡♥ts ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡✈❡♥t
❧✐❢❡t✐♠❡✳

❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❚❤❡ ✜rst ✇❛② ✐s t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
✐s t♦ ❥✉st ❛❞❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❆❞❞✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡✈❡♥ts r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ P❡♦♣❧❡
♦❢t❡♥ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❉❊❙s t❤✐s
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✿

• ◆♦♥✲t✐♠❡❞ ✭❧❛♥❣✉❛❣❡s✮✿ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts✳

• ❚✐♠❡❞ ✭t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✮✿ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡✈❡♥t✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♣❛✐rs✳

• Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✮✿ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡✈❡♥t✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡
♣❛✐rs ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■♥ ♠♦st ❝❛s❡s ❛ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t✳ ■t ✐s ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t
✇❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s r❡❧❡✈❛♥t t✐♠✐♥❣ ♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡
✐t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ t❤✐s ❜❡tt❡r r❡✢❡❝ts r❡❛❧✐t②✳

■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❲❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧s
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡♥❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳

✷✳✸✳✶ ◆♦♥✲t✐♠❡❞ ❆✉t♦♠❛t❛

❚❤❡ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❉❊❙ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❢♦r♠❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭s❡❡ ❛♥② t❡①t❜♦♦❦ ♦♥ ❢♦r♠❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❡✳❣✳✱ ✭❙✉❞❦❛♠♣
✷✵✵✻✮✮✳ ■♥ t❤✐s t❤❡♦r② ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ❤❛s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡✱
❝♦♥st❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛rr② ♥♦ ❢✉rt❤❡r
str✉❝t✉r❡✳ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s❀ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥
❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✳ ❚❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② Σ❀ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s s②♠❜♦❧s✱ ✐♥ ❛ ❉❊❙ t❤❡②
❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❊❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②♠❜♦❧ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧ ✳

❆✉t♦♠❛t❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❡①❡❝✉t❡s st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❞♦✐♥❣
t❤✐s ✐t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ st❛t❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❆ st❛t❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t❡s ♦❢ ✜r❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✱
t❤✐s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ t♦ t❤❡ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦✳
❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜♥✐t❡✮ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿

state1
transition1−−−−−−−→ state2

transition2−−−−−−−→ . . .



✸✵ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ✜rst st❛t❡ ✐s ❛ ✜①❡❞ st❛t❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ st❛rt st❛t❡✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✭❥✉st ❜❡❢♦r❡ ✐t
✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✮ t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ✭r✐❣❤t ❛❢t❡r ✐t ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r♠ ❛ str✐♥❣ ✭❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♠❜♦❧s✮✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❡✐t❤❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ str✐♥❣✱
❛❝❝❡♣ts ❛ str✐♥❣✱ ♦r ❜♦t❤✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛✿

• ●❡♥❡r❛t♦rs✿ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t str✐♥❣✳

• ❆❝❝❡♣t♦rs✿ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣ts ❛♥ ✐♥♣✉t str✐♥❣✳

• ❚r❛♥s❞✉❝❡rs✿ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t str✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥♣✉t str✐♥❣✳

❆ ❉❊❙ ✐s ✉s✉❛❧❧② s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❡✈❡♥t str✐♥❣s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ str✐♥❣s t❤❛t ❛♥
❛✉t♦♠❛t♦♥ A ❛❝❝❡♣ts ♦r ❣❡♥❡r❛t❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L(A) ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳
❚❤✐s s❡t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❆ ✜♥✐t❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ♠❛r❦❡❞✱ ✇❤❡♥ ✐t ❡♥❞s ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧
st❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❚❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ str✐♥❣s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✐♥ ✈❛❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✈❛❧✐❞ str✐♥❣ ✳ ❚❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ str✐♥❣s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Σ∗✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥
✭❉❋❆✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭◆❋❆✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t
✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ♠♦st ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ♦r ♦✉t♣✉t str✐♥❣ ✐s
❣✐✈❡♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❝❡♣ts ♦r ❣❡♥❡r❛t❡s t❤✐s str✐♥❣ ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✳
■♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s✉❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❚❤✉s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ♦r ♦✉t♣✉t str✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦r ❛❝❝❡♣t❡❞
❜② t❤❡s❡ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ✐t ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

❆♥♦t❤❡r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ str✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧②
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡✳ ■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ t❤❛t ❛❝❝❡♣t
♦r ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥✜♥✐t❡ str✐♥❣s✳ ❆ s❡t ♦❢ t❤❡s❡ str✐♥❣s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♥ ω✲❧❛♥❣✉❛❣❡✳
❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t②♣❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡s❡ str✐♥❣s ❛r❡ t❤❡ ❇ü❝❤✐
❛✉t♦♠❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛

❚❤❡ ❉❋❆ ✐s t❤❡ ❜❛s✐❝✱ ❛♥❞ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✱ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❛✉✲
t♦♠❛t❛ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ❛ ❉❋❆✳ ❆
❉❋❆ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✳ ✭❉❋❆✮ ❆ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A ✐s ❛ ✺✲t✉♣❧❡
A = (Q,Σ, δ, q0, F ) ✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ Σ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s✱ δ
✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ Σ × Q ✐♥t♦ Q✱ q0 ∈ Q ✐s t❤❡ st❛rt st❛t❡✱ ❛♥❞ F ⊆ Q ✐s ❛
s❡t ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s✳

❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ δ ❞❡✜♥❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❦♥♦✇♥
❛s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✉s❡s t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦r ❛❝✲
❝❡♣t ❛ str✐♥❣✳ ❍♦✇ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❉❋❆✳



✷✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✸✶

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✳ ✭❉❋❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❆ ✭✜♥✐t❡✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❋❆ (Q,Σ, δ,
q0, F ) ♦✈❡r ❛ str✐♥❣ a1a2 . . . an ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡

q0
a1−−−−→ q1

a2−−−−→ q2 . . .
an−−−−→ qn

♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t δ(ai, qi−1) = qi✱ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n✱ qi ∈ Q✱ ❛♥❞
ai ∈ Σ✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❋❆ ✐s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ qn ∈ F ✳

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ s②♠❜♦❧s t♦ str✐♥❣s✳ ❚❤✐s ❡①✲
t❡♥❞❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ Σ∗ × Q ✐♥t♦ Q ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② δ∗✳
❚❤❡ st❛t❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② δ∗ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ δ✿ δ∗(a1 . . . an, q) =
δ(an, δ

∗(a1 . . . an−1, q))✱ ✇❤❡r❡ a1 . . . an ∈ Σ∗ ❛♥❞ q ∈ Q✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ δ∗ ✐s
❥✉st ♦♥❡ s②♠❜♦❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ str✐♥❣✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ δ✳

❙♦♠❡t✐♠❡s ❛ ❉❋❆ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Γ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡✈❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣s ❡❛❝❤ st❛t❡ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
✐♥ t❤❛t st❛t❡✳ ❚❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❡✈❡♥ts✳ ❆♥ ❡✈❡♥t t❤❛t ✐s ♥♦t
❢❡❛s✐❜❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❋❡❛s✐❜❧❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❉❋❆✿ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❡✈❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t
✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ❞♦♠❛✐♥✱
❛♥❞ Γ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ ❛ ❉❋❆ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ Γ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

• ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❉❋❆ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ str✐♥❣s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✭✉s✐♥❣ δ✮✳

• ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② ❛ ❉❋❆ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ str✐♥❣s✱ ✐✳❡✳✱ t❤♦s❡
str✐♥❣s t❤❛t ❡♥❞ ✐♥ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② A✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ str✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❉❋❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞
str✐♥❣✳ ■❢ δ ✐s ♥♦t ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ str✐♥❣s ✭Σ∗✮ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ str✐♥❣s✳
❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❉❋❆✳

◆♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐♥
❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①❛❝t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇❡ t❛❧❦
❛❜♦✉t ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❉❊❙ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞
❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ✇❤❡♥ ✐ts st❛t❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦ t✇♦ ✭♦r
♠♦r❡✮ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ✇❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛
❉❊❙ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❉❊❙ ✐s
❡✈❡♥t✲❞r✐✈❡♥✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❡✈❡♥t ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦❡s ♦❝❝✉r✱ ❜✉t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡
t❤✐s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❜② tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❡♠♣t② str✐♥❣ ❛s ❧❛❜❡❧✱ ❝❛❧❧❡❞ ǫ✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❛ ❉❋❆✿

• ■♥ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡①t st❛t❡s✿
Q ❜❡❝♦♠❡s 2Q ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ δ✳



✸✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

off
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off
dark

off
biking

start

stop

start

stop

dark darklight light broken

ϵ

ϵ

ϵ

offoff

off

dark

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❛ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t
❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣❡t ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ ✜①❡❞✳

• ❯♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✿ Σ ❜❡❝♦♠❡s Σ ∪ {ǫ}✳

❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❉❋❆ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭◆❋❆✮
❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✐s ❛ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❣❡t ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ ✜①❡❞✱ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥t ǫ✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
❛✉t♦♠❛t♦♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✐s t❤❛t t❤✐s ❛✉t♦♠❛t♦♥ r❡❝♦❣♥✐③❡s str✐♥❣s s✉❝❤ ❛s✿ start

dark start stop✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ s✉❝❤ ❛ str✐♥❣ ♦❝❝✉rs t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♠✉st ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❜r♦❦❡♥✳ ■♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t✇♦ start ❡✈❡♥ts
♦❝❝✉r ✇✐t❤♦✉t ❛ stop ❡✈❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❋♦r♠❛❧❧② ❛♥ ◆❋❆ ✐s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✳ ✭◆❋❆✮ ❆ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A ✐s ❛ ✺✲
t✉♣❧❡ A = (Q,Σ ∪ {ǫ}, δ, Q0, F ) ✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ Σ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t
♦❢ s②♠❜♦❧s✱ ǫ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s②♠❜♦❧✱ δ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ Σ ∪ {ǫ} ×Q ✐♥t♦ 2Q✱
Q0 ⊆ Q ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛rt st❛t❡s✱ F ⊆ Q ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s✳ ❆
✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ◆❋❆ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❋❆✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐♥ ❛♥ ◆❋❆ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥
❛♥ ✐♥♣✉t str✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛❧✐❞ str✐♥❣ ♥❡❡❞s t♦
❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ str✐♥❣ s ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t str✐♥❣ s ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡✈❡♥t ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✳ ✭◆❋❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❆ ✭✜♥✐t❡✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ◆❋❆ (Q,Σ ∪
{ǫ}, δ, Q0, F ) ♦✈❡r ❛ str✐♥❣ a1a2 . . . an ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡

q0
a1−−−−→ q1

a2−−−−→ q2 . . .
an−−−−→ qn

♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t q0 ∈ Q0✱ ❛♥❞ qi ∈ δ∗(ǫ∗ai, qi−1) ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤
n✱ qi, q

′
i ∈ Q✱ ❛♥❞ ai ∈ Σ✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ◆❋❆ ✐s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ qn ∈ F ✳



✷✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✸✸

stop

start

stop

dark, light

ride

dark, light

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❆ ❇ü❝❤✐ ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♥❡❣❧❡❝t
t❤❡ ❜✐❦❡✳

▲✐❦❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛ ❉❋❆✱ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L(A) ♦❢ ❛♥ ◆❋❆ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
✈❛❧✐❞ str✐♥❣s✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❉❋❆✱ ❛♥ ◆❋❆ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ Γ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ◆❋❆ ❧♦♦❦s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❉❋❆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ◆❋❆ A✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡①✐sts t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts ❛ ❉❋❆
A′ t❤❛t ❛❝❝❡♣ts t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s A ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ✭❙✉❞❦❛♠♣ ✷✵✵✻✮✮✳ ❚❤✐s ❉❋❆ ❝❛♥
❜❡ ♦❢ s✐③❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆❋❆✳

❇ü❝❤✐ ❛✉t♦♠❛t❛

■♥ t❤❡ t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t♦ t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s②st❡♠ t❤❛t ✐t ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ♦♣❡r❛t❡
✉♥t✐❧ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳ ❇✉t s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥
t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ♦♣❡r❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ ♣r♦❞✉❝✲
✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡ str✐♥❣s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝
♣✐❧♦t✱ t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥
t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦r ❛❝❝❡♣t ✐♥✜♥✐t❡ str✐♥❣s ✐s t❤❡ ❇ü❝❤✐ ❛✉t♦♠❛✲
t♦♥ ✭❚❤♦♠❛s ✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ str✐♥❣s t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥
❣❡♥❡r❛t❡s ♦r ❛❝❝❡♣ts ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♥ ω✲❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❆ ❇ü❝❤✐ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧
✐♥ str✉❝t✉r❡ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✮✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ❢♦r ❇ü❝❤✐
❛✉t♦♠❛t❛✳

❆♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r✉♥✱ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤✐s ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ C ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥✜♥✐t❡❧②
♦❢t❡♥ ✐♥ C✳ ❆♥ ✐♥✜♥✐t❡ str✐♥❣ s ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❛❧✐❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ str✐♥❣s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛ ❇ü❝❤✐ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✺✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ s❤♦✇s ❛ ❇ü❝❤✐ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ r❡❝♦❣♥✐③❡s
❛❧❧ ✐♥✜♥✐t❡ str✐♥❣s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❜✐❦❡✿ ❊✈❡r② t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❛ stop ❡✈❡♥t
♦❝❝✉rs✱ ❛ start ❡✈❡♥t ♠✉st ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♦❝❝✉r✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ r❡❥❡❝ts t❤❡
str✐♥❣✳

❍❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇ü❝❤✐ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✸✳ ✭❇ü❝❤✐ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❆♥ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇ü❝❤✐ ❛✉✲
t♦♠❛t♦♥ (Q,Σ, δ, Q0, F ) ♦✈❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ str✐♥❣ a1a2 . . . ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡

q0
a1−−−−→ q1

a2−−−−→ q2 . . .



✸✹ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t q0 ∈ Q0✱ ❛♥❞ qi ∈ δ(ei, qi−1) ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 1✱
qi ∈ Q✱ ❛♥❞ ei ∈ Σ✳ ❆♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ c ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✈❛❧✐❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ qn ∈ F s✉❝❤ t❤❛t qn ♦❝❝✉rs ✐♥✜♥✐t❡❧② ♦❢t❡♥ ✐♥ c✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❇ü❝❤✐
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡
✭s❡❡ ✭❚❤♦♠❛s ✶✾✾✶✮✮❀ t❤❡ ❇ü❝❤✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡✳

✷✳✸✳✷ ❚✐♠❡❞ ❆✉t♦♠❛t❛

❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t t❤❡② ❢❛✐❧ t♦ ♠♦❞❡❧
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ ♠❛♥② r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ t✐♠❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts✳ ❚✐♠❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ t✐♠❡✲st❛♠♣ t♦ ❡❛❝❤
❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❙❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡st❛♠♣❡❞ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✹✳ ✭t✐♠❡❞ str✐♥❣✮ ❆ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ♦✈❡r ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ✐s ❛ ✭♣♦s✲
s✐❜❧② ✜♥✐t❡✮ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛✐rs (a1, t1)(a2, t2) . . .✱ ✇❤❡r❡ ai ∈ Σ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥t ❛♥❞
ti ∈ R+ ✐s ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❆♥ ✉♥t✐♠❡❞ str✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣
(a1, t1)(a2, t2) . . . ✐s t❤❡ str✐♥❣ a1a2 . . .✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❛t
✐s✱ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ti ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❡✈❡♥t ai−1

❛♥❞ ai✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ t❤❡ ❡①❛❝t t✐♠❡s ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡s❡
t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❆ t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
♦✈❡r ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ✉♥t✐♠❡❞ str✐♥❣s ♦❢ ❛
t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ❛ ❉❊❙✱ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ t✐♠❡❞ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆♥
❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ❛❝❝❡♣ts ♦r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥
✭❚❆✮ ✭❆❧✉r ❛♥❞ ❉✐❧❧ ✶✾✾✹✮✳ ❆ ❚❆ ✐s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t✐♠✐♥❣
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ❚❤❡ t✐♠✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r
t❤✐s✿ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s ✉s✉❛❧❧②
♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧♦❝❦s✳ ❆ ❝❧♦❝❦ x ∈ R+ ✐s ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❍♦✇ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❧♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❜♦t❤ t②♣❡s ❜② t❤❡✐r ✉s❛❣❡ ✐♥
❛ ❉❊❙ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐s ❛ t✐♠❡❞ ❛❝❝❡♣t♦r t❤❛t ✉s❡s ❝❧♦❝❦
❣✉❛r❞s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ t✐♠❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r t❤❛t ✉s❡s
❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✳ ❖t❤❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ✉s❡s ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❛♥❞ ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❝❧♦❝❦s ❢♦r ❡✈❡♥ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❊✈❡♥t ❈❧♦❝❦ ❆✉t♦♠❛t♦♥✳ ❆❧s♦✱ t✐♠❡❞ ❇ü❝❤✐ ❛✉t♦♠❛t❛
❡①✐st✳ ❚❤❡s❡ ❛❝❝❡♣t ♦r ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥✜♥✐t❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳

●✉❛r❞❡❞ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛

❚❤❡ ✜rst t✐♠❡❞ ❉❊❙ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥
✭❊❘❆✮ ✭❆❧✉r✱ ❋✐① ❛♥❞ ❍❡♥③✐♥❣❡r ✶✾✾✾✮✳ ❆♥ ❊❘❆ ✐s ❛♥ ❛❝❝❡♣t♦r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤
❡✈❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝❧♦❝❦✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❧♦❝❦ r❡❝♦r❞s t❤❡ t✐♠❡ s✐♥❝❡
t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡❞ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❝❧♦❝❦✳



✷✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✸✺

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✺✳ ✭❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❝❧♦❝❦✮ ❆♥ ❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❝❧♦❝❦ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❧♦❝❦s❀

• ✐t ✐s r❡s❡t t♦ 0 ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs❀ ❛❢t❡r ❛ ❝❧♦❝❦ ❤❛s ❜❡❡♥
r❡s❡t ✐t ✇✐❧❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② st❛rt ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❣❛✐♥❀

• ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈❛❧✉❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ❝❧♦❝❦
t♦ ✐ts ✈❛❧✉❡✳

❲❤❡♥ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❊❘❆ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ✐t r❡s❡ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐t✳ ❆ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ♠❛♣s ❡❛❝❤ ❝❧♦❝❦ x
t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ v(x) ∈ R+✳ ❆ ❝❧♦❝❦ r❡❝♦r❞s t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ ✐ts ❧❛st r❡s❡t✳ ❚✐♠✐♥❣
r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❊❘❆ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❣✉❛r❞s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✻✳ ✭❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✮ ❆ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ✭♦r ❝♦♥str❛✐♥t✮ ✐s ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ❝❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❛s

g := x ≤ n
| n ≤ x
| x ≤ y
| g1 ∨ g2
| g1 ∧ g2

✇❤❡r❡ x ❛♥❞ y ❛r❡ ❝❧♦❝❦s✱ n ∈ Q✱ ❛♥❞ g1 ❛♥❞ g2 ❛r❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✳ ❆ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞
✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ tr✉❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦
✈❛❧✉❡s✳

❯s✉❛❧❧②✱ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r✲❝❧♦❝❦ ❝♦♥str❛✐♥t
x ≤ y✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐t ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❆❧s♦✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝❧♦s❡❞ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ✭x ≤ n✮ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ✭x > n✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ ❣✉❛r❞s ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡✳ ■t ✐s
♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✉s✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✉♣❧❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡
❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✼✳ ✭❊❘❆✮ ❆♥ ❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❛ ✻✲t✉♣❧❡ A = (Q,X,
Σ,∆, q0, F )✱ ✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ X ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡ |Σ|
✭♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t✮✱ Σ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s✱ ∆ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ q0
✐s t❤❡ st❛rt st❛t❡✱ ❛♥❞ F ⊆ Q ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ∈ ∆ ✐s ❛ t✉♣❧❡
〈q, q′, a, g〉✱ ✇❤❡r❡ q, q′ ∈ Q ❛r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t st❛t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ a ∈ Σ ✐s
t❤❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❡✈❡♥t✱ ❛♥❞ g ✐s ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✳

❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈q, q′, a, g〉 ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ✐♥
st❛t❡ q✱ t❤❡ ♥❡①t s②♠❜♦❧ ✐s a✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ g ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❝❛♥ ♠♦✈❡ t♦ st❛t❡ q′✱ r❡s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ a✳ ❆♥ ❊❘❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐❢ ♥♦ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ∆ ❡①✐st s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❝❛♥ ❜♦t❤ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■❢ t✇♦ s✉❝❤
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡①✐st t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✐✳❡✳✱ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t t❤❡r❡ ❛r❡
❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡①t st❛t❡s✳ ❆❧s♦ ǫ✲tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛♥ ❊❘❆ t♦
♠❛❦❡ ✐t ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❘❆ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✸✻ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞
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dark
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off
dark

off

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❆♥ ❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❛ ❵s♠❛rt✬ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✽✳ ✭❊❘❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❘❆ A ♦✈❡r ❛ t✐♠❡❞
str✐♥❣ τ = (a1, t1) . . . (an, tn) ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s

q0
(a1,t1)−−−−→ q1

(a2,t2)−−−−→ q2 . . . qn−1
(an,tn)−−−−−→ qn

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈qi−1, qi, ai, g〉 ∈ ∆✱ s✉❝❤ t❤❛t g ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜②
t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ vi ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ n✱ qi ∈ Q✱ ❛♥❞ ai ∈ Σ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ vi ✐s ❞❡✜♥❡❞
✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❛s✿ vi(x) = 0 ✐❢ ai ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ x✱ vi(x) = vi−1(x) + ti ♦t❤❡r✇✐s❡✱
❛♥❞ v0(x) = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ X✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❘❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥
qn ∈ F ✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ♠♦❞❡❧s ❛ ❵s♠❛rt✬ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ s♦♠❡♦♥❡ st♦♣s ✇✐t❤ ❤✐s ♦r ❤❡r ❜✐❦❡ ✐t ❝❛♥ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❛✉s❡s✱
♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❛ tr❛✣❝ ❧✐❣❤t ♦r st♦♣ s✐❣♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❧✐❣❤t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t✉r♥❡❞
♦✛✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r r♦❛❞ ✉s❡rs ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❡ ❜✐❦❡✳ ■t ✐s
❦♥♦✇♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ st♦♣ ❝❛♥♥♦t ❧❛st ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ ✇❤❡♥ ❛
stop ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs✱ ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✈❡♥t ✐s r❡❛❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ t❤❡ stand ❡✈❡♥t✳ ❚❤✐s
❧❛sts ✉♥t✐❧ ❛ start ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs ❛❣❛✐♥✱ ♦r ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜✐❦❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st♦♣♣❡❞ ❢♦r ❛t
❧❡❛st ❛ ♠✐♥✉t❡✳

❚❤❡ t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L(A) r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❊❘❆ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❊❘❆ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ❆❧✉r ❛♥❞ ❉✐❧❧ ✭❆❧✉r ❛♥❞ ❉✐❧❧ ✶✾✾✹✮✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❚❆
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
r❡s❡tt✐♥❣ ❛♥② ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❧♦❝❦s✳ ❚❤❡s❡ ❚❆s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✾✳ ✭❚❆✮ ❆ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❛ ✻✲t✉♣❧❡ A = 〈Q,X,Σ,∆, q0, F 〉✱
✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ X ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦❝❦s✱ Σ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
s②♠❜♦❧s✱ ∆ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ q0 ✐s t❤❡ st❛rt st❛t❡✱ ❛♥❞ F ⊆ Q ✐s ❛ s❡t
♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s✳



✷✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✸✼
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❆ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❵s♠❛rt✬ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ∈ ∆ ✐s ❛ t✉♣❧❡ 〈q, q′, a, g, R〉✱ ✇❤❡r❡ q, q′ ∈ Q ❛r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞
t❛r❣❡t st❛t❡s✱ a ∈ Σ ✐s ❛ s②♠❜♦❧ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧✱ g ✐s ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✱ ❛♥❞
R ⊆ X ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦❝❦ r❡s❡ts✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✼✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ s❤♦✇s ❛ ❚❆ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❵s♠❛rt✬ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧❡r
❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t
❡✈❡♥t ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❜✐❦❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ❞r✐✈✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧❛♥t❡r♥ ❧✐t r♦❛❞✱
t❤❡ ❧✐❣❤t ✇✐❧❧ ♥♦t t✉r♥ ♦✛ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✐❦❡ ✐s ✉♥❞❡r ❛ ❧❛♥t❡r♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡
dark ❡✈❡♥t t❤❛t ♦❝❝✉rs ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ r❡s❡ts t❤❡ ❝❧♦❝❦ x t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦
❣✉❛r❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ light ❡✈❡♥t✳

❊✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ✐♥ ❛ ❚❆ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧♦❝❦s R✳ ❲❤❡♥ ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ♦❝❝✉rs ✭♦r ✜r❡s✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧♦❝❦s ✐♥ R ❛r❡ s❡t t♦ 0✱ ✐✳❡✳
∀x ∈ R, v(x) := 0✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❧♦❝❦s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t
δ r❡s❡ts x ✐❢ x ∈ R✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡✈❡♥t✳ ❈❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✇❛② t♦
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❚❆ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❧♦❝❦s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✵✳ ✭❚❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❆ A ♦✈❡r ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣
τ = (a1, t1) . . . (an, tn) ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s

q0
(a1,t1)−−−−→ q1

(a2,t2)−−−−→ q2 . . . qn−1
(an,tn)−−−−−→ qn

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈qi−1, qi, ai, g, Ri〉 ∈ ∆✱ s✉❝❤ t❤❛t g ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜②
t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ vi ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ n✱ qi ∈ Q✱ ❛♥❞ ai ∈ Σ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ vi ✐s ❞❡✜♥❡❞
✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❛s✿ vi(x) = 0 ✐❢ x ∈ Ri✱ vi(x) = vi−1(x) + ti ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞ v0(x) = 0✱
❢♦r ❛❧❧ x ∈ X✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ qn ∈ F ✳

❚❤❡ t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L(A) r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② ❛ ❚❆ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡①✐sts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❚❆s ❛r❡ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥②
❚❆ A ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ❛♥
♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ L(A)✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳
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v(x)

v(y)

0

1

2

3

4

0 1 2 3 4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝❧♦❝❦
r❡❣✐♦♥s ❛r❡✿ ❡✈❡r② ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❧✐♥❡s ✭56 r❡❣✐♦♥s✮✱ ❡✈❡r②
❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭25 r❡❣✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② s♣❛❝❡ ❜♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥s ✭41 r❡❣✐♦♥s✮✳ ■♥ t♦t❛❧ t❤❡r❡ ❛r❡ 122 ❝❧♦❝❦ r❡❣✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ❝❧♦❝❦s x ❛♥❞ y
t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ 4✳

❘❡❣✐♦♥ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❆❧✉r ❛♥❞ ❉✐❧❧ ✶✾✾✹✮
❞✐✈✐❞❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝❧♦❝❦s ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✱
❦♥♦✇♥ ❛s r❡❣✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❡ ✜rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t ✉s❡❞
✐♥ ❛ ❝❧♦❝❦ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✭✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥ts
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❝♦♠♠♦♥ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
t❤❡♥ ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❛♥② t ∈ Q✱ ❧❡t 〈t〉 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✱ ❛♥❞ ❧❡t ⌊t⌋
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧♦❝❦ x ∈ X✱ ❧❡t nx ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤
t❤❛t x ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ nx ✐♥ s♦♠❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s
v ❛♥❞ w ❛r❡ r❡❣✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

• ❋♦r ❛❧❧ ❝❧♦❝❦s x ∈ X✱ ❡✐t❤❡r ⌊v(x)⌋ ❛♥❞ ⌊w(x)⌋ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ♦r ❜♦t❤ v(x)
❛♥❞ w(x) ❡①❝❡❡❞ nx✳

• ❋♦r ❛❧❧ ❝❧♦❝❦s x, y ∈ X ✇✐t❤ v(x) ≤ nx ❛♥❞ v(y) ≤ ny✱ 〈v(x)〉 ≤ 〈v(y)〉 ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ 〈w(x)〉 ≤ 〈w(x)〉✳

• ❋♦r ❛❧❧ ❝❧♦❝❦s x ∈ X ✇✐t❤ v(x) ≤ nx✱ 〈v(x)〉 = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 〈w(x)〉 = 0✳

❆ ❝❧♦❝❦ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❣✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ r❡❣✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ❝❧♦❝❦s✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ❝❧♦❝❦ r❡❣✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧♦❝❦
❣✉❛r❞s ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❧❡t t❤❡ r✉♥s ♦❢ t✇♦ t✐♠❡❞
str✐♥❣s τ ❛♥❞ τ ′ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ q✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r
❧❛st ✈❛❧✉❛t✐♦♥s vn ❛♥❞ v′n ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥✳ ◆♦✇ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t t❤❡ ❚❆
❛❝❝❡♣ts ττ ′′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❚❆ ❛❝❝❡♣ts τ ′τ ′′✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡❞
str✐♥❣s ✐t ♦♥❧② ♠❛tt❡rs ✇❤✐❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ♥♦t t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛
r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛ ❚❆ ✐s ✜♥✐t❡ ❜✉t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛t
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♠♦st k!× 4k ·∏x∈X(nx + 1)✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥❡✇ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❉❋❆ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛t❡ ❢♦r
❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❆✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
st❛t❡s ✭r❡❣✐♦♥s✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❆ ♣❧✉s tr❛♥s✐t✐♦♥s
❢♦r t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤✐s ❉❋❆ ✐s ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❚❆✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✳ ❆ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✭❜✉t
st✐❧❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡s r❡❣✐♦♥s s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧② ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r✮ ✐♥t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ③♦♥❡s✳ ❆ ③♦♥❡ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ❝❧♦❝❦ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡s❡ s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ✭❉❇▼s✮ ✭❆❧✉r ✶✾✾✾✮✳ ❆ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ❜❛s❡❞
♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭t♦♦❧s✮ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❇▼s✳

❙tr✉❝t✉r❡❞ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛

❆ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡❞ ❉❊❙ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ t✐♠❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❙❚●✮
✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✭❈❛ss❛♥❞r❛s ❛♥❞ ▲❛❢♦rt✉♥❡ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐♥
✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝❧♦❝❦✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝❧♦❝❦
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❡♥t e ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♦❢ e✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❧♦❝❦s ❡✈❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❧♦❝❦s✳ ■♥ ❛♥ ❙❚● t❤❡r❡
✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t t❤❛t ✐s ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥t t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉rs✳
❆♥ ❡✈❡♥t ✐s ❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❆♥
❡✈❡♥t ❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✐ts ❝❧♦❝❦ r✉♥s ❞♦✇♥ t♦ ③❡r♦✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❛♥ ❙❚● ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛ Γ✲❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❧♦❝❦
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✶✳ ✭❡✈❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❧♦❝❦✮ ❆♥ ❡✈❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❧♦❝❦ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❧♦❝❦s❀

• ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡s❡t t♦ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ♥✉♠❜❡r n ∈ R+✱ ❛❢t❡r ❛ ❝❧♦❝❦ ❤❛s
❜❡❡♥ r❡s❡t ✐t ✇✐❧❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② st❛rt ❞❡❝r❡❛s✐♥❣❀

• ✐t ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❣♦ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 0✱ ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s 0 t❤❡ ❝❧♦❝❦ ✇✐❧❧ st♦♣❀

• ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈❛❧✉❛t❡❞✳

❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐♥ ❛♥ ❙❚● ❢♦r❝❡s ❛ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
t❤✐s st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♠❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♥❡✇ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❙❚●✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❙❚●✱ ✐ts ❝❧♦❝❦ ✐s
r❡s❡t t♦ t❤❡ ❡✈❡♥t ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❆♥ ❡✈❡♥t e ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② r❡♠❛✐♥ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ ✐ts ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ❜✉t s♦♠❡t✐♠❡s ✐t ✐s ❞❡❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s e ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs ✐t ✐s r❡❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡
♥❡✇ ❛✉t♦♠❛t♦♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❙❚● ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥❡①t ♦❝❝✉rr✐♥❣
❡✈❡♥t ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

• ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❡①t ❡✈❡♥t✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t
t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡✳ ▲❡t t❤✐s ❜❡ ❡✈❡♥t e✳



✹✵ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✿

st❛rt✿ ✸✳✵ ❀ ✸✳✺ ❀ ✵✳✺ ❀ ✹✳✺ ❀ ✳✳✳

st♦♣✿ ✵✳✷✺ ❀ ✵✳✶ ❀ ✵✳✶ ❀ ✵✳✷✺ ❀ ✳✳✳

❞❛r❦✿ ✶✷✳✵ ❀ ✶✷✳✵ ❀ ✶✷✳✵ ❀ ✶✷✳✵ ❀ ✳✳✳

❧✐❣❤t✿ ✶✷✳✵ ❀ ✶✷✳✵ ❀ ✶✷✳✵ ❀ ✶✷✳✵ ❀ ✳✳✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❆ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ❢♦r ❛ ❞❛② ❛t ✇♦r❦ ❢♦r ❛
❜✐❦❡ r✐❞❡r✳

• ❊✈❡♥t e ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇❤❡♥✿

✕ e ❤❛s ❥✉st ♦❝❝✉rr❡❞ ❛♥❞ ✐t r❡♠❛✐♥s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡✱ ♦r

✕ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥t ❤❛s ❥✉st ♦❝❝✉rr❡❞ ✇❤✐❧❡ e ✇❛s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ✇❤❡r❡ e ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳

• ❊✈❡♥t e ✐s ❞❡❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs ❝❛✉s✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦
❛ ♥❡✇ st❛t❡ ✇❤❡r❡ e ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✳

❲❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞
✐♥ ❛ s❡t ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❚●✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✷✳ ✭❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✮ ❆ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ s②♠✲
❜♦❧s Σ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ✜♥✐t❡ s❡t C = (ce : e ∈ Σ) ♦❢ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✮ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡
✭❧✐❢❡t✐♠❡✮ s❡q✉❡♥❝❡s ce = te,1, te,2, . . .✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✽✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ s❤♦✇s ❛ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts
❢♦r ❛ ❞❛② ❛t ✇♦r❦ ❢♦r ❛ ❜✐❦❡ r✐❞❡r✳ ❚❤❡ ❞❛② st❛rts ❛t ✺✿✸✵ ✐♥ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣✳ ❚❤❡
❜✐❦❡ ✐s ✉s❡❞ t♦✿ r✐❞❡ t♦ ✇♦r❦✱ r✐❞❡ t♦ ❧✉♥❝❤✱ r✐❞❡ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ ❧✉♥❝❤✱ ❛♥❞ r✐❞❡ ❜❛❝❦
❢r♦♠ ✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ r✐❞❡ ❜❛❝❦ ❤♦♠❡ ✐t ✇✐❧❧ ❣❡t ❞❛r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t s❤♦✉❧❞ ❜❡
t✉r♥❡❞ ♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✐s✿ (start , 3.0)(stop, 3.25)(start , 6.75)(stop, 6.85)(start , 7.35)
(stop, 7.45)(start , 11.95)(dark , 12.00)(stop, 12.20) . . .✳

■♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❚● t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝❧♦❝❦ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❡✈❡♥t e ✐s s❡t
t♦ te,1✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♥❡①t ❜❡ ❣✐✈❡♥
t♦ ❛ ❝❧♦❝❦✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❧♦❝❦ s❝♦r❡ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✸✳ ✭❝❧♦❝❦ s❝♦r❡✮ ❚❤❡ ❝❧♦❝❦ s❝♦r❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t e ❛t t✐♠❡ t ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t e ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t0, t]✱ ✇❤❡r❡ t0 ✐s t❤❡
st❛rt✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❛ ♣♦✐♥t❡r
t♦ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t e ❤❛s ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ t✇✐❝❡ ❛♥❞ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ♦❢ e
✐s r❡s❡t t♦ t❤❡ t❤❡ t❤✐r❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ e✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❝❧♦❝❦ s❝♦r❡s✱
❛♥ ❙❚● ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✳



✷✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✹✶

✷✳✸✳✸ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆✉t♦♠❛t❛

■♥ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❊❙s ♦♥❡ ♦❢t❡♥ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❡①❛❝t st❛t❡ ♦❢ ❛ ❉❊❙ ✐s ♦❢t❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❯s✉❛❧❧②✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ s❡♥s♦r ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ❛❞❞ t❤❡s❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✐s t♦ ❛❞❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛✉✲
t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ❧❛r❣❡❧② r❡s❡♠❜❧❡s ❛♥ ◆❋❆ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭P❆✮✳ ❋♦r♠❛❧❧② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✹✳ ✭P❆✮ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A ✐s ❛ ✺✲t✉♣❧❡ A = (Q,Σ, δ, q0,
F ) ✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ Σ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts✱ δ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠
Q×Q×Σ ✐♥t♦ R ✭t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✱ q0 ∈ Q ✐s t❤❡ st❛rt st❛t❡✱ F ⊆ Q ✐s
❛ s❡t ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ǫ✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡
❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜✉t t❤❡② ♦♥❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ str✐♥❣s✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s ❛ P❆ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r
st❛rt st❛t❡s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ st❛rt st❛t❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r
❡❛❝❤ st❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t st❛t❡✳ ❆❧s♦✱ st❛t❡s
s♦♠❡t✐♠❡s ❤❛✈❡ ❛ ✜♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❡♥❞s ✐♥ t❤❛t st❛t❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r st❛t❡✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❆ t❤❛t ❛❝❝❡♣ts ♦r ❣❡♥❡r✲
❛t❡s ♣❛✐rs ♦❢ str✐♥❣s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡
t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❆ ❛s ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❛ss✐❣♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ str✐♥❣s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❆ t❛❦❡s ❛ str✐♥❣ ❛s ✐ts ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♣r♦✲
❞✉❝❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ❛s ♦✉t♣✉t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✺✳ ✭P❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❆ A ♦✈❡r ❛ str✐♥❣
s = e1 . . . en ✐s ❛ ♣❛✐r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s

q0
e0−−−−→ q1

e1−−−−→ q2 . . . qn−1
en−1−−−−→ qn

❛♥❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ p =
∏

0≤i≤n δ(qi, qi+1, ei)✱ ✇❤❡r❡ qi ∈ Q ❛♥❞ ei ∈ Σ ❢♦r ❛❧❧
0 ≤ i ≤ n✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ qn ∈ F ❛♥❞ p > 0✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛❧✐❞ str✐♥❣✲✈❛❧✉❡
♣❛✐r ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ str✐♥❣✮ ✐♥ ❛ P❆✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ str✐♥❣ (s, p) ✐s
✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛ P❆ A ✇❤❡♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ A ♦✈❡r
s ❡q✉❛❧s p✳ ❆ P❆ A ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✭❉P❆✮ ✐❢ ❢♦r ❛♥② str✐♥❣ s t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t
♠♦st ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A ♦✈❡r s✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛ P❆ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✈❛❧✐❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ str✐♥❣s ✐♥ A✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✾✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ s❤♦✇s ❛ P❆ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ■♥ t❤❡ P❆ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣
❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡q✉❛❧s 1✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❤❛✈❡
✜♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ 1 ♠✐♥✉s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t✱ ♦♥❝❡ ❜r♦❦❡♥✱ t❤❡ ❜✐❦❡✴❝♦♥tr♦❧❧❡r st❛②s ❜r♦❦❡♥ ✐s 1− (0.7 + 0.1) =
0.2✳



✹✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

off

on
off

dark

off
biking

0.2 start

0.85 stop

0.9 start

0.9 stop

0.1 dark 0.09 dark0.8 light 0.1 light broken

1.0 fix

0.05 break

0.01 break
off

broken

off

dark

off

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❛ ❜✐❦❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t
❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ ✜①❡❞✳

❉✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛ P❆ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ p✳ ❲❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥s ✐s ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
♥❡❡❞❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞ t♦ s✉♠ t♦ ♦♥❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♠♦♥
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞♦✐♥❣ t❤✐s✿

✶✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t e✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ e s✉♠ t♦ ♦♥❡✿

∑

qn∈Q δ(qp, qn, e) = 1✱ ❢♦r ❛❧❧ qp ∈ Q ❛♥❞
e ∈ Σ✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ P❆ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t str✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ◆❋❆✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
pq t❤❛t t❤❡ P❆ ❝✉rr❡♥t❧② ✐s ✐♥ st❛t❡ q✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✈❡r ❛❧❧
st❛t❡s s✉♠ t♦ ♦♥❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ♠♦❞❡❧s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r
st❛t❡s✳

✷✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ❡✈❡♥ts e
s✉♠ t♦ ♦♥❡✿

∑

qn∈Q

∑

e∈E δ(qp, qn, e) = 1✱ ❢♦r ❛❧❧ qp ∈ Q✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ str✐♥❣ τ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐t
✜r❡s ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
♠♦❞❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r str✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❞❡♥♦t❡❞ Σn✮✳

✸✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② s✉♠ t♦ ♦♥❡✿ pq +

∑

qn∈Q

∑

e∈E δ(qp, qn, e) = 1✱ ❢♦r ❛❧❧ qp ∈ Q✱ pq ✐s t❤❡
✜♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ q✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ str✐♥❣s
s✉♠ t♦ ♦♥❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤✐s P❆ ♠♦❞❡❧s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r str✐♥❣s✱
✐✳❡✳✱ ♦✈❡r Σ∗✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t str✐♥❣ s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❉❊❙ A✱ ✇❡
s♦♠❡t✐♠❡s ✇❡ ❛r❡ ♥♦t s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t st❛t❡ t❤❛t A ✐s ✐♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧
✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ st❛t❡s ♦❢ A ❣✐✈❡♥ s✳ ▼♦❞❡❧s
t❤❛t ✉s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s✳
❆t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♥❡①t ❡✈❡♥t ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤✐st♦r② s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛



✷✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✹✸

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ str✐♥❣s ✐♥ t❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✉♠ t♦ ♦♥❡✳
●✐✈❡♥ ❛ str✐♥❣ s✱ ❛♥❞ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ A✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t A
❣❡♥❡r❛t❡❞ s✳

❚❤❡ P❆ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝✉t♣♦✐♥t δ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
str✐♥❣s✳ ❚❤✐s ❝✉t♣♦✐♥t ❞❡✜♥❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠❛r❦❡❞
♣❛t❤s✿ ❆ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✈❛❧✐❞ ✇✐t❤ ❝✉t♣♦✐♥t δ ✇❤❡♥ qn ∈ F
❛♥❞ p ≥ δ✳ ❆ P❆ ✇✐t❤ ❛ ❝✉t♣♦✐♥t ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦r ❛❝❝❡♣t
str✐♥❣s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❤✐❣❤❧② ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s t♦ ❥✉st ❛❞❞ r❡❛❧
♥✉♠❜❡rs t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✐t ❜❡✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ■♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ t♦ s✉♠ t♦ ♦♥❡✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
♠♦❞❡❧s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
♥♦t ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❜✉t t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst
❞✐s❝✉ss t❤❡ ✭♥♦♥✲t✐♠❡❞ ♦r ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡❞✮ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❆❢t❡r t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡❞ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r✳

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s

❆ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✭❘♦ss ✶✾✾✼✮ ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss {Xn | n = 0, 1, 2, . . .} t❤❛t
t❛❦❡s ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♦r ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■❢ Xn = i✱ t❤❡♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ st❛t❡ i ❛t t✐♠❡ n✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s ✐♥ st❛t❡ i
❛t t✐♠❡ n✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pij t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ st❛t❡ j ♥❡①t✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt② ✿ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st❛t❡✱ t❤❡
❢✉t✉r❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛st ✭t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠❡♠♦r②❧❡ss✮✳

❲❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ♠❡♠♦r②❧❡ss ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ♦♥❧② t❛❦❡ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ P❆✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❆ ▼❛r❦♦✈
❝❤❛✐♥ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ st❛t❡ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t
♦❢ t✐♠❡✴st❡♣s✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧② t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ❛r❡
♥♦t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ P❆ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥
❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s ✭start ✱ stop✱ dark ✱ light✮✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

■♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s t❤❡ ◆✲
❣r❛♠ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥
✭♦r ❣r❛♠♠❛r✮ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❆♥ N ✲❣r❛♠ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ st❛t❡s t❤❛t ❛❧❧ ❞❡♥♦t❡
❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛st s②♠❜♦❧s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ tr✐❣r❛♠ ♠♦❞❡❧
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t❤r❡❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ st❛t❡s✱ ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
✇❤❛t t❤❡ ♥❡①t s②♠❜♦❧ ✇✐❧❧ ❜❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ st❛t❡ abc t♦ st❛t❡ bcd t❤❡r❡ ❝❛♥
❜❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (d|abc)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♥❡①t s②♠❜♦❧
✇✐❧❧ ❜❡ ❛ d ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ s②♠❜♦❧s ✇❡r❡ abc✳

❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t②♣❡ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s t❤❡
❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧ ✭❍▼▼✮ ✭❘❛❜✐♥❡r ✶✾✽✾✮✳ ❆♥ ❍▼▼ ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ ❛♥ ❍▼▼ ✐s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r st❛t❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥



✹✹ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ts ✭♦♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❍▼▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❖♥❧② t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♥♦t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡✱
✐s ✈✐s✐❜❧❡ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ❍▼▼ ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❤✐❞❞❡♥ t♦
t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❍▼▼ ❛r❡ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞✱
❍▼▼s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ P❆s✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❡② ❝r❡❛t❡
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② P❆s ✭❉✉♣♦♥t✱ ❉❡♥✐s ❛♥❞ ❊s♣♦s✐t♦ ✷✵✵✺✮✳

❈♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s

■♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s②st❡♠s t❤❛t ❜❡❤❛✈❡
✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✳ ❙✉❝❤ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② s✐♠✐❧❛r t♦ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❧♦❝❦
str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦✈❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ✐t s♣❡♥❞s ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✭❈❚▼❈✮ ✭❘♦ss ✶✾✾✼✮✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ✭♥♦r✲
♠❛❧✮ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ t❤❡ ❈❚▼❈ ❤❛s t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② r❡q✉✐r❡s✱
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢✉t✉r❡ st❛t❡s ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛st✱ t❤❛t t❤❡ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡
s♣❡♥t ✐♥ st❛t❡s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♣❛st✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ st❛t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ♦♥❧② ♠❡♠♦r②❧❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ ❛ st❛t❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❞r♦♣ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈
♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥❞ ✐♥ ❛ st❛t❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡ ❛ ❈❚▼❈ ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐t ❡♥t❡rs st❛t❡ i✿

• ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ Ti ✐t s♣❡♥❞s ✐♥ st❛t❡ i ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥t♦
❛♥♦t❤❡r st❛t❡ j ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

• ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛✈❡s st❛t❡ i✱ ✐t ♥❡①t ❡♥t❡rs st❛t❡ j ✇✐t❤ s♦♠❡ ✜①❡❞ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② Pij ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ Ti✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♠✉st s❛t✐s❢②
t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ t❤❡② s✉♠ t♦ ♦♥❡ ✭

∑

j Pij = 1 ❢♦r ❛❧❧ ✐✮ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ t❤❡
s❛♠❡ st❛t❡ ❛r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✭Pii = 0 ❢♦r ❛❧❧ i✮✳

❈❚▼❈s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❛♥❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❈❚▼❈ ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢❛✐❧✉r❡ t✐♠❡✱ ♦r t♦ ✜♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s✳

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡s

■♥ ❛ str✉❝t✉r❡❞ t✐♠❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❙❚●✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ t❤❡ ❡✈❡♥t ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡
♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✜①❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r s②st❡♠s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ r❡❛❧✐st✐❝ ❉❊❙ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛
♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ t❤✐s r❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s st♦❝❤❛st✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
❢♦r ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t i ✇❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤❛✈❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧✱ ❜✉t ❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Gi t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦❝❦ s❡q✉❡♥❝❡ ci ✭❈❛ss❛♥❞r❛s
❛♥❞ ▲❛❢♦rt✉♥❡ ✷✵✵✽✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿



✷✳✹✳ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ✹✺

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✻✳ ✭st♦❝❤❛st✐❝ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✮ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❡♥t s❡t Σ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s G = {Gi : i ∈ Σ}✳
❊❛❝❤ Gi✱ ✇❤❡r❡ i ∈ Σ✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❡ ✭❧✐❢❡t✐♠❡✮ s❡q✉❡♥❝❡
ci = ti,1, ti,2, . . .✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❞ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❧♦❝❦
str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ci
❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ♦r t✇♦ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ str✉❝t✉r❡❞ t✐♠❡❞ ❛✉✲
t♦♠❛t♦♥ ✭P❙❚❆✮ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡s✿ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛rt st❛t❡ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❆ P❙❚❆ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❚❆✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ P❙❚❆ ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s❡♠✐✲
▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✭●❙▼P✮✳ ❆ ●❙▼P ✐s ❛ s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ ❛ st❛t❡ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦❝❦
❛♥❞ s❝♦r❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ❛♥ ❙❚❆✮✳ P❙❚❆s
❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t♣✉t ♦❢
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❊❙✳

✷✳✹ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✉♥t✐♠❡❞
❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛
♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❦♥♦✇♥
❛s ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡
❞❛t❛ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s②st❡♠✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ ❛ s②st❡♠ ✇♦r❦s ✐♥t❡r♥❛❧❧②✱
②❡t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ s❡♥s♦rs t♦ ♠♦♥✐t♦r ✐t✳

❲❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
♣❡♦♣❧❡ ♦❢t❡♥ tr② t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ✇❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡rt
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❛t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s②✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❣❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❤♦✇ ❛ s②st❡♠ ♦♣❡r❛t❡s✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♥s✇❡r
q✉❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ s②st❡♠✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡
✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞
❛ ✭♥♦♥✲✉♥✐q✉❡✮ s♠❛❧❧❡st ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ✭✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤✮ s♦♠❡
❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❉❋❆ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② ✭♦r ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✮✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❖❝❝❛♠✬s
r❛③♦r✳ ❚❤✐s st❛t❡s t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆
s♠❛❧❧❡r ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❡①❛♠♣❧❡s✳



✹✻ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✜♥❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧❡st ❉❋❆ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳ ■t ✐s t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❉❋❆ ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ NP✲❤❛r❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ✭●♦❧❞
✶✾✼✽✮✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ tr♦✉❜❧❡s♦♠❡ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭P✐tt ❛♥❞ ❲❛r♠✉t❤ ✶✾✽✾✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡
❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❛❜❧② ❧❡❛r♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❉❋❆ ✭●♦❧❞ ✶✾✻✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭P❆✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❛❣❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✿ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❛ P❆ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞
❡✣❝✐❡♥t❧② ✉♥❧❡ss NP = RP ✭❆❜❡ ❛♥❞ ❲❛r♠✉t❤ ✶✾✾✵✮✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❤❛r❞♥❡ss r❡s✉❧ts✱ q✉✐t❡ ❛ ❢❡✇ ❉❋❆ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✿ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣
❛♥❞ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❉❋❆✳ ❚❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛✳ ❊ss❡♥✲
t✐❛❧❧②✱ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ✐s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t tr✐❡s t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳
■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡
❝♦rr❡❝t ❉❋❆✱ ✐✳❡✳✱ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳

◗✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❉❋❆ ✐s ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s❤♦✇s t❤❡
♣♦✇❡r ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ q✉❡r✐❡s✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛ r❡❛❧✲
✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✇❡
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t ❛ P❆❈ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉s❡s ❥✉st ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ q✉❡r✐❡s
❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳

❙t❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❞❛t❛ ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠❡ ❜②✿ ❥✉st ✉s❡ s❡♥s♦rs t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ s②st❡♠✳ P✉r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❞❛t❛✱ ✐s ❛ ❧♦t ❤❛r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣
♦t❤❡r s②st❡♠s ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛✳ ❇✉t ✉s✉❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s②st❡♠ t❤❛t ❣❡♥❡r✲
❛t❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❛✉t♦♠❛t❛ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✳

❲❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❞❛t❛ ♥♦♥✲st♦♣✱ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✭✈❡r② ❧♦♥❣✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ str✐♥❣✳ ❚❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❋❆s r❡q✉✐r❡s ❛ s❡t ♦❢ str✐♥❣s ❛s ✐♥♣✉t✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛♥❞
✇❤② ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ str✐♥❣ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛♣♣❧② st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣
✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✹✳

❲❡ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣♦✐♥t❡rs t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳

✷✳✹✳✶ ❙t❛r❡✲♠❡r❣✐♥❣

❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss tr✐❡s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A s✉❝❤ t❤❛t ✐ts
❧❛♥❣✉❛❣❡ L(A) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞
❣❡t s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞❛t❛ ❛s ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② Lt✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥
❛ ♣❛✐r ♦❢ ✜♥✐t❡ s❡ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ str✐♥❣s S+ ⊆ Lt ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ str✐♥❣s
S− ⊆ LC

t ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❉❋❆ t❤❛t ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S = {S+, S−}✱ ✐✳❡✳✱ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡



✷✳✹✳ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ✹✼

b

b

a a

a

b

b accepting

rejecting

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❆♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣r❡✜① tr❡❡ ❛❝❝❡♣t♦r ❢♦r S = (S+ = {a, abaa, bb}, S− =
{abb, b})✳

str✐♥❣s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✹ ❈♦♥str✉❝t t❤❡ ❆P❚❆✿ ❛♣t❛

❘❡q✉✐r❡✿ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S = {S+, S−}
❊♥s✉r❡✿ A ✐s t❤❡ ❆P❚❆ ❢♦r S

A ✐s ❛ ❉❋❆ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❛ st❛rt st❛t❡ q

❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ str✐♥❣s σ = a1, . . . , an ❢r♦♠ S ❞♦

st❛t❡ q′ = q✱ ✐♥t❡❣❡r i = 1
✇❤✐❧❡ i ≤ n ❞♦

✐❢ A ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ✇✐t❤ q′ ❛s s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ai ❛s s②♠❜♦❧ t❤❡♥
❆❞❞ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ q′′ t♦ A✳
❆❞❞ s✉❝❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ t♦ A✱ s❡t ✐ts t❛r❣❡t t♦ ❜❡ q′′✳

❡♥❞ ✐❢

q′ = t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ δ✱ i = i + 1
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✐❢ σ ∈ S+ t❤❡♥

❙❡t q′ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡✳
❡❧s❡

❙❡t q′ t♦ ❜❡ ❛ r❡❥❡❝t✐♥❣ st❛t❡✳
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

❘❡t✉r♥ A

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ✜rst ❝♦♥str✉❝t ❛ tr❡❡✲s❤❛♣❡❞ ❉❋❆
A ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ A✳ ❚❤✐s ❉❋❆ A ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥
❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣r❡✜① tr❡❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✭❆P❚❆✮✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✹ s❤♦✇s ✐ts
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ❛♣t❛✳ ❆♥ ❆P❚❆ A ✐s ❛ ❉❋❆ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t
s❛♠♣❧❡ S✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt st❛t❡
t♦ ❛♥② ♦t❤❡r st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ str✐♥❣s s ❛♥❞ s′

r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ q ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ s ❛♥❞ s′ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✜① ✉♥t✐❧ t❤❡② r❡❛❝❤
q✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♣r❡✜① tr❡❡✳ ❆♥ ❆P❚❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s
✭✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✮ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♥♦r r❡❥❡❝t✐♥❣✳ ◆♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ ❛♥② s❛♠♣❧❡ str✐♥❣ ❢r♦♠ S ❡♥❞s ✐♥ s✉❝❤ ❛ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♦r r❡❥❡❝t✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s
♦❢ t❤✐s ❆P❚❆ ❛♥❞ tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛ ❉❋❆ t❤❛t ✐s ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆ ♠❡r❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✺✮ ♦❢ t✇♦ st❛t❡s q ❛♥❞ q′ ❝♦♠❜✐♥❡s
t❤❡ st❛t❡s ✐♥t♦ ♦♥❡✿ ✐t ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ st❛t❡ q′′ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ q ❛♥❞ q′✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❡r❣❡ ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ ✐❢ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐s✲



✹✽ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

b

a

a
b

b

a

b

a

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❆ ♠❡r❣❡ ♦❢ t✇♦ st❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❆P❚❆ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s s❤♦✇♥✱ t❤❡ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ❛r❡
s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❞❛s❤❡❞ ❡❧❧✐♣s❡✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡ ✐s s❤♦✇♥✳
❚❤✐s r❡s✉❧t✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥ st✐❧❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❡❞✳

t❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t q ✐s ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ✇❤✐❧❡ q′ ✐s r❡❥❡❝t✐♥❣ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❲❤❡♥ ❛ ♠❡r❣❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ ✐✳❡✳✱ q′′ ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t✇♦
tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧✱ t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞
❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✺✮✱
❛♥❞ ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ❧❡❢t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
❛ ♠❡r❣❡ ✐s ❛ ♥❡✇ ❉❋❆ t❤❛t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✳ ❆ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥t✐♥✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡r❣❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✺ ▼❡r❣✐♥❣ t✇♦ st❛t❡s✿ ♠❡r❣❡

❘❡q✉✐r❡✿ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉❋❆ A ❛♥❞ t✇♦ st❛t❡s q, q′ ❢r♦♠ A
❊♥s✉r❡✿ ✐❢ q ❛♥❞ q′ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡♥ q ❛♥❞ q′ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✱ A ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
❛♥❞ true ✐s r❡t✉r♥❡❞✱ false ✐s r❡t✉r♥❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡
✐❢ q ✐s ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛♥❞ q′ ✐s r❡❥❡❝t✐♥❣ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ t❤❡♥

❘❡t✉r♥ false
❡♥❞ ✐❢

❆❞❞ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ q′′ t♦ A t❤❛t ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♥♦r r❡❥❡❝t✐♥❣✳
✐❢ q ♦r q′ ✐s ❛♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡ t❤❡♥

❙❡t q′′ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡✳
❡♥❞ ✐❢

✐❢ q ♦r q′ ✐s ❛ r❡❥❡❝t✐♥❣ st❛t❡ t❤❡♥

❙❡t q′′ t♦ ❜❡ ❛ r❡❥❡❝t✐♥❣ st❛t❡✳
❡♥❞ ✐❢

❢♦r ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ q ♦r q′ ❛s s♦✉r❝❡ ♦r t❛r❣❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s A ❞♦

❘❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ q ♦r q′ ❜② q′′✳
❡♥❞ ❢♦r

✇❤✐❧❡ A ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❛r❣❡t st❛t❡s qn ❛♥❞
q′n ❞♦

❜♦♦❧❡❛♥ b = ♠❡r❣❡(A, qn, q′n)
✐❢ b ❡q✉❛❧s false t❤❡♥

❯♥❞♦ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ q ✇✐t❤ q′′ ❛♥❞ r❡t✉r♥ false✳
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❘❡t✉r♥ true



✷✳✹✳ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ✹✾

R

R

B

BR

R

B

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❚❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ r❡❞ st❛t❡s ✭❧❛❜❡❧❡❞ R✮ ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ st❛t❡s ✭❧❛❜❡❧❡❞ B✮ ❛r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
❢♦r ♠❡r❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦❧♦r❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ♣✐❡❝❡s ♦❢ t❤❡ ❆P❚❆✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✻ ❙t❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❘❡q✉✐r❡✿ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S

❊♥s✉r❡✿ A ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❉❋❆ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S

A = ❛♣t❛(S)
❈♦❧♦r t❤❡ st❛rt st❛t❡ q ♦❢ A r❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ q blue

✇❤✐❧❡ A ❝♦♥t❛✐♥s blue ♥♦❞❡s ❞♦

✐❢ A ❝♦♥t❛✐♥s ❛ red st❛t❡ r ❛♥❞ ❛ blue st❛t❡ b s✉❝❤ t❤❛t ♠❡r❣❡(A, r, b) ❡q✉❛❧s true

t❤❡♥

P❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡r❣❡
❡❧s❡

❈❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ ❛ blue st❛t❡ ✐♥ A t♦ red

❡♥❞ ✐❢

❈❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦❧♦r ❛❧❧ ✉♥❝♦❧♦r❡❞ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ r❡❞ st❛t❡s ✐♥ A t♦ blue

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❘❡t✉r♥ A

❚❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱
❜✉t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❝♦r❡ ♦❢ r❡❞ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❢r✐♥❣❡ ♦❢ ❜❧✉❡ st❛t❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✹ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✻✮✳ ❆ r❡❞✲❜❧✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ♠❡r❣❡s ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥
❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ st❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠❡r❣❡s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ r❡❞✳
❉✉r✐♥❣ ❛ ♠❡r❣❡✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❡r❣❡ ✉♥❝♦❧♦r❡❞ st❛t❡s ✇✐t❤
❛♥② ♦t❤❡r st❛t❡ q✳ ❚❤❡ ♥❡✇ st❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠❡r❣❡s t❛❦❡ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ q✳
■❢ ♥♦ r❡❞✲❜❧✉❡ ♠❡r❣❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ ❛ ❜❧✉❡ st❛t❡ ✐♥t♦
r❡❞❀ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦❢ ❝♦❧♦r ❛ ❝♦❧♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
♥♦t t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❉❋❆
❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❉❋❆ t❤❛t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❛t ❥✉st t❤❡ r❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
t❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t st❛rts ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡
st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❞❞s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭♣♦ss✐❜❧② t♦ ♥❡✇ st❛t❡s✮ ✉♥t✐❧ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❢♦✉♥❞✳

❆ r❡❞✲❜❧✉❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥② ❉❋❆ t❤❛t ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆P❚❆✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❣♦❛❧ ♦❢ ❛ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❝❤ ❉❋❆s✳
❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ ❉❋❆ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❞r✐✈❡♥ st❛t❡✲



✺✵ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

♠❡r❣✐♥❣ ✭❊❉❙▼✮ ✭▲❛♥❣✱ P❡❛r❧♠✉tt❡r ❛♥❞ Pr✐❝❡ ✶✾✾✽✮✳ ■♥ ❊❉❙▼ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡
♠❡r❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ s❝♦r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡r❣❡s t❤❛t ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡r❣❡ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡r❣❡ ❣❡ts
❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❝♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡s ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t✐♥❣
st❛t❡s ♣❧✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ st❛t❡s ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ r❡❥❡❝t✐♥❣ st❛t❡s✳ ❆t ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❉❙▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❜② ❊❉❙▼ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❜❛❞
♠❡r❣❡s ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❡r❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♣❛ss❡❞ t❤❡ ♠♦st
t❡sts✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❊❉❙▼
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ ❛♥❞ ✇♦♥ ✭✐♥ ❛ t✐❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❆●❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ t❤❡ ❆❜❜❛❞✐♥❣♦ ❉❋❆
❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ ✶✾✾✼ ✭▲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ s♣❛rs❡ ❞❛t❛✲s❡ts✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❊❉❙▼ ✇❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② ✭✇✐t❤ ✾✾✪ ❛❝❝✉r❛❝②✮ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❉❋❆ ✇✐t❤ ✺✵✵ st❛t❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢
s✐③❡ 2 ❢r♦♠ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 60.000 str✐♥❣s✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮ t❤❛t
❢♦r❝❡ t❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇✐t❤ s♦♠❡ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s✮ t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❉❋❆✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ✇❛s s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❘P◆■ ✭❖♥❝✐♥❛
❛♥❞ ●❛r❝✐❛ ✶✾✾✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t ❘P◆■ ✐s ❛
s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍❡♥❝❡✱ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ✭✇✐t❤ s♦♠❡ ♠✐♥♦r
❝❤❛♥❣❡s✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❋❆✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✐❧❧
❤❛r❞ ❤♦✇❡✈❡r ✭❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢t❡♥ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧
t♦ ✉s❡ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❇✉❣❛❧❤♦ ❛♥❞ ❖❧✐✈❡✐r❛ ✷✵✵✺✮✳

✷✳✹✳✷ ◗✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❉❋❆

▼♦st ❉❋❆ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭s✉❝❤ ❛s st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣✮ ❛r❡ ♣❛ss✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ■♥
s♦♠❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❥✉st
❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rt✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ ❛ t❡❛❝❤❡r ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ■♥ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❉❋❆ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①✐sts t❤❛t ❡①❛❝t❧② ❧❡❛r♥s
t❤❡ t❛r❣❡t ❉❋❆✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ✈❡r② s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ ❉❋❆s ❛r❡ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥s✇❡rs
❢r♦♠ ❛ t❡❛❝❤❡r ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ✭P❛r❡❦❤ ❛♥❞ ❍♦♥❛✈❛r ✷✵✵✵✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
s❤♦✇ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛ ❉❋❆ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❦♥♦✇♥ ❛s
❆♥❣❧✉✐♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆♥❣❧✉✐♥ ✶✾✽✼✮✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ✐s ❢r♦♠ ✭❑❡❛r♥s ❛♥❞
❱❛③✐r❛♥✐ ✶✾✾✹✮✳

❆♥❣❧✉✐♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ q✉❡r✐❡s✿ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐s❝♦✈❡r ♥❡✇ st❛t❡s ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t ❉❋❆✳ ❆ ♥❡✇ st❛t❡ ✐s ❛ st❛t❡ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ✐s ❞❡♠♦♥str❛❜❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ♠❛✐♥
❧♦♦♣✳ ■♥ t❤✐s ❧♦♦♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✿

• ❈♦♥str✉❝t ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❉❋❆ ✇❤♦s❡ st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ st❛t❡s✳



✷✳✹✳ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ✺✶

• ❆s❦ t❤❡ t❡❛❝❤❡r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r②✳

• ❯s❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤✐s q✉❡r② t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ❜② ✉s✐♥❣
♠❡♠❜❡rs❤✐♣ q✉❡r✐❡s✳

❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❉❋❆ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
q✉❡r② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ②❡s ❛s ✐ts ❛♥s✇❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝♦✈❡r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❛ ❉❋❆ A✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ s❡t C ♦❢ ❛❝❝❡ss
str✐♥❣s ❛♥❞ ❛ s❡t D ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣s✿

• ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❝❝❡ss str✐♥❣ c ∈ C ✐♥ A ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡
♦❢ A❀ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s st❛t❡ ❜② A[c]✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ str✐♥❣s c, c′ ∈ C s✉❝❤ t❤❛t c 6= c′✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣
str✐♥❣ d ∈ D s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ str✐♥❣s cd ❛♥❞ c′d
r❡❛❝❤❡s ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ A ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❞♦❡s ♥♦t✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ A✱ ❜② ✜♥❞✐♥❣ size(A)
❛❝❝❡ss str✐♥❣s C✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣s D ✭♦♥❡ ❢♦r ❡✈❡r②
♣❛✐r ♦❢ ❛❝❝❡ss str✐♥❣s✮✳ ❚❤❡ s❡ts C ❛♥❞ D ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s
❛ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ■♥ t❤✐s tr❡❡ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❛ str✐♥❣
❢r♦♠ D✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❛ str✐♥❣ ❢r♦♠ C✳ ❚❤✐s tr❡❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

• ❚❤❡ r♦♦t ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ d ∈ D✳

• ❆❧❧ str✐♥❣s c ∈ C s✉❝❤ t❤❛t cd ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❜② A ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t s✉❜tr❡❡
♦❢ t❤❡ r♦♦t✳

• ❆❧❧ str✐♥❣s c ∈ C s✉❝❤ t❤❛t cd ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② A ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✉❜tr❡❡
♦❢ t❤❡ r♦♦t✳

• ❘❡❝✉rs❡ ❛t ❡❛❝❤ s✉❜tr❡❡ ✭♣✐❝❦ ❛♥♦t❤❡r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ d ∈ D✱ ❡t❝✳✮ ✉♥t✐❧
❡❛❝❤ str✐♥❣ ✐♥ C ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❧❡❛❢✳

■♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❡♠♣t② str✐♥❣ ǫ✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛❝❝❡ss str✐♥❣s t♦ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✉❜tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡ss
str✐♥❣s t♦ r❡❥❡❝t✐♥❣ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t s✉❜tr❡❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ǫ ✐s ❛❧✇❛②s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❛❝❝❡ss str✐♥❣s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ st❛rt st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❉❋❆✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺
s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❉❋❆ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t✇♦ s✐♠♣❧❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ s✐❢t✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✭❞❡♥♦t❡❞ s✐❢t()✮✱ s✐♠✉❧❛t❡s ❛
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❉❋❆✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
❉❋❆ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❉❋❆ ✭❞❡♥♦t❡❞
❝r❡❛t❡❴❤②♣♦()✮✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ s✉❜r♦✉t✐♥❡s✿

• ❙✐❢t✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✿ ●✐✈❡♥ ❛ str✐♥❣ s✱ st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✱ ❣❡t t❤❡ ❧❛❜❡❧ d ∈ D ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛
♠❡♠❜❡rs❤✐♣ q✉❡r② ♦♥ t❤❡ str✐♥❣ sd ❛♥❞ ❣♦ ❧❡❢t ♦♥ r❡❥❡❝t ❛♥❞ r✐❣❤t ♦♥ ❛❝❝❡♣t✳
❈♦♥t✐♥✉❡ ✉♥t✐❧ ❛ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ r❡t✉r♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧ c ∈ C ❛s r❡s✉❧t✳



✺✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

λ

1

ε

1101

110

1 1 1

1

0 0 0 0

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ❛❝❝❡♣ts str✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ 1✬s ✐♥ t❤❡
✐♥♣✉t ❡q✉❛❧s 3 ♠♦❞✉❧♦ 4✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡
❢♦r t❤✐s ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❚❤❡ st❛t❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜② t❤❡ str✐♥❣ 1101 ✐s ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ s♦ ✐t
✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡♣t t❤❡ str✐♥❣ 110✱
❜✉t ❞♦❡s ❛❝❝❡♣t t❤❡ str✐♥❣ 1101✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❛❝❝❡ss str✐♥❣ 110 ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❧❡❢t ♦❢
t❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ ǫ✱ ❛♥❞ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ 1✳

• ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❉❋❆✿ ❋♦r ❡❛❝❤ c ∈ C ❝r❡❛t❡ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧
c✳ ❋♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t a ∈ Σ✱
❝r❡❛t❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ a ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ c✱ t♦ t❤❡ st❛t❡
❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s✐❢t✐♥❣ sb ❞♦✇♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s❦s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r② ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❉❋❆✱ t❤❡ ❛♥✲
s✇❡r ✇✐❧❧ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✱ ♦r ❛♥ ❛♥s✇❡r t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❉❋❆ ✐s ❝♦r✲
r❡❝t✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ s ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ s✉❜r♦✉t✐♥❡s s✐❢t() ❛♥❞ ❝r❡❛t❡❴❤②♣♦()
✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❉❋❆✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❉❋❆ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❉❋❆ ♦♥ t❤❡ str✐♥❣ s✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ǫ ✐s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss str✐♥❣s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ st❛rt st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❉❋❆ ❛♥❞
t❤❡ t❛r❣❡t ❉❋❆ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ǫ ✐s t❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣
♦❢ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ǫ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ sift

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❝❝❡ss str✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ♥♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥s
❜♦t❤ ❛ ✜♥❛❧ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❛✉✲
t♦♠❛t❛ ♦♥ s st❛rts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ s ✐s ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡
t❤❡② ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✳

❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✱
✐✳❡✳✱ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❉❋❆✳ ▲❡t s[i] ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ s ♦❢ ❧❡♥❣t❤
i✳ ▲❡t p ❜❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❞❡① s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❛✉t♦♠❛t❛ ♦♥
s[p] ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❛st s②♠❜♦❧ ♦❢ s[p] ❝❛✉s❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss c1 t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s c2 ❛♥❞ c3✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss c1 ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ ❝❧❛ss
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ st❛t❡s✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ t❤✐s ♦❝❝✉rs t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♣❧✐ts t❤❡
❧❡❛❢ ♥♦❞❡ ♦❢ c1✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ♦♥❡ ♥❡✇ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡ c4 ✇✐t❤ s[i−1] ❛s ✐ts ❛❝❝❡ss str✐♥❣✳ ■❢ d ✐s
t❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ c2 ❛♥❞ c3✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ c1 ❛♥❞ c4 ✐s s[i]d✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
tr❡❡ ❜② ✉♣❞❛t❡❴tr❡❡()✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s ✐s
❛ ❧♦♦♣ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝❛❧❧s ❢♦r ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❉❋❆ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❆❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✷✳✼ s❤♦✇s t❤✐s ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ♦❢ ❆♥❣❧✉✐♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ s❤♦✇s ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦rr❡❝t s✐♥❝❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡



✷✳✹✳ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ✺✸

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✼ ❆♥❣❧✉✐♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❉❋❆

❘❡q✉✐r❡✿ ❆ t❡❛❝❤❡r ❢♦r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♠❡♠() ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡q() q✉❡r✐❡s✳
❊♥s✉r❡✿ A ✐s t❤❡ ❉❋❆ t❤❛t t❤❡ t❡❛❝❤❡r ✇❛♥ts ✉s t♦ ❧❡❛r♥✳
❈❛❧❧ mem(ǫ) t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st❛rt st❛t❡ ✐s ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♦r r❡❥❡❝t✐♥❣✳
❈♦♥str✉❝t ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❉❋❆ A ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s✐♥❣❧❡ st❛t❡✳
❈❛❧❧ s := ❡q(A)✳
■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡ T t♦ ❤❛✈❡ ❛ r♦♦t ❧❛❜❡❧❡❞ ǫ ❛♥❞ t✇♦ ❧❡❛❢ ♥♦❞❡s ✇✐t❤
❛❝❝❡ss str✐♥❣s ǫ ❛♥❞ s✳
✇❤✐❧❡ true ❞♦

A = ❝♦♥str✉❝t❴❤②♣♦(T )✳
❈❛❧❧ s := ❡q(A)✳
✐❢ s 6= ⊤ ✭A ✐s ❝♦rr❡❝t✮ t❤❡♥

r❡t✉r♥

❡♥❞ ✐❢

✉♣❞❛t❡❴tr❡❡(T ,A, s)
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❉❋❆✱
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r② ✇✐❧❧
r❡t✉r♥ ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛✈❡s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
❉❋❆❀ t❤❡ ❉❋❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ t❛r❣❡t
❉❋❆✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ r✉♥s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ ✭s❡❡ ✭❑❡❛r♥s ❛♥❞ ❱❛③✐r❛♥✐ ✶✾✾✹✮ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s✮✳

✷✳✹✳✸ ❙t❛r❡✲♠❡r❣✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭P❆s✮ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❉❋❆s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❧ ♥❡❡❞
❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❉❋❆s✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡
✐♠♣❡r❛t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❧ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t❤❛t t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❧❡❛r♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇♦r❞s
✭Σ∗✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t❤❛t r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ♥♦t
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r♦♠ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✭●♦❧❞ ✶✾✻✼✮✳

■♥ P❆s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r str✐♥❣s✳
❙✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❥✉st ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ n✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t s♦♠❡ ✇♦r❞
♦❝❝✉rs t t✐♠❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠✉st tr② t♦ ✜♥❞ ❛ P❆ t❤❛t ❞✐str✐❜✉t❡s ♦✈❡r str✐♥❣s ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❛t ✇♦r❞ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❡q✉❛❧s t

n
✳ ◆❛t✉r❛❧❧② t❤✐s

❤❛s t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❡✈❡r② ✇♦r❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡r P❆ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡st
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❡st✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st P❆ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ✭✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✮ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ψ(s) =
❝♦✉♥t(s)

∑

t ❝♦✉♥t(t)



✺✹ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

ε

ε
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ε 1101
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ε

1 1101
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ε 1

1 1 1

1

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0

1

1

1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❆♥❣❧✉✐♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✺✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ s❤♦✇s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s✳ ❖♥
t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❊✈❡r②
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r② ✐s ❛♥s✇❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ (1101, true)✱ ✉♥t✐❧
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❝♦rr❡❝t✳

❍❡r❡ s ❛♥❞ t ❛r❡ str✐♥❣s✱ ψ(s) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t str✐♥❣ s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞
❝♦✉♥t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ✇♦r❞ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
s❛♠♣❧❡✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❉❋❆ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
P❆s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ P❆ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣r❡✜① tr❡❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✭PP❚❆✮✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠♣❧❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ PP❚❆ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❛ P❚❆✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t
✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ PP❚❆ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ P❚❆✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ♥♦✇ ❡❛❝❤ ❛r❝ ♥❡❡❞s s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡✳ ●✐✈❡♥ ❛
st❛t❡ q ❛♥❞ ❛ s②♠❜♦❧ a✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ q ✇✐t❤ s②♠❜♦❧
a ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❥✉st t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ✜r❡ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥
✭❞❡♥♦t❡❞ ❝♦✉♥t(q, a)✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❧❡❛✈❡ q ✭❞❡♥♦t❡❞
❝♦✉♥t(q)✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ PP❚❆ ♣r♦❞✉❝❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱
t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ st❛t❡s ✐♥ ❛ P❆ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣
t✇♦ st❛t❡s ✐♥ ❛ ❉❋❆✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ✉♣❞❛t❡❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❉❋❆ ❛♥❞ P❆ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❡
❝❤❡❝❦ ❢♦r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❉❋❆ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ■♥ P❆ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢ s♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧



✷✳✹✳ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ✺✺

0.6 b

0.4 a

1.0

1.00.5
0.5 a

0.43 b

0.14 a

1.0

1.0

0.14

0.29 a

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡r❣❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♥✉♠❜❡rs ❞❡♥♦t✐♥❣
t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❛ PP❚❆ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t
s❛♠♣❧❡✿ S+ = {a, aa, b, b, b}✳ ❚❤❡ t✇♦ st❛t❡s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛r❡
♠❡r❣❡❞✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s t❤❡ P❆ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s✳

❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❆▲❊❘●■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍♦❡✛❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ✭❈❛rr❛s❝♦ ❛♥❞ ❖♥❝✐♥❛ ✶✾✾✹✮✳ ❯s✐♥❣
t❤✐s ❝r✐t❡r✐✉♠ t✇♦ st❛t❡s q ❛♥❞ q′ ❛r❡ µ✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ a ∈ Σ✿

✶✳
∣

∣

∣

❝♦✉♥t(q,a)
❝♦✉♥t(q) − ❝♦✉♥t(q′,a)

❝♦✉♥t(q′)

∣

∣

∣
<

√

1
2 ln( 2

µ
)

(

1√
❝♦✉♥t(q)

+ 1√
❝♦✉♥t(q′)

)

✷✳ δ(q, a) ❛♥❞ δ(q′, a) ❛r❡ µ✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r µ✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢
❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ q ❛♥❞ q′✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆ ❉❋❆ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡r❣❡s ❛r❡
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❆ P❆ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❚❤❡ ❆▲❊❘●■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡r❣❡s ❛r❡ ♥♦t µ✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❆▲❊❘●■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s P❆s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ P❆s ♦t❤❡r t❤❛♥ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s
s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❛t❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✭❚❛❦❛♠✐ ❛♥❞ ❙❛❣❛②❛♠❛ ✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
✐s t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ P❆ ✭♣♦ss✐❜❧❡ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ s♣❧✐t st❛t❡s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❣❛✐♥ ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥
t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ P❆s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝②❝❧❡s ✭✉♥❧❡ss
t❤❡s❡ ❝②❝❧❡s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❆✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ✉s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ P❆✳ ❚❤❡ ▼❆P ❧❡❛r♥✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❇r❛♥❞ ✶✾✾✾✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ P❆✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡s
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❞r✐✈❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ③❡r♦✳ ❙✐♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ P❆✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦
❧❡❛r♥ N ✲❣r❛♠ ♠♦❞❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♠❛♥② ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s s✐♠✐❧❛r t♦ ❆▲❊❘●■❆✳ ❋♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ t❤❛t ❧❡❛r♥ P❆s ✉♥❞❡r ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ P❆❈ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❈❧❛r❦
❛♥❞ ❚❤♦❧❧❛r❞ ✷✵✵✹✮✳ ❆ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t P❆s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❛♥❞ s♦♠❡ ❝r②♣t♦✲
❣r❛♣❤✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮ ✭❑❡❛r♥s✱ ▼❛♥s♦✉r✱ ❘♦♥✱ ❘✉❜✐♥❢❡❧❞✱ ❙❤❛♣✐r❡ ❛♥❞ ❙❡❧❧✐❡ ✶✾✾✹✮✳
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❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ P❆s ✉s❡s ❛ s❡t✉♣ s✐♠✐❧❛r t♦ ❆▲❊❘●■❆✱ ❜✉t ✐t ✉s❡s ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t t❡sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t
❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♠♦❞✲
✐✜❡❞ P❆❈ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s str♦♥❣❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥
❆▲❊❘●■❆ ✭❆▲❊❘●■❆ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✮✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ♠❛♥② ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❜❡❢♦r❡ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ P❆❈ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛♥ ❛tt❡♠♣t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦
♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ✭❈❛str♦ ❛♥❞ ●❛✈❛❧❞à ✷✵✵✽✮✳

✷✳✹✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

❲❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❋❆ ❢r♦♠ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛✳ ■♥ ♠❛♥② r❡❛❧✲
✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
t❤❡ s②st❡♠ ♥❡✈❡r st♦♣s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ❙✉❝❤ s②st❡♠s ✭♦r ♣r♦❝❡ss❡s✮ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛
✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡
♣♦s✐t✐✈❡ str✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡♦r② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❛♣t st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ▼❡✲
❝❤❛♥✐❝s ✐s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦❞✐❡s
❛♥❞ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❢♦r❝❡s ♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
✇♦r❧❞✱ ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss❡s ❡①✐st t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ✭❙❤❛❧✐③✐ ❛♥❞
❈r✉t❝❤✜❡❧❞ ✷✵✵✶✮✱ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❤❛t t❤❡② ❝❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❛ ✇❛② ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ t❤✐♥❣ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ✇❛♥t t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ♦r ♣r❡❞✐❝t t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ❜✉t
t❤❡② ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ t❤✐s str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❣❡♥✉✐♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠♦❞❡❧s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
↔

X = . . . X−2X−1X0X1X2 . . .✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥②
✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts Σ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❡✈❡♥ts✿

↔
σ = . . . e−2e−1e0e1e2 . . .

◆❛t✉r❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡
↔
σ ✳ ❲❤❡♥ ♦❜✲

s❡r✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
↔
σ ✱ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② s❡❡ ❛ s♥❛♣s❤♦t ✭✜♥✐t❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✮ ♦❢
↔
σ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l ✉♣ t♦ ♦r st❛rt✐♥❣ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t✿

←
σ

l

t = et−let−l+1 . . . et−2et−1 ♦r
→
σ

l

t = etet+1 . . . et+l−2et+l−1

●✐✈❡♥ s✉❝❤ ❛ s♥❛♣s❤♦t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✭❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡✮ s②st❡♠ t❤❛t
♣r♦❞✉❝❡❞ ✐t✳ ■♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✭♣r♦❝❡ss❡s✮ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s♥❛♣s❤♦t ✐s t✐♠❡✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥



✷✳✹✳ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ✺✼

✐♥✈❛r✐❛♥t✿ P (
←

X
n

t = e1 . . . en) = P (
←

X
n

u = e1 . . . en) ❛♥❞ P (
→

X
m

t = e1 . . . em) =

P (
→

X
m

u = e1 . . . em) ❢♦r ❛❧❧ t, u ∈ Z,m, n ∈ N, ❛♥❞ ei ∈ Σ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧②
❞r♦♣ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t t ❢r♦♠ t❤❡ s♥❛♣s❤♦ts✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉t✉r❡ F =
→

X
m

♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✜♥✐t❡

❤✐st♦r② h =
←
e

n
= e1 . . . en ❛♥❞ ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡✳

■♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝❛♣t✉r❡s t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣②✳ ❚❤❡ ❡♥tr♦♣② H[X]
♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t E ✐s✿

H[X] = −
∑

e∈E

P (X = e) log2 P (X = e)

■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ P (X = e) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t X t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ e✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ X ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✐♥ ❛ ❜✐♥❛r② str✐♥❣✳ ❋♦r ❛ ❣♦♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱
s❡❡ ✭❈♦✈❡r ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ✷✵✵✻✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✵✳ ❙✉♣♣♦s❡ X ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t P (X = e1) = 1
3 ✱ P (X =

e2) = 1
3 ✱ ❛♥❞ P (X = e3) = 1

3 ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ X ✐s✿ H(X) = − 1
3 log 1

3 −
1
3 log 1

3 − 1
3 log 1

3 ≈ 1.58 ❜✐ts✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❧❡ss ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱
♦❢t❡♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❢❡✇ ❜✐ts ❛♥❞ r❛r❡❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✈❛❧✉❡s
✉s✐♥❣ ♠❛♥② ❜✐ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❧❡ss ❜✐ts ✇✐❧❧ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ X ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t P (X = e1) = 3

4 ✱ P (X = e2) = 1
8 ✱ ❛♥❞

P (X = e3) = 1
8 ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ X ✐s✿ H(X) = − 3

4 log 3
4 − 1

8 log 1
8 − 1

8 log 1
8 ≈

1.06 ❜✐ts✳

❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ m ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡s✳ ❲✐t❤ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ m(h) = P (F | m,h) t♦
❞❡♥♦t❡ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❛st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉t✉r❡ H[F | m,h]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛st ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♣❛st t♦ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ♦♥❧②
r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ m ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❞♦ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r②

←
e = . . . e−2e−1 ♦❢ t❤❡

♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛♥② m ❛♥❞ h✿

H[F | m,h] ≥ H[F | ←e ]

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛st r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡
❢✉t✉r❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ tr✐❡s t♦ r❡♠❡♠❜❡r ♣❛tt❡r♥s ✭✐✳❡✳✱
r❡❧❡✈❛♥t ❜✐ts ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❢r♦♠ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❲❤❡♥ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞
♣r❡s❝✐❡♥t ✳

●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss
↔

X ❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ m✱ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❡s

♦❢
↔

X ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ❤✐st♦r✐❡s r❡s✉❧t ✐♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ st❛t❡s Q ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r m ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❤✐st♦r✐❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ st❛t❡ q ∈ Q ✐s ❛ s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❤✐st♦r② h ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ m(h) = m(h′) ❢♦r ❡✈❡r② ♦t❤❡r ❤✐st♦r② h′ ∈ q✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s❤♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r m s✉❝❤ t❤❛t✿



✺✽ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

1
b

a, c

2

a, b

c

1
b

a

2

a,b

3

c

a, c

b

c

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❚❤❡ r✐❣❤t ❉❋❆ ❛r❡ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ♦r ǫ✲♠❛❝❤✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❉❋❆✳

• ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ st❛t❡s Q ✉♥❞❡r m ❛r❡ ♣r❡s❝✐❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ H[F | Q] = H[F | ←e ]✳
Pr❡s❝✐❡♥t st❛t❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✬s ❢✉t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳

• ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ st❛t❡s Q ✉♥❞❡r m s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛♥②
♦t❤❡r s❡t ♦❢ ♣r❡s❝✐❡♥t st❛t❡s Q′ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t H[Q] ≤ H[Q′]✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥ts ❖❝❝❛♠✬s r❛③♦r✿ ❛❧❧ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ ✭t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠❛❧
♣r❡❞✐❝t♦rs✮✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳

❚❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s S ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣r❡s❝✐❡♥t st❛t❡s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✼✳ ✭❝❛✉s❛❧ st❛t❡s✮ ❚❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s S ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ǫ t❤❛t ✉s❡s ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ s❡ts s ∈ S ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s s✉❝❤ t❤❛t

←
e ∈

s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧
←

e′ ∈ s : ǫ(
←
e ) = ǫ(

←

e′)✱✇❤❡r❡ ǫ(
←
e ) = P (F | ←e )✳

●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss✬s ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ st❛t❡s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✽✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s T ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss
↔

X ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s C ♦❢
↔

X✳ ❊❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ∈ T ✐s ❛ q✉❛❞r✉♣❧❡
〈c, c′, e, p〉 ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ st❛t❡ c ∈ C✱ ❛ t❛r❣❡t st❛t❡ c′ ∈ C✱ ❛♥ ❡✈❡♥t
e ∈ E✱ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ∈ [0, 1] ⊂ R✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

p = P (
←
e a ∈ c′, a = e | a ∈ E,

←
e ∈ c) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ✐s c′ ❛♥❞

t❤❡ ♥❡①t ❡✈❡♥t ✐s e ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s c✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ǫ✲♠❛❝❤✐♥❡✳ ❋r♦♠
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐t ✐s ❢❛✐r❧② str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ❢♦r♠ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ǫ✲♠❛❝❤✐♥❡
✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ǫ✲♠❛❝❤✐♥❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭P❉❆✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦r

♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡ss
↔

X ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ tr② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✱ ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ♣❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤✐s
♣❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❧❡❢t s②st❡♠ ✭♣r♦❝❡ss✮ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ a ❡✈❡♥t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t



✷✳✺✳ ❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ✺✾

t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s q0 ♦r q1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ab ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐s t❤❡
r✐❣❤t ❉❋❆ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ǫ✲♠❛❝❤✐♥❡ ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s✮ ♦❢
t❤❡ ❧❡❢t ❉❋❆✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤✐s
♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦r✳

✷✳✺ ❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❋❆ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② ✭❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r② ❢❡✇ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❆ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❧❡❛r♥✐♥❣ ❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❊❘❆s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❜✉t st✐❧❧ ♣♦✇❡r❢✉❧
❝❧❛ss ♦❢ ❚❆s ✭●r✐♥❝❤t❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❛t ✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣
t❤❡s❡ ❚❆s ❢r♦♠ ❛ t✐♠❡❞ t❡❛❝❤❡r ✉s✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s✳ ■t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t ❛ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛
s❡t ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❡r✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✭●♦❧❞♠❛♥ ❛♥❞ ▼❛t❤✐❛s ✶✾✾✻✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❊❘❆ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥ ❊❘❆ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛ s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❊❘❆ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ q✉❡r✐❡s✱ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡
❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳

❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ t✐♠❡❞ s②st❡♠ ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚✐♠❡❞ P❆s ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ♣♦s✐✲
t✐✈❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❆▲❊❘●■❆✳ ■t ❤❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ✭❈❚▼❈s✮ ✭❙❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹✮✳
❙✐♥❝❡ ❛ ❈❚▼❈ ✉s❡s t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❋♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❆▲❊❘●■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ ❛ st❛t❡ ❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✉s❡❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❆▲❊❘●■❆ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✜♥❛❧ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ✇♦r❞s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❈❚▼❈ ❛r❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤❡ ❈❚▼❈ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✐s ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❛r② ❈❚▼❈✳ ❚❤✐s ✐s ❛
❈❚▼❈ t❤❛t ❤❛s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛♥② st❛t❡✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❈❚▼❈✱ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤✐s st❛t❡
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ str✐♥❣ st♦♣ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ t❤✐s st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ✜♥✐t❛r② ❈❚▼❈ ❢r♦♠
t❤✐s s❛♠♣❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❈❚▼❈ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✜♥✐t❛r② ❈❚▼❈ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧
t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❈❚▼❈✳ ❆ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ❈❚▼❈ ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡ ❧❛❜❡❧s ♦♥ t❤❡✐r ❡❞❣❡s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❧❛❜❡❧s ♦♥
t❤❡✐r st❛t❡s✳ ❖♥❧② t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❖♥❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❚❆s ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t s✐♠✐❧❛r t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈
♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ✭❡①❝❡♣t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮ t❤❛t t❤❡s❡ ▼❛r❦♦✈
♠♦❞❡❧s ✉s❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳ ■t ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❛♥ ❚❆ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞



✻✵ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

t♦ ❞❡✜♥❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛s s♦♠❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡
❤✐❞❞❡♥ s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r r❡❣✉❧❛r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❋❆s ❛♥❞
❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ✭❉✉♣♦♥t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✳

❋♦r ✭❤✐❞❞❡♥✮ s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s s❡✈❡r❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐sts ✭s❡❡ ❡✳❣✳✳
✭●✉é❞♦♥ ✷✵✵✸✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞
❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❡st✐♥❣
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❙♣r✐♥❣✐♥t✈❡❧❞✱ ❱❛❛♥❞r❛❣❡r ❛♥❞ ❉✬❆r❣❡♥✐♦ ✷✵✵✶✮ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛
s✐♠✐❧❛r s❡tt✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❜❧❛❝❦✲❜♦① s②st❡♠✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤❡t❤❡r t❤❡ s②st❡♠ ❛❝ts ❝♦♥❢♦r♠ ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② s♦❧✈❡❞
❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✭♣r❡❢❡r❛❜❧② s♠❛❧❧✮ t❡st s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠
❛❝ts ❝♦♥❢♦r♠ ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧❛❜❡❧s t♦ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ❤✐st♦r✐❝
❞❛t❛✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥♥❡r✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✜rst ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡♥
s✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❡st t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡✐t❤❡r ❜② ❤❛♥❞ ✭✈✐s✉❛❧❧②✮ ♦r ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
t♦♦❧✱ s✉❝❤ ❛s ❯PP❆❆▲ ✭▲❛rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼✮✳

❆♥♦t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s②♥t❤❡s✐s ❢♦r t✐♠❡❞ ❛✉✲
t♦♠❛t❛ ✭P♥✉❡❧✐✱ ❆s❛r✐♥✱ ▼❛❧❡r ❛♥❞ ❙✐❢❛❦✐s ✶✾✾✽✮✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r✱ t❤❛t r❡str✐❝ts t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛ ❣✐✈❡♥ ❚❆ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ t❛❦❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢
❛ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r
✉♥❦♥♦✇♥ ♦r ❜❧❛❝❦✲❜♦① s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛❣❡♥t✲
❜❛s❡❞ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛❣❡♥ts s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ✉♥❦♥♦✇♥ t♦
♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✱ ❜✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❣❡♥t s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② s♦♠❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡♥❡ss✳

❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣ ✜❡❧❞ ✭❘♦❞❞✐❝❦
❛♥❞ ❙♣✐❧✐♦♣♦✉❧♦✉ ✷✵✵✷✮✳ ■♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛✲♠✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉♥❦♥♦✇♥ r✉❧❡s ❢r♦♠ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ r✉❧❡s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❚❆ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✉♥❦♥♦✇♥ r✉❧❡s
❧♦♦❦s s✐♠✐❧❛r t♦ ♦♥❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠
✭♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡✮ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛ ✭▼ör❝❤❡♥ ❛♥❞ ❯❧ts❝❤ ✷✵✵✹✮✳ ■t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❛♥❞ ♠♦st ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✮ ❢♦❝✉s❡s
♦♥ ✜♥❞✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♣❛tt❡r♥s ♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤✐s ❞❛t❛✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❆s✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦
❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♦t❤❡r t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✉s✉❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡s t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ tr② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✱ ❡✐t❤❡r
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❡①♣r❡ss✐✈❡✱ ♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳
❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❚❆s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡①✐st ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s



✷✳✺✳ ❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ✻✶

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ❛ st✉❞②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤❛t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❲❡ t❤❡♥
✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s st✉❞② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡s❡ ❚❆s
❡✣❝✐❡♥t❧② ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳



✻✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞



❈❍❆P❚❊❘ ✸

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t✐♠❡❞

❛✉t♦♠❛t❛

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇♦r❦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ●r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❱❡r✇❡r✱ ❞❡ ❲❡❡r❞t ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥ ✷✵✵✽❜✮✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t❛ ❚❤❡♦r②

❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❱❡r✇❡r✱ ❞❡ ❲❡❡r❞t ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥ ✷✵✵✾✮✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✭❧❡❛r♥✐♥❣✮ ♦❢ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❚❆s✮ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
✇❡ ✜rst ❤❛✈❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❞✐✣❝✉❧t②✮ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s✳ ❙✉❝❤ ❛♥
❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t t❡❧❧s ✉s ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐sts ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡
t♦♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❚❆s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❉❋❆s✮ ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈
♠♦❞❡❧s ✭❍▼▼s✮ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✸✳✶ ❛♥❞ ✷✳✸✳✸✮✱ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❚❆s ❤❛s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❲❡
❛r❡ ♦♥❧② ❛✇❛r❡ ♦❢ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥t✲
r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❊❘❆s✮ ✭❆❧✉r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✮✳ ■t ❤❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
❊❘❆s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭●r✐♥❝❤t❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ q✉❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐s ❞❛t❛ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❉❋❆s ✐s
NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭●♦❧❞ ✶✾✼✽✮✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢



✻✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❚❆ ✭❜② s❡tt✐♥❣ ❛❧❧ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s t♦ 0✮✳ ❚❤✉s✱ ✉♥❧❡ss P = NP✱ ❛ ❚❆
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ tr♦✉❜❧❡s♦♠❡ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❉❋❆
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥♥♦t ❡✈❡♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭P✐tt
❛♥❞ ❲❛r♠✉t❤ ✶✾✽✾✮✳ ❍❡♥❝❡ ✭s✐♥❝❡ t❤✐s ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s✮✱ t❤❡ ❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❛❝ts ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝ts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❢♦r ❚❆s ❧♦♦❦ ✈❡r② ❜❧❡❛❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡❧② ♦♥ t❤❡r❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ✜①❡❞
✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ♥♦r♠❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤✐s ✐s ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧✱ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❛r❜✐tr❛r②✿ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ ✐t ✐s
❣✐✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ✭♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
t❤❛t st✉❞✐❡s t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ❉❋❆s ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t
✉s✐♥❣ ❛ st❛t❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❖♥❝✐♥❛ ❛♥❞ ●❛r❝✐❛ ✶✾✾✷✮✳ ❆❧s♦✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭◆❋❆s✮ ❛r❡ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥✲
t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤✐s ❛❣❛✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❚❆ ✭❜② s❡tt✐♥❣ ❛❧❧ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s t♦ 0✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❉❚❆s✮✳
❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ ❛♥❞ ❤♦✇ ❉❚❆s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡
✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤✐s ❣♦❛❧✳ ❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡✿

✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✮ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✾✮✳

✷✳ ❉❚❆s ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ ❛♥❞
t❤✉s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✵✮✳

✸✳ ❉❚❆s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ ✭✶✲❉❚❆s✮ ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦✲
r❡♠ ✹✮✳

✹✳ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ♦✉r ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✸✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✮✳

✺✳ ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s ✭❉❚❆s ✇✐t❤ n ❝❧♦❝❦s✮ ❛r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❚❤❡♦✲
r❡♠ ✻✮✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❧❛② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❤❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❉❚❆s ❛♥❞ ✶✲❉❚❆s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ♣r♦✈❡s ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
✐♥ NP ❛♥❞ coNP ❢♦r t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ✶✲❉❚❆s ✭❈♦r♦❧✲
❧❛r✐❡s ✸✳✷✸ ❛♥❞ ✸✳✷✹✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r
♦❢ ❝❧♦❝❦s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ❢♦✉rt❤ ♠❛✐♥
r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✻✺

st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❉❚❆ ✐♥t♦ ❛ ❉❋❆ ✭❜② r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❉❋❆ t❤❛t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✶✲
❉❚❆✳ ❚❤✐s ❜❧♦✇✲✉♣ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✐♠❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ✐♥ ❛ ✶✲❉❚❆✱
❛♥❞ ✐♥ ✉♥❛r② ✭✉s✐♥❣ st❛t❡s✮ ✐♥ ❛ ❉❋❆✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t t❤❛♥ ❉❋❆s✱ ❜✉t st✐❧❧ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ t✐♠❡❞ s②st❡♠✱
✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛♥ ♥✲❉❚❆ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✳ ❖✉r ✜❢t❤ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮ str❡♥❣t❤❡♥s t❤✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✿ ✐t
s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ♥✲❉❚❆ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✶✲❉❚❆✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♦t❤❡r
❢❛❝t♦rs ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ ❣✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ♥✲❉❚❆ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ✶✲❉❚❆ ♠♦❞❡❧ ✐♥st❡❛❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ ❤♦✇ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♥✲❉❚❆s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶✲❉❚❆s✱ ❛❧❜❡✐t
✐♥❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❲❡ ❡♥❞ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❛ s✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
r❡s✉❧ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✳ ❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣r♦♦❢s✱ ✇❡ ✜rst r❡❝❛♣ t✐♠❡❞
❛✉t♦♠❛t❛ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭s❡❡ ✷✳✷✳✺✮
❢♦r t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s ♦✉r ♣r♦♦❢s ❡❛s✐❡r t♦ r❡❛❞✳

✸✳✶✳✶ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛

❆ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ✐s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ❛❝❝❡♣ts ✭♦r ❣❡♥❡r❛t❡s✮
str✐♥❣s ♦❢ s②♠❜♦❧s ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣
♦❢ ❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ♠❡❛s✉r❡ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ♠✐❧❧✐s❡❝✲
♦♥❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s Σ ❛s ❛
s❡q✉❡♥❝❡ (a1, t1)(a2, t2) . . . (an, tn) ♦❢ s②♠❜♦❧✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♣❛✐rs (ai, ti) ∈ Σ × N ✭✐♥✲
st❡❛❞ ♦❢ R✮✳ ❲❡ ✉s❡ τi t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ i ♣r❡✜① ♦❢ τ ✱ ✐✳❡✳✱ τi = (a1, t1) . . . (ai, ti)✳
❆ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ti ✐♥ τ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s②♠❜♦❧ ai ❛s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②♠❜♦❧ ai−1✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛
t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ✱ ❞❡♥♦t❡❞ |τ |✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r s②♠❜♦❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ τ ✱ ✐✳❡✳✱ |τ | = n✳✶

■♥ ❚❆s✱ t✐♠✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t X ♦❢ ❝❧♦❝❦s ❛♥❞ ♦♥❡
❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ♦♥ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝❧♦❝❦s ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ❜✉t
❛❧❧ ♠♦✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❡❞✳ ❆ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ X t♦ N✱ r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝❧♦❝❦ x ∈ X✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ♦r s✉❜tr❛❝t ❝♦♥st❛♥ts ♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥s t♦
♦r ❢r♦♠ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ✐❢ v = v′+ t t❤❡♥ ∀x ∈ X : v(x) = v′(x)+ t✱ ❛♥❞ ✐❢ v = v′+ v′′

t❤❡♥ ∀x ∈ X : v(x) = v′(x) + v′′(x)✳ ❊✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ✐♥ ❛ ❚❆ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ s❡t ♦❢ ❝❧♦❝❦s R✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❧♦❝❦ r❡s❡ts✳ ❲❤❡♥ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ♦❝❝✉rs ✭♦r ✜r❡s✮✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧♦❝❦s ✐♥ R ❛r❡ s❡t t♦ 0✱ ✐✳❡✳✱ ∀x ∈ R : v(x) := 0✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❧♦❝❦s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t δ r❡s❡ts x ✐❢ x ∈ R✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡✈❡♥t✳
❈❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❚❆ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❧♦❝❦s✳ ❆ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ g ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♠♠❛r

✶❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❜✐ts✱ ♥♦t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t✐♠❡✳
❚❤✐s ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❚❆s✳
❙✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣
❜✐♥❛r② ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳



✻✻ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

q0 q1 q2

a

reset x

a

reset y 

b

x ≤ 4 ∧ y ≥ 5
q3

a

reset x 

b

reset x 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s✱ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✱ ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ r❡s❡ts ❛r❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ❣✉❛r❞ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣✉❛r❞
✐s ❛❧✇❛②s s❛t✐s✜❡❞✳

g := x ≤ c | x ≥ c | g ∧ g✱ ✇❤❡r❡ x ∈ X ✐s ❛ ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ c ∈ N ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳✷

❆ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ g✱ ❞❡♥♦t❡❞ v ∈ g✱ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧♦❝❦
x ∈ X✱ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ x ✐♥ g ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② v(x)✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t
✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❆ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ✭❚❆✮ ❆ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❚❆✮ ✐s ❛ ✻✲t✉♣❧❡ A = (Q,X,Σ,∆, q0,
F )✱ ✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ X ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦❝❦s✱ Σ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
s②♠❜♦❧s✱ ∆ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ q0 ✐s t❤❡ st❛rt st❛t❡✱ ❛♥❞ F ⊆ Q ✐s ❛ s❡t
♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s✳

❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ∈ ∆ ✐s ❛ t✉♣❧❡ 〈q, q′, a, g, R〉✱ ✇❤❡r❡ q, q′ ∈ Q ❛r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞
t❛r❣❡t st❛t❡s✱ a ∈ Σ ✐s ❛ s②♠❜♦❧ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧✱ g ✐s ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✱ ❛♥❞
R ⊆ X ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦❝❦ r❡s❡ts✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✳ ■♥ t❤❡ ❚❆ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ st❛t❡
q4 ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❡♥t❡r✐♥❣ st❛t❡ q3 ❢r♦♠ st❛t❡ q2✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x
✐s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ y ❛♥❞ t❤❡ ❣✉❛r❞ r❡q✉✐r❡s ✐t t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❡♥ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ y✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❚❆s ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤②
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ✭❚❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❆ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❆ A = (Q,X,Σ,
∆, q0, F ) ♦✈❡r ❛ ✭✜♥✐t❡✮ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ = (a1, t1) . . . (an, tn) ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡

(q0, v0)
t1−−−−→ (q0, v0 + t1)

a1−−−−→ (q1, v1)
t2−−−−→ . . .

. . .
an−1−−−−→ (qn−1, vn−1)

tn−−−−→ (qn−1, vn−1 + tn)
an−−−−→ (qn, vn)

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n ✿ qi ∈ Q✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ = 〈qi−1, qi, ai, g, R〉 ∈ ∆ ❡①✐sts
s✉❝❤ t❤❛t vi−1 + ti ∈ g✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ X : v0(x) = 0✱ ❛♥❞ vi(x) := 0 ✐❢ x ∈ R✱
vi(x) := vi−1(x) + ti ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ♣❛✐r (q, v) ♦❢ ❛ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ t✐♠❡❞ st❛t❡✳ ■♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ (qi, vi + t)

ai+1−−−−→ (qi+1, vi+1) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧♦✲
❣♦✉s t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡✱
❛ ❚❆ ♣❡r❢♦r♠s t✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② (qi, vi)

ti+1−−−−→ (qi, vi + ti+1)✳ ❆
t✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t t✐♠❡ ✉♥✐ts ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❚❆ ❜② t✳

✷❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs t♦ r❡♣r❡s❡♥t t✐♠❡✱ ♦♣❡♥ ✭x < c✮ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ✭x ≤ c✮ t✐♠❡❞
❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✻✼

❖♥❡ ❝❛♥ ✈✐❡✇ s✉❝❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v) t♦ ❛♥♦t❤❡r
t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v+ t) ✇❤✐❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥t✐♠❡❞ st❛t❡ q✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛
t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ r❡❛❝❤❡s ❛ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v) ✐♥ ❛ ❚❆ A ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s

t ≤ t′ s✉❝❤ t❤❛t (q, v′)
t′−−−−→ (q, v′ + t′) ♦❝❝✉rs s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

A ♦✈❡r τ ❛♥❞ v = v′+ t✳ ■❢ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ r❡❛❝❤❡s ❛ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v) ✐♥ A ❢♦r s♦♠❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥ v✱ ✐t ❛❧s♦ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✉♥t✐♠❡❞ st❛t❡ q ✐♥ A✳ ❆ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ❡♥❞s ✐♥ t❤❡
❧❛st ✭t✐♠❡❞✮ st❛t❡ ✐t r❡❛❝❤❡s✱ ✐✳❡✳✱ (qn, vn) ✭♦r qn✮✳ ❆ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜②
❛ ❚❆ A ✐❢ τ ❡♥❞s ✐♥ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ qf ∈ F ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ str✐♥❣s τ t❤❛t ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞
❜② A ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L(A) ♦❢ A✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❆ ❚❆ A ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✭❉❚❆✮ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ♠♦st
♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A ♦✈❡r τ ✳ ❲❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❉❚❆s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲
t✐♠❡❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❧✐♠✐t ✭❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛ ✶✾✾✼✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❡s❡ ❉❚❆s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ q✱ ❡✈❡r② s②♠❜♦❧ a✱ ❛♥❞ ❡✈❡r②
✈❛❧✉❛t✐♦♥ v✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ = 〈q, q′, a, g, R〉 s✉❝❤ t❤❛t g ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜②
v✳ ❆♥② ♥♦♥✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❉❚❆ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❉❚❆ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛
❣❛r❜❛❣❡ st❛t❡✳

✸✳✶✳✷ ❊✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t

❆♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss tr✐❡s t♦ ✜♥❞ ✭❧❡❛r♥✮ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ✭❞❛t❛✮✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t❛r✲
❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ tr② t♦ ✜♥❞ ❛ ❉❚❆ ♠♦❞❡❧ A t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
❛ t✐♠❡❞ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt✱ ✐✳❡✳✱ L(A) = Lt✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t Lt

✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❲❡ tr② t♦ ✜♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✮✿ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✜♥✐t❡ s❡ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s
S+ ⊆ Lt ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s S− ⊆ LC

t = {τ | τ 6∈ Lt}✳ ❲✐t❤ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢
♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♥♦♥✲str✐❝t s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡s s✉❝❤
t❤❛t t❤❡② ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐❢ S = (S+, S−) ❛♥❞ S′ = (S′+, S

′
−) t❤❡♥ S ⊆ S′ ♠❡❛♥s S+ ⊆ S′+ ❛♥❞ S− ⊆ S′−✳

■♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✭✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦
t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ✭❛❧❣♦r✐t❤♠✮ A✱ C ✐s s❛✐❞ t♦
❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ■❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ♠♦❞❡❧ ❢♦r Lt ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ A✱ C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡
✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛✳ ■❢ A r❡q✉✐r❡s t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✱ C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
■❢ ❜♦t❤ t❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r♦♠
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❛t❛✱ ♦r s✐♠♣❧② ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❊✣❝✐❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉❚❆s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ❢♦r ❉❚❆s✮ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t S❝s ♦❢ ❛ t❛r❣❡t
❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt ❢♦r ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ {S+ ∈
Lt, S− ∈ L❝

t} s✉❝❤ t❤❛t✿



✻✽ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

q0

4

q2
b

x ≤ 1, reset y

d

x ≥2
n 

∧ y ≤ 1

q1
a

reset x

c
y ≤ 1, reset y 

q3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ st❛t❡ q3✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ str✐♥❣ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤
✭2n✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✱ t❤❡ ❉❚❆ ✐s ♦❢ s✐③❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ n✳

✶✳ ❣✐✈❡♥ S❝s ❛s ✐♥♣✉t✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ✐❞❡♥t✐✜❡s Lt ❝♦rr❡❝t❧②✱ ✐✳❡✳✱ A r❡t✉r♥s ❛ ❉❚❆
A s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt❀

✷✳ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S′ ⊇ S❝s ❛s ✐♥♣✉t✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A st✐❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡s Lt

❝♦rr❡❝t❧②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ✭❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❉❚❆s✮ ❆ ❝❧❛ss ❉❚❆s C ✐s
❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭♦r s✐♠♣❧② ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st
t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s p ❛♥❞ q ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✳ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ n✱ A r✉♥s ✐♥ t✐♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② p(n)❀

✷✳ ❢♦r ❡✈❡r② t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt = L(A)✱ A ∈ C✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t
Scs ♦❢ Lt ❢♦r A ♦❢ s✐③❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② q(|A|)✳

❲❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ✐❞❡♥t✐✜❡s C ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇
t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q t❤❛t ❜♦✉♥❞s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t ❢♦r ❡✈❡r② ❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✸✳✷ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❚❆s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ♠❛♥② r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✐♥
❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❛❝❤❛❜✐❧✲
✐t② ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✮ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❢ ❦❡② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡
str✐♥❣s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❝♦rr❡❝t ♠♦❞❡❧✳

✸✳✷✳✶ ◆♦t ❛❧❧ ❉❚❆s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ ❛ ❉❚❆✱ ♦♥❡ ♠❛② ♥❡❡❞ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣
♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❉❚❆s ❛r❡ ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡✿



✸✳✷✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❚❆s ✻✾

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✮ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ C ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ p✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② r❡❛❝❤❛❜❧❡
st❛t❡ q ❢r♦♠ ❛♥② ❛✉t♦♠❛t♦♥ A ∈ C✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str✐♥❣ τ ✱ ✇✐t❤ |τ | ≤ p(|A|)✱ s✉❝❤
t❤❛t τ r❡❛❝❤❡s q ✐♥ A✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ✐s ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t C∗ = {An | n ≥ 1} ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ■♥ ❛♥② ❉❚❆ An ∈ C∗✱ st❛t❡ q3 ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ❜♦t❤ x ≥ 2n ❛♥❞
y ≤ 1 ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ x ≤ 1 ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ y ✐s r❡s❡t ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱
❛♥❞ ❧❛t❡r y ❝❛♥ ❜❡ r❡s❡t ♦♥❧② ✐❢ y ≤ 1 ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢②
❜♦t❤ y ≤ 1 ❛♥❞ x ≥ 2n✱ y ❤❛s t♦ ❜❡ r❡s❡t 2n t✐♠❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❤♦rt❡st str✐♥❣ τ
t❤❛t r❡❛❝❤❡s st❛t❡ q3 ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 2n✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞
✐♥ ❜✐♥❛r②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ An ✐s ♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ n✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ p s✉❝❤ t❤❛t τ ≤ p(|An|)✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② An ∈ C∗ ✐s ❛ ❉❚❆✱ ❉❚❆s ❛r❡ ♥♦t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❚❆s ✐♠♣❧✐❡s ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❚❆s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✮ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ C
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ p✱ s✉❝❤ t❤❛t
❢♦r ❛♥② t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛ A,A′ ∈ C s✉❝❤ t❤❛t L(A) 6= L(A′)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str✐♥❣
τ ∈ L(A) △ L(A′)✱ s✉❝❤ t❤❛t |τ | ≤ p(|A| + |A′|)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ✐s ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❉❚❆s ❛r❡ ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ p s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ q ♦❢ ❛♥② ❉❚❆ A✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ s❤♦rt❡st t✐♠❡❞
str✐♥❣ τ t❤❛t r❡❛❝❤❡s q ✐♥ A ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② p(|A|)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❉❚❆ A ✇✐t❤ ❛
st❛t❡ q ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ τ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② p(|A|)✳ ●✐✈❡♥
t❤✐s ❉❚❆ A = 〈Q,X,Σ,∆, q0, F 〉✱ ❝♦♥str✉❝t t✇♦ ❉❚❆s A1 = 〈Q,X,Σ,∆, q0, {q}〉
❛♥❞ A2 = 〈Q,X,Σ,∆, q0, ∅〉✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ τ ✐s t❤❡ s❤♦rt❡st str✐♥❣ ✐♥ L(A1)✱
❛♥❞ A2 ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❡♠♣t② ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ τ ✐s t❤❡ s❤♦rt❡st str✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t
τ ∈ L(A1) △ L(A2)✳ ❙✐♥❝❡ |A1| + |A2| ≤ 2 × |A|✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ p s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ τ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② p(|A1|+ |A2|)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss
♦❢ ❉❚❆s ✐s ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳

■t ✐s ❢❛✐r❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♥❡❝✲
❡ss❛r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✾✳ ■❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ C ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ t❤❡♥ C ✐s ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ C ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦t ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ p s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
❛♥② t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛ A,A′ ∈ C ✭✇✐t❤ L(A) 6= L(A′)✮ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st
t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ∈ L(A) △ L(A′) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② p(|A| + |A′|)✳ ▲❡t A ❛♥❞ A′ ❜❡
t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ p ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥❞ ❧❡t Scs ❛♥❞ S′cs ❜❡
t❤❡✐r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts✳ ▲❡t S = Scs ∪S′cs ❜❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ A ❢♦r C ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❙✐♥❝❡ C ✐s ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧②



✼✵ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ ♥❡✐t❤❡r Scs ♥♦r S′cs ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ s✉❝❤ t❤❛t τ ∈ L(A)
❛♥❞ τ 6∈ L(A′)✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ ✐s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❧❡♥❣t❤✮✳ ❍❡♥❝❡✱ S = (S+, S−) ✐s s✉❝❤ t❤❛t S+ ⊆ L(A)✱ S+ ⊆ L(A′)✱ S− ⊆ L(A)❝✱
❛♥❞ S− ⊆ L(A′)❝✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ♥♦✇ r❡q✉✐r❡s t❤❛t A
r❡t✉r♥s ❜♦t❤ A ❛♥❞ A′✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❚❆✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
✐t ❢r♦♠ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ❉❚❆ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ✉s✐♥❣ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❡♥❣t❤✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❉❚❆s ❛r❡ ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✾✳

❖r ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❡✣❝✐❡♥t❧②✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻
r❡q✉✐r❡s ❛ ❉❚❆ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝❧♦❝❦s✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r ♥♦♥✲❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥✲
t✐✜❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ❢♦r ❉❚❆s ✐s ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② t♦ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❛✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶✳ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✮ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢
❛✉t♦♠❛t❛ C ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛
A,A′ ∈ C✱ ✐s ✐t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t L(A) = L(A′)❄

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✷✳ ■❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ C ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐❢
♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛ C✲❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r C ✐s ✐♥ coNP✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✳ ❙✉♣✲
♣♦s❡ t❤❛t C ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ p s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛ A,A′ ∈ C ✭✇✐t❤ L(A) 6= L(A′)✮ t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ❛ s❤♦rt❡st t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ∈ L(A) △ L(A′) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② p(|A| + |A′|)✳ ❚❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ τ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❖♥ ✐♥♣✉t ((A,A′))✿

✶✳ ●✉❡ss ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ τ s✉❝❤ t❤❛t |τ | ≤ p(|A| + |A′|)✳

✷✳ ❚❡st ✇❤❡t❤❡r τ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ A✳

✸✳ ❚❡st ✇❤❡t❤❡r τ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ A′✳

✹✳ ■❢ t❤❡ t❡sts r❡t✉r♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✱ r❡t✉r♥ r❡❥❡❝t✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❥❡❝ts ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ τ ∈ L(A) △
L(A′)✳ ❙✐♥❝❡ C ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r C ✐s ✐♥ coNP✳



✸✳✷✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❚❆s ✼✶

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ ❢♦r ♠❛♥② s②st❡♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❉❚❆s✳ ❋♦r ❉❚❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ P❙P❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❆❧✉r ❛♥❞ ❉✐❧❧ ✶✾✾✹✮✱
❤❡♥❝❡✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ■❢ coNP 6= PSPACE✱ t❤❡♥ ❉❚❆s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✷ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s P❙P❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r
❉❚❆s ✭❆❧✉r ❛♥❞ ❉✐❧❧ ✶✾✾✹✮✳

❯s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸✳ ✭r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✮ ❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢
❛✉t♦♠❛t❛ C ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥
A ∈ C ❛♥❞ ❛ st❛t❡ q ♦❢ A✱ ❞♦❡s t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ str✐♥❣ t❤❛t r❡❛❝❤❡s q ✐♥ A❄

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✹✳ ■❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s C ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛ t❤❡♥ t❤❡
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r C ✐s ✐♥ NP✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✷✳ ❇✉t ♥♦✇ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡
t❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛✉t♦♠❛t♦♥✳
❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ■❢ NP 6= PSPACE✱ t❤❡♥ ❉❚❆s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✹ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ✐s P❙P❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r
❉❚❆s ✭❆❧✉r ❛♥❞ ❉✐❧❧ ✶✾✾✹✮✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❡❡♠ t♦ s❤❛tt❡r ❛❧❧ ❤♦♣❡ ♦❢ ❡✈❡r ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❚❆s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❉❚❆s✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s ♦♥
s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ❉❚❆s t❤❛t ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳

✸✳✷✳✷ ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✲

❛❜❧❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❉❚❆s ♥♦t t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❉❚❆s ❛r❡ ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧②
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r
❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❉❚❆s t❤❛t ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐✲
❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ❛r❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳

❆ ♦♥❡✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆ ✭✶✲❉❚❆✮ ✐s ❛ ❉❚❆ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧♦❝❦✱ ✐✳❡✳✱
|X| = 1✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿

• ■❢ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ r❡❛❝❤❡s s♦♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v) ✐♥ ❛ ✶✲❉❚❆ A✱ t❤❡♥ ❢♦r
❛❧❧ v′ s✉❝❤ t❤❛t v′(x) ≥ v(x)✱ t❤❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v′) ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ A✳

❚❤✐s ❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ r❡❛❝❤❡s (q, v) ✐t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❛ ❧❛r❣❡r
t✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ r❡❛❝❤ ❛❧❧ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ✶✲❉❚❆s✿
❛ ❉❚❆ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧♦❝❦s ❝❛♥ ✇❛✐t ✐♥ q✱ ❜✉t ♦♥❧② ❜✐❣❣❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞



✼✷ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦s r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ■t ✐s t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢
✶✲❉❚❆s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ t❤❛t
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✶✲❉❚❆s✳ ❲❡ ✜rst ✉s❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✶✲
❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✶✲❉❚❆s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✶✲❉❚❆ A = 〈Q, {x},Σ,∆, q0, F 〉✱ ❧❡t τ = (a1, t1) . . . (an, tn) ❜❡ ❛
s❤♦rt❡st t✐♠❡❞ str✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t τ r❡❛❝❤❡s s♦♠❡ st❛t❡ qn ∈ Q✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t s♦♠❡
♣r❡✜① τi = (a1, t1) . . . (ai, ti) ♦❢ τ ❡♥❞s ✐♥ s♦♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v)✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥②
j > i✱ τj ❝❛♥♥♦t ❡♥❞ ✐♥ (q, v′) ✐❢ v(x) ≤ v′(x)✳ ■❢ t❤✐s ✇❡r❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ τi ✐♥st❡❛❞ ♦❢ τj
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ (q, v′)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ s❤♦rt❡r t✐♠❡❞ str✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
r❡❛❝❤ qn✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r s♦♠❡ ✐♥❞❡① j > i✱ ✐❢ τj ❛❧s♦ ❡♥❞s
✐♥ q✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ✐♥❞❡① i < k ≤ j ❛♥❞ ❛ st❛t❡ q′ 6= q s✉❝❤ t❤❛t τk ❡♥❞s
✐♥ (q′, v0)✱ ✇❤❡r❡ v0(x) = 0✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ x ❤❛s t♦ ❜❡ r❡s❡t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡① i ❛♥❞
j ✐♥ τ ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ x ✐s r❡s❡t ❛t ✐♥❞❡① i ✭τi ❡♥❞s ✐♥ (q, v0)✮✱ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❡①✐st
❛♥② ✐♥❞❡① j > i s✉❝❤ t❤❛t τj ❡♥❞s ✐♥ q✳ ❍❡♥❝❡✿

• ❋♦r ❡✈❡r② st❛t❡ q ∈ Q✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✜①❡s ♦❢ τ t❤❛t ❡♥❞ ✐♥ q ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡s x ✐s r❡s❡t ❜② τ ✳

• ❋♦r ❡✈❡r② st❛t❡ q′ ∈ Q✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✐♥❞❡① i s✉❝❤ t❤❛t τi ❡♥❞s ✐♥
(q′, v0)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ x ✐s r❡s❡t ❜② τ ❛t ♠♦st |Q| t✐♠❡s✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐s ✈✐s✐t❡❞ ❛t ♠♦st |Q| t✐♠❡s ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A ♦♥
τ ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ τ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② |Q| ∗ |Q|✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡
♦❢ A✳

●✐✈❡♥ t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❣✉❡ss t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✶✲❉❚❆s✳ ❇✉t t❤✐s t✉r♥s ♦✉t
t♦ ❜❡ ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✶✲❉❚❆s✱ ✇❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t✇♦ ❝❧♦❝❦s ✐♥st❡❛❞ ♦❢
♦♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t✇♦ ❝❧♦❝❦s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s
t❤❛t ❜♦✉♥❞ ❜♦t❤ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥str✉❝t ❉❚❆s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✶✲❉❚❆s
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ♦✉r ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t
✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t x ✐s r❡s❡t✳ ❲❡
❤❛✈❡ s♣❧✐t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♦❢s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
❧❡♠♠❛s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡✳

❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t A1 = 〈Q1, {x1},Σ1,∆1, q1,0, F1〉 ❛♥❞
A2 = 〈Q2, {x2},Σ2,∆2, q2,0, F2〉 ❜❡ t✇♦ ✶✲❉❚❆s✳ ▲❡t τ = (a1, t1) . . . (an, tn) ❜❡ ❛
s❤♦rt❡st str✐♥❣ t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✶✲❉❚❆s✱ ❢♦r♠❛❧❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✻✳ ✭s❤♦rt❡st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣✮ ❆ s❤♦rt❡st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣
τ ♦❢ t✇♦ ❉❚❆s A1 ❛♥❞ A2 ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤ t✐♠❡❞ str✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t τ ∈ L(A1)
❛♥❞ τ 6∈ L(A2)✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2 ♦♥ t❤✐s str✐♥❣ τ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✿



✸✳✷✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❚❆s ✼✸

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✼✳ ✭❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A1 ❛♥❞
A2 ♦✈❡r τ ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✿

〈q1,0, q2,0, v0〉 t1−−−−→ 〈q1,0, q2,0, v0 + t1〉 . . .

. . . 〈q1,n−1, q2,n−1, vn−1 + tn〉 an−−−−→ 〈q1,n, q2,n, vn〉

✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ n✱ vi ✐s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ x1 ❛♥❞ x2✱ ❛♥❞

(q1,0, v0)
t1−−−−→ (q1,0, v0 + t1) . . . (q1,n−1, vn−1 + tn)

an−−−−→ (q1,n, vn)

✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A1 ♦✈❡r τ ✱ ❛♥❞

(q2,0, v0)
t1−−−−→ (q2,0, v0 + t1) . . . (q2,n−1, vn−1 + tn)

an−−−−→ (q2,n, vn)

✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A2 ♦✈❡r τ ✳

❆❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ (q1, q2) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ ❛♥❞
〈q1, q2, v〉 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t✐♠❡❞ st❛t❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ τ ✐ts ❝♦♠❜✐♥❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✽✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ τ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ A1✱
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ A2✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡s x1 ❛♥❞ x2 ❛r❡ r❡s❡t ❜② τ ✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ✐♥❞❡① 1 ≤ i ≤ n✱ τi ❡♥❞s ✐♥ 〈q1, q2, v〉✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
j > i ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ v′✱ ✐❢ τj ❡♥❞s ✐♥ 〈q1, q2, v′〉✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❞❡① i < k ≤ j
s✉❝❤ t❤❛t τk ❡♥❞s ✐♥ (q′1, v0) ✐♥ A1 ❢♦r s♦♠❡ q′1 ∈ Q1✱ ♦r ✐♥ (q′2, v0) ✐♥ A2 ❢♦r s♦♠❡
q′2 ∈ Q2✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ (q1, q2) ∈ Q1×Q2✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✜①❡s
♦❢ τ t❤❛t ❡♥❞ ✐♥ (q1, q2) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡s r t❤❛t x1

♦r x2 ❤❛s ❜❡❡♥ r❡s❡t ❜② τ ✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ τ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② |Q1| ∗ |Q2| ∗ r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ r❡s❡ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
❛ s❤♦rt❡st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ τ ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦✈❡ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ (q1, q2) t❤❛t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❞✐r❡❝t❧②
❛❢t❡r ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ x1 ❤❛s ❜❡❡♥ r❡s❡t✳ ■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡
♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② v(x) = 0✳ ❇✉t s✐♥❝❡ ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❧♦❝❦
x2✱ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞
t✐♠❡ (q1, q2) ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② τ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r r❡s❡tt✐♥❣ x1✱ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ x2 ❤❛s t♦
❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡s τ r❡❛❝❤❡❞ (q1, q2)✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✾✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ✭❛t ❧❡❛st✮ t❤r❡❡ ✐♥❞❡①❡s 1 ≤ i < j < k ≤ n s✉❝❤ t❤❛t τi✱
τj✱ ❛♥❞ τk ❛❧❧ ❡♥❞ ✐♥ (q1, q2) ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❛ r❡s❡t ♦❢ x1 ✭vi(x1) = vj(x1) = vk(x1) =
v0(x1)✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ x2 ❛t ✐♥❞❡① k ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ x2 ❛t ✐♥❞❡①❡s i ❛♥❞ j✱ ✐✳❡✳✱ vi(x2) > vk(x2) ❛♥❞ vj(x2) > vk(x2)✳

Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t τ ∈ L(A1)✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
τ 6∈ L(A2)✳ ▲❡t τ−k = (ak+2, tk+2) . . . (an, tn) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉✣① ♦❢ τ st❛rt✐♥❣ ❛t
✐♥❞❡① k + 2✳ ▲❡t a = ak+1 ❛♥❞ t = tk+1✳ ❚❤✉s✱ τ = τk(a, t)τ−k✳



✼✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s vi✱ vj ✱ ❛♥❞
vk ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t vi(x2) < vj(x2) < vk(x2)✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❡❧♦✇ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ vj(x2) < vi(x2) < vk(x2)✳ ▲❡t d1 ❛♥❞ d2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ ❝❧♦❝❦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x2 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t✐♠❡ t❤❛t
(q1, q2) ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② τ ✱ ✐✳❡✳✱ d1 = vj(x2) − vi(x2) ❛♥❞ d2 = vk(x2) − vj(x2)✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2 ♦✈❡r τ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤
s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② τ ✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ (q1, q2) ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥❧②
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt τ−k ♦❢ τ ✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t (q1, q2) ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✭❛t
❧❡❛st✮ t❤r❡❡ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ x2 ✐s ❧❛r❣❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛②
r❡❛❝❤ t❤❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q2, vk) ✐♥ A2✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q2, vk)
❛s τ ✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ−k ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡
♣r♦♣❡rt② ❤❛s t♦ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t τ = τk(a, t)τ−k 6∈ L(A2)✳ ❍❡♥❝❡✱
✐t ❤❛s t♦ ❤♦❧❞ t❤❛t τj(a, t+d2)τ−k 6∈ L(A2) ❛♥❞ t❤❛t τi(a, t+d1 +d2)τ−k 6∈ L(A2)✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✐♥❝❡ τ ∈ L(A1)✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ τi✱ τj ✱ ❛♥❞ τk ❛❧❧ ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡
(q1, v0) ✐♥ A1✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t τi(a, t)τ−k ∈ L(A1) ❛♥❞ t❤❛t τj(a, t)τ−k ∈ L(A1)✳ ▲❡t
✉s ♣✉t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡ ✭+ ❞❡♥♦t❡s tr✉❡✱ ❛♥❞ − ❞❡♥♦t❡s ❢❛❧s❡✮✿

✈❛❧✉❡ ♦❢ d 0 d1 d2 (d1 + d2)
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) +
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) +
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) −

❙✐♥❝❡ τ ✐s ❛ s❤♦rt❡st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❜♦t❤ τi(a, t+
d)τ−k ∈ L(A1) ❛♥❞ τi(a, t + d)τ−k 6∈ L(A2) ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② d ∈ N✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ τi(a, t+ d)τ−k ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s❤♦rt❡r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ ❢♦r A1 ❛♥❞ A2✳
❚❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ i ❜② j✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✿

✈❛❧✉❡ ♦❢ d 0 d1 d2 (d1 + d2)
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) + −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) + −
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) + −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) + −

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ τi ❡♥❞s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ ❛s τj ✐♥ A1 ✭❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❛
r❡s❡t ♦❢ x1✮✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ d ∈ N✿ τi(a, t + d)τ−k ∈ L(A1) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1)✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s✿

✈❛❧✉❡ ♦❢ d 0 d1 d2 (d1 + d2)
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) + − −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) + − −
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) + −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) + −

❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿



✸✳✷✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❚❆s ✼✺

✈❛❧✉❡ ♦❢ d 0 d1 d2 (d1 + d2)
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) + − −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) + − −
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) + − −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) + − −

◆♦✇✱ s✐♥❝❡ τi(a, t+d1) ❡♥❞s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ ❛s τj(a, t) ✐♥ A2✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
τi(a, t + d1)τ−k ∈ L(A2) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ τj(a, t)τ−k ∈ L(A2) ✭s✐♥❝❡ t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡✐r s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✮✳ ❈♦♠❜✐♥✲
✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s r❡s✉❧ts ✐♥✿

✈❛❧✉❡ ♦❢ d 0 d1 d2 (d1 + d2)
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) + + − −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) + + − −
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) + + − −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) + + − −

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ❢♦r ❛♥② t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ d ∈ N✱ τi(a, t+d1 +d)τ−k ∈ L(A2)
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ τj(a, t + d)τ−k ∈ L(A2)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

✈❛❧✉❡ ♦❢ d . . . (d1 + d2) 2d1 (2d1 + d2)
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) . . . − + −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A1) . . . − + −
τi(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) . . . − + −
τj(a, t+ d)τ−k ∈ L(A2) . . . − + −

❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✐♥✜♥✐t❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ m ∈ N ✐t ❤♦❧❞s
t❤❛t τi(a, t + m ∗ d1)τ−k ∈ L(A2) ❛♥❞ τi(a, t + m ∗ d1 + d2)τ−k 6∈ L(A2)✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ✜r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ |N| ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ❢♦r m✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ A2 s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ A2 ✐s ♥♦t ❛ ✶✲❉❚❆✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ τ ∈ L(A2) ❜② ✢✐♣♣✐♥❣ ❛❧❧ +
s②♠❜♦❧s t♦ − s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
vj(x2) < vi(x2) < vk(x2) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ d1

❛♥❞ d2✱ ✐✳❡✳✱ d1 = vi(x2) − vj(x2) ❛♥❞ d2 = vk(x2) − vi(x2)✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉st s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ τ r❡❛❝❤❡s s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ (q1, q2) t✇✐❝❡ ❞✐r❡❝t❧②
❛❢t❡r ❛ r❡s❡t ♦❢ x1✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ x2 ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ ✐t r❡❛❝❤❡❞ (q1, q2)✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
x1 ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ r❡s❡t ❛t ❧❡❛st t✇✐❝❡ ❛t ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❞❡①❡s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣
(q1, q2)✳

✸ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ τ r❡❛❝❤❡s (q1, q2) ❛❣❛✐♥
t❤❡♥✿

• x2 ✐s r❡s❡t ❜❡❢♦r❡ ❛❣❛✐♥ r❡❛❝❤✐♥❣ (q1, q2) ❛♥❞ r❡s❡tt✐♥❣ x1✱ ❛♥❞

• ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ (q1, q2) t♦ (q1, q2)✱ t❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❡①✐st ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② τ ✳

✸❘❡❛❝❤✐♥❣ ❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ t✇♦ t✐♠❡s ❡①tr❛ ❞♦❡s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳



✼✻ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

❚❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ x2 ❤❛s t♦
❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡♠❡♥t ❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✱
t❤❡♥ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ′ ❡①✐sts t❤❛t r❡❛❝❤❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ x2 t❤❛♥ τ ✇❤❡♥ ✐t
r❡❛❝❤❡s (q1, q2) ❛❣❛✐♥✳ ❇② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✾✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
❛ ♥♦♥✲s❤♦rt❡st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ r❡❛❝❤❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❛♥ τ ✳ ❍❡♥❝❡ t❤✐s
❡✐t❤❡r ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♦r τ ′ ✐s ❛ s❤♦rt❡st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ τ ′✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✵✳ ■❢ ❢♦r s♦♠❡ ✐♥❞❡① i✱ τi ❡♥❞s ✐♥ (q1, q2) ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❛ r❡s❡t ♦❢ x1✱
❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞❡① j > i s✉❝❤ t❤❛t τj ❡♥❞s ✐♥ (q1, q2) ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❛
r❡s❡t ♦❢ x1✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❞❡① i < k ≤ j s✉❝❤ t❤❛t τk ❡♥❞s ✐♥ (q2,k, v2,0) ✐♥
A2✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✾✱ ✐t ❤❛s t♦ ❤♦❧❞ t❤❛t v2,i(x2) > v2,j(x2)✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x2

❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ✐❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡s❡t✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❡①✐st ❛♥ ✐♥❞❡① i < k ≤ j
❛t ✇❤✐❝❤ x2 ✐s r❡s❡t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✶✳ ■❢ ❢♦r s♦♠❡ ✐♥❞❡① i✱ τi ❡♥❞s ✐♥ (q1, q2) ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❛ r❡s❡t ♦❢
x1✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞❡① j > i s✉❝❤ t❤❛t τj ❡♥❞s ✐♥ (q1, q2) ❞✐r❡❝t❧②
❛❢t❡r ❛ r❡s❡t ♦❢ x1✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❞❡① i < l ≤ j s✉❝❤ t❤❛t τl ❡♥❞s ✐♥
〈q1,l, q2,l, vl〉✱ ✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r vl(x1) ♦r vl(x2) ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ♦❢
t❤❡ ❧❛st tr❛♥s✐t✐♦♥ ✜r❡❞ ❜② τl ✐♥ A1 ♦r A2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s✉❝❤ ✐♥❞❡① l✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉❜tr❛❝t 1 ❢r♦♠ ❛
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ τj t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ′j t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤ ❛s

τj ✱ ❜✉t ❡♥❞s ✐♥
〈

q1, q2, v
′
j

〉

✱ ✇❤❡r❡ v′j(x1) = 0 ❛♥❞ v′j(x2) = vj(x2)−1✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss
♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② τ ′j ✐s ♥♦t t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ ❛ s❤♦rt❡st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣ ✭♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
❝♦r♦❧❧❛r② ❤♦❧❞s ❢♦r τ ′j ✐♥st❡❛❞ ♦❢ τj✮✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t τ ′j r❡❛❝❤❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥
t❤❛♥ τl✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t vj(x2) < vj(x2)✳ ❍❡♥❝❡✱ τ ′j ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✾✳

❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ τ t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ x2 ❝❛♥ ❜❡ r❡s❡t ❜② τ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ (q1, q2)✳ ❇② ❈♦r♦❧✲
❧❛r② ✸✳✷✵✱ t❤✐s ❛❧s♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡ts ♦❢ x1✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✽ t❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✷✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s x2 ✐s r❡s❡t ❜② τ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞
st❛t❡ (q1, q2) ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❛ r❡s❡t ♦❢ x1 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢
A1 ❛♥❞ A2✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ x1 ✐s r❡s❡t ❛t ✐♥❞❡① 1 ≤ i ≤ n ❥✉st ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ (q1, q2)✱ ✐✳❡✳✱ τi
❡♥❞s ✐♥ 〈q1, q2, vi〉✱ ✇✐t❤ vi(x1) = 0✳ ❚❤✉s✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✾✱ vi(x2) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❞❡①❡s✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✵✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t x2 ❤❛s r❡s❡t
❜❡❢♦r❡ ✐♥❞❡① i✳ ▲❡t k < i ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥❞❡① ❜❡❢♦r❡ i ✇❤❡r❡ x2 ✐s r❡s❡t✳ ▲❡t (q′1, q

′
2)

❜❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ t❤❛t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r t❤✐s r❡s❡t✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✾✱ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t vk(x1) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❞❡①❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇✱
❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✶✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❞❡① l s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛st tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t
✐s ✜r❡❞ τl ✐♥ ❡✐t❤❡r A1 ♦r A2 ❤❛s ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ g1 ♦r g2 ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❡q✉❛❧
t♦ vl(x1) ♦r vl(x2)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ▲❡t ✉s
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳



✸✳✷✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❚❆s ✼✼

q1 q2

g1

g2

index i
reset x1

index k < i
reset x2

q1'
q2'

index k < i

index i

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❇♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s❡ts ♦❢ x2 ❜❡❢♦r❡ ❛ r❡s❡t ♦❢ x1✳ ❚❤❡ ❧❡❢t
❛♥❞ r✐❣❤t ✜❣✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t ❧♦♦♣s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② τ ✐♥ A1 ❛♥❞ A2 ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
st❛t❡ (q1, q2) t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ (q′1, q

′
2) ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❛❣❛✐♥✳ ❈❧♦❝❦ x1 ✐s r❡s❡t

❛t ✐♥❞❡① i✱ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ (q1, q2)✳ ❈❧♦❝❦ x2 ✐s r❡s❡t ❛t ✐♥❞❡① k < i✱
❞✐r❡❝t❧② ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ (q′1, q

′
2)✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ g1 ♦r

g2 ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❢r♦♠ (q′1, q
′
2) t♦ (q1, q2) t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ t❤✐s

❧♦♦♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❣❛✐♥ ✭t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ (q1, q2) t♦ (q′1, q
′
2) ❢♦❧❧♦✇s ❜②

s②♠♠❡tr②✮✳

❙✉♣♣♦s❡ vl(x1) ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ g1✳ ❙✐♥❝❡ vk(x1) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡
x1 ✐s ♥♦t r❡s❡t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡① k ❛♥❞ l✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t vl(x1) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳
❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛t ❧❛t❡r ✐♥❞❡①❡s i < k′ < l′✱ ✐t ❛❣❛✐♥ ♦❝❝✉rs t❤❛t x1 ✐s r❡s❡t ❛t ✐♥❞❡① l′

❥✉st ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ (q1, q2)✱ k
′ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥❞❡① ❜❡❢♦r❡ l′ ✇❤❡r❡ x2 ✐s r❡s❡t✱ ❛♥❞

τk′ ❡♥❞s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ ❛s τk✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ✐♥❞❡① l′′ s✉❝❤
t❤❛t vl′′ s❛t✐s✜❡s g1✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ (q′1, q

′
2) ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡s❡t x2

❜❡❢♦r❡ ❧❛t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ (q1, q2) t♦ r❡s❡t x1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ A1 t❤❛t ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✜r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ (q′1, q

′
2) t♦

(q1, q2)✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st |Q1| ∗ |Q2| ∗ |∆1| ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❝❛♥ ♦❝❝✉r
✐♥ τ ✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ s✉♣♣♦s❡ vl(x2) ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ g2✳ ❙✐♥❝❡ vi(x2) ✐s ❞❡❝r❡❛s✲
✐♥❣✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ x2 ✐s ♥♦t r❡s❡t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡① l ❛♥❞ i✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
vl(x2) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡ ✐❢ ❛t s♦♠❡ ❧❛t❡r ✐♥❞❡① i < i′ ✐t ♦❝❝✉rs ❛❣❛✐♥ t❤❛t x1 ✐s
r❡s❡t ❛t ✐♥❞❡① i′ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ (q1, q2)✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ✐♥❞❡① l′ s✉❝❤
t❤❛t vl′ s❛t✐s✜❡s g2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st |∆2| ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t x2 ❝❛♥ ❜❡ r❡s❡t ❜② τ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣
(q1, q2) ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❛ r❡s❡t ♦❢ x1 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② |Q1| ∗ |Q2| ∗ |∆1|+ |∆2|✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✾✱ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ (q1, q2) ✐s r❡❛❝❤❡❞
❜② τ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r r❡s❡tt✐♥❣ x1✱ ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐❢ x2 ✐s r❡s❡t✳ ❇②
▲❡♠♠❛ ✸✳✷✷✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ x2 ❝❛♥ ❜❡ r❡s❡t ❜❡❢♦r❡



✼✽ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

r❡❛❝❤✐♥❣ (q1, q2) ❛♥❞ r❡s❡tt✐♥❣ x1 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✐♥ |A1| + |A2|✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡ (q1, q2) ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② τ
❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r r❡s❡tt✐♥❣ x1 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② |Q1| ∗ |Q2| ∗ p(|A1| + |A2|)✳ ❚❤✐s ✐s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ |A1| ❛♥❞ |A2|✳ ❇② s②♠♠❡tr②✱ t❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r ❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡s t❤❛t
❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r r❡s❡tt✐♥❣ x2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s❡ts ♦❢ x1 ❛♥❞
x2 ❜② τ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ |A1|+ |A2|✳ ❙✐♥❝❡✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✽✱ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ τ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤✐s ♥✉♠❜❡r✱ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳

❆s ❛ ❜♦♥✉s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✸✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✶✲❉❚❆s ✐s ✐♥ coNP✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✷✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✹✳ ❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✶✲❉❚❆s ✐s ✐♥ NP✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✹✳

✸✳✸ ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✲

✜❛❜❧❡

■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❉❚❆s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣✲
❝✐❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞
t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡② ♠✐❣❤t ❜❡ ❡❢✲
✜❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤✐s ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✿ ✶✲❉❚❆s
❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐❞❡♥t✐✲
✜❡s ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ■❉❴✶✲❉❚❆ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✮ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✷✻ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✷✼✮ ❢♦r t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
✭❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ S❝s✮ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝ts t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧②
r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✮ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✮✳ ❚❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✮✳

✸✳✸✳✶ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✶✲❉❚❆s ❢r♦♠
❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t✿

• ❣✐✈❡♥ ❛♥② ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✱ ■❉❴✶✲❉❚❆ r❡t✉r♥s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛ ✶✲❉❚❆
A t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t S+ ⊆ L(A) ❛♥❞ S− ⊆ L(A)❝✱

• ❛♥❞ ✐❢ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✉❜s❛♠♣❧❡ Scs ❢♦r s♦♠❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡
Lt✱ t❤❡♥ ■❉❴✶✲❉❚❆ r❡t✉r♥s ❛ ❝♦rr❡❝t ✶✲❉❚❆ A✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt✳



✸✳✸✳ ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ❛r❡ ❡❢❢✐❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐❢✐❛❜❧❡ ✼✾

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ■❉❴✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❡s ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❛
✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✶✲❉❚❆ ✐s ♥♦t ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ✶✲❉❚❆✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ st❛t❡s✱
tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✱ ❛♥❞ r❡s❡ts✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤✐s str✉❝t✉r❡ ♦♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❛ t✐♠❡✿ ✐t st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ✶✲❉❚❆ A✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ st❛t❡s ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ A✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❜✉✐❧❞s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ A ♣✐❡❝❡ ❜② ♣✐❡❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❧❛✐♠
t❤❛t ■❉❴✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❡s ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❛t❛✱
✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S ❢♦r ❛♥② t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦✉r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞ ❢♦r t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿

Pr♦♣❡rt② ✶✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ r❡q✉✐r❡s t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡
♦❢ S ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ♣❡r δ✮✳

Pr♦♣❡rt② ✷✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ S ✭❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✮✳

Pr♦♣❡rt② ✸✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ δ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ Scs ♦❢ s✐③❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✶✲❉❚❆ ❢♦r Lt s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
S✱ Scs ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t δ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛ ♣❡r δ✮✳

Pr♦♣❡rt② ✹✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ❝♦rr❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡✲
q✉✐r❡❞ t♦ r❡t✉r♥ ❛ ✶✲❉❚❆ A ✇✐t❤ L(A) = Lt ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ✶✲❉❚❆ ❢♦r Lt ✭❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛✮ ✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❢♦✉r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡
❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✲❉❚❆s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛
s✐♥❣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✇❤② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡s❡ ❢♦✉r
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❞❡❡❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡s❡
❢♦✉r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐❞❡♥t✐✜❡s ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ❢❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♦✉r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❤❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ ✭✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✶✲❉❚❆ A ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t S ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✿ {(a, 4)(a, 6), (a, 5)(b, 6), (b, 3)
(a, 2), (a, 4)(a, 1)(a, 3), (a, 4)(a, 2)(a, 2)(b, 3)} ⊆ S+ ❛♥❞ {(a, 3)(a, 10), (a, 4)(a, 2)
(a, 2), (a, 4)(a, 3)(a, 2)(b, 3), (a, 5)(a, 3)} ⊆ S−✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛
♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ♦❢ A ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ S✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ st❛t❡ q1 ❞♦❡s ♥♦t ②❡t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r b✱ ♦r ❢♦r a ❛♥❞
✈❛❧✉❛t✐♦♥s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 9✱ ❛♥❞ st❛t❡ q2 ❞♦❡s ♥♦t ②❡t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ❛❧❧✳
❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜rst ❝❤♦♦s❡s ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ✐✳❡✳✱ ✐t s❡❧❡❝ts t❤❡ s♦✉r❝❡
st❛t❡✱ ❧❛❜❡❧✱ ❛♥❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝t✉❛❧❧②
✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ✉s❡s S ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡✱ ❝❧♦❝❦
❣✉❛r❞✱ ❛♥❞ r❡s❡t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛❦❡s t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥
✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦r❞❡r ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r
✉s❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ✜rst ❛ st❛t❡ q ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✜rst✮✱ s❡❝♦♥❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧ l ✐s s❡❧❡❝t❡❞



✽✵ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ❊✣❝✐❡♥t❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✶✲❉❚❆s ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛✿ ■❉❴✶✲❉❚❆

❘❡q✉✐r❡✿ ❆♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S = (S+, S−) ❢♦r ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt✱ ✇✐t❤ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ
❊♥s✉r❡✿ A ✐s ❛ ✶✲❉❚❆ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S✱ ✐✳❡✳✱ S+ ⊆ L(A) ❛♥❞ S− ⊆ L(A)❝✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

✐❢ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t Scs ⊆ S✱ t❤❡♥ L(A) = Lt

A := 〈Q = {q0}, x, Σ, ∆ = ∅, q0, F = ∅〉
✐❢ S+ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♠♣t② t✐♠❡❞ str✐♥❣ λ t❤❡♥ s❡t F := {q0}
✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ r❡❛❝❤❛❜❧❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v) ❛♥❞ ❛ s②♠❜♦❧ a ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts
♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈q, q′, a, g, r〉 ∈ ∆ s✉❝❤ t❤❛t v s❛t✐s✜❡s g ❞♦

❢♦r ❛❧❧ st❛t❡s q ∈ Q ❛♥❞ s②♠❜♦❧s a ∈ Σ ❞♦

vmin := min{v | (q, v) ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ }
c′ := max{v | ¬∃ 〈q, q′, a, g, r〉 ∈ ∆ s✉❝❤ t❤❛t v s❛t✐s✜❡s g}
✇❤✐❧❡ vmin ≤ c′ ❞♦

❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ := 〈q, q′ := 0, a, g := vmin ≤ x ≤ c′, r〉✱ ❛❞❞ δ t♦ ∆
V := {v | ∃τ ∈ S : τ ✜r❡s δ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v}
r := true ❛♥❞ c1 := ❧♦✇❡r❴❜♦✉♥❞(δ, V ∪ {vmin},A, S)
r := false ❛♥❞ c2 := ❧♦✇❡r❴❜♦✉♥❞(δ, V ∪ {vmin},A, S)
✐❢ c1 ≤ c2 t❤❡♥ s❡t r := true ❛♥❞ g := c1 ≤ x ≤ c′

❡❧s❡ s❡t r := ❢❛❧s❡ ❛♥❞ g := c2 ≤ x ≤ c′

❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ q′′ ∈ Q ✭✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✜rst✮ ❞♦

q′ := q′′

✐❢ ❝♦♥s✐st❡♥t(A, S) ✐s true t❤❡♥ ❜r❡❛❦ ❡❧s❡ q′ := 0
❡♥❞ ❢♦r

✐❢ q′ = 0 t❤❡♥

❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ q′′✱ s❡t q′ := q′′✱ ❛♥❞ ❛❞❞ q′ t♦ Q

✐❢ ∃τ ∈ S+ s✉❝❤ t❤❛t τ ❡♥❞s ✐♥ q′ t❤❡♥ s❡t F := F ∪ {q′}
❡♥❞ ✐❢

c′ := min{v | v s❛t✐s✜❡s g} − 1
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t✐❝ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ c′

❢♦r ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ✐♥ t❤✐s st❛t❡✲❧❛❜❡❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤✐s ✜①❡❞ ♦r❞❡r ♠❛❦❡s
✐t ❡❛s✐❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ✭s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② 3✮✳ ■♥ ♦✉r
❡①❛♠♣❧❡✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ tr② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ = 〈q, q′, l, c ≤ x ≤ c′, r〉✱
✇❤❡r❡ q = q1✱ l = a✱ ❛♥❞ c′ = 9 ✭s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞
t❤❛t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v = 10✮ ❛r❡ ❛❧❧ ✜①❡❞✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧②
♥❡❡❞s t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✿ ✭✐✮ t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡ q′✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ c✱
❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❝❧♦❝❦ r❡s❡t r✳

◆♦t❡ t❤❛t ✜①✐♥❣ q✱ a✱ ❛♥❞ c′ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥②✇❛②✱ ✐t ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ ❤♦✇ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s c✱ r✱ ❛♥❞ q′✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦
❣✉❛r❞ g ♦❢ δ✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r g ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❛❝❤❛❜❧❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥ vmin ✐♥ q ✭q1 ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❛t✐♦♥ vmin ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ q ❛s t❛r❣❡t✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ vmin ✐s 4✳ ❚❤✉s✱ t❤❡



✸✳✸✳ ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ❛r❡ ❡❢❢✐❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐❢✐❛❜❧❡ ✽✶

q0 3

q1
a

10 ≤ x ≤ ∞

reseta

4 ≤ x ≤ ∞

q2

a

0 ≤ x ≤ 3

reset

b

0 ≤ x ≤ ∞

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✶✲❉❚❆✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ st❛t❡ q0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❙t❛t❡ q1 ♦♥❧② ❤❛s ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙t❛t❡ q2 ❤❛s
♥♦♥❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝②✿ ❝♦♥s✐st❡♥t

❘❡q✉✐r❡✿ ❆♥ ✶✲❉❚❆ A ❛♥❞ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S
❊♥s✉r❡✿ ❘❡t✉r♥s tr✉❡ ✐❢ A ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S
❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ τ = (a1, t1) . . . (an, tn) ❢r♦♠ S+ ❛♥❞

❡✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ τ ′ = (a′1, t
′
1) . . . (a

′
m, t
′
m) ❢r♦♠ S− ❛♥❞

❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s 1 ≤ i ≤ n ❛♥❞ 1 ≤ j ≤ m ❞♦

✐❢ τi ❡♥❞s ✐♥ (q, v) ❛♥❞ τ ′j ❡♥❞s ✐♥ (q, v′) ❛♥❞
τi+1 = τi(a, t)✱ τ

′
j+1 = τ ′j(a, t+ v − v′) ❛♥❞

(ai+2, ti+2) . . . (an, tn) ❡q✉❛❧s (a′j+2, t
′
j+2) t❤❡♥

❘❡t✉r♥ false

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

❘❡t✉r♥ true

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t {c | vmin ≤ c ≤ c′}✳ ❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r ✜♥❞✐♥❣ c ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ tr② ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤✐s s❡t ❛♥❞ ♣✐❝❦ t❤❡ ❜❡st
♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✱
✐t❡r❛t✐♥❣ ♦✈❡r s✉❝❤ ❛ s❡t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ S ✭❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② 1✮✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
♦♥❧② tr✐❡s t❤♦s❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❜② t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠ S✳ ❲❡
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❲❡ ✜rst s❡t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ g t♦ ❜❡
vmin✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ S t❤❛t ✜r❡ δ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s V t❤❛t t❤❡s❡
❡①❛♠♣❧❡s ✉s❡ t♦ ✜r❡ δ ❛r❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r g✱ ✐✳❡✳✱ V := {v | ∃τ ∈ S :
τ ✜r❡s δ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v}✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t {(a, 4)(a, 1)(a, 3)} ⊆ S+

❛♥❞ {(a, 5)(a, 3), (a, 4)(a, 2)(a, 2)} ⊆ S−✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ V = {4 + 1 = 5, 5 + 3 =
8, 4+2 = 6}✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❡✈❡r② t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ V t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣
✐♥ S ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❤ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐t❡r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤✐s s❡t ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
S ✭s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✶✮✳

❋r♦♠ t❤❡ s❡t V ∪ {vmin} ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ t❤❡ ✶✲❉❚❆ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✳ ❆ ✶✲❉❚❆ A ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢
S ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❡♥❞s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t A ❝❛♥ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t S+ ∈ L(A) ❛♥❞ S− ∈ L(A)❝✳



✽✷ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

❲❤❡t❤❡r A ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❡st✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦ t✇♦
t✐♠❡❞ str✐♥❣s τ ∈ S+ ❛♥❞ τ ′ ∈ S− t❤❛t r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ ✭♣♦ss✐❜❧② ❛❢t❡r
♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡✐r s✉✣①❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷✳ ❚❤✐s ❝❤❡❝❦ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡
❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✭s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✶✮✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❝♦♥s✐st❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜② tr②✐♥❣ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c ∈ V ∪ {vmin}✱ ❛♥❞
t❡st✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤✐s ❧♦✇❡r❴❜♦✉♥❞ r♦✉t✐♥❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✸✳ ❚❤✐s r♦✉t✐♥❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ❢r♦♠ S ✇✐❧❧ ✜r❡
δ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✭s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② 2✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡tt✐♥❣ c t♦ 5 ♠❛❦❡s A ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✐♥❝❡
♥♦✇ ❜♦t❤ (a, 4)(a, 1)(a, 3) ❛♥❞ (a, 4)(a, 2)(a, 2) r❡❛❝❤ (q′, 6)✱ ✇❤❡r❡ q′ ✐s ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡
t❛r❣❡t ❢♦r δ✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✉✣① (a, 2)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡tt✐♥❣ c t♦
6 ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ A ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ 6 ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ✐♥ V ∪{vmin} ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ 5✱ c = 6 ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥s✐st❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r g✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✸ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✿ ❧♦✇❡r❴❜♦✉♥❞

❘❡q✉✐r❡✿ ❆ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ = 〈q, q′, a, g, R〉
❘❡q✉✐r❡✿ ❆ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s V ∪ {vmin} ❢♦r t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ♦❢ ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ δ = 〈q, q′, a, g = vmin ≤ x ≤ c′, r〉✱ ❛♥❞ ❛ ✶✲❉❚❆ A t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S

❊♥s✉r❡✿ ❘❡t✉r♥s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥s✐st❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ v ≥ vmin ❢♦r δ
v := c′

❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s v′ ∈ V ∪ {vmin} ❞♦

g := v′ ≤ x ≤ c′

✐❢ ❝♦♥s✐st❡♥t(A, S) ✐s true ❛♥❞ v′ < v t❤❡♥ s❡t v := v′

❡♥❞ ❢♦r

❙❡t g t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳
❘❡t✉r♥ v

❖✉r ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥s✐st❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r g ✐s t❤❛t
t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r❝❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✭r❡q✉✐r❡❞ ❜② ♣r♦♣❡rt② 3✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s c∗✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧
♦t❤❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t A ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt✳
❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ✐❞❡♥t✐❢② c∗✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐st ❡①❛♠♣❧❡s
t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❤❡♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts ❛♥② ✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ c∗✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✜r❡s δ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ c∗ − 1 s❤♦✉❧❞
❛❝t✉❛❧❧② ✜r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡✱ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s❡t
✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛❢t❡r ✜r✐♥❣ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❡①✐st t✇♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s τ ∈ Lt ❛♥❞ τ

′ ∈ L❝

t ✭t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ S✮
t❤❛t ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s✉✣①❡s ❛❢t❡r ✜r✐♥❣ δ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s c∗ ❛♥❞ c∗−1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ str✐♥❣ t❤❛t ✜r❡ δ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ c∗

❝❛♥♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛❢t❡r ✜r✐♥❣ δ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳

❚❤❡ r❡s❡t r✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ g
♦❢ δ✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡s❡t r ♦❢ δ✳ ❖♥❡ ♠❛② ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ g ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r δ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝❧♦❝❦ r❡s❡t ♦r ♥♦t✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❛❢t❡r ✜r✐♥❣ δ ✭t❤❡ ❝❧♦❝❦



✸✳✸✳ ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ❛r❡ ❡❢❢✐❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐❢✐❛❜❧❡ ✽✸

❝❛♥ ❜❡ r❡s❡t t♦ 0✮✱ ❤❡♥❝❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡rA ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛❢t❡r tr②✐♥❣ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r g✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ (a, 4)(a, 1)(a, 3) ❛♥❞ (a, 4)(a, 1)(a, 2)
r❡❛❝❤ (q′, 1) ❛♥❞ (q′, 0) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡✐r s✉✣①❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐❢ r = true✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝❧♦❝❦ r❡s❡t r ♦❢ δ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
✐t ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ g✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐t ✉s❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✿
✜rst s❡t r = true ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥s✐st❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c1 ❢♦r g✱ t❤❡♥
s❡t r = false ❛♥❞ ✜♥❞ ❛♥♦t❤❡r s✉❝❤ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c2 ❢♦r g✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r ✐s s❡t
t♦ true ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐✛ c1 ≤ c2✳ ❚❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐st t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❛t
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥s✐st❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r g s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦ r❡s❡t ✐s s❡t
✐♥❝♦rr❡❝t❧②✱ ✐t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s s❡t ❝♦rr❡❝t❧② ✭s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② 3✮✳ ■♥
♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤✐s ❛r❡ (a, 4)(a, 2)(a, 2)(b, 3) ∈ S+ ❛♥❞
(a, 4)(a, 3)(a, 2)(b, 3) ∈ S−✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥
st❛t❡ q′ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ✐s r❡s❡t✱ t❤❡② ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❤❡♥ r ✐s s❡t t♦
true✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s✉❝❤ str✐♥❣s ❛❧✇❛②s ❡①✐sts s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ 1 t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐s
s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✿ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ 1 t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛t❡r s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✳✹

❚❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡ q′✳ ❍❛✈✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s❡t ♦❢
δ✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡ q′ ♦❢ δ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✭r❡q✉✐r❡❞ ❜② ♣r♦♣❡rt② 3✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ tr② ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡tt✐♥❣s ❢♦r q′✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♠❛❦❡ ✐t ❡❛s✐❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t ✭r❡q✉✐r❡❞ ❜② ♣r♦♣❡rt②
3✮✱ ✇❡ ❞♦ s♦ ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ st❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✜rst q0✱ t❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
st❛t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡ ❢♦r δ ✐s s❡t t♦ ❜❡ t❤❡ ✜rst
❝♦♥s✐st❡♥t t❛r❣❡t st❛t❡ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❥✉st tr② st❛t❡ q0✱ t❤❡♥
st❛t❡ q1✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② st❛t❡ q3✳ ❲❤❡♥ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ st❛t❡s r❡s✉❧t ✐♥
❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✶✲❉❚❆ A✱ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s s❡t t♦ ❜❡ ❛ ♥❡✇ st❛t❡✳ ❚❤✐s ♥❡✇ st❛t❡ ✐s s❡t t♦
❜❡ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✐♥ S+ t❤❛t ❡♥❞s ✐♥ ✐t✳ ■t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡r❡
❛❧✇❛②s ❡①✐st t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t
t❛r❣❡t ✭s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② 3✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t
♠❛❦❡ A ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇❤❡♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s t❤❡ ✜rst st❛t❡ ✭st❛t❡ q0✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈q1, q0, a, 6 ≤ x ≤ 9, ❢❛❧s❡〉✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ δ ❛♥❞ ✭♣♦ss✐❜❧②✮ q′✳ ❚❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s ♦✈❡r
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐t ✐❞❡♥t✐✜❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ t❤❛t ✐t❡r❛t❡s ✐♥ ❛
✜①❡❞ ♦r❞❡r ♦✈❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡s ❛♥❞ ❧❛❜❡❧s ❢♦r ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡✈❡r②
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ st❛t❡ q ❛♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧ a✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜rst s❡ts t✇♦ ✈❛❧✉❡s✿
vmin ❛♥❞ c′✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ q✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡
✜①❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ ♦❢ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s

✹❚❤✐s ❤♦❧❞s ✉♥❧❡ss t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✉♥❧❡ss
g = c ≤ x ≤ c✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥② s❡tt✐♥❣ ❢♦r r ✐s ❝♦rr❡❝t s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ r❡s✉❧ts
s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt✳



✽✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤✐s ✐s s❡t t♦ ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts
♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ q ❛s s♦✉r❝❡ st❛t❡ ❛♥❞ a ❛s ❧❛❜❡❧✳ ❆❢t❡r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
δ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♣❞❛t❡s c′ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ♦❢ δ✳ ■❢ c ✐s st✐❧❧ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ vmin✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❢♦r st❛t❡ q ❛♥❞ ❧❛❜❡❧ a✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s
t❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ c′ ✐s str✐❝t❧② ❧❡ss t❤❛♥ vmin✳ ❖✉r ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❛❞❞✐♥❣ t❤✐s
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♣r♦♣❡rt② 4✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s ♥❡✇
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♥❡✇ t❛r❣❡t st❛t❡s ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s
t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ✐✳❡✳✱ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ ✐♥
A✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ vmin ✐♥ s♦♠❡
st❛t❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ♦r ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ δ✳

✸✳✸✳✷ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ❢♦r ✶✲❉❚❆s

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✲❉❚❆s✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S = (S+, S−)✱ ✐t ❛❧✇❛②s r❡t✉r♥s
❛ ✶✲❉❚❆ A s✉❝❤ t❤❛t S+ ⊂ L(A) ❛♥❞ S− ⊂ L(A)❝✳ ❇✉t ✐t t❤✐s r❡s✉❧t ❛❧s♦
❞❡s✐r❡❞❄ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝♦♥s✐st❡♥t ✶✲❉❚❆s✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✶✲❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt ✭t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡✮✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t ✐s
❛ ✶✲❉❚❆ A s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
r❡t✉r♥s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s s♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ♦♥❧②
r❡q✉✐r❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✶✲❉❚❆ ♠♦❞❡❧
❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤✐s ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤♦❧❞ ❢♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

• ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤✐s s❛t✐s✜❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s 1 ❛♥❞ 2✳

• ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❝❛♥ ❢♦r❝❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t δ ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✷✻✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
❢♦r♠ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t S❝s ❢♦r t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t
♦♥❧② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✭❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✮ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✶✲❉❚❆ A s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✼✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✐♥ S❝s ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s✐③❡
♦❢ S❝s✮ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝ts t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡
✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✮ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜✲
❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✳ ■❉❴✶✲❉❚❆ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♣r♦♣❡rt✐❡s 1 ❛♥❞
2✮✳



✸✳✸✳ ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ❛r❡ ❡❢❢✐❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐❢✐❛❜❧❡ ✽✺

Pr♦♦❢✳ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ❝❛♥♥♦t
✐t❡r❛t❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✭♣❧✉s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ vmin ❛♥❞ c′✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r
✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✳

■♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✲
✜❡s ✭❝♦♥str✉❝ts✮ ♦♥❡ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r❴❜♦✉♥❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡✱ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥
✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t V ♦❢ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠
S✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t V ✐s ❡♠♣t② ❜✉t t❤✐s ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ♦❝❝✉rs
r❛r❡❧② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✳ ❙✐♥❝❡
V ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ t❤❡ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ✜r❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✳ ❊✈❡r② t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✜r❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❡ss
t❤❛♥ ✐ts ❧❡♥❣t❤✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡r② ❡①❛♠♣❧❡ τ ∈ S ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛t ♠♦st |τ | ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✐♥♥❡r ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t♦t❛❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st

∑

τ∈S |τ |
✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r❴❜♦✉♥❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐t❡r❛t❡s |V | t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② |S|✱ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ V ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦
❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② ♣r❡✜① τi ♦❢ ❡✈❡r② t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ∈ S✱ ✇❤❡t❤❡r τi ✜r❡s δ✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ |S| ❝❤❡❝❦s✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❡❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ A ♦✈❡r τi
✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ i✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❡❛❝❤ ❝❤❡❝❦ ✐♥ O(1) t✐♠❡✳
❈♦♥str✉❝t✐♥❣ V t❤✉s r❡q✉✐r❡s O(|S|) r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❧♦♦♣ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡ ✐t❡r❛t❡s |Q| t✐♠❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❝❛♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r
✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✳ ❚❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ✭❝♦♥s✐st❡♥t✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② tr②✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
✐♥❞❡①❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s
∑

τ∈S+,τ ′∈S−
|τ | ∗ |τ ′|✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡ |S|✳

❙✐♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r
✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t✐♠❡✲❡✣❝✐❡♥t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐❢✲
✐❝❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✱ ■❉❴✶✲❉❚❆ r❡t✉r♥s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛ ✶✲❉❚❆
A t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t S+ ⊆ L(A) ❛♥❞ S− ⊆ L(A)❝✳ ❲❡ ♥♦✇
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧s♦ ❞❛t❛✲❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ✐t
r❡q✉✐r❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t
✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❢t❡r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✻✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ✶✲
❉❚❆s ❢♦r ■❉❴✶✲❉❚❆ ✭♣r♦♣❡rt② 3✮✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s ✇❤❡t❤❡r q0 ✐s ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t
❡♥s✉r❡s ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② t✐♠❡❞ str✐♥❣ λ✿ λ ∈ S+ ✐❢ q0 ∈ F ❛♥❞
λ ∈ S− ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ S ♠❛❦❡s ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐❢② q0 ❛s
❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t s❤♦✉❧❞ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇❡ ♥♦✇
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲s✐③❡❞ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t
❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ A✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❜② s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ δ s✉❝❤ t❤❛t



✽✻ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c✱ t❤❡ r❡s❡t r✱ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡ q′

♦❢ δ ❝♦rr❡❝t❧②✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r❴❜♦✉♥❞ s✉❜r♦✉t✐♥❡ s❡❧❡❝ts ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v t❤❛t ✐s t❤❡
s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ V t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✶✲❉❚❆ A✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
✜♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ V ✱ t❤❛t
A ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❤❡♥ t❤✐s ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❛t A ✐s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇❤❡♥ ❛♥② s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ V ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡
❡①❛♠♣❧❡ τ(a, c − vmin)✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ t❤❛t ❡♥❞s ✐♥ (q, vmin)✳ ❙✐♥❝❡
(q, vmin) ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❡①✐st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥str✉❝ts V ✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✐♥ (q, c)✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t c ✐s ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ V ✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t τ(a, c− vmin) ∈ S+ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ τ(a, c− vmin) ∈ Lt✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t A ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❤❡♥ c ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥②
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞
✐❞❡♥t✐❢② c✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❛r❣❡t ♦❢ δ ✐s ❛ ♥❡✇ st❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♥❡✇ st❛t❡
❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦t❤❡r t❤❛♥ δ✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t S ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡
❢♦r Lt ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ♣❛✐r ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✐♥ S t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

❇♦t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t A ✐s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✇❤❡♥ ❛♥② s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s τ ∈ Lt ❛♥❞ τ

′ 6∈ Lt

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ ❛❢t❡r s♦♠❡ ♣r❡✜①❡s τi
❛♥❞ τ ′j ♦❢ τ ❛♥❞ τ ′✱ t❤❡② ❜♦t❤ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❜s❡q✉❡♥t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡❞ st❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ τi ❛♥❞ τ

′
j

❡♥❞ ✭❛❢t❡r ✜r✐♥❣ δ✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r δ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡s❡t ♦r ♥♦t✳ ❲❡ ❧❛t❡r s❤♦✇
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡ t❤❛t δ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡s❡t ♦♥❧② ✐❢ δt ❝♦♥t❛✐♥s
❛ r❡s❡t✳ ◆♦✇✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r r = true ♦r r = false✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t r = true✱ t❤❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛r❡ τ(a, c − vmin)τ ′✱
❛♥❞ τ(a, c − vmin − 1)τ ′✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ t❤❛t ❡♥❞s ✐♥ (q, vmin)✱ ❛♥❞ τ ′

✐s ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t τ(a, c − vmin)τ ′ ∈ Lt ❛♥❞ τ(a, c − vmin − 1)τ ′ 6∈ Lt✱
♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❇❡❝❛✉s❡ (q, vmin) ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞
s❡❧❡❝t c✱ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❡①✐st✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ τ ′ ✐s ❛ str✐♥❣ t❤❛t
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛♥❣✉❛❣❡s L1 = {τ1 | τ(a, c − vmin)τ1 ∈ Lt} ❛♥❞
L2 = {τ2 | τ(a, c− vmin − 1)τ2 ∈ Lt}✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ s❡❧❡❝t c✱ ✐t ❤♦❧❞s
t❤❛t L1 6= L2✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐❣❤t ❛s ✇❡❧❧ s❡❧❡❝t c − 1✱ ✐❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ s❡❧❡❝t c✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t r = false✱ t❤❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ τ(a, c − vmin)(b, t)τ ′ ❛♥❞
τ(a, c−vmin−1)(b, t+1)τ ′✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣✱ b ✐s ❛ s②♠❜♦❧✱ t ✐s ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✱
❛♥❞ τ ′ ✐s ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣✱ s✉❝❤ t❤❛t τ ❡♥❞s ✐♥ (q, vmin) ❛♥❞ τ(a, c−vmin)(b, t)τ ′ ∈ Lt

❛♥❞ τ(a, c− vmin − 1)(b, t+1)τ ′ 6∈ Lt✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ r❡q✉✐r❡ ✇❤❡♥ r = true✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ q′ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✮✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s t♦ ✇❛✐t ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡



✸✳✸✳ ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ❛r❡ ❡❢❢✐❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐❢✐❛❜❧❡ ✽✼

❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❡①✐sts ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ s❡❧❡❝t c✳

❚❤❡ r❡s❡t r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ r❡s❡t r ♦❢ δ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜②
s✐♠✐❧❛r ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t r = false✱ t❤❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛r❡✿
τ(a, c − vmin)τ ′ ❛♥❞ τ(a, c − vmin + 1)τ ′✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t r = true✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡✿
τ(a, c−vmin)(b, t)τ ′ ❛♥❞ τ(a, c−vmin +1)(b, t−1)τ ′✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s r❡❛❝❤
t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ q′ ♦♥❧② ✐❢ x ✐s r❡s❡t ✇❤✐❧❡ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✭♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛②
❛r♦✉♥❞✮✱ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ 1
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② s✐♥❝❡ 1 t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❡①✐st✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t r ✐s s❡t ✐♥❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❤❡♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ c✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❡♥s✉r❡ t❤❛t s❡tt✐♥❣ r ✐♥❝♦rr❡❝t❧②
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t❤❛♥ s❡tt✐♥❣ r ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡s❡t✳

❚❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡ q′✳ ❲❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
t❛r❣❡t st❛t❡ q′ ♦❢ δ✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥❝♦rr❡❝t
t❛r❣❡t st❛t❡ q′′ 6= q′✿ τ(a, c − vmin)(b, t)τ ′ ❛♥❞ τ ′′(b, t′)τ ′✱ ✇❤❡r❡ τ ′′ ❡♥❞s ✐♥ q′′✱
❛♥❞ t ❛♥❞ t′ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t τ(a, c− vmin)(b, t) ❛♥❞ τ ′′(b, t′) ❜♦t❤ ❡♥❞ ✐♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❜✉t ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
❡①✐st✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ q′ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ q′′✳

❚❤❡ st❛t❡s Q ♦❢ A ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② s✐♥❝❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② ❛❞❞s ♥❡✇
st❛t❡s ✇❤❡♥ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❧❞ ♦♥❡s ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t t❛r❣❡t✳ ❲❡ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s F ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t
❡♥❞s ✐♥ ✐t ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡s ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ δ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♣r❡✜① t❤❛t r❡❛❝❤❡s s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝
t✐♠❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ s✉✣① t❤❛t ✐s ❛ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❛r❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❧❡♥❣t❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ S✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ S s✉❝❤ t❤❛t ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡t✉r♥s A✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉st s❤♦✇♥ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❲❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐♥ ❢❛❝t ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ✶✲❉❚❆
❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❢t❡r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✼✳ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❢t❡r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ✭♣r♦♣❡rt② 4✮✳

Pr♦♦❢✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ❝♦rr❡❝t
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❛ ✶✲❉❚❆ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡ ✉♥t✐❧ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦



✽✽ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✶✲❉❚❆✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✐s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✶✲❉❚❆✳

▲❡t At = 〈Q, x,Σ,∆, q0, F 〉 ❜❡ ❛ ✶✲❉❚❆ s✉❝❤ t❤❛t Lt = L(At)✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ♦♥❧②
t❤❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♣❛rts ♦❢ At ♠❛tt❡r ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ❙✐♥❝❡ ✶✲
❉❚❆s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡s❡ ♣❛rts ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t✐♠❡❞ str✐♥❣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ p(|At|)✳ ■♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
r✉♥ ✭♦✈❡r ❛❧❧ st❛t❡s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s ♥❡✇
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② ♥❡✇❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② t✐♠❡❞ st❛t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ✐s r✉♥ ❛t ♠♦st p(|At|) t✐♠❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥
❛♥② st❛t❡ ♦❢ At ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
❧♦♦♣✱ ✐❢ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② s♦ ❢❛r✱ t❤❡♥ ❛t ♠♦st |∆| ♥❡✇ ❝♦rr❡❝t
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t♦t❛❧ ❛t ♠♦st p(|At|) ∗ |∆| tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✐♥ ❛♥② st❛t❡ ♦❢ At✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ |At|✳ ❖♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
s♠❛❧❧❡st r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② st❛t❡✱ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ r❡t✉r♥ ❛ ✶✲❉❚❆ A s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt ❜②
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ |At|✳

❚❤❡ t✇♦ ❧❡♠♠❛s ❛❜♦✈❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❞❛t❛✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✉❜s❛♠♣❧❡ Scs ❢♦r s♦♠❡ t❛r❣❡t
❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt✱ t❤❡♥ ■❉❴✶✲❉❚❆ r❡t✉r♥s ❛ ❝♦rr❡❝t ✶✲❉❚❆ A✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t L(A) =
Lt✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✶✲❉❚❆s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✼✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✻
❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ S✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s ❛ ✶✲❉❚❆ A s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶
✐❞❡♥t✐✜❡s ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

✸✳✹ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆s

■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ s❡✈❡r❛❧ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❚❆s ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
❢♦r ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦✉r r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ t✐♠❡❞ s②st❡♠✱ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r❡✲
❢❡rr❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛♥ ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆s ✭♥✲❉❚❆s✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦
✐❞❡♥t✐❢②✳ ❋♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥✲❉❚❆s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❤✉❣❡ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✮ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡✲
❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛♥② ♥✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❚❤✐s ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❥✉st✐❢② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ♥✲❉❚❆ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✶✲❉❚❆✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ✇r✐t❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥✲❉❚❆s ❛♥❞ t❡st ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ s♦♠❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜② ♠❛❦✐♥❣ s♦♠❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡
■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥❡❛r❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥✲❉❚❆s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♥❧②



✸✳✹✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆s ✽✾

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s ✐♥ ♥❡❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ✐t st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♥✲❉❚❆s✳

■♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ s✉❝❤ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✳✺

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ❛♥ ♥✲
❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛ ✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ✶✲❉❚❆ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
❛♥ ♥✲❉❚❆✳

❚♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ✶✲❉❚❆ t❤❛t
❛❝❝❡♣ts ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♥✲❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♥❡✈❡r ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞ ❛♥ ♥✲❉❚❆ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ♥✲❉❚❆
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❛ ✶✲❉❚❆ ❛❧✇❛②s s✉✣❝❡s✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✶✲❉❚❆s ✐♥✲
st❡❛❞ ♦❢ ♥✲❉❚❆s r❡❞✉❝❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✭t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✮✳ ❚❤❡
❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❛t ✐t ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s
✭✶✲❉❚❆s✮ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❖♥ t❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥✲❉❚❆s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✭❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧❧②✮ s♠❛❧❧❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛②
s✐♥❝❡ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ s♠❛❧❧❡r ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❣✐✈❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥✲❉❚❆s✱ ❛♥❞ t❤❡♥
♣r♦✈❡ t❤❛t ♥✲❉❚❆s ❛♥❞ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛
s♠❛❧❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥
t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥t✲r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❊❘❆s✮ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳
❊❘❆s ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ♥✲❉❚❆s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

✸✳✹✳✶ ❆♥ ♥✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆❧t❤♦✉❣❤ ♥✲❉❚❆s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❛ ♥❡❛r❧②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✲❉❚❆s✳ ❱❡r② r♦✉❣❤❧②✱ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

• ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧② tr②✐♥❣ t♦ r❡s❡t ❝❧♦❝❦ x✱ tr② t♦ r❡s❡t ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❝❧♦❝❦s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦❝❦s X✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ r❡s❡t t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

• ❘❡str✐❝t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s t♦ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❡♥✲
s✉r❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡
r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛♥② t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✭t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦rr❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦r✮✳ ❚❤❡
r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❧♦❝❦✲③♦♥❡ ✭s❡❡
❡✳❣✳✱ ✭❆❧✉r ❛♥❞ ❉✐❧❧ ✶✾✾✹✮✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ s❤♦✇s ❛ ❝❧♦❝❦ ③♦♥❡✳

• ❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✱ ✉s❡ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t t❤❡
s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s v ❛♥❞ v′ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝❧♦❝❦s
x, y ∈ X s✉❝❤ t❤❛t v(x) > v′(x) ❛♥❞ v(y) < v′(y)✳

✺■❢ ✇❡ ❞♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss✱ ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡ t♦♦ ❧♦♥❣ ❢♦r ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳



✾✵ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

x

y

g

z

2

7

3 15

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❆ ❝❧♦❝❦ ③♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ st❛t❡ q✳
❚❤❡ ❣✉❛r❞ g = 2 ≤ y ≤ 7 ∧ 3 ≤ x ≤ 15 ✐s t❤❡ ❣✉❛r❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r
q✳ ❊✈❡r② ✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s g ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ q✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❉❚❆ ❝❛♥
♣❡r❢♦r♠ t✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❧♦❝❦ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✳
❚❤✉s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❡❛ z ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❛❝❤❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✽✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s ✐♥ t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❧♦❝❦s✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✱ t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧♦❝❦ ③♦♥❡ ❛♥❞ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ✐s ❡❛s② ✭❞❡✜✲
♥✐t❡❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ st❡♣ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ 2|X| ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧♦❝❦ r❡s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❝❧♦❝❦s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛♠♦✉♥t ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✱ t❤✐s st❡♣ t❛❦❡s ❝♦♥st❛♥t
t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
t✐♠❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❧♦❝❦s✳

❊♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❉❚❆s ❛r❡ ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✭Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✽✮✱ t❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ ♥♦t ♦❢ s✐③❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✲❉❚❆
❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✸✳✹✳✷ ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s ❛r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ♥✲❉❚❆ ♦r ❛ ✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❄ ❲❡
t❤✐♥❦ ✐t ✐s ❜❡st t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✶✲❉❚❆s s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ❜❡s✐❞❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s♠❛❧❧❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥ ♥✲❉❚❆
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞ ❛♥②t❤✐♥❣✿ ❛♥② ♥✲❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✶✲❉❚❆✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♥✲❉❚❆s ❛♥❞ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥ts✮✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✾✳ ✭❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ ❚✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛♥② A1 ∈ C1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ A2 ∈ C2 s✉❝❤ t❤❛t L(A1) =
L(A2) ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣
❛♥② ♥✲❉❚❆ t♦ ❛ ✶✲❉❚❆ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡



✸✳✹✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆s ✾✶

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ t♦ ❛❧❧ ❜✉t 1 ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ♥✲❉❚❆✳ ■♥ ❡✈❡r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✶✲❉❚❆✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠♦✈❡❞ ❝❧♦❝❦s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧♦❝❦✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞
❧❛♥❣✉❛❣❡s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥✲❉❚❆s ❛♥❞ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t A1 = 〈Q,Σ, X = {x1, . . . , xn},∆, q0, F 〉 ❜❡ ❛♥ ♥✲❉❚❆✱ ❛♥❞ ❧❡t c ∈ N ❜❡
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♥st❛♥t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛♥② ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ♦❢ A1✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✶✲❉❚❆ A2 = 〈Q∗,Σ, {x1},∆∗, q∗0 , F ∗〉✱ ✇❤❡r❡

• Q∗ = {〈q, t2, . . . , tn〉 | q ∈ Q ❛♥❞ ti ∈ [−c+ 1, c+ 1] ❢♦r 2 ≤ i ≤ n}

• ∆∗ = {〈〈q, t2, . . . , tn〉 , 〈q′, t′2, . . . , t′n〉 , a, x1 ≤ t1 ∧ x1 ≥ t1, R
∗〉 |

✕ t1 ∈ [0, c+ 1]

✕ t′i =



















t1 + ti ✐❢ x1 ∈ R ❛♥❞ xi 6∈ R

−t1 ✐❢ x1 6∈ R ❛♥❞ xi ∈ R

0 ✐❢ x1 ∈ R ❛♥❞ xi ∈ R

ti ♦t❤❡r✇✐s❡

✕ R∗ =

{

{x1} ✐❢ x1 ∈ R

∅ ♦t❤❡r✇✐s❡

✕ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈q, q′, a, g, R〉 ∈ ∆ s✉❝❤ t❤❛t g ✐s s❛t✐s✜❡❞
❜② ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v✱ ✇❤❡r❡ v(x1) = t1 ❛♥❞ v(xi) = t1 + ti ❢♦r 2 ≤ i ≤ n }

• q∗0 = 〈q0, 0, . . . , 0〉✱ ❛♥❞

• F ∗ = {〈q, t2, . . . , tn〉 | 〈q, t2, . . . , tn〉 ∈ Q∗ ❛♥❞ q ∈ F}✳

❲❡ ♥♦✇ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ∈ Σ × N ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t τ ∈ L(A1)
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ τ ∈ L(A2)✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ♣r❡✜① ♦❢ τ ✿ ✐❢ τi ❡♥❞s ✐♥ (q, v) ✐♥ A1✱ t❤❡♥ τi ❡♥❞s ✐♥
(〈q, v(x2) − v(x1), . . . , v(xn) − v(x1)〉 , v∗) ✐♥ A2✱ ✇❤❡r❡ v

∗(x1) = v(x1)✳
❋♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛s❡✱ A1 ❛♥❞ A2 st❛rt ✐♥ (q0, v0) ❛♥❞ (q∗0 = 〈q0, 0, . . . , 0〉 , v∗0)✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ v∗0(x1) = 0✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ τ0 = λ ❡♥❞s ✐♥ (q = q0, v = v0) ✐♥ A1✱
t❤❡♥ τ0 ❡♥❞s ✐♥ (〈q = q0, v(x2) − v(x1) = 0 − 0 = 0, . . . , v(xn) − v(x1) = 0〉 , v∗) ✐♥
A2✱ ✇❤❡r❡ v

∗(x1) = v(x1) = 0✳
❋♦r t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❛s❡✱ ❧❡t (a, t) ❜❡ t❤❡ it❤ s②♠❜♦❧✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♣❛✐r ♦❢ τ ✱ ✐✳❡✳✱ τi =

τi−1(a, t)✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
A1 ♦✈❡r τ ✳ ❚❤✉s✱ τi−1 ❡♥❞s ✐♥ s♦♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v) ✐♥ A1✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ δ = 〈q, q′, a, g, R〉 ∈ ∆ s✉❝❤ t❤❛t g ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② v + t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ A2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ∗ = 〈q∗, 〈q′, t′2, . . . , t′n〉 , a, x1 ≤ t1 ∧ x1 ≥ t1, R

∗〉 ∈
∆∗✱ ✇❤❡r❡ t1 = v(x1) + t✱ R∗ = {x1} ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ x1 ∈ R✱

q∗ = 〈q, (v(x2) + t) − t1, . . . , v
′(xn) − t1〉

= 〈q, v(x2) + t− (v(x1) + t), . . . , v(xn) + t− (v(x1) + t)〉
= 〈q, v(x2) − v(x1), . . . , v(xn) − v(x1)〉 ,



✾✷ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

❛♥❞

t′i =



















t1 + ti = v(x1) + t+ v(xi) − v(x1) = t+ v(xi) ✐❢ x1 ∈ R ❛♥❞ xi 6∈ R

−t1 = −v(x1) − t ✐❢ x1 6∈ R ❛♥❞ xi ∈ R

0 ✐❢ x1 ∈ R ❛♥❞ xi ∈ R

ti = v(xi) − v(x1) ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ δ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t τi−1 ❡♥❞s ✐♥ s♦♠❡ t✐♠❡❞ st❛t❡ (q, v)
✐♥ A1✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t τi ❡♥❞s ✐♥ (q′, v′) ✐♥ A1✱ ✇❤❡r❡

v′(x) =

{

v(x) + t ✐❢ x 6∈ R

0 ✐❢ x ∈ R✳

❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t τi−1 ❡♥❞s ✐♥ (〈q, v(x2)− v(x1), . . . , v(xn)−
v(x1)〉, v∗) ✐♥ A2✱ ✇❤❡r❡ v

∗(x1) = v(x1)✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ δ∗✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t τi ❡♥❞s ✐♥ (〈q′, t′2, . . . , t′n〉 , v∗

′

) ✐♥ A2✱ ✇❤❡r❡

v∗
′

(x1) =

{

v(x1) + t = v′(x1) ✐❢ x 6∈ R∗✱ ❤❡♥❝❡ ✐❢ x1 6∈ R

0 = v′(x1) ✐❢ x ∈ R∗✱ ❤❡♥❝❡ ✐❢ x1 ∈ R✳

❛♥❞

v′i =



















t+ v(xi) = v′(x1) − 0 = v′(xi) − v′(x1) ✐❢ x1 ∈ R ❛♥❞ xi 6∈ R

−v(x1) − t = 0 − v′(x1) = v′(xi) − v′(x1) ✐❢ x1 6∈ R ❛♥❞ xi ∈ R

0 = 0 − 0 = v′(xi) − v′(x1) ✐❢ x1 ∈ R ❛♥❞ xi ∈ R

v(xi) − v(x1) = (v′(xi) − t) − (v′(x1) − t) = v′(xi) − v′(x1) ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❤♦❧❞s t❤❛t ✐❢ τi ❡♥❞s ✐♥ (q, v) ✐♥ A1✱ t❤❡♥ τi ❡♥❞s ✐♥
(〈q, v(x2) − v(x1), . . . , v(xn) − v(x1)〉 , v∗) ✐♥ A2✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t
τ ∈ L(A1) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ τ ∈ L(A2)✿

✭⇒✮ ■❢ τ ∈ L(A1)✱ t❤❡♥ τ ❡♥❞s ✐♥ s♦♠❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ q ∈ F ✐♥ A1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ τ
❡♥❞s ✐♥ 〈q, v(x2) − v(x1), . . . , v(xn) − v(x1)〉 ∈ F ∗ ✐♥ A2✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ τ ∈ L(A2)✳

✭⇐✮ ■❢ τ 6∈ L(A1)✱ t❤❡♥ τ ❡♥❞s ✐♥ s♦♠❡ ♥♦♥✲✜♥❛❧ st❛t❡ q 6∈ F ✐♥ A1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ τ
❡♥❞s ✐♥ 〈q, v(x2) − v(x1), . . . , v(xn) − v(x1)〉 6∈ F ∗ ✐♥A2✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ τ 6∈ L(A2)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻ t❡❧❧s ✉s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② ♥✲❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✭❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r✮ ✶✲❉❚❆ ♦r✱ ♠♦r❡ t❛✐❧♦r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥✲❉❚❆s✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✸✵✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ♥✲❉❚❆ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✶✲❉❚❆ A
s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡✈❡r ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞ ❛♥ ♥✲❉❚❆ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ♥✲❉❚❆ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❛ ✶✲❉❚❆ ❛❧✇❛②s s✉✣❝❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✶✲❉❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣✲
❝✐❡♥t❧②✱ ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s ❝❛♥♥♦t✱ t❤✐s s✉♣♣♦rts ♦✉r ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
✶✲❉❚❆s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳



✸✳✺✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s ✾✸

✸✳✹✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❉❚❆s

■♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✱ ❛ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❡✈❡♥t
r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❊❘❆s✮ ✭●r✐♥❝❤t❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✳ ❆♥ ❊❘❆ ✐s ❛ ❚❆ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t a ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ xa✳ ❊❛❝❤
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❘❆ r❡s❡ts ♦♥❧② t❤❡ ❝❧♦❝❦ ✐ts ❧❛❜❡❧ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤✳ ❚❤✉s ❞✉r✐♥❣
❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❘❆✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝❧♦❝❦ xa ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s✐♥❝❡
t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ a ✇❛s ✜r❡❞✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❊❘❆s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛❜❧❡ ✭❆❧✉r ❡t ❛❧✳
✶✾✾✾✮✳ ❆ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ C ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛❜❧❡ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❛✉t♦♠❛t♦♥ A ∈ C ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A′ ∈ C✱
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❛❝❝❡♣t t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐✳❡✳✱ L(A) = L(A′)✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ❝❧❛ss❡s
♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛❜❧❡ ❚❆s✳ ❋♦r ❚❆s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ✭✐❢ ♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♦♥❡ ❚❆ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ❚❆✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❢r♦♠
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❞❛t❛✱ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❊❘❆s
✭❉❊❘❆s✮ ❢♦r♠ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❢r♦♠ q✉❡r✐❡s ✐❢ ✐t ✐s ❛❧s♦
❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ✭P❛r❡❦❤ ❛♥❞ ❍♦♥❛✈❛r ✷✵✵✵✮✳
❚❤✉s✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❉❊❘❆s ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✐♥❝❡ ❛♥
❊❘❆ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧♦❝❦s ✭❛♥ ❊❘❆ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✮✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❛♥❞ ✈❡r② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ t✐♠❡❞ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✶✲❉❚❆s✳ ❖✉r
r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
t✐♠❡❞ s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ✭●r✐♥❝❤t❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡❞
q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ q✉❡r✐❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣✮✳ ■❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
✶✲❉❚❆ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧r❡❛❞② q✉❡r②✲❧❡❛r♥s ✶✲❉❚❆s
❡✣❝✐❡♥t❧② ✇❤✐❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❉❊❘❆s✳

✸✳✺ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♦♥❡✲❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲

❝❧♦❝❦ ❉❚❆s

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦✉r ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r
♦❢ ♦♥❡✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆s ✭✶✲❉❚❆s✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆s ✭♥✲❉❚❆s✮✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts
❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❥✉st t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ✭s✉❝❤ ❛s r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②
❛♥❛❧②s✐s✮ t❤❛t ♠❛② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ t❡❧❧s ✉s t❤❛t✿

❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st str✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ L(A1)△
L(A2) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ ❛♥② t✇♦ ✶✲❉❚❆sA1 ❛♥❞ A2 ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✐♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✳



✾✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

q0

4

q2
b

x ≤ 1

d

x ≥2
n 

q1
a

reset x

c 

q0

4

q2
b

reset x

d
x ≤ 1

q1
a

c
x ≤ 1, reset x 

q3

q3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚✇♦ ✶✲❉❚❆s✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✶✲❉❚❆s
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✷✲❉❚❆ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

■♥ t❤❡ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✮ ✜❡❧❞✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥② ❉❚❆ ✇✐t❤ n ❝❧♦❝❦s t♦ n
✶✲❉❚❆s ✭❆s❛r✐♥✱ ❈❛s♣✐ ❛♥❞ ▼❛❧❡r ✷✵✵✶✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♥✲❉❚❆✱ ❝r❡❛t❡ ❛ ✶✲❉❚❆ ❝♦♣② ❢♦r ❡✈❡r② ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ s❡t
❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧♦❝❦s ✐♥ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ t♦ true✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ t❤❡s❡ n ✶✲❉❚❆s ✐s ✭✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✮ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❚❆✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ s✉❝❤ ✶✲❉❚❆s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ♥✲❉❚❆ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽ t❡❧❧s ✉s t❤❛t✿

❚❤❡ s❤♦rt❡st str✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ L(A1)∩L(A2) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s ♦❢ t✇♦ ✶✲❉❚❆s A1 ❛♥❞ A2 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
p ✐♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✳

❚❤❡ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✈❡ t❡❧❧ ✉s s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡s✲
s✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t L(A)C

♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛ ✶✲❉❚❆ A ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧②✮ ❜② ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ A✳ ❙✐♥❝❡ ✶✲❉❚❆ ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡
✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✮✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

❚❤❡ s❤♦rt❡st str✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✭♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝✮ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ L(A1)\L(A2) =
L(A1)∩L(A2)

C ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ ❛♥② t✇♦ ✶✲❉❚❆s A1 ❛♥❞ A2

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✐♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✳

■♥ ❢❛❝t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛❧❣❡✲
❜r❛✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ ♠❛♥② ♦❢ s✉❝❤ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡② t❡❧❧ ✉s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ t✇♦ ✶✲
❉❚❆s ✐s str✐❝t❧② ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ✶✲❉❚❆s✿ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✐t ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✶✲❉❚❆✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❧♦✇✉♣✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s



✸✳✻✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✾✺

(Σ× N)∗

A

B

C

D

L(A) L(A′)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦ ✶✲❉❚❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❱❡♥♥ ❞✐❛❣r❛♠✳ A ❛♥❞ A′
❛r❡ t✇♦ ✶✲❉❚❆s✳ ■♥ t❤❡ ❱❡♥♥ ❞✐❛❣r❛♠ t❤❡r❡ ❛r❡ 4 s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L(A)
♦❢ A ✐s ❡q✉❛❧ t♦ A ∪ B✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L(A′) ♦❢ A′ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ C ∪ B✳ B ✐s t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ L(A) ❛♥❞ L(A)✳ ❚❤✉s✱ B ✐s ❛ ✷✲❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✐♥ B ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✮✳
❯s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r A✱ C✱ ❛♥❞ D✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✐♥ X∪Y
✇❤❡r❡ X,Y ∈ {A,B,C,D} ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✮✳

t❡❧❧s ✉s s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦s ✐♥ ❉❚❆s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r t❤❡♦r❡♠s t♦ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ P❡r❤❛♣s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❛❝❤❛❜✐❧✲
✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ ♦❢ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢ ✶✲❉❚❆s ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳

✸✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✿

✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✮ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✾✮✳

✷✳ ❉❚❆s ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ ❛♥❞
t❤✉s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✵✮✳

✸✳ ❉❚❆s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ ✭✶✲❉❚❆s✮ ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✭❚❤❡♦✲
r❡♠ ✹✮✳

✹✳ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ♦✉r ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✸✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✮✳

✺✳ ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s ✭❉❚❆s ✇✐t❤ n ❝❧♦❝❦s✮ ❛r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❚❤❡♦✲
r❡♠ ✻✮✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ r♦✉❣❤❧② ❤♦✇ t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♥✲❉❚❆s✱ ❛❧❜❡✐t ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮✳



✾✻ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s

❙✐♥❝❡ ❉❋❆s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✭❖♥❝✐♥❛ ❛♥❞ ●❛r❝✐❛ ✶✾✾✷✮✱ t❤❡ r❡❛s♦♥
❢♦r ♦✉r ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② r❡s✉❧ts ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✭✉s✐♥❣
♥✉♠❜❡rs✮ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❉❚❆s✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❉❚❆✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❉❋❆
t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✮ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✭✉s✐♥❣ st❛t❡s✮✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❉❋❆
✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❉❋❆
♦❢ s✐③❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❚❆
❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❉❚❆✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❉❚❆s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❚❆
✐s t♦ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ♠❛❦❡ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✿ ❡✈❡r② t✐♠❡❞
s②♠❜♦❧ (a, t) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② a � . . . �✱ ✇❤❡r❡ � ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ s②♠❜♦❧ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛ t✐♠❡
✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ | � . . . � | = t✳ ❋r♦♠ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥♣✉t ❛ ❉❋❆ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛♥② ❉❚❆ t❤❛t ❝♦✉❧❞
❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥♣✉t
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❋❆ ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡✐r t✐♠❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ s✉❝❤
❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

■t ❝♦♠❡s ❛s ❛ s✉r♣r✐s❡ t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ✐s s✉r✲
♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st✐❧❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r ❉❋❆
✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✶✲❉❚❆✿ t✐♠❡ ✐s st✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉♥❛r②✮✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧❡♠♠❛
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✶✾✮✳ ❚❤✐s ❧❡♠♠❛ st❛t❡s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ s❤♦rt❡st t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ✶✲❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳
❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
t✐♠❡❞ str✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥②♦♥❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐✲
❢②✐♥❣ t✐♠❡❞ s②st❡♠s ✭❛♥❞ ❉❚❆s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✮✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
r❡s✉❧ts t❡❧❧ ✉s t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ✶✲❉❚❆ ❢r♦♠ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦
♥❡❡❞s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❚❆ ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦s s❤♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤
s♦♠❡t✐♠❡s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✱ ♦r ❤❡ ♦r s❤❡ ❤❛s t♦ ✜♥❞ s♦♠❡
♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢
❉❚❆s ✭s✉❝❤ ❛s ✶✲❉❚❆s✮✳



❈❍❆P❚❊❘ ✹

■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇♦r❦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❣✐✉♥✲❉✉t❝❤ ❈♦♥❢❡r✲

❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❱❡r✇❡r✱ ❞❡ ❲❡❡r❞t ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s

♦❢ t❤❡ ❆♥♥✉❛❧ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❇❡❧❣✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s ✭❱❡r✇❡r✱

❞❡ ❲❡❡r❞t ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥ ✷✵✵✼✮✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❧❡❛r♥✲
✐♥❣✮ ♦❢ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢
s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✭❝♦rr❡❝t✮ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡
❞♦❡s ♥♦t ✭♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❢❛✉❧t② ❜❡❤❛✈✐♦r✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❛♥ ❡①♣❡rt ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✲
❝✐❞❡ ❢♦r s♦♠❡ ❞❛t❛ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s
❜❡❤❛✈✐♦r ♦r ♥♦t✳ ❋r♦♠ s✉❝❤ ❞❛t❛✱ ✇❡ tr② t♦ ✜♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡❢❡r✲
❛❜❧② s♠❛❧❧❡st ❛♠♦♥❣st ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ♥❡✇ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✳

❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ s②st❡♠s ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❉❋❆✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ❆ ❉❋❆ ✐s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱
✐ts ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✜❡❧❞ ✭❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛ ✷✵✵✺✮✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❛❦❡ ❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
♠❡t❤♦❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❉❋❆ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ♦✉r ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ♦❜✲
s❡r✈✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✱ t❤❡r❡ ♦❢t❡♥ ✐s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❥✉st t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ s②♠❜♦❧s✿ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ s②♠❜♦❧s ♦❝❝✉r ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❇② ✐ts❡❧❢✱ t❤❡



✾✽ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s

❉❋❆ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦♦ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s t✐♠❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛②
t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s t✐♠❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ t✐♠❡❞ ❞❛t❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛
s②♠❜♦❧ t❤❛t ♦❝❝✉rs 3 s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s 3 s♣❡❝✐❛❧
t✐♠❡ t✐❝❦ s②♠❜♦❧s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧✳ ❆ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❛t ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❧♦✇✉♣ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❛✉t♦♠❛t♦♥ s✐③❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ t✐♠❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ ❛ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥
✭❚❆✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❚❆s ❝❛♥ ♠♦❞❡❧
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ❡✈❡♥ts✱ r❡❣✉❧❛r ❚❆s ❛r❡ ✈❡r②
❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❚❆s ❝❛♥♥♦t ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛t ❧❡❛st ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ s✉❝❤ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss✱
♣❛rs✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡ t♦♦ ❧♦♥❣ ❢♦r ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛ ❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐❢ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❚❆s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ ✭✶✲❉❚❆s✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡
❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛ ✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ t②♣❡ ♦❢ ✶✲❉❚❆✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥
✭❉❘❚❆✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❆ ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡✈❡♥ts✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s
t♦ ❉❘❚❆s ❛♥❞ ♥♦t t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❧❛ss ♦❢ ✶✲❉❚❆s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤
❢♦r ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ tr✉❝❦ ❞r✐✈❡r
❜❡❤❛✈✐♦r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ✐s ❛
❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❉❋❆s✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✲s❡ts ✭❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✸✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❚■✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡st✲♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❆s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡✲❞r✐✈❡♥ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ✭❊❙❉▼✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❉❋❆s ❛♥❞ ❉❘❚❆s ❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤✐s s❡❡♠s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❘❚❆ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❞✐✣❝✉❧t t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❋❆✿ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
♦♥❧② t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ t♦ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② NP✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳
▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❛s ❞✐❢✲
✜❝✉❧t ❛s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❘❚■ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡✱ ❝♦rr❡❝t✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t
❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✮✳

❆ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❉❙▼ ❛♥❞ ❘❚■ ✐s t❤❛t ❘❚■ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t✐♠❡❞
❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❘❚■ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❜②
❊❉❙▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❞❛t❛✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❡✇ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t✐♠❡❞
❞❛t❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❘❚■ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❘❚■ ❛♥❞ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮✳



✹✳✷✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✾✾

❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✜rst r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❜② s♣❡❝✐❛❧
t✐♠❡ t✐❝❦ s②♠❜♦❧s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r✉♥s ❊❉❙▼ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❉❋❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❉❘❚❆✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛✲s❡ts ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❉❘❚❆✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥
t❤❛t ❘❚■ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ t❤✉s s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❉❘❚❆s ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✿
❘❚■ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❉❘❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

• ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❘❚❆✿ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❘❚❆ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❋❆ ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❛ s✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐❞❡❛s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✮✳

✹✳✷ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛

■♥ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✱ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s②♠❜♦❧ ✭❡✈❡♥t✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts t✐♠❡ ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✉s✐♥❣
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs N✳ ❚❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❛❧ ✇✐t❤
❛ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❡✳❣✳ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳ ❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝❡♣t ♦r ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ τ = (a1, t1)(a2, t2)(a3, t3) . . . (an, tn)
♦❢ s②♠❜♦❧s ai ∈ Σ ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ti ∈ N✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✳ ❊✈❡r②
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ti ✐♥ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ ✭❞❡❧❛②✮ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
s②♠❜♦❧ ai s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②♠❜♦❧ ai−1✳

■♥ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ t✐♠✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦s
❛♥❞ ❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞ ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t✐♠❡❞
❛✉t♦♠❛t❛ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❦♥♦✇♥ ❛s r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❘❚❆s✮ ✭❉✐♠❛
✷✵✵✶✮✳ ❆♥ ❘❚❆ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
t❤✐s t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳ ❲❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ❘❚❆ ❢r♦♠ ❛ t✐♠❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❜② t❛❦✐♥❣
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❧❛② ❢r♦♠ S✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞
✭❝♦♥str❛✐♥t✮ [n, n′] ❜② ❛ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ N✳ ❲❡ s❛② t❤❛t [n, n′] ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t ∈ N ✐❢ t ∈ [n, n′]✳ ❆♥ ❘❚❆ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ✭❘❚❆✮ ❆ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❘❚❆✮ ✐s ❛ ✺✲t✉♣❧❡ A = 〈Q,Σ,∆,
q0, F 〉✱ ✇❤❡r❡ Q ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ Σ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s✱ ∆ ✐s ❛ ✜♥✐t❡
s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ q0 ✐s t❤❡ st❛rt st❛t❡✱ ❛♥❞ F ⊆ Q ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡s✳

❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ∈ ∆ ✐♥ ❛♥ ❘❚❆ ✐s ❛ t✉♣❧❡ 〈q, q′, a, [n, n′]〉✱ ✇❤❡r❡ q, q′ ∈ Q ❛r❡
t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t st❛t❡s✱ a ∈ Σ ✐s ❛ s②♠❜♦❧✱ ❛♥❞ [n, n′] ✐s ❛ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✭t✐♠❡❞✮ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❘❚❆s ✭❉❘❚❆s✮✳ ❆♥ ❘❚❆ A ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐❢ A ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧✱
t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡✱ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s✳ ▲✐❦❡ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ✐♥
❉❘❚❆s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ st❛t❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❉❋❆s✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
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1 43
slowdown speedup, 

[0, 50]
constant, 
[0, 20]

2
constant

slowdown, 
[0, 300]

5

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝❛ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❉❘❚❆✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ❛r❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ t❡♥t❤s ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞✳

❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ ❉❘❚❆ ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ❢♦r ❛ ✇❤✐❧❡ ❜❡❢♦r❡ ✐t
❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♥❡①t s②♠❜♦❧✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐t s♣❡♥❞s ✐♥ ❡✈❡r② st❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣✳ ■♥ ❛ ❉❘❚❆✱ ❛ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❝❛♥
✜r❡✮ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡✳ ❆
tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈q, q′, a, [n, n′]〉 ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ ✐s t❤✉s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡
❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ✐♥ st❛t❡ q✱ r❡❛❞✐♥❣ ❛ t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧ (a, t) s✉❝❤ t❤❛t t ∈ [n, n′]✱ t❤❡♥
t❤❡ ❉❘❚❆ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ q′✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❉❘❚❆ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞r✐✈✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r ❦♥♦✇♥ ❛s ❵❤❛r♠♦♥✐❝❛ ❞r✐✈✐♥❣✬✳ ❚❤✐s ♦❢t❡♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ tr✉❝❦ ✐s ❞r✐✈✐♥❣
❛t ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡ ❞r✐✈❡r
s❧♦✇s ❞♦✇♥ ❛ ❜✐t✱ ✇❛✐ts ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
✐♥ ❢r♦♥t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s♣❡❡❞s ✉♣ ❛❣❛✐♥✱ ❝❧♦s✐♥❣ ✐♥ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤✐s ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss
♦❢t❡♥ r❡♣❡❛ts ✐ts❡❧❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t✐♠❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞r✐✈❡r ✜♥❛❧❧② ❛❞❥✉sts t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
t❤❡ tr✉❝❦ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❤✐♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❘❚❆✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ✭❉❘❚❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❆ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ A =
〈Q,Σ,∆, q0, F 〉 ♦✈❡r ❛ ✭✜♥✐t❡✮ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ = (a1, t1) . . . (an, tn) ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡

q0
(a1,t1)−−−−→ q1 . . . qn−1

(an,tn)−−−−−→ qn

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n✱ 〈qi−1, qi, ai, [ni, n
′
i]〉 ∈ ∆✱ ✇❤❡r❡ ti ∈ [ni, n

′
i]✳ ❆

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ✐❢ qn ∈ F ✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ❡♥❞s ✐♥ ❛ ❉❘❚❆ A ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❛t❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A ♦✈❡r τ ✱ ✐✳❡✳✱ τ ❡♥❞s ✐♥ qn✳ ❆ ❉❘❚❆ A ❛❝❝❡♣ts ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣
τ ✐❢ τ ❡♥❞s ✐♥ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ qn ∈ F ✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ A✱ ❞❡♥♦t❡❞
L(A)✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s τ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A ♦✈❡r τ ✐s ❛❝❝❡♣t✐♥❣✳

❙✐♥❝❡ ❉❘❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❡✲❝❧♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛
✭✶✲❉❚❆s✮✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❉❘❚❆s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✮ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡♠ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② r❡s✉❧t✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❢❛✐❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡r❡
❜❡✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✭❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t✮✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
✐s ♥♦t ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜❡tt❡r t♦ ✉s❡ s♦♠❡



✹✳✸✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✶✵✶

❢♦r♠ ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❘❚❆s✳

✹✳✸ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛

●✐✈❡♥ ❛ t✐♠❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S = (S+, S−) ✭❛ ♣❛✐r ♦❢ s❡ts ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
t✐♠❡❞ str✐♥❣s✮✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❉❘❚❆ A t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❉❘❚❆ A s✉❝❤ t❤❛t S+ ⊆ L(A) ❛♥❞ S− ⊆ L(A)❝✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❛❞❞s ❛ ❞✐✣❝✉❧t s✉❜♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❋❆ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s✳ Pr❡❢❡r❛❜❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤✐s s✉❜♣r♦❜❧❡♠
♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ■t s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❛ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ♦❢ ❛
❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❉❘❚❆s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ st❛rt
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡s❡ t✐♠❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ ✐s
❛❧r❡❛❞② NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✉♥❧❡ss P = NP ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ❛s ❛ s✉❜♣r♦❜✲
❧❡♠✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❡s ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ✐♥ ❛ ✇❛② s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ✇❛② ✐t ✐❞❡♥t✐✜❡s st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❚■ ✭❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✹✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡✲❞r✐✈❡♥ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ✭❊❉❙▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❋❆s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳ ❘❚■ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧
♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❡s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✸✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r
❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ❜② s♣❧✐tt✐♥❣
tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ t✇♦ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷✮✳

❇♦t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✲s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❡s ❛r❡ ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
❉❘❚❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✱ ✇❡ ❡♥❞ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❘❚■
r✉♥s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✸ t♦ ✹✳✺✮✱ ❛♥❞ t❤❛t
✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✮✳

✹✳✸✳✶ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡

■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ✐s ❛ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ❢❛✈♦r❛❜❧❡
❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭◆❋❆✮
str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ✐s
st✐❧❧ NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✿

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ●✐✈❡♥ ❛ t✐♠❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S ❛♥❞ ❛♥ ◆❋❆ A = 〈Q,Σ,∆, q0, F 〉✱ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ δ = 〈q, q′, a〉 ∈ ∆ ❛ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ [n, n′] s✉❝❤
t❤❛t 〈Q,Σ, {〈q, q′, a, [n, n′]〉 | 〈q, q′, a〉 ∈ ∆, n, n′ ∈ N}, q0, F 〉 ✐s ❛ ❉❘❚❆ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ S ✐s NP✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

Pr♦♦❢✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ✐s ❜② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✸✲❙❆❚ ✭❢♦r ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❡❡ ❡✳❣✳ ✭❙✐♣s❡r
✶✾✾✼✮✮✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧
♣r♦♦❢✳



✶✵✷ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s

q0 q3q2

q1

q4
Σ

Σ

Σ

Σ

Σ

q3
Σ

Σ

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❉❘❚❆ ✭✇✐t❤♦✉t ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡✲
❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s V ♦❢
t❤❡ ✸✲❙❆❚ ✐♥st❛♥❝❡✳

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ◆❋❆ A✱ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✳ ❚❤❡ ◆❋❆ A ❤❛s ❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ♠♦st❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ✸✲❙❆❚ ✐♥st❛♥❝❡❀ ♦♥❧② t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ s②♠❜♦❧ a ❢♦r ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡
a ∈ V ✐♥ t❤❡ ✸✲❙❆❚ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡ q4 ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡✈❡♥
✐♥❞❡①✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❝❧❛✉s❡ c ✐♥ t❤❡ ✸✲❙❆❚ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
6 ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡r② s✉❝❤ str✐♥❣ τ ❤❛s 3 ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ r❡❛❝❤ st❛t❡ q4✱
♦♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ l ✐♥ c✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡② r❡❛❝❤ st❛t❡ q4 ✐♥ ♦♥❡ s✉❝❤ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s [n1, n2] ❛♥❞ [n3, n4] ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛s
❧❛❜❡❧ t❤❡ ❛t♦♠ a ♦❢ l✿

• ✐❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ l ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡♥ τ r❡❛❝❤❡s q4 ✐❢ 1 ∈ [n1, n2] ❛♥❞ 1 ∈ [n3, n4]❀

• ✐❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ l ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡♥ τ r❡❛❝❤❡s q4 ✐❢ 0 ∈ [n1, n2] ❛♥❞ 0 ∈ [n3, n4]✳

❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s τ ′ ∈ S− ❛r❡ str✐♥❣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 2 t❤❛t r❡❛❝❤ st❛t❡ q4 ♦♥
✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ❧❛❜❡❧s a ∈ Σ✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s [n1, n2] ❛♥❞ [n3, n4] ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤
❧❛❜❡❧ a ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ 0 ❛♥❞ 1✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉❛r❞s ♦❢ t❤✐s ◆❋❆
A s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s r❡❛❝❤ q4✱ ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❝❤ q4✱
r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❛t ✸✲❙❆❚ ✐♥st❛♥❝❡
t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ❝❧❛✉s❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢✳

▲❡t I = (V = {v1, . . . , vn}, C = {c1, . . . , cm}) ❜❡ ❛ ✸✲❙❆❚ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❲❡
❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ (S =
(S+, S−),A = 〈Q,Σ,∆, q0, F 〉) ✭A ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✮✱ ✇❤❡r❡✿

• S+ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τc = (a1, t1)(a1, t1)(a2, t2)(a2, t2)(a3, t3)(a3, t3)
❢♦r ❡✈❡r② ❝❧❛✉s❡ c = {l1, l2, l3} ∈ C✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ 3✱ ai ✐s t❤❡ ❛t♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧ li✱ ❛♥❞ ti = 1 ✐❢ li ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✱ ti = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡❀

• S− ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s τv = (a, 0)(a, 1) ❛♥❞ τ ′v = (a, 1)(a, 0) ❢♦r ❡✈❡r②
✈❛r✐❛❜❧❡ a ∈ V ❀

• Q = {q0, q1, q2, q3, q4}❀

• Σ = V ❀
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• ∆ =
⋃

a∈V

{

〈q0, q1, a〉 , 〈q1, q0, a〉 , 〈q0, q2, a〉 , 〈q2, q3, a〉 ,
〈q2, q4, a〉 , 〈q3, q3, a〉 , 〈q4, q4, a〉

}

❀

• F = {q4}✳
❲❡ ♥♦✇ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ∈ ∆ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❘❚❆ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✸✲❙❆❚ ✐♥st❛♥❝❡
✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

✭⇒✮ ▲❡t m : V → {true, false} ❜❡ ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✸✲❙❆❚ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ ✐✳❡✳✱
s❡tt✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s v ∈ V t♦ m(v) ♠❛❦❡s I s❛t✐s✜❡❞✳ ❯s✐♥❣ m ✇❡ ❝r❡❛t❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ A✿

• ❢♦r ❛❧❧ 〈q0, q1, a〉 ∈ ∆ ❛♥❞ ❛❧❧ 〈q2, q3, a〉 ∈ ∆ ❝r❡❛t❡ ❛ ❣✉❛r❞ [t, t]✱ ✇❤❡r❡ t = 1
✐❢ m(a) = true✱ t = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡❀

• ❢♦r ❛❧❧ 〈q1, q0, a〉 ∈ ∆✱ ❛❧❧ 〈q3, q3, a〉 ∈ ∆✱ ❛♥❞ ❛❧❧ 〈q4, q4, a〉 ∈ ∆ ❝r❡❛t❡ ❛ ❣✉❛r❞
[0, 1]❀

• ❢♦r ❛❧❧ 〈q0, q2, a〉 ∈ ∆ ❛♥❞ ❛❧❧ 〈q2, q4, a〉 ∈ ∆ ❝r❡❛t❡ ❛ ❣✉❛r❞ [t′, t′]✱ ✇❤❡r❡ t′ = 1
✐❢ m(a) = true✱ t′ = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❆❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ❧❡❛❞ t♦ q4 ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt st❛t❡ q0 ✐♥ t❤❡ ❉❘❚❆
✇❡ ❥✉st ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡ τv ∈ S− ❝❛♥ ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ q4✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡② ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲✜♥❛❧
st❛t❡ q3✳

❋♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ τc ∈ S+✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s τc ❝❛♥ ✜r❡ ❛t
t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A′✿ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈q0, q1, a〉 t♦ q1✱ ♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
〈q0, q2, a〉 t♦ q2✳ ■t ✜r❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ st❛t❡ q2 ✐❢ ❡✐t❤❡r m(a) = true ❛♥❞ t❤❡ ✜rst
❧✐t❡r❛❧ ✐♥ c ✐s a✱ ♦r m(a) = false ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ c ✐s ¬a✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ τ ✜r❡s ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ st❛t❡ q1✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✜r❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s t♦ st❛t❡ q2✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r
❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s 〈q2, q4, a〉 t♦ st❛t❡ q4 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❣✉❛r❞s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
〈q0, q2, a〉✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ τc ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐t ✜r❡s ✐s t♦
st❛t❡ q4✳ ❆❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ st❛t❡ q4✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s 〈q4, q4, a〉 ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ [0, 1]
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ✐t ❡♥❞s ✐♥ q4✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✜r❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s t♦ st❛t❡ q1✳ ❚❤❡ ♥❡①t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐t ✜r❡s ✐s ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈q1, q0, a〉 ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ [0, 1] ❜❛❝❦ t♦ q0✳ ❋r♦♠ q0 ✐t ❛❣❛✐♥ ✜r❡s ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❡✐t❤❡r q1 ♦r q2 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m(a) ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥❡①t
❧✐t❡r❛❧ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥♦t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ c t❤❛t ✐s s❛t✐s✜❡❞
❜② m✱ τ ✇✐❧❧ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✜r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ q2✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t
❡♥❞ ✐♥ q4✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s τc ∈ S+ ❡♥❞ ✐♥ q4✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❤♦❧❞s
t❤❛t S+ ⊆ L(A′) ❛♥❞ S− ⊆ L(A′)❝✳

✭⇐✮ ▲❡t A′ ❜❡ ❛ ❉❘❚❆ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ A ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s t♦ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t S+ ⊆ L(A′) ❛♥❞ S− ⊆ L(A′)❝✳ ❇❡❝❛✉s❡A ❛❝❝❡♣ts ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s 〈q0, q2, a, [n1, n2]〉 ❛♥❞
〈q2, q4, a, [n3, n4]〉 ✐♥ A′ ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✮ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t 0 ∈ [n1, n2] ∪ [n3, n4]
♦r 1 ∈ [n1, n2] ∪ [n3, n4]✱ ❜✉t ♥♦t {0, 1} ∈ [n1, n2] ∪ [n3, n4]✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✸✲❙❆❚ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❢♦r ❛❧❧ a ∈ V ✱ s❡t m(a) = true ✐❢
1 ∈ [n1, n2]∪ [n3, n4]✱ s❡t m(a) = false ✐❢ 0 ∈ [n1, n2]∪ [n3, n4]✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
S+✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t S+ ⊆ L(A′)✱ m ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
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a
[1,2]

accepting

rejecting

inconsistent

b
[1,2]

a
[1,2]

b
[1,2]

b
[1,2]

b
[1,2]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆ t✐♠❡❞ ❆P❚❆ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✿ (S+ = {(a, 1),
(a, 1)(b, 2)(b, 1), (b, 2)(b, 1)}, S− = {(a, 1)(b, 1)(a, 1), (b, 2), (b, 1)(b, 1)})✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ❞❡❧❛② tmin ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s 1✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❧❛② tmax ✐s 2✳

❧✐t❡r❛❧ ✐♥ ❡✈❡r② ❝❧❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✸✲❙❆❚ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✸✲❙❆❚ ✐♥st❛♥❝❡
✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❉❘❚❆ ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❉❘❚❆ ♦♥ ❡✈❡r②
❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ NP✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s
t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ st✐❧❧ ✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ❛♥❞
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❉❘❚❆✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞♦ s♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❜✉t ✇❡ ♠✐❣❤t ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❛t❛✱
✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞♦ s♦ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❘❚❆✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥✲
t✐✜❡s ❛ s♠❛❧❧ ❉❘❚❆ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❢r♦♠ ❛ t✐♠❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s
❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

✹✳✸✳✷ ❚✐♠❡❞ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✲s♣❧✐tt✐♥❣

❖✉r ❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❘❚■✱ ✐s ❛♥ ❊❉❙▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉s❡s
t❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣
r♦✉t✐♥❡s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❉❘❚❆s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥❡✇ r♦✉t✐♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✲s♣❧✐tt✐♥❣ ✱ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ✐t
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ♦❢ ❛ ❉❘❚❆✳ ❚❤✐s r♦✉t✐♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜② ✜rst ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❡✈❡r② t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✐♥t♦ t✇♦ ♥❡✇ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t✇♦ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♦♥❡✲❝❧♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ■❉❴✶✲❉❚❆ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✮ t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❡s ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❜② s✐♠♣❧②
s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥s✐st❡♥t ♦♥❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣ r♦✉t✐♥❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤✐s s♠❛❧❧❡st ✜rst ♦r❞❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s r♦✉t✐♥❡ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡
♠❡❛s✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❊❉❙▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡
■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❡ ♠❛❞❡ t♦
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❊❉❙▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳



✹✳✸✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✶✵✺

❆ t✐♠❡❞ ❆P❚❆ ▲✐❦❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❘❚■ st❛rts ✇✐t❤
❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣r❡✜① tr❡❡ ❛❝❝❡♣t♦r ✭❆P❚❆✮ (A, R)✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣r❡✜① tr❡❡ ❉❘❚❆ A✱
❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ st❛t❡s R✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❆P❚❆✱ t✇♦ str✐♥❣s
❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚✇♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐❢ ❛t
❡✈❡r② ✐♥❞❡① ❜♦t❤ t❤❡✐r s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■t r❛r❡❧② ♦❝❝✉rs
t❤❛t ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S ❝♦♥t❛✐♥s ✭♣r❡✜①❡s ♦❢✮ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡r❡ ✇❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❆P❚❆ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✇❛②✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡
r❡❛❝❤❡❞ ❜② ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ ❢r♦♠ S✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱
t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s
♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ ❧❛r❣❡r ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞❡❧❛②
❣✉❛r❞s ✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧✐❦❡ ♦✉r ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ✈❡r②
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❝❧❡❛r❧② ❢❛✐❧s s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❝♦♠❜✐♥❡ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧
❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✭s✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ♠❡r❣❡ ♥♦ st❛t❡s ❛t ❛❧❧✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡✐t❤❡r 1 ♦r 0✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s
❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❆ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❧❡❛r❧② ❝r❡❛t❡s s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ✉s✐♥❣ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐✳❡✳✱ ❜②
✐♥✐t✐❛❧❧② s❡tt✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ✭❧❛r❣❡✮ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡♠
✭♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ s♠❛❧❧❡r✮ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ st✐❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ ♦✉r t✐♠❡❞ ❆P❚❆ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✱ t✇♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡
✐❢ t❤❡✐r ✉♥t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✭t❤❡ str✐♥❣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✮ ❛r❡
✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❛❧❧ ❞❡❧❛②
❣✉❛r❞s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡❞ ❆P❚❆ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ tmin ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ tmax t✐♠❡
✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s t✐♠❡❞ ❆P❚❆ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❆P❚❆ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥t✐♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
❢r♦♠ S✳ ❲❡ s❤♦✇ ❛ t✐♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆P❚❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳

❖✉r t✐♠❡❞ ❆P❚❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t st❛t❡s✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥t✐♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠✲
♣❧❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ str✐♥❣ bb ✐s t❤❡ ✉♥t✐♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
(b, 2)(b, 1) ∈ S+ ❛♥❞ (b, 1)(b, 1) ∈ S−✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ✭s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣✮ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡
t ∈ [tmin, tmax − 1]✳

❙♣❧✐tt✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❆ s♣❧✐t ✇✐t❤ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆ ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❜② tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ✜r❡ δ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛② ✈❛❧✉❡ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t✳ ❆♥
❡①❛♠♣❧❡ s♣❧✐t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳

❚❤❡ ❡①❛❝t r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s♣❧✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡
✜r❡ δ✳ ❊✈❡r② s✉❝❤ str✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s τ(a, t′)τ ′✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ ♣r❡✜① ❜❡❢♦r❡
✜r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ✱ (a, t′) ✐s ❛ ♣❛✐r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧ a ♦❢ δ ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t
t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ [n, n′] ♦❢ δ✱ ❛♥❞ τ ′ ✐s t❤❡ s✉✣① ❛❢t❡r ✜r✐♥❣ δ✳ ❲❡ ❝❛❧❧
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❈♦♥str✉❝t t❤❡ t✐♠❡❞ ❆P❚❆✿ t❛♣t❛

❘❡q✉✐r❡✿ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S = {S+, S−} ✇✐t❤ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡❧❛② ✈❛❧✉❡s tmin ❛♥❞ tmax

❊♥s✉r❡✿ (A, R) ✐s t❤❡ t✐♠❡❞ ❆P❚❆ ❢♦r S ✭❛ ❉❘❚❆ A ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣
st❛t❡s R✮
❙❡t A := 〈Q = {q0}, Σ, ∆ = ∅, q0, F = ∅〉
❙❡t R := ∅
❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ = (a1, t1), . . . , (an, tn) ❢r♦♠ S ❞♦

❙❡t st❛t❡ q := q0

❢♦r ❡✈❡r② ✐♥❞❡① 0 < i ≤ n ♦❢ τ ❞♦

✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦ 〈q, q′, ai, [n, n′]〉 ∈ ∆ ❢♦r ❛♥② q′ ❛♥❞ [n, n′] t❤❡♥
❆❞❞ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ q′ t♦ A
❆❞❞ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈q, q′, ai, [tmin, tmax]〉 t♦ A

❡♥❞ ✐❢

❙❡t q := q′

❡♥❞ ❢♦r

✐❢ τ ∈ S+ t❤❡♥ s❡t F = F ∪ {q}
✐❢ τ ∈ S− t❤❡♥ s❡t R = R ∪ {q}

❡♥❞ ❢♦r

❘❡t✉r♥ (A, R)

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✿ s♣❧✐t

❘❡q✉✐r❡✿ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉❘❚❆ (A = 〈Q, Σ, ∆, q0, F 〉 , R)✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ = 〈q, q′, a,

[n, n′]〉✱ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t ∈ [n, n′]✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S

❊♥s✉r❡✿ δ ✐s s♣❧✐t ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ A ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②
❘❡♠♦✈❡ δ ❢r♦♠ A
❘❡♠♦✈❡ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆P❚❆ ✇✐t❤ q′ ❛s r♦♦t ❢r♦♠ A
❆❞❞ t✇♦ ♥❡✇ st❛t❡s q1 ❛♥❞ q2 t♦ A✳
❆❞❞ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ1 := 〈q, q1, a, [n, t]〉 t♦ A✳
❆❞❞ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ2 := 〈q, q2, a, [t + 1, n]〉 t♦ A✳
❙❡t q1 t♦ ❜❡ t❤❡ st❛rt st❛t❡ ♦❢ A1 := t❛♣t❛(Sδ1)
❙❡t q2 t♦ ❜❡ t❤❡ st❛rt st❛t❡ ♦❢ A2 := t❛♣t❛(Sδ2)

t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ δ = (a, t′)τ ′ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ τ(a, t′)τ ′ ❢♦r δ✳ ❙✉❝❤ ❛ t❛✐❧ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡
♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✐❢ ττ δ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮✳ ❲❡ ✉s❡ Sδ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡
♦❢ ❛❧❧ t❛✐❧s ❢r♦♠ S ❢♦r δ✱ ✐✳❡✳✱ Sδ = (Sδ

+ = {τ δ | τ ∈ S+}, Sδ
− = {τ δ | τ ∈ S−})✳

■♥ ❛ s♣❧✐t t❤❡ t✇♦ ❞✐✈✐❞❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆ ❛r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ t❛✐❧s✳
❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❘❚■ ❝❛♥ ♦♥❧② s♣❧✐t tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡
❜❧✉❡ st❛t❡s ❛s t❤❡✐r t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷✳

▲❡t δ ❜❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❜❧✉❡ ♥♦❞❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ Sδ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ t❛✐❧s τ δ
1 ❛♥❞ τ δ

2

t❤❛t ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐❢ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡✐r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡s❡ t✇♦ t❛✐❧s ❡♥❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ st❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡❞ ❆P❚❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❛ s♣❧✐t ♦❢ δ✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t Sδ1 ❝♦♥t❛✐♥s τ δ

1 ✇❤✐❧❡ Sδ2 ❝♦♥t❛✐♥s τ δ
2 ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

τ δ
1 ❛♥❞ τ δ

2 ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ s♣❧✐t ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ ❜♦t❤
❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t st❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ❉❘❚❆✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡r❡ t♦
s♣❧✐t ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳
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b

[1,2]b

[1,2]

b

[1,2]b

[1,1]

b

[1,2]b

[2,2]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❆ s♣❧✐t ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆P❚❆ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❉❘❚❆ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❣✉❛r❞ ❛♥❞ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ s♣❧✐t ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞
❜② ❛ ❞❛s❤❡❞ ❡❧❧✐♣s❡✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s♣❧✐t ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ s♣❧✐t ✐s
❝❛❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t = 1✳

b

[1,2]
b

[1,1]

b

[1,2]

b

[2,2]

a

[1,2]

b

[1,2]

a

[1,2]

b

[1,2] b

[1,2]
b

[1,1]

b

[1,2]

b

[2,2]

a

[1,2] a

[1,2]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❆ ♠❡r❣❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆P❚❆ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❛❢t❡r t❤❡ s♣❧✐t ❢r♦♠
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡
♠❡r❣❡❞ ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❞❛s❤❡❞ ❡❧❧✐♣s❡✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡
✐s s❤♦✇♥✳

▼❡r❣✐♥❣ st❛t❡s ✐♥ ❛ ❉❘❚❆ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ t✐♠❡❞ ❆P❚❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♦✉r ❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st✐❧❧ s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ♦❢ ❛ ❉❘❚❆✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❘❚■ ✇❛♥ts t♦ ♠❡r❣❡ ❛
❜❧✉❡ st❛t❡ q ❛♥❞ ❛ r❡❞ st❛t❡ q′✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛
♥❡✇ r❡❞ st❛t❡ q′′ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ t❤❛t ❤❛s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦❢ ❜♦t❤ q ❛♥❞ q′✳ ■♥ t❤❡ ❉❘❚❆ ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❥✉st ✉s❡ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ q ❛♥❞ q′ ❛s t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r q′′ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❣✉❛r❞s
❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ ❉❘❚❆ A ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ 〈q, q1, a, [0, 10]〉✱ 〈q′, q2, a, [0, 4]〉✱ ❛♥❞ 〈q′, q3, a, [5, 10]〉✱
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ■❢ ❘❚■ ♠❡r❣❡s q ❛♥❞ q′ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ q′′✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦❢ q′′ ✇✐❧❧ ❜❡✿ 〈q′′, q1, a, [0, 10]〉✱ 〈q′′, q2, a, [0, 4]〉✱ ❛♥❞ 〈q′′, q3, a, [5, 10]〉✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡
✐s ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ ❞❡❧❛② ✈❛❧✉❡ ✐♥ [0, 4]✱ ✇✐t❤ t❛r❣❡ts q1 ❛♥❞ q2✱ ❛♥❞
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ ❞❡❧❛② ✈❛❧✉❡ ✐♥ [5, 10]✱ ✇✐t❤ t❛r❣❡ts
q1 ❛♥❞ q3✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣✉❛r❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ q1 ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ✇✐❧❧ ♠❡r❣❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♦❢
t❤❡ st❛t❡s q1✱ q2✱ ❛♥❞ q3 ✐♥t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ st❛t❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥
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q'

q2
a

[0,4]

q3

q

q1a

[0,10]

a

[5,10]

q'

q2
a

[0,4]

q3

q

qsa

[0,4]

a

[5,10]
qs'

a

[5,10]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❲❤❡♥ ♠❡r❣✐♥❣ t✇♦ st❛t❡s q ❛♥❞ q′✱ ✜rst t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡
s♣❧✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s✳

r♦✉t✐♥❡ ❛❧s♦ ♠❡r❣❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐t❤ t❛r❣❡ts q2 ❛♥❞ q3✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤✐s
✐ss✉❡ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ 〈q, q1, a, [0, 10]〉 ✐♥t♦ 〈q, qs, a, [0, 4]〉 ❛♥❞ 〈q, q′s, a, [5, 10]〉 ❜❡❢♦r❡
♠❡r❣✐♥❣ q ✇✐t❤ q′✳ ❚❤❡ ❣✉❛r❞s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ q ❛♥❞ q′ ❛r❡ ♥♦✇
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ♠❡r❣❡ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡
r❡s♦❧✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✇❛②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠❡r❣❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s♣❧✐t ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✜r❡❞ ❜② (a, 1)(b, 2)(b, 1) ❛♥❞
(a, 1)(b, 1)(a, 1) ✭❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ b✮ ✐s s♣❧✐t ✜rst ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡ ❣❡ts ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛t❤ ✭r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣✉❛r❞ [2, 2]✮ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② (a, 1)(b, 2)(b, 1)✳ ❚❤❡ r❡❥❡❝t✐♥❣
st❛t❡ ❣❡ts ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ♣❛t❤ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② (a, 1)(b, 1)(a, 1)✳

■♥ t❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❡r❣❡ ❛ ❜❧✉❡ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❞ st❛t❡✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ♦♥❧② ♠❡r❣❡s ✉♥❝♦❧♦r❡❞ st❛t❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r
st❛t❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② s♣❧✐t t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ r❡❞ st❛t❡s✱ ✐♥ ❛♥② ♠❡r❣❡✱ ❛❧❧
♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ ✭[tmin, tmax]✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s s♦❧✈❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ✐ss✉❡
❜② s✐♠♣❧② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡s❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡r st❛t❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡r❣❡ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡s t❤❛t
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ s♣❧✐ts✳

✹✳✸✳✸ ❚❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ r♦✉t✐♥❡s ❢♦r t✐♠❡❞ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛♥❞
tr❛♥s✐t✐♦♥✲s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ r♦✉t✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❊❉❙▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
❉❘❚❆s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❚■✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺ s❤♦✇s t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡r❣❡s✱
s♣❧✐ts✱ ❛♥❞ ❝♦❧♦r✐♥❣s✱ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❛❝✲
t✐♦♥ t❤❛t s❝♦r❡s ❤✐❣❤❡st✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹✮✳ ❆♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉❘❚❆ ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ❡✐t❤❡r ❛♥
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ r❡❞ st❛t❡s✱ ♦r ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛✐r ♦❢ ❛ ♣♦s✲
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸ ▼❡r❣✐♥❣ t✇♦ st❛t❡s✿ ♠❡r❣❡

❘❡q✉✐r❡✿ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉❘❚❆ (A = 〈Q, Σ, ∆, q0, F 〉 , R)✱ t✇♦ st❛t❡s q, q′ ❢r♦♠ A s✉❝❤
t❤❛t q′ ✐s ♥♦t r❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S

❊♥s✉r❡✿ q ❛♥❞ q′ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✱ A ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛♥❞ true ✐s r❡t✉r♥❡❞✱ false ✐s
r❡t✉r♥❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡
❆❞❞ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ q′′ t♦ A t❤❛t ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♥♦r r❡❥❡❝t✐♥❣
✐❢ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t q ∈ F ♦r q′ ∈ F ✱ t❤❡♥ s❡t F = F ∪ {q′′}
✐❢ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t q ∈ R ♦r q′ ∈ R✱ t❤❡♥ s❡t R = R ∪ {q′′}
❢♦r ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s δ = 〈q′, q∗, a, [n, n′]〉 ∈ ∆ ❢r♦♠ q′ ❞♦

✐❢ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t n′ 6= tmax t❤❡♥ ❝❛❧❧ s♣❧✐t((A, R), δ, n′, S)
❡♥❞ ❢♦r

❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s δ = 〈q1, q2, a, [n, n′]〉 ∈ ∆ ❞♦

✐❢ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t q1 = q ♦r q1 = q′ t❤❡♥ s❡t q1 := q′′

✐❢ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t q2 = q ♦r q2 = q′ t❤❡♥ s❡t q2 := q′′

❡♥❞ ❢♦r

✇❤✐❧❡ ∆ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s 〈q′′, q1, a, [n, n′]〉 ❛♥❞ 〈q′′, q2, a,

[n, n′]〉 s✉❝❤ t❤❛t q2 ✐s ♥♦t r❡❞ ❞♦

❇♦♦❧❡❛♥ b = ♠❡r❣❡((A, R), q1, q2, S)
✐❢ b ❡q✉❛❧s false t❤❡♥

❯♥❞♦ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ q ✇✐t❤ q′ ❛♥❞ r❡t✉r♥ false

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✿ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t

❘❡q✉✐r❡✿ ❆ t✐♠❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S ❛♥❞ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉❘❚❆ (A = 〈Q, Σ, ∆, q0, 〉 , R)
❊♥s✉r❡✿ ❘❡t✉r♥s true ✐❢ (A, R) ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S

❢♦r ❛❧❧ r❡❞ st❛t❡s q ♦❢ Q ❞♦

✐❢ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t q ∈ F ❛♥❞ q ∈ R t❤❡♥ r❡t✉r♥ false

❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s 〈q, q′, a, [n, n′]〉 ∈ ∆ s✉❝❤ t❤❛t q′ ✐s ♥♦t r❡❞ ❞♦

▲❡t Sδ = (Sδ
+, Sδ

−) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛✐❧s ♦❢ S ❢♦r δ

✐❢ Sδ
+ ∩ Sδ

− 6= ∅ t❤❡♥ r❡t✉r♥ false

❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r

❘❡t✉r♥ true

✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❜❧✉❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡s❡ t❛✐❧s ❝❛♥ ♥❡✈❡r
❜❡ ♣✉❧❧❡❞ ❛♣❛rt ❜② ❛♥② s✉❜s❡q✉❡♥t s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■❢ s♦♠❡ ❛❝t✐♦♥s s❝♦r❡ ❡q✉❛❧❧②✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✜rst ❛ ♠❡r❣❡✱ t❤❡♥ ❛ s♣❧✐t✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ ❝♦❧♦r
♦♣❡r❛t✐♦♥✳

■t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✭❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t ✐t ♦❢t❡♥ ✐s t❤❡ ❝❛s❡✮ t❤❛t t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡
❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ s❝♦r❡ t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s♣❧✐ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s t1 < t2✳
❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣ t ❡q✉❛❧ t♦ t1✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞
t❤✐s ✐s t❤❛t ✐❢ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② s♣❧✐t ✐t ❛t s♦♠❡ ♦t❤❡r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ t < t′ < t2✱
t❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s [t + 1, t2] ✐s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛t s♦♠❡
❧❛t❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❡r❣❡s
❛♥❞ ❝r❡❛t✐♥❣ ❧♦♦♣s✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♣❧✐t ❧❛t❡r ✉s✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙❡tt✐♥❣ t t♦ ⌊ t1+t2

2 +0.5⌋ ♠✐❣❤t s❡❡♠ t♦ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ s❡♥s❡✱
❜✉t t❤✐s ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢②



✶✶✵ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s

t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♣❧✐t ✐❢ t❤✐s s♣❧✐t ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥❝♦rr❡❝t s♣❧✐ts ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡
r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦rr❡❝t ♠❡r❣❡s ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❚■✳

✹✳✸✳✹ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❘❚■

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t✱
✐t ✐s ❝♦rr❡❝t ✭s♦✉♥❞✮✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s✿ ❘❚■

❘❡q✉✐r❡✿ ❆ t✐♠❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✱ ✇✐t❤ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡
✈❛❧✉❡s tmin ❛♥❞ tmax

❊♥s✉r❡✿ A ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❉❘❚❆ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S

❙❡t (A, R) = (〈Q, Σ, ∆, q0, F 〉 , R) = t❛♣t❛(S, Σ, tmin, tmax)
❈♦❧♦r t❤❡ st❛rt st❛t❡ q0 ♦❢ A r❡❞
✇❤✐❧❡ A ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦♥✲r❡❞ st❛t❡s ❞♦

❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s 〈qr, q
′, a, [n, n′]〉 ∈ ∆ s✉❝❤ t❤❛t qr ✐s r❡❞ ❛♥❞ q′ ✐s ♥♦t ❞♦

❈♦❧♦r q′ ❜❧✉❡
❡♥❞ ❢♦r

❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s δ = 〈q, qb, a, [n, n′]〉 ∈ ∆ s✉❝❤ t❤❛t qb ✐s ❜❧✉❡ ❞♦

❢♦r ❛❧❧ r❡❞ st❛t❡s qr ✐♥ Q ❞♦

❈❛❧❧ ♠❡r❣❡((A, R), qr, qb, S)
✐❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t((A, R)) ✐s false t❤❡♥

❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ vm

❡♥❞ ✐❢

❯♥❞♦ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ qr ❛♥❞ qb

❡♥❞ ❢♦r

▲❡t Sδ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛✐❧s ❢♦r δ

❢♦r ❛❧❧ t❛✐❧s τ δ = (a, t)τ ′ ∈ Sδ ❞♦

❈❛❧❧ s♣❧✐t((A, R), δ, t, S)
❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ vs

❯♥❞♦ t❤❡ s♣❧✐t ♦❢ δ

❡♥❞ ❢♦r

❈♦❧♦r qb r❡❞
✐❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t((A, R)) ✐s false t❤❡♥

❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ vc

❡♥❞ ✐❢

❈♦❧♦r qb ❜❧✉❡
❡♥❞ ❢♦r

✐❢ ❆ ♠❡r❣❡ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ vm t❤❡♥ r❡❞♦ t❤❡ ♠❡r❣❡
❡❧s❡ ✐❢ ❆ s♣❧✐t ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✈✐❞❡♥❝❡ vs t❤❡♥ r❡❞♦ t❤❡ s♣❧✐t
❡❧s❡ r❡❞♦ t❤❡ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ vc

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❘❡t✉r♥ A

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❘❚■ ✐s t✐♠❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✐t r❡q✉✐r❡s r✉♥t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✳

Pr♦♦❢✳ ❘❚■ st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✐♠❡❞ ❆P❚❆ A✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥



✹✳✸✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✶✶✶

✭❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❆P❚❆✮ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥
❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■✱ ❡✐t❤❡r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s s♣❧✐t✱ t✇♦ st❛t❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✱ ♦r ❛ st❛t❡
✐s ❝♦❧♦r❡❞ r❡❞ ✐♥ A✳ ❚❤❡ s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s Sδ✱
Sδ

1 ✱ ❛♥❞ S
δ
2 ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✭♦r ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ✉s✐♥❣

❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤ tr❡❡s✮ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❜② r✉♥♥✐♥❣ A ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡
s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✉s❡s t✇♦ ❝❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❆P❚❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥✮ ❝♦♠❜✐♥❡s
❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st❛t❡s t❤❛t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐③❡ ♦❢ A✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✐t
s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s
❛❧s♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ❈♦❧♦r✐♥❣ ❛ st❛t❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s
O(1) t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❲❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■ r❡q✉✐r❡s
♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥❞s ❛❢t❡r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❘❚■ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠s s♣❧✐ts t❤❛t s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ t✇♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡
✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❧✐ts ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② |S|×|S|✱ ✇❤❡r❡ |S| =

∑

τ∈S |τ |✳ ❚❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡r❣❡s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐rs ♦❢ st❛t❡s ♦❢
t❤❡ ❆P❚❆✱ ✐✳❡✳✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥t ✐s ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② |S|× |S|✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s❘❚■
❝♦❧♦rs ❛ st❛t❡ r❡❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② |S|✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❘❚■ ❝❛♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ tr② 2|S| × |S| + |S|
♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐♦♥ t♦ t❛❦❡✳

❖♥❝❡ ❛ st❛t❡ ✐s ❝♦❧♦r❡❞ r❡❞✱ ❛ ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡r❣❡❞✱ ♦r t✇♦ t✐♠❡❞
str✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♣❧✐t✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r ❛❣❛✐♥✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❝✲
t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
♦❢ ❘❚■ ❜② 2|S| × |S| + |S|✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❘❚■ ✐s ❝♦rr❡❝t ✭s♦✉♥❞✮✱ ✐✳❡✳✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S =
(S+, S−)✱ ✐t r❡t✉r♥s ❛ ❉❘❚❆ A t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S ✭s✉❝❤ t❤❛t S+ ∈ L(A)
❛♥❞ S− ∈ L(AC)✮✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ S ✐s s✉❝❤ t❤❛t S+ ∩ S− = ∅✳ ❚❤✉s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t A ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❘❚■
❝❛♥ ♠❛❦❡ A ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✐♠❡
✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❝♦❧♦r ♦r ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐❢ A ✐s ♥♦t
♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■✱ A ✐s
♥❡✈❡r ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ r❡❞ st❛t❡ qr
s✉❝❤ t❤❛t qr ∈ F ❛♥❞ qr ∈ R✳ ❚❤❡ t✐♠❡❞ ❆P❚❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡✈❡r②
t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ∈ S+ ❡♥❞s ✐♥ ❛ st❛t❡ q ∈ F ✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡✈❡r② t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ∈ S−
❡♥❞s ✐♥ ❛ st❛t❡ q ∈ R✳

❘❚■ t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ r❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s✱
❡✈❡r② t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ∈ S+ ❡♥❞s ✐♥ ❛ r❡❞ st❛t❡ qr ∈ F ✱ ❡✈❡r② t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ∈ S−
❡♥❞s ✐♥ ❛ r❡❞ st❛t❡ qr ∈ R✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ r❡❞ st❛t❡ qr s✉❝❤ t❤❛t qr ∈ F ❛♥❞
qr ∈ R✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s✱ A ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ S✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛❢t❡r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✮✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ❘❚■ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛♥② ❉❘❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡s Lt✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ S s✉❝❤ t❤❛t ❘❚■ r❡t✉r♥s ❛ ❉❘❚❆ A ✇✐t❤ L(A) = Lt✳



✶✶✷ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② ❉❘❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ Lt✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❉❘❚❆ At s✉❝❤ t❤❛t Lt = L(At)✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❘❚■ ✐s ❝♦rr❡❝t ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s✿ t❤❡ r❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛r❡
❝♦rr❡❝t✱ ✐✳❡✳✱ At ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❋♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ st❛rt st❛t❡ q0 ♦❢ t❤❡ t✐♠❡❞ ❆P❚❆ A ✐s ❝♦❧♦r❡❞ r❡❞✳ A
❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ st❛rt st❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❛s❡✱ ❛ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
t❤❛t ❛t t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ At ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ r❡❞ st❛t❡s ✐♥ A ❛s ✇❡❧❧
❛s ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿

❈❛s❡ ✶✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❞ st❛t❡ ✐♥ At ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛②
❣✉❛r❞ ✐♥ A❀

❈❛s❡ ✷✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❢
t❤♦s❡ r❡❞ st❛t❡s ✐♥ At✱ ❜✉t ♥♦t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❞ st❛t❡s ✐♥ A❀

❈❛s❡ ✸✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❤♦❧❞s✳

■♥ ❝❛s❡ 1✱ ❘❚■ s❤♦✉❧❞ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ ❢♦r t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ δ✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱
✇❤❡♥ s♦♠❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t✱ t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②
t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞ ♦❢ δ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ δ ✐s ❛ r❡❛❝❤❛❜❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ✜r❡ δ = 〈q, q′, a, [n, n′]〉 ✐♥ At✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡r❡ ❡①✐st t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ✜r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ′ = 〈q, q′′, a, [n′ + 1, n′′]〉 ✐♥ At✳
❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡❞ st❛t❡s ✐♥ A ❛r❡ ❝♦rr❡❝t s♦ ❢❛r✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❝✉rr❡♥t❧②
✜r❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❜❧✉❡ st❛t❡ δ′′ = 〈q, q′′′, a, [n, n′′]〉 ✐♥ A✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡❞
str✐♥❣s t❤❛t ❝❛♥ ✜r❡ δ′′ ✐♥ A✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ t❤❛t ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿ τ(a, n′)τ ′ ❛♥❞
τ ′′(a, n′ + 1)τ ′′′✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ str✐♥❣s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S✱ ❘❚■
✇✐❧❧ tr② t♦ s♣❧✐t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ′′ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ n′✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❧❛②
❣✉❛r❞ ❢♦r δ✳ ❲❡ ❧❡❢t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦♣❡♥✱ ❜✉t ❝❧❡❛r❧②
t❤❡r❡ ❡①✐st t✐♠❡❞ str✐♥❣s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❤✐❣❤❡st ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❣✉❛r❞ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ S ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r❝❡
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐t❡r❛t❡❞ ✭❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✮ ✉♥t✐❧ ❡✈❡r② ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❞ st❛t❡ ❤❛s t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❞❡❧❛② ❣✉❛r❞✳

■♥ ❝❛s❡ ✷✱ ❘❚■ s❤♦✉❧❞ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ = 〈q, q′, a, [n, n′]〉 ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
r❡❞ st❛t❡s✳ ■t ❞♦❡s s♦ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ❛ ❜❧✉❡ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❞ st❛t❡✳ ▲✐❦❡ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡
❡①✐st t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ✜r❡ δ′ = 〈q, q′′, a, [n, n′]〉 ✐♥ A✱ ✇❤❡r❡ q′′ ✐s ❛ ❜❧✉❡ st❛t❡✳
❇❡❝❛✉s❡ ❘❚■ tr✐❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡r❣❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s
❜❧✉❡ st❛t❡ q′′ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞ st❛t❡ q′✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st
♥♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐❢ t❤✐s ♠❡r❣❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
s✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡r❣❡ ❝r❡❛t❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ At✳

■♥ ❝❛s❡ ✸✱ ❘❚■ s❤♦✉❧❞ ❝♦❧♦r ❛ ❜❧✉❡ ♥♦❞❡ r❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❝❛s❡s
❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞✱ ❛♥② ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜❧✉❡ st❛t❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❡❞ st❛t❡✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ r❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✱
t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞❛t❛✱ ❛❢t❡r ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■✱ t❤❡ r❡❞ st❛t❡s
❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦rr❡❝t✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡❞ st❛t❡s ❛♥❞
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ❝♦rr❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■✳
❙✐♥❝❡ ❘❚■ ❤❛s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞



✹✳✸✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✶✶✸

st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❘❚■ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❘❚■ ❡♥❞s ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❙t❛t❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❡♥❞s ✐♥ t❤❛t st❛t❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥❛❧ st❛t❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts
s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❡♥❞s ✐♥ ✐t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞❛t❛✱ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s ❛r❡
❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t A ♦❢ ❘❚■ ✐s s✉❝❤ t❤❛t L(A) = Lt

❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ❘❚■ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t t♦ ❛ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ At✳

Pr♦♦❢✳ ❘❚■ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
s❡ts t❤❛t ❢♦r❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s
❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠❛❦❡s ❘❚■ s✐♠✉❧❛t❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛ ❉❘❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❖✉r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s ❛ ❤✐❣❤❡r s❝♦r❡ t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
✜rst ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t ❣✐✈❡s ❤✐❣❤❡st
✈❛❧✉❡s t♦ ✜rst ♠❡r❣❡✱ t❤❡♥ ❝♦❧♦r✱ t❤❡♥ s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❜❧✉❡ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜② s♠❛❧❧❡r
✭❜② ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛❧♣❤❛❜❡t✮ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳

❯s✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✱ s♣❧✐ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛
❜❧✉❡ st❛t❡ t❤❛t ❘❚■ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ♦r ❝♦❧♦r❡❞✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t ❘❚■ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ■❉❴✶✲❉❚❆✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t❤❡
❤✐❣❤❡st s❝♦r❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥s✐st❡♥t s♣❧✐t✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ■❉❴✶✲❉❚❆✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ s♣❧✐ts t❤❛t
r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♥❡✇ ❜❧✉❡ st❛t❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ♦r ❝♦❧♦r❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡
■❉❴✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ✜rst✱ t❤❡
❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ s♣❧✐t s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ❜❧✉❡ st❛t❡ ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ t❤❡
♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ✐ts ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✳

❚❤❡ ♠❡r❣❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❚■ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t st❛t❡ ✐♥ ■❉❴✶✲❉❚❆✳ ■♥ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✇❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❘❚■ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ❛s ■❉❴✶✲❉❚❆ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ✶✲❉❚❆ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s❡t ❛t
❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❞♦ s♦ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❝♦rr❡❝t ✶✲❉❚❆ ✐s ❛ ❉❘❚❆✱ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ❉❘✲
❚❆s✳ ❙✐♥❝❡ ■❉❴✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❧❛ss ♦❢ ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱
t❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ❘❚■ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✭❣✐✈❡♥ t❤❡ r✐❣❤t
❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✮✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❘❚■✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t✐♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊❉❙▼✱ r✉♥s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡✱
✐s ❛ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆
✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❆ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❉❙▼ ❛♥❞ ❘❚■ ✐s t❤❛t ❘❚■ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t✐♠❡❞
❞❛t❛✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❘❚■ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡
✉s❡❞ ❜② ❊❉❙▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s✳



✶✶✹ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s

✹✳✹ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❘❚■

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭s❝♦r❡✮ ✈❛❧✉❡ ✭♠❡❛s✉r❡✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤
❛❝t✐♦♥ t♦ t❛❦❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♦♥❡
t❤❛t ❛❣r❡❡s ♠♦st ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✱ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❛t ❣✉✐❞❡s ❘❚■✳✶ ❙✐♥❝❡ ❘❚■ st♦♣s
✇❤❡♥ ✐t ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ✐t ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❛❝t✐♦♥s✱
❘❚■ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ❣r❡❡❞② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ s♠❛❧❧✱ ❤♦♣❡❢✉❧❧② t❤❡
s♠❛❧❧❡st✱ ❉❘❚❆ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡❛r❝❤ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❘❚■✳ ❚❤✐s s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡s
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠ ❛♥ ❡♥t✐r❡ r✉♥ ♦❢ ❘❚■ ❛s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s s❡❛r❝❤ ✈❛r✐❛♥t ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡r s♦❧✉t✐♦♥✳

✹✳✹✳✶ ❋♦✉r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s

❙✐♥❝❡ ❘❚■ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊❉❙▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❋❆s✱ ✇❡ ❛❧s♦
❜❛s❡❞ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ ❊❉❙▼ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡
❊❉❙▼ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❛ ♠❡r❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❢♦r t❡st✐♥❣
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡r❣❡ ✐s ❣♦♦❞ ♦r ❜❛❞✳ ❆ ❣♦♦❞ ♠❡r❣❡ ✐s ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❉❋❆✱ ✐♥ ❛ ❜❛❞ ♠❡r❣❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡s
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ♠❡r❣❡✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s
t❤❛t ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❜❛❞ ♠❡r❣❡✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛❜❡❧s ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡r❣❡❞ ❧❛❜❡❧❡❞ st❛t❡s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t ✇❡ ❛r❡
t❤❛t t❤❡ ♠❡r❣❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♠❡r❣❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ✭❊❉❙▼✮ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘❚■ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❘❚■ t♦ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ t❤✐s t✐♠❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤✐s
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❲❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❊❉❙▼ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❲❡ ♥♦✇ ✜rst ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t✇♦
s✐♠♣❧❡ ♦♥❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ♦♥❡ t❤❛t ❞♦❡s ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r t♦ t❛✐❧s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② ♦♥❡ t❤❛t tr✐❡s t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♣❧✐ts
♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳

P✉r❡ ❊❉❙▼ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❡①❛❝t s❝♦r❡ ✈❛❧✉❡
✉s❡❞ ❜② ❊❉❙▼ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✉s❡❞ ❜② ❊❉❙▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞

✶■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ✜①❡❞ ♦r❞❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❙✉❝❤
❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠
✇❡❧❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ♣❛✐rs ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ❚❤❡s❡ str✐♥❣s ✇✐❧❧
♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡s✳



✹✳✹✳ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ❘❚■ ✶✶✺

❛s✿

♣✉r❡ = #♠❡r❣❡(pos, pos) + #♠❡r❣❡(neg ,neg)

✇❤❡r❡ #♠❡r❣❡(pos, pos) ✭♦r #♠❡r❣❡(neg ,neg)✮ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡r❣❡s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ ✭♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✮ st❛t❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❈♦♥s✐st❡♥t ❊❉❙▼ ❆ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❉❙▼ ❛♥❞ ♦✉r ❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
st❛t❡s✳ ❚❤❡ s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ s✉❝❤ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ■♥t✉✲
✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❊❉❙▼ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✐♥ ❛
✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✇❛②✿ ✐t s✐♠♣❧② s✉❜tr❛❝ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♦♥❡s✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

❝♦♥s✐st❡♥t = #♠❡r❣❡(pos, pos) + #♠❡r❣❡(neg ,neg) − #♠❡r❣❡(pos,neg)

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛ ❝♦❧♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❣❡ts t❤❡
❤✐❣❤❡st s❝♦r❡✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❧✐ts ❛♥❞ ♠❡r❣❡s s❝♦r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✳
❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❊❉❙▼ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❛
❝♦❧♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ ♥♦ ♠❡r❣❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠♣❧②
♣✐❝❦s t❤❡ ❤✐❣❤❡st s❝♦r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❧♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■❢ s♦♠❡ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s s❝♦r❡ ❡q✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✜rst ♠❡r❣❡✱ t❤❡♥ s♣❧✐t✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦❧♦r
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

■♠♣❛❝t ❊❉❙▼ ❚❤❡ ✜rst t✐♠❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ✇❡ ✉s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❛✐❧s
t❤❛t ❧✐❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♣✉❧❧❡❞ ❛♣❛rt ❜② ❛ ❢✉t✉r❡
s♣❧✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❛✐❧s t❤❛t ❧✐❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
❘❚■ ♠❡r❣❡s t✇♦ st❛t❡s ✐♥ ❛ ❉❘❚❆✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❥✉st ♦♥❡ t❛✐❧ ✭❡❛❝❤ st❛t❡ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❥✉st ♦♥❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣✮✳ ▲❡t t❤❡s❡ t❛✐❧s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ st❛t❡s ❜❡
s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡✿ (a, 1)(b, 3)(c, 5) ❛♥❞ (a, 2)(b, 3)(c, 4)✳ ❚❤❡s❡ t❛✐❧s ❧✐❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❣❡t ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s❝♦r❡ t❤❛♥ s❛②✿
(a, 1)(b, 3)(c, 5) ❛♥❞ (a, 5)(b, 6)(c, 7)✳

❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤✐s ✐♠♣❛❝t ✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢
t❛✐❧s τ ❛♥❞ τ ′ t❤❛t ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐❢ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡✐r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ✉♥t✐♠❡(τ) =
✉♥t✐♠❡(τ ′)✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ t❛✐❧s ❝✉rr❡♥t❧② ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞
❉❘❚❆ (A = 〈Q,Σ,∆, q0, F 〉 , R)✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ τ ❛♥❞ τ ′ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② t❤❛t τ ❛♥❞ τ ′ st✐❧❧ ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s♣❧✐t ♣♦✐♥t
✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ✐♥ ❡✈❡r② ♥♦♥✲r❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❘❚■ ❝❛♥♥♦t s♣❧✐t tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❞ st❛t❡s✱ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t✇♦ t❛✐❧s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✇❡
✉s❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠ S ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♠♣❛❝t
✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥s✐st❡♥t t✐♠❡❞ str✐♥❣ ♠✐♥✉s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♠♣❛❝t ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t t✐♠❡❞ str✐♥❣✳ ❆❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❡♥❞ ✐♥ ❛ r❡❞ st❛t❡ ❣❡t ❛♥
✐♠♣❛❝t ♦❢ 1.0 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛♥② s♣❧✐t✳ ▲❡t Qr ❞❡♥♦t❡ t❤❡
r❡❞ st❛t❡s ♦❢ Q✱ ❛♥❞ ❧❡t ∆b ❞❡♥♦t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❜❧✉❡ st❛t❡s ♦❢ ∆✳ Sδ ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❛✐❧s ✭s✉✣①❡s✮ ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠ S t❤❛t ✜r❡ δ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ s❡ts✱
t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s✿



✶✶✻ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✻ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t s❡♣❛r❛t✐♥❣ t✇♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✿ ✐♠♣❛❝t

❘❡q✉✐r❡✿ ❚✇♦ t❛✐❧s τ ❛♥❞ τ ′ ❢♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❜❧✉❡ st❛t❡ δ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞
♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ tmin ❛♥❞ tmax

❊♥s✉r❡✿ ❘❡t✉r♥s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t τ ❛♥❞ τ ′ ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✐❢ ✇❡ s♣❧✐t ❛❧❧
♥♦♥✲r❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠
❙❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p := 1.0
❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡rs 1 ≤ i ≤ |τ | ❞♦

▲❡t t1 ❛♥❞ t2 ❜❡ t❤❡ it❤ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ τ ❛♥❞ τ ′ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❙❡t p := p × (1.0 − |t1−t2|

tmax−tmin
)

❡♥❞ ❢♦r

❘❡t✉r♥ p

✐♠♣❛❝t =
∑

q∈Qr

♣✉r❡(q) −
∑

δ∈∆b

max{✐♠♣❛❝t(τ, τ ′) | τ ∈ Sδ
+ ❛♥❞ τ ′ ∈ Sδ

−}

+
∑

δ∈∆b

max{✐♠♣❛❝t(τ, τ ′) | τ 6= τ ′, τ ∈ Sδ
+ ❛♥❞ τ ′ ∈ Sδ

+}

+
∑

δ∈∆b

max{✐♠♣❛❝t(τ, τ ′) | τ 6= τ ′, τ ∈ Sδ
− ❛♥❞ τ ′ ∈ Sδ

−}

❙♣❧✐ts ❊❉❙▼ ▲✐❦❡ ♦✉r s❡❝♦♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✱ ♦✉r ❧❛st ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ tr✐❡s
t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✐♥ ❛♥ ❊❉❙▼✲❧✐❦❡ s❝♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t tr✐❡s t♦ ❞♦ s♦
✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ s✐♠♣❧② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❊❉❙▼ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✜rst ❣❡t r✐❞ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡
t❤❡ ❊❉❙▼ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❉❘❚❆ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ❲❡ r❡♠♦✈❡
t❤❡s❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡❞ ❆P❚❆✳

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ❆P❚❆✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❊❉❙▼ s❝♦r❡✱
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✇❤✐❝❤ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② s♣❧✐ts t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡r❡ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❆P❚❆ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛②✳ ❯♥❢♦rt✉✲
♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❤❛r❞♥❡ss ♣r♦♦❢ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ✭t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✼✮ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤♦♣❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❡✈❡r② t✐♠❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✼✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡s ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ s♣❧✐t ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆P❚❆ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❲❡
✉s❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ q✿

#s♣❧✐ts(q, S) =

{

max(s♣❧✐ts(q, S,A), #s♣❧✐ts(q′, S)) ✐❢ q ✐s ♥♦t r❡❞

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✇❤❡r❡ q′ ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ q✱ ✐✳❡✳✱ q′ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈q′, q, a, [n, n]〉 ✐♥ A✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ st❛t❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ ♦❢ ❛♥ ❆P❚❆✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡
✇❛♥t t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ t♦ r❡✢❡❝t ❤♦✇ ♠❛♥② st❛t❡s ❛ st❛t❡ q′ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ✐❢ ✇❡
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✼ ▼❛❦✐♥❣ ❛ st❛t❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♣❧✐ts✿ s♣❧✐ts

❘❡q✉✐r❡✿ ❆ st❛t❡ ♥♦♥✲r❡❞ q ♦❢ ❛ ❝♦❧♦r❡❞ ❉❘❚❆ A ❛♥❞ ❛ t✐♠❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S

❊♥s✉r❡✿ ❘❡t✉r♥s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♣❧✐t ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ q ❝♦♥s✐st❡♥t
▲❡t δ ❜❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❆P❚❆ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s q

▲❡t Sq = (Sq
+, S

q
−) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡ ♦❢ Sδ ♦❢ t❛✐❧s ❢♦r δ t❤❛t ❡♥❞ ✐♥ q

❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡rs 1 ≤ i ≤ n✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ Sq ❞♦

▲❡t T+ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ it❤ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❛✐❧s ❢r♦♠ S
q
+

▲❡t T− ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ it❤ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❛✐❧s ❢r♦♠ S
q
−

✐❢ T+ ∩ T− = ∅ t❤❡♥

❙❡t s := 0
❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s t ∈ T+ ❞♦

■❢ min({t′ ∈ T− | t′ > t}) < min({t′ ∈ T+ | t′ > t}) t❤❡♥ s❡t s := s + 1
❡♥❞ ❢♦r

❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s t ∈ T− ❞♦

■❢ min({t′ ∈ T+ | t′ > t}) < min({t′ ∈ T− | t′ > t}) t❤❡♥ s❡t s := s + 1
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

❘❡t✉r♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r s

✇❡r❡ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ A✳ ■❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t st❛t❡ q ♦❢ q′ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡
s♣❧✐ts t❤❛♥ q′✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t q′ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s q ✇✐❧❧
❜❡ s♣❧✐t ✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ s♣❧✐ts(q′, S)
❛♥❞ #s♣❧✐t(q, S)✳ ❆ r❡❞ st❛t❡ r❡q✉✐r❡s ♥♦ s♣❧✐ts ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥♦t ❜❡ s♣❧✐t ❛s t❤❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r s♣❧✐t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s 0 ❢♦r r❡❞
st❛t❡s✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t s♣❧✐ts(q, S,A) ♦❢ st❛t❡s t❤❛t q′ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠❡r❣❡s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡ st❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡r❣❡s✿ s✐♠♣❧② s✉❜tr❛❝t
s♣❧✐ts(q, S,A) ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡r❣❡s ♦❢ st❛t❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡r❣❡s ✐♥ q ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t
♦♥❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss t❤❛♥ 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡r❣❡s ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥❡✈❡r ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss t❤❛♥ 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ 0 ❛s
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉❘❚❆ (A = 〈Q,Σ,∆, q0, F 〉 , R)✱
✇✐t❤ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S+✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

s♣❧✐ts =
∑

q∈Q

max(♣✉r❡(q) − #s♣❧✐t(q, S,A), 0)

✇❤❡r❡ ♣✉r❡(q) ✐s t❤❡ ♣✉r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r st❛t❡ q✳ ❚❤✐s s♣❧✐t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❊❉❙▼ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ s♣❧✐t ♦✉r ❉❘❚❆
✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛②✱ ❜✉t ✐t tr✐❡s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✭❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✮✳

✹✳✹✳✷ ❆ s✐♠♣❧❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ❢♦✉r ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❡ t❡st❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✇❡
✇r❛♣♣❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❘❚■ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
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depth

size = 40

size = 58

size = 96

size = 165

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ ♦❢ ♦✉r s✐♠♣❧❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ tr✐❛♥❣❧❡✱
t❤❡ s❡❛r❝❤ ❞❡♣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤
tr❡❡✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡
❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❉❘❚❆ ✭s✐③❡ ❂ ✹✵✮✳

❜② s❡❛r❝❤✐♥❣✳ ❖✉r s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss ✉s❡s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✇❛②
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮✿

• ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥ ✭s♣❧✐t✴♠❡r❣❡✮✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❣r❡❡❞②✮ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
✐s ❛ ❉❘❚❆ A✳

• ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❉❘❚❆✱
✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ A ✐s s♠❛❧❧❡st✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❛t ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ ❜② ❘❚■ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛
s♠❛❧❧ ❉❘❚❆ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡
♠❡❛s✉r❡ m ❛ss✐❣♥s ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛❝t✐♦♥ a✱ ✐❢ a ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❣♦♦❞
✭❝♦rr❡❝t✮ ❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ a ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ m t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ st✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❜❡tt❡r r❡s✉❧t t❤❛♥ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t s❝♦r❡s ❤✐❣❤❡st ✉s✐♥❣ m ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ❛❢t❡r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❡❡❞② r✉♥ ✉s✐♥❣ m✳
▲✐❦❡ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❝❤♦s❡♥ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② s✉❜s❡q✉❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧❡ s❡❛r❝❤
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✉s❡s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❞✐r❡❝t❧②
❛r❡✿

• ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♥ ❛♥②t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ s♠❛❧❧❡st
r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❘❚❆ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ✐t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞✳

• ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦❞✉❝❡s r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲s❡❛r❝❤
✭❣r❡❡❞②✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✿
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲
s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥❞s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ s❡❛r❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❉❘❚❆s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧t✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✉t ❡✣❝✐❡♥t✳



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✶✾

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t t❛❦❡s ❛ ❧♦t ♠♦r❡
t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❝❛❧❧ t❤✐s ♦r✐❣✐♥❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡♥s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ t✐♠❡s ❛s ❛ s✉❜r♦✉t✐♥❡✳

✹✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮ ❢♦r ❘❚■ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❚■ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❛t ✜rst s❛♠♣❧❡s t❤❡ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡♥ r✉♥s ❊❉❙▼ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❉❋❆ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❘❚❆✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛✲s❡ts
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❉❘❚❆✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤
♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡s❡ ❉❘❚❆s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s✱ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❡t❝✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♣❧♦ts ♦❢
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❚■ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛✲s❡ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✳ ❲❡ ❧✐st ♦✉r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇✱ ❞❡s❝r✐❜❡✱ ❛♥❞
❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✹✳

✹✳✺✳✶ ❙❛♠♣❧❡❞ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛♠♣❧❡ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✉♥t✐♠❡❞ ❢♦r♠❛t✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ = (a1, t1) . . . (an, tn)✳
❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✉♥t✐♠❡❞ ❢♦r♠❛t ❢♦r t❤✐s t✐♠❡❞ str✐♥❣ ✐s ❛ str✐♥❣ s1a1 . . . snan✱ ✇❤❡r❡
si =�� . . . � ✐s ❛ str✐♥❣ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ t✐♠❡ t✐❝❦ s②♠❜♦❧s � ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ti✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡①✐sts ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❉❘❚❆
❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❉❋❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❉❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ●✐✈❡♥
❛ ❉❚❆✱ ❛ ❉❋❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝r❡❛t❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ❢♦r
❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤❡r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
t✐♠❡ t✐❝❦ s②♠❜♦❧ �✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❉❋❆ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✐♦♥
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❉❘❚❆ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❉❋❆ t❤❛t
❛❝❝❡♣ts ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ❛ ❉❘❚❆✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐s ♥❡✈❡r r❡❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❘❚❆✱ t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛ ❉❋❆ t❤❛t r❡❝♦❣♥✐③❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡
❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ t♦ tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤✐s ❉❋❆ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❛ ❉❘❚❆
❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥ ❜✐♥❛r②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡s❡
❝♦♥st❛♥ts✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ❉❋❆ r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❛ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡
❝♦rr❡❝t✱ ✇❡ ♥❛t✉r❛❧❧② r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❡✈❡r② st❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❉❋❆ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ str✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❘❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t r❡q✉✐r❡s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✱
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1

5,
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❆ ❉❋❆ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝❛ ❉❘❚❆ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❞❛t❛✳

■♥ t❤❡♦r②✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❉❘❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r
✐❞❡❛ t❤❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❋❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡❞ ❉❘❚❆ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ♠❛② ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐t ♠❛❦❡s ♥♦ s❡♥s❡ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣
s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ t✐❝❦s✳ ■❢ t❤❡ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ❤❛s ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ✐t ♣r♦❜❛❜❧② ❞♦❡s
♥♦t ❤✉rt t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ❡✈❡r② 100 ♦r ❡✈❡♥ 1000 t✐♠❡ t✐❝❦s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t
r t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ =
(a1, t1)(a2, t2)(a3, t3) . . . (an, tn) ✇✐t❤ r❛t❡ r ✐s ❛ str✐♥❣ s1a1s2a2s3a3 . . . snan✱ ✇❤❡r❡
si =�� . . . � ✐s ❛ str✐♥❣ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ⌊ ti

r
+ 0.5⌋✳ ❯s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡✱ ✐t ✐s ♦❢

❝♦✉rs❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✇♦r❦s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆ ❢♦r ❛ ❉❘❚❆ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ r❛t❡ r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❧♦✇✉♣ ✐♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ s✐③❡ ✐s ♥♦t s♦ ❣r❡❛t
✇❤❡♥ t❤✐s r❛t❡ r ✐s ✉s❡❞ ✭t❤❡ ❜❧♦✇✉♣ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ c

r
✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t

❛ ❜✐❣ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉❋❆ ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❉❘❚❆✳ ❲❡
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✮ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❉❘❚❆✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ✜rst s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡♥
✉s✐♥❣ ❛ ❉❋❆ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✹✳✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ♦✉r ❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✹✳✽ ❛♥❞ ✹✳✾✳ ❲❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❉❘❚❆ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❛t r❛♥❞♦♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✽✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ❉❘❚❆ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✾✮✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢♦❧❧♦✇s
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 10✳

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠ ❉❘❚❆s ✇✐t❤ 4✱ 8✱ 16✱ ❛♥❞ 32 st❛t❡s ❛♥❞ ❛❧♣❤❛❜❡ts ♦❢ s✐③❡s
2✱ 4✱ ❛♥❞ 8✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❉❘❚❆s✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s♣❧✐t r♦✉t✐♥❡ 4✱ 8✱ 16✱ ❛♥❞
32 t✐♠❡s ❛t r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ✐s s❡t t♦ 0✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦
❣✉❛r❞s ✐s ❡✐t❤❡r 100 ♦r 1000✳ ❊✈❡r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆ ❤❛s ❛ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ 0.5 t♦ ❜❡



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✷✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✽ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❉❘❚❆✿ r❛♥❞❴❞rt❛

❘❡q✉✐r❡✿ ❱❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st❛t❡s n✱ s♣❧✐ts m✱ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s o✱ ❛♥❞ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t p✳

❊♥s✉r❡✿ A ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ❉❘❚❆ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
Q := {q0, q1, . . . , qn−1}✱ qn ✐s ❛ ❣❛r❜❛❣❡ st❛t❡✳
Σ := {a1, a2, . . . , ap}✳
∆ :=

S

0≤i<n

S

1≤j≤n{〈qi, qn, aj , 0 ≤ x ≤ o〉}✳
F := ∅✳
❢♦r 1 ≤ i ≤ m ❞♦

δ ∈ ∆ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳
t ∈ [0, o] ✐s ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳
❈❛❧❧ s♣❧✐t(δ, t)✳

❡♥❞ ❢♦r

❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ δ = 〈q, qn, a, g〉 ∈ ∆ ❞♦

q′ ∈ Q ✐s ❛ st❛t❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳
❙❡t δ = 〈q, q′, a, g〉✳

❡♥❞ ❢♦r

✇❤✐❧❡ F = ∅ ♦r F = Q ❞♦

❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ q ∈ Q ❞♦

❙❡t F := F ∪ {q} ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.5✳
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❘❡t✉r♥ A = 〈Q, Σ, ∆, q0, F 〉

❛♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡✳ ❲❡ ❞✐s❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦r ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥
t♦ ❜❡ ❛❝❝❡♣t✐♥❣✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❉❘❚❆s✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❡✐t❤❡r
1000 ♦r 2000 t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❞❛t❛✲s❡ts ❢♦r ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❡st✲s❡ts ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ 50000 ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ t✐♠❡❞
str✐♥❣s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.1 t♦ st♦♣ ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡
✐t ✈✐s✐ts✳ ❲❤❡t❤❡r ❛ str✐♥❣ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡ ✐t
❡♥❞❡❞ ✐♥✳

❋♦r ❡✈❡r② ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✽✮✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ 10 ❞✐✛❡r❡♥t ❉❘❚❆s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥
4 × 3 × 4 × 2 × 2 × 10 = 1920 ❞❛t❛✲ ❛♥❞ t❡st✲s❡ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❘❚■
✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡❞ t❤❡s❡ ❞❛t❛✲ ❛♥❞ t❡st✲s❡ts ✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ s❛♠✲
♣❧✐♥❣ s✐③❡ ♦❢ 10✳ ❲❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❡✈❡r② s②♠❜♦❧✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♣❛✐r (a, t) ✇✐t❤ ❛♥ a s②♠❜♦❧
❛♥❞ t

10 s♣❡❝✐❛❧ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡ s②♠❜♦❧s✳ ❘♦✉♥❞✐♥❣ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥s✳
❲❡ ✉s❡❞ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ s✐③❡ ♦❢ 10 ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ 100 ❛♥❞ 1000 ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✳

❲❡ r✉♥ ❘❚■ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❛t❛✲s❡ts✱ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡ t❡st✲s❡t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊❉❙▼ ♠❡❛s✉r❡
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥♦t ✭♠✉❝❤✮
✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛
❉❋❆ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ r❡❞✲❜❧✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❆❜❜❛❞✐♥❣♦ ✇❡❜✲s✐t❡✳✷ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts✱

✷❆❜❜❛❞✐♥❣♦ ❖♥❡✿ ❉❋❆ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✿ ❤tt♣✿✴✴❛❜❜❛❞✐♥❣♦✳❝s✳✉♥♠✳❡❞✉✴✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✾ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡

❘❡q✉✐r❡✿ ❱❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st❛t❡s n✱ s♣❧✐ts m✱ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s o✱ st♦♣♣✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t p ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ v✳

❊♥s✉r❡✿ S ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ v ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❉❘❚❆
❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❈❛❧❧ A = 〈Q, Σ, ∆, q0, F 〉 = r❛♥❞❴❞rt❛(n, m, o, p)✳
S := (S+ = ∅, S− = ∅)
❢♦r 1 ≤ i ≤ v ❞♦

q := q0✳
τ := λ✳
✇❤✐❧❡ true ❞♦

❜r❡❛❦ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✳
a ∈ Σ ✐s ❛ s②♠❜♦❧ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳
t ∈ [0, o] ✐s ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠✳
δ = 〈q, q′, a, g〉 ∈ ∆ s✉❝❤ t❤❛t g ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t✳
q := q′✳
τ := τ(a, t)✳

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✐❢ q ∈ F t❤❡♥

S+ := S+ ∪ τ ✳
❡❧s❡

S− := S− ∪ τ ✳
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

❘❡t✉r♥ S

t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✹✳✺✳✸ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐s t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❘❚■ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇❡❝❛✉s❡
s❛♠♣❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜❧♦✇✲✉♣ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❘❚■ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡✈❡♥ ❣r❡❛t❡r ❜❧♦✇✲✉♣✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱
✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠s r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡
s♣❧✐ts ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t ❊❉❙▼ ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♣✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡♠✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧s♦ ✉s❡s t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡r❣❡s ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❛t
t♦ ❡①♣❡❝t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛♥❞ s♣❧✐ts ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ s♣❧✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❊❉❙▼ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t
✈❛❧✉❡ ✉s❡s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ s❝♦r❡✳ ❚✐♠❡❞ str✐♥❣s ✭✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s②♠❜♦❧s✮ t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t✐♠❡
❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✳ ❇♦t❤ ✈❛❧✉❡s ♠❛❦❡ s❡♥s❡✱ ✇❡
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❧❡❛✈❡ ✐t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s❤♦✇ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s s✉♣❡r✐♦r✳
❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s ✭s♣❧✐ts✮ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆ t❤❛t

✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡ts✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s
s❡♥s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❧✐ts ❝❛✉s❡ ♠♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡❞
str✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st❛t❡s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡
♠♦r❡ s❧♦✇❧② t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡❞ ♦♥❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡♥ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s ✐♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳

❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞
t❤❛t ❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ✇♦rs❡ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ t✐♠❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❚■
s❤♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡st✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♦♥❡ r✉♥s ❛ ❣r❡❡❞② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❚■ ♠❛♥② t✐♠❡s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡r❣❡ ♦r s♣❧✐t✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❉❘❚❆s t❤❛t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r
♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✹✳✺✳✹ ❘❡s✉❧ts

❲❡ r✉♥ ❘❚■ ♦♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ 1920 ❞❛t❛✲s❡ts ✉s✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ r✉♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛✲s❡ts✳
❲❡ ✉s❡ t✇♦ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆s ✭♦r ❉❋❆s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ r✉♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ s✐③❡✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆ ✭❉❋❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❧✐❦❡ t♦ ❜❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t❡st✲s❡t✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❧✐❦❡ t♦ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ ✇❡ s❤♦✇ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❛t❛✲s❡ts ❛s ❜♦①♣❧♦ts✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts
s❤♦✇ t❤❡ ❧♦✇❡r q✉❛rt✐❧❡✱ ♠❡❞✐❛♥✱ ❛♥❞ ✉♣♣❡r q✉❛rt✐❧❡ ❛s ❛ ❜♦①✳ ❚❤✐s ❜♦① ❝♦✈❡rs
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥t❡r✲q✉❛rt✐❧❡ r❛♥❣❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✜❢t② ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❤✐s❦❡rs ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s t❤❛t
❤❛✈❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛t ♠♦st 1.5 ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲q✉❛rt✐❧❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦①✳
❆♥② ✈❛❧✉❡s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✇❤✐s❦❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✉s✐♥❣
❞♦ts✳ ❆r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦①♣❧♦t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❝✉t ✐♥ t❤❡
❜♦①✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥♦t❝❤✳ ❚❤✐s ♥♦t❝❤ ❞❡♣✐❝ts ✭r♦✉❣❤❧②✮ t❤❡ 95% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢
t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❜♦①♣❧♦t ✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤✐s r❛♥❣❡✱ t❤❡♥
t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❧♦ts ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡✳✸

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ♠✉❝❤ ✇♦rs❡ ✭✐♥
❜♦t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s✮ t❤❛♥ ♦✉r ❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ❤❡❧♣ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❚■ ✭❛❣❛✐♥ ✐♥ ❜♦t❤
♠❡❛s✉r❡s✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ r❡s✉❧ts ✐♥ s♠❛❧❧❡r ❉❘❚❆s
♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛ ♣❛✐r❡❞ t✲t❡st ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
t♦ t❡st t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ s♣❧✐ts ❡✈✐❞❡♥❝❡
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s t❡st ✐s ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ 2.2 × 10−16✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♣✲✈❛❧✉❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❖♥
❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✜♥❞s ❉❘❚❆s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ 36 tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧❡ss
t❤❛♥ t❤❡ s♣❧✐ts ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

✸❙❡❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ s✐③❡s ❛♥❞ s❝♦r❡s ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❛t❛✲s❡ts✳

■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ ✐s s♠❛❧❧❡r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❛♥ t❤❡
s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐ts ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t t❤✐s s❝♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✿ ❛ ♣❛✐r❡❞ t✲
t❡st ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡s❡ s❝♦r❡ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 0.666✳ ❚❤❡ ♣✉r❡
❛♥❞ ✐♠♣❛❝t ✈❛❧✉❡s ❝❧❡❛r❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✇♦rst ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡
s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✈❛❧✉❡ ✐s ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♣✉r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳
❚❤✉s✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ t❤❡ t✐♠❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✇❛②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❝♦r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s♣❧✐ts
✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ■♥ t❤✐s
✜❣✉r❡✱ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞♦t ✐♥ t❤✐s ♣❧♦t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛✲
s❡t✳ ❚❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❞♦t ❛r❡ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤✐s
❞❛t❛✲s❡t✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❧♦t✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✉❛❧❧②
s❝♦r❡s ❛ ❧♦t ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛②
❛r♦✉♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧♦t✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞r❛✇ ❛ ❣♦♦❞
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❜✉t
❛❜♦✉t ❛♥ ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥t ✐♥ ❜♦t❤ ✇❛②s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❧♦t ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
s❡❛r❝❤✐♥❣✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ s❝♦r❡ ❜❡❝♦♠❡s s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡✱ ✉s✉❛❧❧② ✐t ❡✐t❤❡r
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧♦t ❜❡tt❡r✳

❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜♦①♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ❛ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠❡s t♦ ♠✐♥❞ ✐s
✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ r❡t✉r♥ s♠❛❧❧❡r ❉❘❚❆s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞
s❡❡♠ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤✐s ✭❛❧s♦ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✿ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r s♠❛❧❧❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥❧②
♣❡r❢♦r♠s ❛ ❧✐tt❧❡ ✇♦rs❡ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s✱ ❜✉t ✐♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝❛s❡s ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❧♦t
❜❡tt❡r✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ ✐♥ 440 ♦❢ ❛❧❧ 1920 ❝❛s❡s✳ ❚❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡s❡ 440 ❝❛s❡s ✐s 0.01✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ 1480 r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝❛s❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❝♦r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s 0.05✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ s❝♦r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ s✐③❡ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❚❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡❛s✉r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s♣❧✐ts ♠❡❛s✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s✐③❡ ✇❤❡♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s❝♦r❡ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ❡❛❝❤
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞♦t ✐♥ t❤✐s ♣❧♦t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛✲s❡t✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣❧♦t ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t ✜♥❞✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❉❘❚❆s ❤❡❧♣s ❛ ❧♦t✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s✐③❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✺ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡r②
♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ❞❛t❛✲s❡ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ s❡tt✐♥❣✳ ■t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✇✐t❤ ✇❤❛t s❡tt✐♥❣s t❤❡ s♣❧✐ts
✈❛❧✉❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❤♦✇ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❉✐✛❡r❡♥t s✐③❡❞ ❛❧♣❤❛❜❡ts ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❞❛t❛✲s❡ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ♣❧♦ts✱ ✇❡ ❝❛♥
❝❧❡❛r❧② s❡❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡ts ♦❢ s✐③❡ 2✱ t❤❡ s♣❧✐ts ✈❛❧✉❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s❝♦r❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❖♥ ❛❧♣❤❛❜❡ts
♦❢ s✐③❡ 8✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ s♣❧✐ts ✈❛❧✉❡ ♣❡r❢♦r♠s
❜❡tt❡r ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ♦♥ t❤❡
❧❛r❣❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ ❜❛❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ 8 ❛❧♣❤❛❜❡t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❊✈❡♥
t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❛ ♠❡❞✐❛♥ s❝♦r❡ ✈❛❧✉❡ ❥✉st ❛❜♦✈❡ 0.6✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛
s❝♦r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.5 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ❣✉❡ss✐♥❣✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ✈❡r② ❤✐❣❤✳

❉✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❞❛t❛✲s❡ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❉❘❚❆ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡t✳ ■♥ t❤❡s❡ ♣❧♦ts✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ s❡❡ t❤❛t
❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ ❜❛❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡
♣r♦❞✉❝❡s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s♠❛❧❧❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ s♣❧✐ts ✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✲
♠♦st ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❝♦r❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❚❤❡ s✐③❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s❝♦r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ s❡❛r❝❤✐♥❣✳
❚❤❡ ♣❧♦t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s❤♦✇s ❛ ③♦♦♠❡❞✲✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ♣❧♦t✳

❛❣❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠s ✈❡r② ❣♦♦❞ ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ✐s ❛❧♠♦st ❛s ❜❛❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤♦✉t s❡❛r❝❤✮ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✇♦rst ♦✈❡r❛❧❧✳

❉✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❞❛t❛✲s❡ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❉❘❚❆ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ r❡❛❧❧② s❤♦✇ t❤❡
❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♣❧✐ts✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts ✐s
❤✐❣❤✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r
t❤❛♥ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✳ ❲✐t❤ ❢❡✇ s♣❧✐ts✱ t❤❡
s❝♦r❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s♣❧✐ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✈❛❧✉❡s s❝♦r❡ ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ s♣❧✐ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
s❝♦r❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss✳ ❆t 16 s♣❧✐ts✱ t❤❡ s♣❧✐ts ✈❛❧✉❡ ❛❧r❡❛❞② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
✈❛❧✉❡✳ ❆t 32 s♣❧✐ts✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✈❛❧✉❡ st❛rts t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♣❧♦t ✇❡ ❤❛✈❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛♥② ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ ❛r❡ st✐❧❧ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ s♣❧✐ts
✈❛❧✉❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❧♦ts s❤♦✇ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ s❝♦r❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡
♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts ❛♥❞ ♠❛♥② st❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ❝r❡❛t❡s
♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ♣r♦❜❧❡♠s ✐❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st❛t❡s ✐s ❧❛r❣❡r✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❡❡
t❤✐s ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ♣❧♦ts✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤✐s ✐s t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛♥② s♣❧✐ts✱ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♠❛♥② st❛t❡s✳

❉✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❞❛t❛✲s❡t s✐③❡s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ s❤♦✇s
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❞❛t❛✲s❡ts ✇❤✐❧❡ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♣❧♦ts ✇❡ ❞r❛✇



✹✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✷✼

0
2
0
0

4
0
0

6
0
0

8
0
0

1
0
0
0

0
2
0
0

4
0
0

6
0
0

8
0
0

1
0
0
0

0
2
0
0

4
0
0

6
0
0

8
0
0

1
0
0
0

0
.5

0
.6

0
.7

0
.8

0
.9

1
.0

0
.5

0
.6

0
.7

0
.8

0
.9

1
.0

0
.5

0
.6

0
.7

0
.8

0
.9

1
.0

alphabet size 2 alphabet size 4 alphabet size 8

s
iz

e

pure

co
nsis

te
nt

im
pact

sp
lits

sa
m

ple
d

se
arc

h
pure

co
nsis

te
nt

im
pact

sp
lits

sa
m

ple
d

se
arc

h
pure

co
nsis

te
nt

im
pact

sp
lits

sa
m

ple
d

se
arc

h

s
c
o

re

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ s✐③❡s ❛♥❞ s❝♦r❡s ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡❞
❛❧♣❤❛❜❡ts✳

t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✿

• ▼♦r❡ ❞❛t❛ ❧❡❛❞s t♦ ❧❛r❣❡r ❉❘❚❆s✱ ❜✉t t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❉❘❚❆s ✐s s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

• ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ♣♦✐♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠✉❝❤✱ ❜✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t s❡❡♠s t♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
t❤❛t s♠❛❧❧❡r ❉❘❚❆s ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♣❧♦ts✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ st✐❧❧ ❤❡❧♣s✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❝♦r❡✳
❚❤✉s✱ t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ❉❘❚❆s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧
❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r ♠♦r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❡✈❡♥
✭♦r ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✮ ✐♥ ❧❛r❣❡r ❉❘❚❆s✳ ❇✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❘❚■ ♣r♦❞✉❝❡s ❧❛r❣❡r
❉❘❚❆s ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛s♦♥ t❤✐s ♦❝❝✉rs ✐s t❤❛t
♠♦r❡ ❞❛t❛ ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡s ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✭❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❡♥❞s
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ❘❚■
r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡r ❉❘❚❆s✳ ❚❤✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤♦❧❞s ✐❢ ❘❚■ ♠❛❦❡s ❛ ✭s♠❛❧❧✮ ♠✐st❛❦❡✱ ✐✳❡✳✱
✐t ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♠❡r❣❡ ♦r s♣❧✐t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❞❛t❛✱ ♠♦r❡
t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ✇r♦♥❣ st❛t❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❛r❡
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❝r❡❛t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦✈❡rtr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ✭▼✐t❝❤❡❧❧ ✶✾✾✼✮✳ ❖✈❡rtr❛✐♥✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭st❛t❡s✴s♣❧✐ts✮ ❛r❡ ✜tt❡❞ t♦♦ ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲s❡t✳ ■♥ s✉❝❤
❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t❡st✲s❡t ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ ✐s ♥♦t ✈❡r② s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ❛ ✜①❡❞
s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ✭♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✵✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❜❧♦✇✉♣ ✐♥
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜✐❣❣❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s t❡♥ t✐♠❡s ❜✐❣❣❡r✳ ▲♦♥❣❡r
str✐♥❣s ❝♦♥t❛✐♥ ❧❡ss ✉s❡❢✉❧ ❞❛t❛ ✭✐t ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❧❡ss ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✮ ❢♦r t❤❡ ❉❋❆
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ♠❛tt❡r ♠✉❝❤ ❢♦r ♦✉r ❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ❉❘❚❆ ❝❛s❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ♠❛❦❡
♠♦r❡ s♣❧✐ts ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❧✐ts ✐s ❧❛r❣❡r✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t ❘❚■ ❝❤♦♦s❡s ❛♥
✐♥❝♦rr❡❝t s♣❧✐t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ s❝♦r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ t❤❡
❜♦①♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ t❤✐s s❡❡♠s ♥♦t t♦ ♦❝❝✉r✳

❉✐✛❡r❡♥t s✐③❡❞ ❉❘❚❆s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ t♦ ✹✳✶✽ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❞❛t❛✲s❡ts ✇✐t❤ s❛♠❡ s✐③❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆s✳ ❋♦r ❡✈❡r②
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡✱ st❛t❡s✱ ❛♥❞ s♣❧✐ts t❤❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ ❜♦①♣❧♦ts ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s ♠♦st❧② s❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❣✉r❡s✿

• ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❘❚■✱ t❤✐s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝✳

• ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡❛s✉r❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲
❡st ❉❘❚❆s✳

• ❚❤❡ s♣❧✐ts ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥s ❜❡tt❡r s❝♦r❡s t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡❛s✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡
❛r❡ ♠❛♥② s♣❧✐ts✳

• ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧✳

• ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡st✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✻ t♦ ✹✳✶✽✿

• ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✐③❡ ❉❘❚❆s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛❧♠♦st
♦♣t✐♠❛❧❧②✳

• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts ❤❛s ❛ ❜✐❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❉❘❚❆s✳

• ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❝♦r❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞ ❢♦r r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❛❜♦✉t
80% ❛❝❝✉r❛❝②✮ ❢♦r ❉❘❚❆s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ 16 st❛t❡s✱ 16 s♣❧✐ts✱ ❛♥❞ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢
s✐③❡ 2✳

• ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❝♦r❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞ ❢♦r ❉❘❚❆s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ 16 st❛t❡s✱
8 s♣❧✐ts✱ ❛♥❞ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ 4✳
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• ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❝♦r❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞ ❢♦r ❉❘❚❆s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ 4 st❛t❡s✱
8 s♣❧✐ts✱ ❛♥❞ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ 8✳

• ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ❉❘❚❆s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❚■✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❘❚■ ♣❡r❢♦r♠s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞ ❢♦r r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s
✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐s s♠❛❧❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❉❘❚❆ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛
❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✳

❚✐♠✐♥❣ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✳ ❘✉♥♥✐♥❣ ❘❚■ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ 1920 ♣r♦❜❧❡♠s t♦♦❦ ❛ ❢❡✇ ❤♦✉rs✳ ❘✉♥♥✐♥❣ ❘❚■
✇✐t❤ t❤❡ s♣❧✐ts ✈❛❧✉❡ t♦♦❦ t✇✐❝❡ ❛s ❧♦♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦♦❦ ❡✈❡♥ ❧♦♥❣❡r✳
■t t♦♦❦ ❛❜♦✉t ✺ ❞❛②s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ t♦♦❦ t❤❡ ❧♦♥❣❡st✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡❞ ❛❜♦✉t ✸ ✇❡❡❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡
s♠❛❧❧❡r ❉❘❚❆s ✭❛❧♣❤❛❜❡t 4 ❛♥❞ 8 st❛t❡s✮ ✉s✉❛❧❧② ✜♥✐s❤❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♠✐♥✉t❡s✳
❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ✶✳✽ ●❍③ P♦✇❡rP❈ ●✺ ❝♦♠♣✉t❡r✳

✹✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡
❛✉t♦♠❛t❛ ✭❉❘❚❆s✮✳ ❚❤❡s❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡
❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡
❛✉t♦♠❛t❛ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦✉rs
✐s t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❛ t✐♠❡❞
✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❉❘❚❆ r❡t✉r♥s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤✐❣❤❡r
❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❜② ✉s✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❘❚■ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s
t❤❛t ❘❚■ ✉s❡s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠✲
♣❧✐♥❣ ❝❛s❡✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❧♦✇✉♣✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❜❧♦✇✉♣ s❡❡♠s ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛✳

❋♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ ❜✐❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❘❚■ ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳
■♥ ♠❛♥② s❡tt✐♥❣s✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✿ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ s❡♥s♦rs t♦
♦❜s❡r✈❡ s②st❡♠s✱ ❜✉t ♥♦t t♦ ❧❛❜❡❧ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❧②
❘❚■ t♦ s✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞
✭♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡✮ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
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❈❍❆P❚❊❘ ✺

■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇♦r❦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❝❡ss ▼♦❞❡❧s

❛t ❊❈▼▲ P❑❉❉ ✭❱❡r✇❡r✱ ❞❡ ❲❡❡r❞t ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥ ✷✵✵✽❛✮✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺✮ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❉❘❚❆s✮ ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥♣✉t
s❛♠♣❧❡ S = (S+, S−)✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ r✉♥✲t✐♠❡ ❛♥❞
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✮✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧②
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❛t ❞❛t❛ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ s②st❡♠
t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❡✈❡♥t✲t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♣❛✐rs✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ s❡♥s♦rs✳ ❋r♦♠ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡ ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡
❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ S+✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
✇❛② t♦ ❞♦ t❤✐s ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ❛♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝②
✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♠❛♥② t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❢♦r t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❋❆s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤✐s ✐s t❤❡
✜rst t✐♠❡ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s✳

❲❡ st❛rt t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❘❚❆ ✭P❉❘❚❆✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❉❘❚❆ str✉❝t✉r❡✱ ❛ P❉❘❚❆ ❝♦♥t❛✐♥s ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠♦❞❡❧ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❉❘❚❆ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ P❉❘❚❆✱



✶✸✽ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❉❘❚❆s

✇❡ t❤✉s ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t♦ s❡t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s
♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭●rü♥✇❛❧❞ ✷✵✵✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ P❉❘❚❆ ✐s ❛ ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② s❡t t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦✉♥ts ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡ S+✳

✶ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ✐t
✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
t❤❡ ❉❘❚❆ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ P❉❘❚❆✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡s❡ t❡sts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ χ2✱ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲
r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡sts ✭❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✸✳✶✱ ✺✳✸✳✷✱ ✺✳✸✳✸✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
t❤❡ t❡sts ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❡st t❤❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ s✉✣①❡s ♦❢ str✐♥❣s t❤❛t
❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛❢t❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ P❉❘❚❆
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ t✇♦ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡
✐♥ ❛ P❉❘❚❆✳ ■❢ t❤✐s ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱ t❤❡♥
t❤✐s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ st❛t❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠❡r❣❡❞✳
❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐❢ t❤❡s❡ t✇♦ st❛t❡s r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ s♣❧✐t ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤✐s ✐s
❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t❡sts r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛
✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r
r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t P❉❘❚❆ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1✳

❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r
t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ P❉❘❚❆ ❢r♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ❘❚■✰ ❡①✐st ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❋❆s ✭P❉❋❆s✱
s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡s t❤❡ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡st
t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❘❚■✰✳ ❚❤❡s❡ t❡sts ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐❞❡♥t✐❢② P❉❋❆s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥
P❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣
♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧
t❡sts ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ❋♦r t❤❡s❡ t❡sts✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✮✱
t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✮✳ ❯♥❢♦rt✉✲
♥❛t❡❧②✱ ✉♥❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞
q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s ✐s t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ✭s❡❡✱
❡✳❣✳✱ ✭❏✉r❛❢s❦② ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ ✷✵✵✵✮✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐✲
✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ❞♦❡s r❡✢❡❝t ❤♦✇ ❣♦♦❞ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐t ✐s
✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡

✶■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛ ❧♦t ❤❛r❞❡r✳ ■♥
❢❛❝t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❞✐✣❝✉❧t ❛s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳



✺✳✷✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❘❚❆s ✶✸✾

❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ P❉❘❚❆✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥
s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✇❡
❝♦✉❧❞ ✉s❡ ✐s t❤❡ ❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐✉♠ ✭❆■❈✮ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ❆■❈ ✐s
❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭●rü♥✇❛❧❞ ✷✵✵✼✮✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❆■❈ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠
♦♥ ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱ ❤♦✇ ❣♦♦❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t
♥♦t ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ✜rst ✐❞❡♥t✐❢② ❛ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛
s❡t✱ t❤❡♥ s❡t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st s❡t✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❆■❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st s❡t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✹✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s t❤❡ t❡st✲
s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❆■❈✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇♦t❤ ♠❡❛s✉r❡s ❣✐✈❡ s❡♥s✐❜❧❡ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ t♦ t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✺✮✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ✐s t❤❛t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛✲r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐t ✐s
♦❢t❡♥ ❡❛s✐❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ t♦ s❡t ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡❝t❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
P❉❘❚❆s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❲❡ ❡♥❞ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✐♥t❡rs ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ st❛t✐st✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✮✳

✺✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❘❚❆s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❘❚❆ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ S+✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✉s✐♥❣ ❛ ❉❘❚❆ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡❞ ❡✈❡♥ts t♦ ❡✈❡r②
st❛t❡ ♦❢ ❛ ❉❘❚❆✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❉❘❚❆ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜tt✐♥❣ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ S+✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❘❚■
♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❘❚❆s ✭P❉❘❚❆s✮✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ❉❘❚❆s✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡❞ ❡✈❡♥t (a, t) ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡
q ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆✱ ✐✳❡✳✱ Pr(O = (a, t) | q)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ O✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡
q ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆✿ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♠❜♦❧s Pr(S = a | q)✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s Pr(T = t | q)✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ Pr(X = q′ | q) ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❡✈❡♥ts Pr(S = a | q) t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡r② s②♠❜♦❧ a ❤❛s s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
Pr(S = a | q) ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ q✱ ❛♥❞ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

∑

a∈Σ Pr(S = a | q) = 1
✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤
❛s ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✱ ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭s❡❡ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳✷ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐s t❤❛t

✷■♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛ t❤❡r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❡①✐sts ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ q ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
Pr(end | q) t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❡♥❞s ✐♥ q✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s q✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ ♠♦❞❡❧



✶✹✵ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❉❘❚❆s

t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡✈❡♥ts✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ✭▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✈❡♥ts✮ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(S = a) ♦❢ t❤❡
♥❡①t s②♠❜♦❧ a ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ✐❢ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ qi ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣❛st st❛t❡s q1, . . . , qi−1 ♦r ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s o1, . . . , oi−1✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ Pr(S = a | qi) = Pr(S = a | q1, . . . , qi, o1, . . . , oi−1)✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ Pr(T = t | q) t♦ ✉s❡ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳
❆ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳ ❆ ♥✐❝❡
♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ▼❛r❦♦✈✐❛♥✿ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥
q ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❛❧r❡❛❞② s♣❡♥t ✐♥ q✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
♦❢ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❢♦r♠✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♣♦s❡s str✐❝t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s
❢♦r♠✱ t❤❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✈❡r② ✇❡❧❧✳ ❲❡ ❧✐❦❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡
♦❢ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦
✉s❡ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠✳ ❆ ❤✐st♦❣r❛♠ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡
t✐♠❡✮ ✐♥t♦ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s H✳ ❊✈❡r② ❜✐♥ [v, v′] ∈ H ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ N✳ ❚❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜✐♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛❧❧ [v, v′] ∈ H ❛♥❞ ❛❧❧
t, t′ ∈ [v, v′]✱ Pr(T = t | q) = Pr(T = t′ | q)✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s t♦ ❤♦❧❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s s✉♠ t♦ ♦♥❡✿

∑

t∈N
Pr(T = t | q) = 1✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❛ ❜✐♥ Pr([v, v′] | q) =
∑

t∈[v,v′] Pr(T = t | q) ❞✐r❡❝t❧② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❧♦♦❦
s✐♠♣❧❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t✐♠❡ ✐♥
❤✐❞❞❡♥ s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭●✉é❞♦♥ ✷✵✵✸✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣
❛ ❤✐st♦❣r❛♠✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈✐❛♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ✭s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✮ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pr(T =
t) ♦❢ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s t ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ✐❢ Pr(T = t)
✐s ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛st st❛t❡s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✱ ❜✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡
❛❧r❡❛❞② s♣❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ∃t, t′ : Pr(T = t | q) 6= Pr(T = t + t′ |
T > t′, q)✳

❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ t♦ ♠♦❞❡❧ t✐♠❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡
❛♠♦✉♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡s ✭❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✐♥ts✮ [v, v′] ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥s✳✸ ❈❤♦♦s✐♥❣
t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ♠❛❦✐♥❣ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ ❜✐♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ❜✉t ✐t
r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✳ ■t s❡❡♠s t♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ ❧❡t t❤❡ ❛♠♦✉♥t
❛♥❞ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ✭❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s t❤❡ s❤❛♣❡✮ ♦❢ t❤❡

t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭♥❡✈❡r ❡♥❞✐♥❣✮ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❞♦❡s
♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❲✐t❤ s♦♠❡ ♠✐♥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳

✸◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ st✐❧❧ s♣❧✐t tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡✲✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥s ♦♥❧② s❡r✈❡ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ P❉❘❚❆✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡str✐❝t
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ P❉❘❚❆ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❛♥② ✇❛②✳
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b

a
a [0, 5]

b

a [5, 10]

0.5 a

0.5 b

0.8 a

0.2 b

0.3

0.2

0.4

0.1

0.2

0.45

0.1

0.25

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❘❚❆✳ ❊✈❡r② st❛t❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
✉s✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❜✐♥ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛r❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜✉t ❧❡❢t ♦✉t
❢♦r ❝❧❛r✐t②✳

❞❛t❛ t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♠❛tt❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✈❡r② t✐♠❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t
❡✈❡r② st❛t❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❛t t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ✉s❡s t❤❡
s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❜✐♥s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❜✐♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞
❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rt✱ ♦r ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s②♠❜♦❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭●✉é❞♦♥
✷✵✵✸✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣
✭♦r s♦❥♦✉r♥✮ t✐♠❡ ♦❢ ❡✈❡r② st❛t❡✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❧❡t
t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ ❛ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s②♠❜♦❧✳ ❇② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤✐s
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠♦r❡
q✉✐❝❦❧② t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦st✿ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢❛❝t♦r ✭t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ❜❧♦✇✉♣✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
❛ s✐♠✐❧❛r s✐③❡❞ ❉❘❚❆✳ ❚❤✐s ✐s ♦✉r ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ s✉✣❝✐❡♥t r❡❛s♦♥s t♦ ❞✐✈❡rt ❢r♦♠
❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳✹

❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳ ✭P❉❘❚❆✮ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❘❚❆ ✭P❉❘❚❆✮ A ✐s ❛ q✉❛❞r✉♣❧❡
〈A′,H,S, T 〉✱ ✇❤❡r❡ A′ = 〈Q,Σ,∆, q0〉 ✐s ❛ ❉❘❚❆ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛❧ st❛t❡s✱ H ✐s ❛
✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❜✐♥s ✭t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✮ [v, v′]✱ v, v′ ∈ N✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✱ S =
{pa,q | a ∈ Σ, q ∈ Q} ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pa,q = Pr(S = a | q)✱ ❛♥❞
T = {ph,q | h ∈ H, q ∈ Q} ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡✲❜✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ph,q = Pr(T ∈
h | q)✳ ❋♦r ❡✈❡r② st❛t❡ q ∈ Q ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

∑

a∈Σ pa,q = 1 ❛♥❞
∑

h∈H ph,q = 1✳

❚❤❡ ❉❘❚❆ ✇✐t❤♦✉t ✜♥❛❧ st❛t❡s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆✳ ❚❤❡
s②♠❜♦❧✲ ❛♥❞ t✐♠❡✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s S ❛♥❞ T s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛
P❉❘❚❆✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ A✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ❡✈❡r② s❡t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜❡❝❛✉s❡

✹■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐♠❡ ❛♥❞ s②♠❜♦❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❡st ❢♦r t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❢♦r
❡✈❡r② st❛t❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ ✐t✳
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t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ t♦ s✉♠ t♦ 1✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ (|S| − 1) + (|T | − 1) ♣❛r❛♠❡t❡rs
♣❡r st❛t❡ ♦❢ ♦✉r P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pt,q t❤❛t t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧s t ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡ ✐s q ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s pt,q = Pr(T = t | q) =

ph,q

v′−v+1 ✱ ✇❤❡r❡ h = [v, v′] ∈ H ✐s s✉❝❤
t❤❛t t ∈ [v, v′]✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❡✈❡r② t✐♠❡✲❜✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✐♠❡
♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ (a, t) ❣✐✈❡♥ t❤❛t
t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s q ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Pr(O = (a, t) | q) = pa,q × pt,q

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t✐♠❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ q′ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s q ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Pr(X = q′ | q) =
∑

〈q,q′,a,t〉∈∆

pa,q × pt,q

❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❉❘❚❆ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧♦✲
❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❘❚❆✳ ❆ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡❞
str✐♥❣s Pr(O∗ = τ)✳ ▲❡t

q0
(a1,t1)−−−−→ q1 . . . qn−1

(an,tn)−−−−−→ qn

❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❉❘❚❆ A ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ = (a1, t1) . . . (an, tn)✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ τ ❣✐✈❡♥ A ✐s✿

Pr(O∗ = τ | A) =
∏

1≤i≤n

Pr(O = (ai, ti) | qi−1)

❆ P❉❘❚❆ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡✜♥❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ♥❡①t
t✐♠❡❞ ❡✈❡♥ts (a, t) ❣✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② τ ✿

Pr(O = (a, t) | τ,A) =
Pr(τ(a, t) | A)

Pr(τ | A)

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s ❛ P❉❘❚❆ A✳ ▲❡t H = {[0, 2]; [3, 4]; [5, 6]; [7, 10]}
❜❡ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✳ ■♥ ❡✈❡r② ❜✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐s ✉♥✐❢♦r♠✳
❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ A ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r ♦❢ t✐♠❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
(a, 3)(b, 1)(a, 9)(b, 5) ✐s Pr((a, 3)(b, 1)(a, 9)(b, 5)) = 0.5 × 0.2

2 × 0.5 × 0.3
3 × 0.8 ×

0.25
4 × 0.5 × 0.4

2 = 1.25 × 10−5✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ (b, 5) ❛❢t❡r s❡❡✐♥❣

(a, 3)(b, 1)(a, 9) ✭✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✮ ✐s Pr((b, 5) | (a, 3)(b, 1)(a, 9)) = 1.25×10−5

1.25×10−4 =

0.1 = 0.5 × 0.4
2 ✳

❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ τ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐s
t❤❛t t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦✉t♣✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳ ✭♦✉t♣✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦✉t♣✉t ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pr(O = oi | qi−1) ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ oi ✭t✐♠❡❞ ❡✈❡♥t✮ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ qi−1 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s o1, . . . , oi−1✱ ✐✳❡✳
P (O = oi | qi−1) = P (O = oi | qi−1, o1, . . . , oi−1)✳
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■♥ ❍▼▼s✱ ♦✉t♣✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✈❡r②
r❡str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❍▼▼s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❘❛❜✐♥❡r
✶✾✽✾✮✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❜✐❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ tr② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ P❉❘❚❆ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
♦✉t♣✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r s♦♠❡ st❛t❡ q ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ ✇❡ ❛r❡
tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② ♠✉❧t✐♣❧❡ st❛t❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t q✱ ❡❛❝❤
♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉t♣✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ♦✉t♣✉t
❞❡♣❡♥❞❡♥t s②st❡♠✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r✮ ♦✉t♣✉t
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥t
s②st❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐ss✉❡ ✐s t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ st❛t❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡
✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ❜❧♦✇✲✉♣ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧✳
■❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ ✐s ❤✐❣❤❧② ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭♦r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✮✱ s✉❝❤ ❛s ❛
♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✱ t❤✐s ❜❧♦✇✲✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱
✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢
❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t P❉❘❚❆✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❜✐❣ ✐ss✉❡ s✐♥❝❡
✐t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❝❤ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t s②st❡♠s ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❛s
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳

❆ P❉❘❚❆ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♠♦❞❡❧s ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳
❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
✉s✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭♣❡r❤❛♣s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ s♦♠❡ ❜❧♦✇✲✉♣✮✳ ❆♥ ✐♥♣✉t
s❛♠♣❧❡ S+ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❛♠♣❧❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ P❉❘❚❆ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞
t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❛❞❛♣t ♦✉r ❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ P❉❘❚❆ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ s❛♠♣❧❡✳
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■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❘❚❆s ❢r♦♠
❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
✐s t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛✳
●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ t✐♠❡❞ str✐♥❣s S+✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❘❚■✰ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❉❘❚❆
t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ✭t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢✮ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ S+✳ ◆♦t❡
t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❘❚■✰ ✉s❡s st❛t✐st✐❝s t♦ ✜♥❞ t❤✐s ❉❘❚❆✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦✉♥t
t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧s✱ S+ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲s❡t✱ ✐✳❡✳✱ S+ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡❞ str✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✳

▲✐❦❡ ❜❡❢♦r❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮✱ ❘❚■✰ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣r❡✜① tr❡❡
❛❝❝❡♣t♦r ✭❆P❚❆✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❆P❚❆
✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ r❡❥❡❝t✐♥❣ st❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st♦♣♣❡❞ ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r②✱ ✐t ❛❧s♦ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ st❛t❡s✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❉❘❚❆ s✐♠♣❧② ✐s t❤❡ ♣r❡✜① tr❡❡ ♦❢ S+✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡✜① tr❡❡ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✜① tr❡❡✱ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s t♦ ♠❡r❣❡ st❛t❡s ❛♥❞
s♣❧✐t tr❛♥s✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳ ❘❚■✰ ✉s❡s ❡①❛❝t❧②
t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✇❡
✉s❡✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✳ ❋♦r ❘❚■✰✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t
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[1,2]
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[1,2]

a

[1,2]

b

[1,2]

b

[1,2]

b

[1,2]

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❆ ♣r❡✜① tr❡❡✳ ■t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣r❡✜① tr❡❡ ❛❝❝❡♣t♦r✱ ❜✉t
✇✐t❤♦✉t ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♥❣ st❛t❡s✳

✉s❡s ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❞✐sr❡❣❛r❞s ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❡♥❞
✐♥✳ ❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s❡tt✐♥❣ ❛r❡ st❛t✐st✐❝s
t❤❛t ❝♦✉♥t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t✐♠❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦✉♥ts ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❛t❡s✳ ❚❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❛s st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦✳ ❚✇♦ st❛t❡s
❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t② ❣♦❡s ❜❡❧♦✇ ❛ ♣r❡s♣❡❝✐✜❡❞ ❜♦✉♥❞✳

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝s ✇❡ ✉s❡ ✭❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✸✳✶ t♦ ✺✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ❤♦✇
✇❡ ✜t t❤❡♠ ✐♥t♦ ❘❚■✰ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❘❚■✰✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r
♣♦ss✐❜❧❡ st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ t❡st ❡✈❡r② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❡❝t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳

✺✳✸✳✶ ❆ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st ❢♦r st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣

❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❍❛②s ✶✾✾✹✮✮ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ t❡st ♥❡st❡❞
❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❆ ❤②♣♦t❤❡s✐s H ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s H ′ ✐❢ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉♥❞❡r H ❢♦r♠ ❛ str✐❝t s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✉♥❞❡r H ′✳ ▲❡ss ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t H ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ H ′✳
❚❤✉s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ H ′ ❤❛s ♠♦r❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♦r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮
t❤❛♥ H✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s H ❛♥❞ H ′ s✉❝❤ t❤❛t H ✐s ♥❡st❡❞ ✐♥ H ′✱ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛
s❡t S+✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st st❛t✐st✐❝ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②

▲❘ =
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞(S+,H)

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞(S+,H ′)

✇❤❡r❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ s❡t
✉♥❞❡r ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐✳❡✳✱ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞(S+,H) ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭✇✐t❤ ♦♣t✐✲
♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s✮ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ S+ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t H ✇❛s ✉s❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✳

▲❡t H ❛♥❞ H ′ ❤❛✈❡ n ❛♥❞ n′ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ H ✐s ♥❡st❡❞ ✐♥ H ′✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ S+ ✉♥❞❡r H ′ ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉♥❞❡r H✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ▲❘ ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞
1✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ n ❛♥❞ n′ ❣r♦✇s✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉♥❞❡r H ′ ❝❛♥
❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠♦r❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ▲❘ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ 0✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
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❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ S+ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ✭❤②♣♦t❤❡s✐s✮ H ′✱ ❜✉t ❛t t❤❡
❝♦st ♦❢ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs n′−n✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st
✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ t❡st ❝♦♠♣❛r❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ −2❧♥(▲❘) t♦ ❛ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ n′−n ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡✳

❆ ♣✲✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❛ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤
n′ − n ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮ ✇♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ −2❧♥(▲❘)✮ str✐❝t❧② ❜② ❝❤❛♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛ ❤✐❣❤
♣✲✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t H ✐s ❛ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t n′ − n ❡①tr❛
♣❛r❛♠❡t❡rs r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❤✐❣❤✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛
❧♦✇ ♣✲✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t H ′ ✐s ❛ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 0.05✱
✇❡ ❛r❡ 95% ❝❡rt❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞
str✐❝t❧② ❜② ❝❤❛♥❝❡✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st t♦ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✲s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s
r❡♠❛r❦❛❜❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ✇❡ s❤♦✉❧❞
♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❡r❣❡ ♦❢ t✇♦ st❛t❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
P❉❘❚❆s ✭♠♦❞❡❧s✮✿

• t❤❡ P❉❘❚❆ A r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s❀

• t❤❡ P❉❘❚❆ A′ ❜❡❢♦r❡ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡s❡ st❛t❡s✳

❈❧❡❛r❧②✱ A ✐s ♥❡st❡❞ ✐♥ A′✳ ❚❤✉s ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ♦❢ S+ ✉♥❞❡r A ❛♥❞ A′✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✳ ❙✐♥❝❡ P❉❘❚❆s
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✐♠♣❧② ❜② s❡tt✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ P❉❘❚❆s t♦ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦✉♥ts ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥ S+✳
❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤✐s t❡st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛
♠❡r❣❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❛♥❞
t❤❡ t✐♠❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P❉❘❚❆s✳ ❚❤✐s ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s ♠❛tt❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t✐♠❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ t✇♦ r♦♦t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✜① tr❡❡s
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r❡✜① tr❡❡s ❛r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆ ✇❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②
tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❧② s♦♠❡ str✐♥❣s ❢r♦♠ S+ r❡❛❝❤ t❤❡ t♦♣ tr❡❡✱ ❛♥❞ s♦♠❡
r❡❛❝❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠ tr❡❡✳

▲❡t S = {10 × a, 10 × aa, 20 × ab, 10 × b} ❛♥❞ S′ = {20 × aa, 20 × bb} ❜❡ t❤❡
s✉✣①❡s ♦❢ t❤❡s❡ str✐♥❣s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡ r♦♦t st❛t❡ ♦❢
t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ tr❡❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ n× τ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✭t✐♠❡❞✮ str✐♥❣ τ
♦❝❝✉rs n t✐♠❡s✳ ❲❡ ✜rst s❡t ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t♦♣ tr❡❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ S ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✿ pa,q0

= 4
5 , pb,q0

= 1
5 , pa,q1

= 1
3 , pb,q1

= 2
3 ✭t❤✐s ✐s

❡❛s② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✮✳ ❲❡ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ tr❡❡ ❛♥❞
S′✿ p′a,q0

= 1
2 , p
′
b,q0

= 1
2 , p
′
a,q1

= 1, pb,q2
= 1✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✺ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❛t❛ s❡t ✭♦❢
t❤❡ ♣❛rts t❤❛t r❡❛❝❤ t❤❡ st❛t❡s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❡r❣❡✮ ❜② ✜rst ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡

✺❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞✐r❡❝t❧②✳
❚❤✐s ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✳
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1
b

3

2
a b

5

4a

1
b

3

2a

b
5

4
a

1
b

3

2
a

b
6

b 5

4a

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✳ ❲❡ t❡st ✇❤❡t❤❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ♠♦❞❡❧ ✭t✇♦
♣r❡✜① tr❡❡s✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ♠♦❞❡❧ ✭❛ s✐♥❣❧❡ ♣r❡✜① tr❡❡✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ S ✉♥❞❡r t❤❡ t♦♣ tr❡❡✿

p1 =

(

4

5

)40

×
(

1

5

)10

×
(

1

3

)10

×
(

2

3

)20

≈ 6.932 × 10−20

t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ S′ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜♦tt♦♠ tr❡❡✿

p2 =

(

1

2

)20

×
(

1

2

)20

≈ 9.095 × 10−13

◆❡①t✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t tr❡❡ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ S ∪ S′✿
pa,q0

= 2
3 , pb,q0

= 1
3 , pa,q1

= 3
5 , pb,q1

= 2
5 , pb,q2

= 1✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ ✉♥❞❡r t❤❡ r✐❣❤t ✭♠❡r❣❡❞✮ tr❡❡✿

p3 =

(

2

3

)60

×
(

1

3

)30

×
(

3

5

)30

×
(

2

5

)20

≈ 3.211 × 10−40

❲❡ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ tr❡❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧❡❢t ✭✉♥✲♠❡r❣❡❞✮ tr❡❡✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
r❛t✐♦✿

LR =
p3

p1 × p2
≈ 5.093 × 10−9

❚❤❡ χ2 ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ❛ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s χ2 ≈
38.19✳ P❡r st❛t❡ |Σ| − 1 ✉♥t✐♠❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✭|Σ| × |H| − 2 ✐♥ t❤❡ t✐♠❡❞
❝❛s❡✮✳ ❲❡ s✉❜tr❛❝t 1 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡
♦t❤❡rs s✐♥❝❡ t❤❡✐r s✉♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✳ ■♥ t❤❡ ✉♥✲♠❡r❣❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✭✉♥t✐♠❡❞✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s 5✳ ■♥ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s 3✳ ❚❤❡ ✉♥✲♠❡r❣❡❞ ♠♦❞❡❧



✺✳✸✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❉❘❚❆s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ✶✹✼

✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✉s❡s r♦✉❣❤❧② t✇✐❝❡ ❛s ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s t❤❡ s✐♥❣❧❡ tr❡❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲r❛t✐♦ t❡st ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ 5.093 × 10−9✳ ❙✐♥❝❡
t❤✐s ✐s ❛ ❧♦t ❧❡ss t❤❛♥ 0.05✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡r❣❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
✇♦rs❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❡st✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s♣❧✐t ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
✇❛②✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s♣❧✐t✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡
❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ P❉❘❚❆s✿ t❤❡ P❉❘❚❆ ❜❡❢♦r❡ s♣❧✐tt✐♥❣ A✱ ❛♥❞ t❤❡ P❉❘❚❆
❛❢t❡r s♣❧✐tt✐♥❣ A′✳ A ✐s ❛❣❛✐♥ ♥❡st❡❞ ✐♥ A′✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
r❛t✐♦ t❡st ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

✺✳✸✳✷ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣✲✈❛❧✉❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣
❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤❡t❤❡r t✇♦ st❛t❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜✉t ✐t ✐s ✈❡r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ t❡st✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♠❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t❡sts ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝s ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❡✐t❤❡r ❜✐♥♥❡❞ ♦r ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛✳
■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t❤❡♠ t♦ ❛ ♣r❡✜① tr❡❡✳ ❲❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ✇❛② t♦
tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✜① tr❡❡s t♦ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❡s❡ t❡sts ✉s❡✳
❲❡ ❞♦ s♦ ✉s✐♥❣ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ✭❋✐s❤❡r ✶✾✹✽✮✳

❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣✲✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ s❡✈❡r❛❧ ♣✲✈❛❧✉❡s
t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✈❡r❛❧❧ t❡st
❢♦r t❤❛t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡s❡ t❡sts s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s✳
●✐✈❡♥ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡sts✱ ❧❡t vi ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ it❤ t❡st✳ ❋✐s❤❡r✬s
♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s

F = −2 ×
∑

1≤i≤n

ln(vi)

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ 2n ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡
F t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✲
✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✉s❡ ♦❢ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❡sts t❤❛t
❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
t❡sts ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦✱
❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡sts ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ t❡sts ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❡sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t✇♦
st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛❧❧②✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜✐♥♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤♦s❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t❡st ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣✲
✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ t❡sts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❡r❣❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
s✐♠♣❧❡ t❡sts ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s t❤❛t ✐s ♠❡r❣❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♣❧✐t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ t❡sts ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ✉♥❞♦ t❤❡ s♣❧✐t✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r❡✜① tr❡❡s✳ ❲❡ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s
t❤❛t ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❞❛s❤❡❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② st❛t❡ ♠♦❞❡❧s
t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭♦♥❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✈❡r s②♠❜♦❧s✮✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣✲✈❛❧✉❡s ❡q✉❛❧ t♦ t✇♦ t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡s❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✲✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡ t❡st ✇❡ ✉s❡ ✐s t❤❡ χ2 t❡st ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❍❛②s ✶✾✾✹✮✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s t❡st✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡

χ2 =
∑

1≤i≤n

(Oi − Ei)
2

Ei

✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ n ❡✈❡♥ts✱ Oi ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡✈❡♥t i✱ ❛♥❞ Ei ✐s t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡✈❡♥t i✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ■♥ ♦✉r
❝❛s❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t✇♦ st❛t❡s q ❛♥❞ q′ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❢r❡q✉❡♥❝② Ei,q ♦❢ ❡✈❡♥t i ✐♥ st❛t❡ q ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❡ ❡①♣❡❝t ✐❢ q ❛♥❞ q′ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✳
❚❤✐s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s Oq ♦❢ st❛t❡ q t✐♠❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ i ❡✈❡♥ts✿

Ei,q = Oq ×
Oi

∑

1≤j≤nOj

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r q ❛♥❞ q′ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡✿

χ2 =
∑

1≤i≤n

(Oi,q − Ei,q)
2

Ei,q

+
(Oi,q′ − Ei,q′)2

Ei,q′

✇❤❡r❡ Oi,q ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡✈❡♥t i ✐♥ st❛t❡ q✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ χ2 ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ n − 1 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
❛ ♣✲✈❛❧✉❡ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞
❡①♣❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
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❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t❡st ❢♦r t❤❡ ❜✐♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦
st❛t❡s✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣✲✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s ✇❡ t❡st✳✻ ■♥ t❤❡♦r②✱
t❤❡s❡ t❡sts t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✿ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
♥❡①t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❜♦t❤ ♦♥ ✐ts s②♠❜♦❧ ❛♥❞ ✐ts t✐♠❡✲✈❛❧✉❡✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t st❛t❡✱ ♥♦t ♦♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t❡sts ♦✈❡r t❤❡s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r
✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t❡sts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✈❡r❛❧❧
✈❛❧✉❡✳ ❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❤♦❧❞s ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❆ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st t❤❛t t❡sts ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❛ P❉❘❚❆
❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❡✈❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ t❡st
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ P❉❘❚❆✳

❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st t♦ s❤♦✇ ❤♦✇
t❤✐s t❡st ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ♠❡r❣❡ t✇♦ st❛t❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✸✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P❉❘❚❆s✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ t✇♦ r♦♦t
st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✜① tr❡❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r❡✜① tr❡❡s ❛r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
P❉❘❚❆ ✇❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❧② s♦♠❡ str✐♥❣s ❢r♦♠ S+

r❡❛❝❤ t❤❡ ❧❡❢t tr❡❡ S = {10× a, 10× aa, 20× ab, 10× b}✱ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❛❝❤ t❤❡ r✐❣❤t
tr❡❡ S′ = {20 × aa, 20 × bb}✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ χ2 t❡st ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ st❛t❡s
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✐❢ ✇❡ ♠❡r❣❡ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✜① tr❡❡s ✭t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s
1 ❛♥❞ 2 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❋♦r st❛t❡ q0✿ Ea,q0

= 50× 60
90 = 100

3 ✱ Eb,q0
= 50× 30

90 = 50
3 ✱

Ea,q′
0

= 40 × 60
90 = 80

3 ✱ ❛♥❞ Eb,q′
0

= 40 × 30
90 = 40

3 ✳ ❚❤✉s✱

χ2
q0

=
(40 − 100

3 )2

100
3

+
(20 − 80

3 )2

80
3

+
(10 − 50

3 )2

50
3

+
(20 − 40

3 )2

40
3

= 9

❋♦r st❛t❡ q1✿ Ea,q1
= 30 × 30

50 = 16✱ Eb,q1
= 30 × 20

50 = 12✱ Ea,q′
1

= 20 × 30
50 = 12✱

❛♥❞ Eb,q′
1

= 20 × 20
50 = 8✱ t❤✉s✿

χ2
q1

=
(10 − 16)2

16
+

(20 − 12)2

12
+

(20 − 12)2

12
+

(0 − 8)2

8
= 22

2

9

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❛ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ 1 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✲✈❛❧✉❡s✿ 2.70 × 10−3 ❛♥❞ 2.43 × 10−6✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❋✐s❤❡r✬s
♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡s❡ ♣✲✈❛❧✉❡s✿

F ≈ −2 × (ln(2.70 × 10−3) + ln(2.43 × 10−6)) ≈ 37.68

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s t♦ ❛ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ 2n = 4 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✲✈❛❧✉❡✿ 1.304× 10−7✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s ❛ ❧♦t ❧❡ss t❤❛♥ 0.05✱ ✇❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
♠❡r❣❡❞✳

✻◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐❡❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t S+✱ r❡♠♦✈✐♥❣
t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✳
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time

cumulative

 probability

D

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❚❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st t❡sts ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ D ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡
✇♦✉❧❞ ♥♦r♠❛❧❧② ❡①♣❡❝t ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳

✺✳✸✳✸ ❆ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ t❡st ❢♦r t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s

❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ✜① t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❤✐st♦❣r❛♠s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ st❛t❡s✳ ❆
♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❥✉st ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②
♦❢ ✜①✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦
s❡t ❛ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡
t❡sts ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡sts✳ ❚❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡①✐st ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝
t❡sts✳ ❚❤❡s❡ t❡sts ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♥♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡st ❢♦r
❘❚■✰✳ ❚❤❡ t❡st ✇❡ ✉s❡ ✐s t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ✭❑❙✮ t❡st✳

❚❤❡ ❑❙ t❡st ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♦❢ s✐③❡ n
❛♥❞ n′ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❑❙ t❡st ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s F ❛♥❞ F ′ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡ts✳ ■t t❤❡♥ ✜♥❞s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿

D = sup
x∈N

|F (x) − F ′(x)|

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ K =
√

n×n′

n+n′D ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡

♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ K
♦r s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ t❡st
✇❤❡t❤❡r t✇♦ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ❑❙ t❡st ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s t❤❛t ✐s ♠❡r❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭♦r ♠❡r❣❡❞ ✇❤❡♥ ❛ s♣❧✐t ✐s ✉♥❞♦♥❡✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✲✈❛❧✉❡s ❝❛♥
t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ χ2 t❡sts ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✲✈❛❧✉❡✳

✺✳✸✳✹ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞♦ ♥♦t ♣❡r✲
❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ ❢❡✇ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦
♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡
✉s❡❞ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧❡❛❢s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✜① tr❡❡✮✳ ❚❤✐s t❡st t❡sts ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❚❤✉s✱ ✐❢



✺✳✸✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❉❘❚❆s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ✶✺✶

t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✉♥✉s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❛❝❝❡♣t ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ♠❡r❣❡ st❛t❡s✳

■♥ t❤❡ χ2 t❡st✱ ✐t ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❜❛❞ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❝❝✉r ❧❡ss
t❤❛♥ ✜✈❡ t✐♠❡s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ t❡st✐♥❣
✇❤❡t❤❡r t✇♦ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r s✉✣① tr❡❡s ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✮ ❛r❡
s✐♠✐❧❛r✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ tr❡❡✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✭❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❢ st❛t❡s✮ ✇✐❧❧
❝♦♥t❛✐♥ ✈❡r② ❢❡✇ ❞❛t❛✳

■♥ t❤❡ ❑❙ t❡st✱ s♠❛❧❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ✇♦rs❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ χ2 t❡sts ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ 0 ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐✈✐❞❡
❜② Ei,q t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ χ2✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ 0✳

❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②s✿

• ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥②t❤✐♥❣ ✐❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ ❜♦t❤
st❛t❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 10✳

• ❲❡ ♣♦♦❧ ❜✐♥s ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ s②♠❜♦❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
t❤❡s❡ ❜✐♥s ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 10✳

• ❲❡ ❛♣♣❧② ❨❛t❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✭❨❛t❡s ✶✾✸✹✮ ❢♦r t❤❡ χ2 t❡st ✐❢ ❛♥
❡①♣❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 10✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ t❡st t❤❛t
✇❡✐❣❤ts t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡sts ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ t❡sts✱
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❩✲tr❛♥s❢♦r♠✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❲❤✐t❧♦❝❦ ✷✵✵✺✮✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡s❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

❙t♦♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❙t♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❧❡ss t❤❛♥
10 ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② st♦♣s t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❧❡❛❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✉✣① tr❡❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡r②
t❡st ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛✱ ❜✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t❡st ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❧❡ss ❞❛t❛✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✴❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rts ♦❢
t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t r❡❛❝❤ st❛t❡s ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ 10 ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ t♦t❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✜①❡s ♦❢ s✉❝❤ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t r❡❛❝❤ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧②
♦❝❝✉rr✐♥❣ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

P♦♦❧✐♥❣ ❞❛t❛ P♦♦❧✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t✇♦ ❜✐♥s
✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✐♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ tr❡❛t t✇♦ ❜✐♥s ❛s t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❡r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ❜✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ 7✱ 14✱ ❛♥❞ 5✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ tr❡❛t ✐t ❛s ❜❡✐♥❣ t✇♦ ❜✐♥s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s 12 ❛♥❞ 14✳✼ ❲❡
♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ χ2 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✳ ■♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦
t❡st✱ t❤✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜❥❡❝t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛✳✽ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣♦♦❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ t♦♦ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r

✼❲❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♦r❞✐♥❛❧ ✭s✉❝❤ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✮✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♥❧② ♣♦♦❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
❜✐♥s✳ ❚❤✐s ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❜✉t s♦♠❡t✐♠❡s ♠❡r❣❡s ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥❡s✳ ■t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✳

✽❊r✐❝ ❈❛t♦r✱ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ P♦♦❧✐♥❣ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ❜✐♥s✳ ❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡
t✇♦ ❜✐♥s ✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ 10 ✐♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❡❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ P♦♦❧✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳

t❤❡ st❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❜✐♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉♣♣♦s❡
✇❡ ❤❛✈❡ ❛ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 1000 s②♠❜♦❧s ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r✱ ❜✉t ✐♥ ❢❛❝t ♦♥❧② 10 ♦❢ t❤❡♠
❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡♦r②✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦✉♥t t❤✐s st❛t❡ ❛s ❤❛✈✐♥❣
999 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❝♦✉♥t ✐t ❛s ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② 9✳

❨❛t❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❨❛t❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✉❜tr❛❝ts 0.5 ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ χ2

✈❛❧✉❡ ✭❨❛t❡s ✶✾✸✹✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ χ2 ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✲✈❛❧✉❡
✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s ❞✉❡
t♦ ❛ ❜❛❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❩✲tr❛♥s❢♦r♠ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❩✲tr❛♥s❢♦r♠✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❲❤✐t❧♦❝❦ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❋✐s❤❡r✬s
♠❡t❤♦❞ ❜✉t ✐t ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t ✭♣♦✇❡r✮ t♦ t❡sts t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦r❡ ❞❛t❛✳ ■t
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ♣✲✈❛❧✉❡s✿

Z =

∑

1≤i≤n wizi
√

∑

1≤i≤n wi

✇❤❡r❡ zi ✐s t❤❡ z ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
it❤ ♣✲✈❛❧✉❡ ❛♥❞ wi ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ it❤ t❡st✳ ❆s ❛ ✇❡✐❣❤t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❡①❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣❛r❡
t✇♦ st❛t❡s✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥
❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❚❤❡ Z✲st❛t✐st✐❝ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛
♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✲✈❛❧✉❡✳

✺✳✸✳✺ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ t❡sts ✇❡ ✉s❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ st❛t❡s ❛r❡
s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t❡sts ✐s t❤❛t t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ 0.05✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❥❡❝t t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐t❤
95% ❝❡rt❛✐♥t②✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 0.05✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡❥❡❝t t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ t❡st
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✇❤❡t❤❡r t✇♦ st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡❀ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❡r❣❡ ♦r
❛ s♣❧✐t✱ ❛♥❞ ✐❢ s♦✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡✳ ❲❤❡♥ ✇❡ t❡st ❛ ♠❡r❣❡✱ ❛ ❤✐❣❤ ♣✲✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡ ♠❡r❣❡ ✐s ❣♦♦❞✳ ❲❤❡♥ ✇❡ t❡st ❛ s♣❧✐t✱ ❛ ❧♦✇ ♣✲✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ s♣❧✐t ✐s
❣♦♦❞✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤✐s st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❘❚■✰ ✐♥ ❛ ✈❡r② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
✇❛②✿

• ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❧✐t t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ 0.05✱ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s♣❧✐t
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣✲✈❛❧✉❡✳

• ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❡r❣❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 0.05✱ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
♠❡r❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣✲✈❛❧✉❡✳

• ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦❧♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ♠❡r❣❡ t✇♦ st❛t❡s ✉♥❧❡ss ✇❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝❡rt❛✐♥ t❤❛t t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦r s♣❧✐t t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠♦st
❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

■♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❘❚■✰ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♠♦st ✈✐s✐t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ r❡❞ st❛t❡ t♦
❛ ❜❧✉❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❜❧✉❡ st❛t❡✱ s♣❧✐t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱
♦r ❝♦❧♦r t❤❡ ❜❧✉❡ st❛t❡ r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r tr②✐♥❣ ♦✉t ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ✈✐s✐t❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚r②✐♥❣ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡
♠❡r❣❡ ❛♥❞ s♣❧✐t ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠♦st ✈✐s✐t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❍❡♥❝❡✱
✇❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳ ■♥ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ✐t ✐s
✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❘❚■✰ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡r② ❧♦♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❘❚■✰ r❡t✉r♥s ❛ P❉❘❚❆ t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t P❉❘❚❆
At ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❲✐t❤ ❡q✉❛❧ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡s❡ P❉❘❚❆s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② At✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❛ P❉❘❚❆ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❘❚■✰ ✜♥❞s
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t A ♦❢ ❘❚■✰ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
P❉❘❚❆ A′ ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1✮✳

Pr♦♦❢✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺✳
❍❡♥❝❡✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✐✳❡✳✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣
❛♥② P❉❘❚❆ A✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ❛❧❧ ❝♦rr❡❝t
♠❡r❣❡s ❛♥❞ s♣❧✐ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t❡sts
✇❡ ✉s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ 0 ✐❢ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.05 t❤❛t t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥
0.05✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❘❚■✰ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② s♣❧✐ts✱ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s
s♦♠❡ ♠♦r❡✱ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♠❡r❣❡✱ ❜✉t ❛t t✐♠❡s ✐t ✇✐❧❧
♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❡r❣❡ ✇❤❡♥ ✐t s❤♦✉❧❞✳ ◆♦t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♠❡r❣❡ ♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥
❡①tr❛ s♣❧✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❉❘❚❆✱ ♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
P❉❘❚❆✳ ■t ♦♥❧② ❛❞❞s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✭✉♥♥❡❝❡ss❛r②✮ st❛t❡s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ P❉❘❚❆ A✳
❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s ❛ P❉❘❚❆ A t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
t❛r❣❡t P❉❘❚❆ A′✳



✶✺✹ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❉❘❚❆s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛✿ ❘❚■✰

❘❡q✉✐r❡✿ ❆ ♠✉❧t✐✲s❡t ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s S+ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ P❉❘❚❆ At

❊♥s✉r❡✿ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❉❘❚❆ A✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t A = At

❈♦♥str✉❝t ❛ t✐♠❡❞ ♣r❡✜① A tr❡❡ ❢r♦♠ S+

❈♦❧♦r t❤❡ st❛rt st❛t❡ q0 ♦❢ A r❡❞
✇❤✐❧❡ A ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦♥✲r❡❞ st❛t❡s ❞♦

❈♦❧♦r ❜❧✉❡ ❛❧❧ ♥♦♥✲r❡❞ t❛r❣❡t st❛t❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❞ s♦✉r❝❡ st❛t❡s
▲❡t δ = 〈qr, qb, a, g〉 ❜❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ r❡❞ t♦ ❛ ❜❧✉❡ st❛t❡ t❤❛t ✐s ✈✐s✐t❡❞ ❜② t❤❡
❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠ S+✱ ✐✳❡✳✱ δ = arg max〈q,q′,a,g〉∈∆ |{ττ ′ ∈ S+ |
τ ❡♥❞s ✐♥ q′ ❛♥❞ q′ ✐s ❜❧✉❡ }|
❊✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡r❣❡s ♦❢ qb ✇✐t❤ r❡❞ st❛t❡s
❊✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❧✐ts ♦❢ δ

✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s♣❧✐t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 0.05 t❤❡♥

♣r❡❢♦r♠ t❤✐s s♣❧✐t
❡❧s❡

✐❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♠❡r❣❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 0.05 t❤❡♥

♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ♠❡r❣❡
❡❧s❡

❝♦❧♦r qb r❡❞
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❘❡t✉r♥ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❉❘❚❆ A

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❘❚■✰ r❡t✉r♥s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦r ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✻✳ ❘❚■✰ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡r② st❛t✐st✐❝ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✭✉♣ t♦ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✮ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡✳ ❙✐♥❝❡✱ ❛t
❛♥② t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤✉s✱ ❘❚■✰ ✐❞❡♥t✐✜❡s P❉❘❚❆s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

❘❡♠❛r❦ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐s✲
t✐❝s ✇❡ ✉s❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s❡ts ❢♦r ❉❘❚❆s ✭♣❛rt ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✮ s❤♦✉❧❞ s♦♠❡❤♦✇
❡①t❡♥❞ t♦ P❉❘❚❆s✳ ❚❤❡♥ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛♥ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝ s❡t✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♦❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦t ❡❛s② ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❛❦❡ q✉✐t❡ s♦♠❡
t✐♠❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ P❆❈
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐❢② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❋❆s
✉s✐♥❣ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ✭❈❛str♦ ❛♥❞ ●❛✈❛❧❞à ✷✵✵✽✮✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ P❉❘❚❆s s✐♥❝❡✱ ❧✐❦❡ ❉❋❆s✱ ❉❘❚❆s ❛r❡
❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✮✳



✺✳✹✳ ❚❡sts ♦♥ ❛rt✐❢✐❝✐❛❧ ❞❛t❛ ✶✺✺

✺✳✹ ❚❡sts ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇♦r❦
❜❡st ✐♥ ❘❚■✰✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❘❚■✰ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ t❡st ✐t ♦♥
❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✭❛♥❞ t❡st✮ s❡ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✮✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥
♦♥❧② ✉s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❡st s❡ts✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✭♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧②
❝❧❛ss✐✜❡❞ t❡st ❡①❛♠♣❧❡s✮ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❢②
❛ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡❛s✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s
s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ♦r s♠❛❧❧❀ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♥♦ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t r❡str✐❝t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ P❉❘❚❆✳✾

■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❘❚■✰ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ P❉❘❚❆ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳
❙✉❝❤ ❛ P❉❘❚❆ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❢✉t✉r❡ ❡✈❡♥ts✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
s✐③❡ ♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s P❉❘❚❆✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤✐s P❉❘❚❆✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ❣♦♦❞
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✉♥s❡❡♥ ✭♥❡✇✮ ❞❛t❛✿ t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛ ✐s
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ P❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥♦t❤❡r
♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝s ✐♥ ❘❚■✰ ✉s✐♥❣ ❛
♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❲❡ st❛rt t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✮✳
❲❡ t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
♠♦❞❡❧s✿ ♣❡r♣❧❡①✐t② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ ❛♥❞ s❤♦✇ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts✱ t❤❛t t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ P❉❘❚❆s
♦r ❛✉t♦♠❛t❛ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ P❉❘❚❆✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ❚❤❡ t❡st
s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❣r❡❛t❧② ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s✿ ❛ ❝♦rr❡❝t
♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇♦rs❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② s❝♦r❡ t❤❛♥ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜❡tt❡r
♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧
❝♦rr❡❝t❧② ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❞❛t❛✿ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❉❘❚❆ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ✇♦rs❡ t❡st
s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ❉❘❚❆✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❲❡ ❛❧s♦
❞✐s❝✉ss ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝s✿ t❤❡ ❆❦❛✐❦❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❆■❈✮ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❆■❈ s❤♦✇s ♠♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❆■❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❣❡t
✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥
❡❛s② ✜① ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s✿ ✉s❡ t❤❡ ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡tt✐♥❣s ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✹✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❆■❈✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s

✾❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♥♦t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ✐t ✐s ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ S+✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣❛✐r
♣r❡✜①❡s ✐♥ S+ t❤❛t ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉✣① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ S+✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
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❞✐s♣❧❛② s❡♥s✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ P❉❘❚❆s
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❘❚■✰ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✺✮✳

✺✳✹✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤✐❝❤ st❛t✐st✐❝s ✇♦r❦ ❜❡st ✐♥ ❘❚■✰✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆s t❤❛t ❘❚■✰ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❡st ❘❚■✰ ♦♥ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s✐③❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❘❚❆s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✇❡
♥♦✇ ✉s❡ ❛ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs
♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ s♣❧✐ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s❡t t♦ 4✱ 8✱ 16✱ ♦r 32✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r str✐♥❣s ✐s ✜①❡❞ ❛t 100✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
P❉❘❚❆ ✐s s❡t t♦ 10✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r [0, 9]✱ [10, 19]✱
❡t❝✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❜✐♥s ❛♥❞ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❜✐♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✜rst
❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❜✐♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✱ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡
s②♠❜♦❧ ✈❛❧✉❡s s✉♠♠❡❞ t♦ 1✳ ❚❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡ ✐s s❡t t♦ 2✱ 4✱ ♦r 8✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ S+ ✐s s❡t t♦ 1000 ♦r 2000✳ ❚❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 10✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ 10 ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡ts ❛♥❞ t❡st s❡ts✳ ❚❤❡ t❡sts s❡ts
❝♦♥t❛✐♥❡❞ 10000 ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ 1000 ♦r 2000 ❞❛t❛
s❡t ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ 4 × 4 × 3 × 2 × 10 = 960 ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳

✺✳✹✳✷ P❡r♣❧❡①✐t②

■♥ t❤❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡✈❡r❛❧ q✉❛❧✐t② ♠❡❛✲
s✉r❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❡①✐st✳ ❋♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡✲
❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ✳ ❙✐♥❝❡ ❘❚■✰ ✐❞❡♥t✐✜❡s ✭t✐♠❡❞✮
❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠s s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❘❚■✰✳ ❚❤❡ t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❤♦✇ s✉r♣r✐s❡❞ ✭♦r
♣❡r♣❧❡①❡❞✮ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥ ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐t ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ s✉r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ts a✱ b✱ ❛♥❞ c✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ A ❣✐✈❡s ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 1

3 t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts✳ ■❢ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇
❞❛t❛ ❛♥ ❡✈❡♥t a ♦❝❝✉rs✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ A ♦♥ t❤✐s ❞❛t❛ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 3 ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛s s✉r♣r✐s❡❞ t❤❛t a ♦❝❝✉rr❡❞ ❛s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ 1 ♦✉t ♦❢ 3 ♣♦ss✐❜❧❡
❡✈❡♥ts✳ ◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t A ❣✐✈❡s t♦ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ Pr(a) = 1

2 ❛♥❞ Pr(b) = Pr(c) = 1
4 ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ A ♦♥

t❤❡ ♥❡✇ ❡✈❡♥t a ✐s 2 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛s s✉r♣r✐s❡❞ t❤❛t a ♦❝❝✉rr❡❞ ❛s ❛r❜✐tr❛r✐❧②
❝❤♦♦s✐♥❣ 1 ♦✉t ♦❢ 2 ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ts✳

P❡r♣❧❡①✐t② ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✱ s❡❡✱
❡✳❣✳✱ ✭❏✉r❛❢s❦② ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ ✷✵✵✵✮✳ ■♥ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ str✐♥❣s✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❝♦r♣✉s✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t♦ ✉s❡ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝♦r♣✉s ❛s ❛ ❞❛t❛ s❡t ❢♦r ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡



✺✳✹✳ ❚❡sts ♦♥ ❛rt✐❢✐❝✐❛❧ ❞❛t❛ ✶✺✼

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❝♦r♣✉s ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❡tt❡r
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡st s❡t✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❡ q✉❛❧✐t② s❝♦r❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s✳ ❚❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ A ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✇
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s S′+ = {o1, . . . , on} ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

perplexity = 2−
1
n

P

1≤i≤n
log2(Pr(oi|A))

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ it❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Pr(oi | A) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧
A✳ P❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

∑

1≤i≤n log2(Pr(oi | A)) ✐s t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢
t❤❡ t❡st s❡t S′+ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ A✳ ■❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t ✐♥❝r❡❛s❡s✱
t❤❡♥ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛s ❛ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ ❛ s♠❛❧❧❡r
♣❡r♣❧❡①✐t② ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳

❆ s✐♠♣❧❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡✈❡r②
♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❛❝❤✐❡✈❡s
❛ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ r❛♥❞♦♠✲❣✉❡ss✐♥❣✳ ❊✈❡r②
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛t ❧❡❛st t❤✐s ❜♦✉♥❞✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❉❘❚❆s✱ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧ ✐s
❛ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚✐♠❡❞ str✐♥❣s ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧ ❣✐✈❡♥ A ✭❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✮ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ❡✈❡r② ✭t✐♠❡❞✮ str✐♥❣✱ t❤✐s ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❡r ✭t✐♠❡❞✮ s②♠❜♦❧
♣❡r♣❧❡①✐t②✳

Pr♦❜❧❡♠s ♦❢ ♣❡r♣❧❡①✐t②

P❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ s✉r♣r✐s❡❞ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✉♥s❡❡♥
❞❛t❛✳ ❆ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ s✉r♣r✐s❡❞ ♠❛❦❡s ♠♦r❡ ♠✐st❛❦❡s ✇❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♥❡✇
❞❛t❛✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t s❡❡♠s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❤❛s s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ✐❞❡♥✲
t✐❢② ♠♦❞❡❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
P❉❘❚❆ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ S+✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ ❛r❡ s❡t
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ S+✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♦❢ t❤❡ t❡st s❡t S′+ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡✳✶✵ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣❡r♣❧❡①✐t② ♥♦t ♣❡r t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧✱ ❜✉t ♣❡r t✐♠❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥ ❛♥❞ s②♠❜♦❧✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡ ✐s 4✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 40 ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ ❜✐♥✲
s②♠❜♦❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡❞ 10 ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧s ✭❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✮ ❛❝❤✐❡✈❡s
❛ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ 40✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♣❡r t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡
♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ 400 s✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ 100 ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❖✉r r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♣❡r t✐♠❡

✶✵■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ 0✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ ∞✱ ✇❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡
P❉❘❚❆s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❘❚■✰✿ ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡✲s②♠❜♦❧ ♣❛✐r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♦✉t❣♦✐♥❣
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❛ ❣❛r❜❛❣❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
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❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡s❡ ❜✐♥s✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤✐s ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛②
t❤❛t t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ❣✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❜♦①✲♣❧♦ts ♦❢
t❤❡ t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❚■✰✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t s❤♦✇s
t❤❡ t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✱
❛♥❞ ♦❢ ❛ tr✐✈✐❛❧ P❉❘❚❆ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢
❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ ♣❧♦ts✿ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡ 2✱ ♦♥❡
✇✐t❤ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡ 4✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡ 8✳ ❲❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡❞ ❛❧♣❤❛❜❡ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ✇❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ t❡st s❡t
♣❡r♣❧❡①✐t② ❞♦❡s ♥♦t ✭❛❧✇❛②s✮ ❝♦rr❡❝t❧② t❡st ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ♦♥❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡
✜rst t✇♦ ❜♦①❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❜♦① s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆s✱ ❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ tr✐✈✐❛❧ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ P❉❘❚❆✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❧❛r❣❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ P❉❘❚❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❛❝t✉❛❧
P❉❘❚❆s ✭t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② t❤❡ ❜❡tt❡r✮✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❜✉t
✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐♥
♦r❞❡r t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❘❚■✰ ✐♥ ❛ ❢❛✐r ✇❛② ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞✐❞ t❤✐s ❢♦r t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts✱ t❤❡s❡ P❉❘❚❆s ❤❛✈❡ ♠❛♥②
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t✉♥❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t✉♥✐♥❣
❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❡❛❞s ✇❤❡♥ ✢✐♣♣✐♥❣ ❛ ❝♦✐♥
✇✐t❤ t✇♦ ❞✐❣✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ❛❧r❡❛❞② r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ 2000 ❝♦✐♥ ✢✐♣ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥
♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ tr② t♦ t✉♥❡ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✶✷✱ ✶✹✱ ♦r ✶✽ ♣❡r st❛t❡✮✱ ✇✐t❤ ♠❛♥②
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇❡ ✉s❡ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ 1000 ♦r 2000 ❡①❛♠♣❧❡s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐s 10✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ t♦ t✉♥❡ ❛❜♦✉t 10 t♦
20 ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐s s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐s s♠❛❧❧✱ t❤✐s t✉♥✐♥❣
s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ 2 ❛❧♣❤❛❜❡t✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆s
❞♦ s♦♠❡t✐♠❡s ✭✐♥ ❛❜♦✉t 65% ♦❢ ❛❧❧ ❝❛s❡s✮ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ P❉❘❚❆ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♣❡r♣❧❡①✐t②✳ ■♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡✳ ■t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦♥❧② 6% ♦❢ ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ 4✱ ❛♥❞ ♥❡✈❡r ✇✐t❤
❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ 8✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆ s♦♠❡t✐♠❡s ❡✈❡♥ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡
t❤❛♥ r❛♥❞♦♠ ❣✉❡ss✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❝♦rr❡❝t P❉❘❚❆✱ ❜✉t ✇✐t❤ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡tt✐♥❣s✱ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t②
♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ♦t❤❡r q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳

✺✳✹✳✸ ❆❦❛✐❦❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❞♦❡s ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t
t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛♥ ❛ s♠❛❧❧ ♠♦❞❡❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✐t ✉s❡s ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
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♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❝❝❛♠✬s ❘❛③♦r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ■♥ st❛t✐st✐❝s✱ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ❆❦❛✐❦❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❆■❈✮✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭●rü♥✇❛❧❞ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❆■❈ ✐s ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ A
♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✭♥❡✇✮ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s S′+ = {o1, . . . , on} ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

AIC = 2k − 2 ln(max
par

∏

1≤i≤n

(Pr(oi | Apar )))

✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ A✱ par ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣✱ ❛♥❞
Apar ✐s ♠♦❞❡❧ A ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣ par ✳ ❚❤❡ t❡r♠ maxpar

∏

1≤i≤n(Pr(oi |
Apar )) ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ S′+ ✉♥❞❡r A✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❆■❈
t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ P❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❘❚■✰✳

●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❆■❈ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡
✐s t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✿ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❆■❈ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♥❡
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ t❡st t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■✰ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝s✳

Pr♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❆■❈

❚❤❡ ❆■❈ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆s s✉❝❤✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❞❛t❛ s❡t S+ ❛♥❞ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦♥❡✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♣❡r♣❧❡①✐t②✱ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t❡
t❡st s❡t S′+✳ ❖♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛ ♠♦❞❡❧
t❤❛t s✐♠♣❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❛t❛ s❡t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② s❝♦r❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t
tr✉❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❆■❈✱
t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✇❡✐❣❤ ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❧② t❤❛♥ t❤❡ ❣♦♦❞
♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❆■❈ ❢♦r t❤❡ P❉❘❚❆s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❘❚■✰✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❧♦ts ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❆
❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❆■❈ ✈❛❧✉❡s✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡♠ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡t s✐③❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❆■❈ ✐s ❤✐❣❤❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡
♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❆■❈ ❞♦❡s ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡st s❝♦r❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆✱ ❛♥❞
t❤❡ ✇♦rst s❝♦r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ P❉❘❚❆✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❧♦ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❆■❈ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✳

❚❤❡r❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝r✐t✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ ❆■❈ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✿ ✐t ❞♦❡s
♥♦t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t S′+✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❡st ❤♦✇ ❣♦♦❞ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆s ❛r❡ ❛t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ■♥ tr②✐♥❣ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱
✇❡ ❛❧s♦ tr✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❆■❈ ✈❛❧✉❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st s❡t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
s❡t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ P❉❘❚❆s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❡st❡❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ P❉❘❚❆s ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
❆■❈ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s s❤♦✇❡❞ t❤❡ s❛♠❡
❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡✳
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✶✻✷ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❉❘❚❆s

✺✳✹✳✹ ❚❡st✲s❡t t✉♥❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❡st s❡t ❆■❈ ♠❡❛s✉r❡s ✐s t❤❛t t❤❡r❡
✐s s✐♠♣❧② ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ t♦ t✉♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆s
❝♦rr❡❝t❧②✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡② ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡ s♠❛❧❧❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ s❡❡♥
✐♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ P❉❘❚❆ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ P❉❘❚❆
t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t P❉❘❚❆ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤✐s ✐s ❛ s❡r✐♦✉s
♣r♦❜❧❡♠✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ✜① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s✿ ✉s❡ t❤❡ t❡st s❡t S′+✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ s❡t S+✱ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ P❉❘❚❆
♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t S+✱ ✉s❡ t❤❡ t❡st s❡t S

′
+ t♦ t✉♥❡ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❆■❈ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st s❡t
S′+✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞
❆■❈✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡✿ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ✐♥ s✉❝❤
❛ ✇❛② t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ str✉❝t✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈ s❝♦r❡s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳✶✶ ❚❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞
♣❡r♣❧❡①✐t② s❝♦r❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ r❡s✉❧ts t❤❛t
❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆■❈ s❝♦r❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② s❡❡♠ t♦ ❜❡ s❡♥s✐❜❧❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳

❚❤✐s ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ♦❢ ❛♥② ✇♦r❦ t❤❛t ✉s❡s s✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st s❡t ❛❧♠♦st s❡❡♠s ❧✐❦❡ ❝❤❡❛t✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s
♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ tr❡❡✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
♠❛♥② st❛t❡s ❛♥❞ s♣❧✐ts ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✐❢ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇❛②✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤✐s ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❞♦❡s ✇♦r❦ ❢♦r ❘❚■✰ ✐s t❤❛t ✇❡ tr② t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ P❉❘❚❆s
❛r❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤
s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ P❉❘❚❆s ❛♥❞ t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❲❡ ❞♦ ❜❡❧✐❡✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ t❡st✲s❡t✲
t✉♥❡❞ ❆■❈ ✐s ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❞✐s❝♦✉♥t ❢♦r ❧❛r❣❡r
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆■❈ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ❚❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❤❛s s♦♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❆ s♠❛❧❧ ✜♥❛❧ ✐ss✉❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈ ❛♥❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡s
✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❆ ❧❛r❣❡r ❛❧♣❤❛❜❡t
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡
❞❛t❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆ ❛❧✇❛②s ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ✈❛❧✉❡✱
✇❡ ❝❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✭♠♦st ♦❢✮ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♣❛✐r ❡✈❡r② r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts ❣✐✈❡ ❛ ♥✐❝❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s t♦

✶✶❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉❛❧❧② s✐③❡❞ t❡st s❡ts t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❆■❈✱ ✇❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧♦ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s✐③❡s✳
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test set tuned perplexity - original perplexity

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈ ❛♥❞ ♣❡r♣❧❡①✐t②
❆■❈ ♦❢ ❡✈❡r② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■✰ ♦♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✭♦♣t✐♠❛❧✮ ♦r✐❣✐♥❛❧
P❉❘❚❆✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜♦①❡s✳

❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

✺✳✹✳✺ ❘❡s✉❧ts

▲✐❦❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❘❚❆s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ ✇❡
♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ s✐③❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❡st s❡ts✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❚■✰ ❢r♦♠ t❤✐s
s❡t✳ ❲❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ③♦♦♠ ✐♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
s❡tt✐♥❣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ P❉❘❚❆s t❤❛t ❘❚■✰ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✳

❖✈❡r❛❧❧ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✺✳✶✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ χ2 ❛♥❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t
t❤❡ ♥♦t❝❤❡s ✭tr✐❛♥❣✉❧❛r ❝✉ts✮ ✐♥ t❤❡ ❜♦①✲♣❧♦ts✳ ❆ ♥♦t❝❤ ❞❡♣✐❝ts ✭r♦✉❣❤❧②✮ t❤❡ 95%
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❜♦①♣❧♦t ✐s ♦✉ts✐❞❡
♦❢ t❤✐s r❛♥❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❧♦ts ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❆■❈ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ χ2 ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲
❙♠✐r♥♦✈ t❡sts✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❩✲tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦♥s❡♥s✉s t❡st✳ ❆❧s♦✱ ❛❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ P❉❘❚❆ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ st❛t❡✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ χ2 ❛♥❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
❧❛r❣❡✱ ❜✉t st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✿ ❛ ♣❛✐r❡❞ t✲t❡st ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ χ2 ❛♥❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ 10 ❜✐♥s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t
0.058 ❢♦r t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉t 0.0036 ❢♦r t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ χ2 ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
r❛t✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t 0.032 ❢♦r t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞
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♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ 312 ❢♦r t❤❡ t❡s✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈✳ ❚❤❡ s❛♠❡ t❡st ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡✲
s✉❧ts ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ χ2 ♦r t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ 1 × 10−10✮ ♣✲✈❛❧✉❡s✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ t❡st t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ χ2 ❛♥❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ 3 ❜✐♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✲✈❛❧✉❡s
❛r❡ 0.0011 ❢♦r t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ 0.36 ✭♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✮ ❢♦r t❤❡ t❡st✲
s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s s❧✐❣❤t❧②
❜❡tt❡r ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ 0.05 ❢♦r t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ 91 ❢♦r
t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐s✲
t♦❣r❛♠ ❜✐♥s ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ✇❡
♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❛✐r❡❞ t✲t❡st ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ 3 ❛♥❞ 10 ❜✐♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❜♦✉t 0.000038 ❢♦r t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r✲
♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉t 0.00068 ❢♦r t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ t❡st ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ χ2 ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢
❛❜♦✉t 0.14 ❛♥❞ 0.27✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ✉s✐♥❣ 3 ❤✐st♦❣r❛♠
❜✐♥s ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ 10 ❜✐♥s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ 10 ❜✐♥s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♥s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡
❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ 3 ❜✐♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❤♦✇❡✈❡r
❛r❡ ❛❣❛✐♥ ✈❡r② s♠❛❧❧✿ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ 302 ❢♦r t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞
❆■❈✱ ❛♥❞ 0.06 ❢♦r t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t②✳

❉✐✛❡r❡♥t s✐③❡❞ ❛❧♣❤❛❜❡ts ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞
❆■❈ ❛♥❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡❞ ❛❧♣❤❛❜❡ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡ ♠❛❦❡
❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣❧♦ts ✐s t❤❛t t❤❡② s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡s 2 ❛♥❞ 4✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ 8
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❚■✰ ✐s
✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡② ❛❧❧ st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ P❉❘❚❆✳
❆♥♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❧♣❤❛❜❡t s✐③❡✳

❉✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ ❞❛t❛
♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❚■✰✳ P❧♦ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✲s✐③❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✭1000 ❛♥❞ 2000✮
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❧♦ts✱ ❛ ❝❧❡❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ 1000 ❡①❛♠♣❧❡s t♦ 2000 ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s ❧♦❣✐❝❛❧
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ❛ ♠❡r❣❡ ♦r s♣❧✐t ✐s ❝♦rr❡❝t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❞❛t❛✳

❉✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✳ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts s❤♦✇ ❛
❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ 4 ❛♥❞ 8 st❛t❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ 16 ❛♥❞ 32 st❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✇✐t❤ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❣❡ts s♠❛❧❧❡r ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❋♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ 4 st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈ ❛♥❞ ♣❡r♣❧❡①✐t②
❆■❈ ♦❢ ❡✈❡r② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■✰ ♦♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✭♦♣t✐♠❛❧✮ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧ P❉❘❚❆✱ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ s✐③❡❞ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜♦①❡s✳
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❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ❧❛r❣❡ t❤❡
P❉❘❚❆s ❛r❡ t❤❛t ❘❚■✰ ❝❛♥ r❡❧✐❛❜❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❢r♦♠ 1000 ♦r 2000 ❡①❛♠♣❧❡ t✐♠❡❞
str✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❛ P❉❘❚❆ ♦❢ s✐③❡ 4 s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✈❡r② ❣♦♦❞✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ χ2 ❛♥❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✈✐s✉❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆✳ ❋♦r t❤❡
s✐③❡ 4 P❉❘❚❆s✱ ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ♦✛✳ ❋♦r t❤❡ s✐③❡ 8 P❉❘❚❆s✱ t❤✐s
✐s st✐❧❧ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❜✉t ✐t ♦❝❝✉rs ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛t ✐♥❝♦rr❡❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♦r ❧❡ss st❛t❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞
❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ ♦❢ s✐③❡ 8✱ ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ 4 ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐♥ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠✐st❛❦❡ ✐s t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦r ❛❜s❡♥❝❡✮ ♦❢
❛ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✳ ❋r♦♠ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s
✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡s❡ s♠❛❧❧❡r ❉❘❚❆s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ✐s
❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ s✐③❡
32 P❉❘❚❆s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s t♦♦ ❢❡✇ st❛t❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳
❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t 2000 ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ 10 ✐s t♦♦ ❢❡✇ ❞❛t❛ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ 32 st❛t❡ P❉❘❚❆ ❝♦rr❡❝t❧②✳

❉✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts ❚❤❡ ♦t❤❡r s✐③❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r P❉❘❚❆s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s♣❧✐ts ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s♣❧✐ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts ❤❛s ❧❡ss ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♠❡❛s✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s s❡♥s❡ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡
❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧✱ ❜✉t ❡❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s♣❧✐t ✭tr❛♥s✐t✐♦♥✮ ❞♦❡s ♥♦t✳ ■♥ t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ st✐❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ❜❡❝♦♠❡
♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts✱ ❜✉t ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐s
❤❛r❞ t♦ s❛②✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛♥② s♣❧✐ts✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❚■✰✳

❙✉♠♠❛r② ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❘❚■✰ ✉s✐♥❣ ♥❡✇ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s✳
❋r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧♦ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛✐r❡❞ t✲t❡sts ✇❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ χ2 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✮ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡st ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ χ2 ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡s ❛ χ2 t❡st ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧s
❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❜✐♥s✱ ❛♥❞ ✉s❡s ❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s t❡st✳ ❯s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦❢
t❤❡s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ P❉❘❚❆ ✇✐t❤ 8 st❛t❡s
❛♥❞ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ 4✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❢♦r 2000 ❡①❛♠♣❧❡
t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✳

❚❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ❞❛t❛ ✭t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ P❉❘❚❆✮ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ♠❡❞✐❛♥ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❜♦✉t 25✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ χ2 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ st❛t✐st✐❝s ❛❝❤✐❡✈❡
❛ ♠❡❞✐❛♥ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛ ❧✐tt❧❡ ✉♥❞❡r 26✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❘❚■✰ ♣r❡❞✐❝t ❡✈❡♥ts ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❣✉❡ss✐♥❣ 1 ♦✉t ♦❢ 25 ❛♥❞ 26
❡✈❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s 1 ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✈❡♥t t♦ ❣✉❡ss
❢r♦♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡❞ ❡✈❡♥ts ❣✉❡ss❡s 1 ♦✉t ♦❢ 40
❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❣✉❡ss❡s 1 ♦✉t ♦❢ 29 ❡✈❡♥ts✳
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d [48,100]
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b c, d
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a [0,94] a [94,100]
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Identified using RTI+ with the likelihood ratio test

Originally generated random DRTA

= correct = (partially) incorrect

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ st❛t✐st✐❝ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s
❛r❡ ✭♣❛rt✐❛❧❧②✮ ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧②
✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢t❡♥ st✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ✭♦r ❛❧❧✮ ♦❢
t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ✜r❡ s✉❝❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t❛r❣❡t st❛t❡✳
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alphabet size = 4,  data set size = 2000,  number of states = 8 
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈ ❛♥❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❆■❈ ♦❢ ❡✈❡r② ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚■✰ ♦♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ 4✱ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆
✇✐t❤ 8 st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ s✐③❡ 2000✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ P❉❘❚❆ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜♦①❡s✳
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❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞r❛✇ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛ss✐❣♥ ❛♥
♦✈❡r❛❧❧ q✉❛❧✐t② ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ♦❢ ❛♥② ♦✈❡r❛❧❧ q✉❛❧✐t②
✈❛❧✉❡ ❢♦r P❉❘❚❆s ♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❘❚■✰ ❝❛♥ ✐♥❢❡r
t❤❡s❡ P❉❘❚❆s ❜❡❝❛✉s❡ ❘❚■✰ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ♦♥ t❤♦s❡ ❞❛t❛ s❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
P❉❘❚❆s ❛r❡ ✈✐s✉❛❧❧② s✐♠✐❧❛r ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✮✳

✺✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺✮ ❢♦r ✐❞❡♥t✐✲
❢②✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❉❘❚❆s✮ ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣✲
t❡r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t ✐t t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✮✳ ❚❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t P❉❘❚❆ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② 1✳ ■t ✉s❡s st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t♦ ♠❡r❣❡
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ s♣❧✐t✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❢♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ t❡sts ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❞❡♥✲
t✐❢②✐♥❣ ❛ P❉❘❚❆ ❢r♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❋❆s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧
t❡sts ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤❡s❡ t❡sts✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❆■❈ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✿ ✉s❡ t❤❡ t❡st s❡t t♦ t✉♥❡
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s t❡st✲s❡t✲
t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛t❡ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡✿
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ str✉❝t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❛t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❡❛s✐❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ t♦ s❡t ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡❝t❧②✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡s s♠❛❧❧❡r
♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s♠❛❧❧ tr✐✈✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ♣❡r♣❧❡①✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s
t♦ ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❛ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐s✲
t✐❝ ❉❋❆s ✭st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣✮ ✐s ♦❢t❡♥ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❜❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ◆✲❣r❛♠
♠♦❞❡❧s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❑❡r♠♦r✈❛♥t ❛♥❞ ❉✉♣♦♥t ✷✵✵✷✮✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐❢ ♦✉r t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r♣❧❡①✐t② ♦r
t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ❆■❈ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s❤♦✇ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ st❛t✐st✐❝s ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ χ2 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ st❛t✐st✐❝s ♣❡r❢♦r♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t✐st✐❝s✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝s ✐s
s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❘❚■✰ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡
♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
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■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❛❝t✐✲
❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ♦♥❡ s✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡
❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡✐r ✉s❡✿ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ tr✉❝❦
❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❈❤❛♣t❡r ✶✮✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧②
♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛❀ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧❛❜❡❧s t♦ t❤✐s ❞❛t❛ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✐s ✈❡r② ❞✐❢✲
✜❝✉❧t ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♥❡✇ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ✉s❡ ✐t ❛s ❛
❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ t✐♠❡✲st❛♠♣❡❞ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s
✭❡①❛♠♣❧❡s✮✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✜rst ✐❞❡♥t✐❢② ❛ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❘❚■✰ ✭❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✺✳✶✮ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❧❛❜❡❧ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s
♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ♠❛♥② ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥② ❧❛❜❡❧❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❇✐s❤♦♣ ✷✵✵✻✮✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✐♥ ♠❛♥②
♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t♦♦ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t♦ ❛ss✐❣♥
❧❛❜❡❧s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡r❡ ❜❡✐♥❣ ♦♥❧② ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐✈❡
♣r♦♣❡rt② ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✿ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱
✐✳❡✳✱ ✐t ♥❡✈❡r st♦♣s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ P❉❘❚❆
❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡✲st❛♠♣❡❞ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤



✶✼✻ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

t❤❡ t❤❡♦r② ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✹✮✳ ■♥ ✭❙❤❛❧✐③✐ ❛♥❞
❙❤❛❧✐③✐ ✷✵✵✹✮✱ t❤✐s t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ❍▼▼ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❞❛t❛✳ ■♥
❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s t❤❡♦r② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢
♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐ts ❣♦❛❧s✱ ❛♥❞ ✇❤② ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡s❡ ❣♦❛❧s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ✐♥ t❤✐s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠ t❤✐s ✭✉s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮ ✐♥t♦ ❛
❢♦r♠ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛✱
✇❡ ♠❛❦❡ s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡ tr② t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✳ ❚❤❡s❡
❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♣✐❝ ♦❢
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❛t ✐s ❤♦✇ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ✉s❡
✐t ❛s ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢♦r ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r
✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳ ❲❡ ❡♥❞ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❛ s✉♠♠❛r② ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦✐♥t❡rs ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✳

✻✳✷ ❚❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t ❝❛s❡

❚❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t ❚r❛♥s♣♦rt ❝♦♠♣❛♥② ✐s ❛ tr❛♥s♣♦rt ❝♦♠♣❛♥② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❖❡❣st✲
❣❡❡st✱ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
t❤❛t ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢✉❡❧ ✉s❡❞ ❜② ✐ts tr✉❝❦s✳
❚❤❡ ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡ ❤❛s ❛ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡r✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡
r❡❛s♦♥ ❢♦r ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t ❚r❛♥s♣♦rt t♦ ✐♥st❛❧❧ s❡♥s♦rs ♦♥ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts tr✉❝❦s✳ ❚❤❡s❡
s❡♥s♦rs✱ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❡①♣❡rt✐s❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥❞ r❡❝♦r❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❛t❛
❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❙q✉❛r❡❧❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❈❉ ❙②st❡♠s ❝♦♠♣❛♥✐❡s✱ ❜♦t❤ ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ ▲✐ss❡✱ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳

❚❤❡ s❡♥s♦rs ♠❡❛s✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ tr✉❝❦✱ s✉❝❤ ❛s s♣❡❡❞✱ ❡♥❣✐♥❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜r❡❛❦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❢✉❡❧ ❧❡✈❡❧✱ ❡t❝✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♣❛tt❡r♥s
✐♥ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡r✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s✳ ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t ❚r❛♥s♣♦rt ✇❛♥ts t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♣❛tt❡r♥s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡
❢r♦♠ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞r✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❞r✐✈❡r ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
♥♦t✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ❤❡ ♦r s❤❡ ✐s ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ♥♦♥✲❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝❛ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥❝✐s❡
❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡
✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r✉♥s ♦❢ ❛ ❉❘❚❆✱ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t
t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❉❘❚❆s✱ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣
❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ tr✉❝❦ ❞r✐✈❡r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❉❘❚❆s✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ s❡♥s♦r
✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ ❜❛s✐❝ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡✿ ❞r✐✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✇❛②✱ s♣❡❡❞✐♥❣
✉♣✱ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥✱ ❜r❡❛❦✐♥❣✱ s✐❣♥❛❧✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ ❝r✉✐s❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❡t❝✳ ❲❡ t❤❡♥ ♥❡❡❞ t♦
❝♦♥str✉❝t ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✉s❡ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❛s s②♠❜♦❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢
s✉✣❝✐❡♥t ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❜② ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr②
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs✳
■♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ✇❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞
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♦r ❜❛❞ ❞r✐✈❡r✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❞❛t❛ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s s②♥t❛❝t✐❝ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❋✉ ✶✾✼✹✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
r❡❛s♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ♥♦t ♦♥❧②
t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✇❤❡t❤❡r ❛ ❞r✐✈❡r ✐s ❞r✐✈✐♥❣ ✇❡❧❧ ♦r ❜❛❞❧②✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦
t❤❡ ❡①❛❝t r♦❛❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❛❞ ❞r✐✈❡rs✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❧❡❛r♥ ✇❤❛t ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦
❣✐✈❡ t♦ ❞r✐✈❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② ✇❡ ✉s❡ ❛ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❛r❡
t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞✉♣s ❛♥❞ s❧♦✇❞♦✇♥s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r
❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ tr✉❝❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛st ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ s❧♦✇✐♥❣
❞♦✇♥ t♦ s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ s❧♦✇ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❞r✐✈✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢r❡❡✇❛②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s t✐♠❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ ♥♦t t♦ ✉s❡ ✐t ❞✐r❡❝t❧②✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ✇❡
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♥♦t ✉s✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✭♦r ❧❡ss
❡✣❝✐❡♥t✮ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❝❦s ❛t ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t✱ ❛♥❞
❤♦✇ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐t ✐♥t♦ ❛ ❢♦r♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛✳

✻✳✸ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r ❞❛t❛

❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❝❦s ✇❡r❡ ✶✺ ❝♦♠♣❧❡t❡ r♦✉♥❞ tr✐♣s ❢r♦♠ t❤❡
◆❡t❤❡r❧❛♥❞s t♦ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ♦r ❊♥❣❧❛♥❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✳ ❖♥❡ r♦✉♥❞ tr✐♣ t②♣✐❝❛❧❧② t❛❦❡s
t✇♦ ❢✉❧❧ ❞❛②s✳ ❚❤❡s❡ tr✐♣s ✇❡r❡ ❞r✐✈❡♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❛t❤❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞r✐✈❡rs✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ tr✐♣s✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡♥s♦rs
♠❡❛s✉r❡❞ ♠❛♥② ✭❛r♦✉♥❞ 50✮ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞
❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣❡r s❡❝♦♥❞✳

■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ s❡♥s♦rs ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧✐✲
❝❛t❡❞ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡✳ ❲❡ ♦♥❧② ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤r❡❡
♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡s✿ s♣❡❡❞✱ ❡♥❣✐♥❡ r♦t❛t✐♦♥s ♣❡r ♠✐♥✉t❡ ✭❘P▼✮✱ ❛♥❞ ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s✳

✻✳✸✳✶ ❉✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t✐♠❡❞ ❡✈❡♥ts

❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❝❦s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r
♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ♣r❡❢❡r❛❜❧② ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ s✐③❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡
t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ■❞❡❛❧❧②✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦❢ ♦✉r ❛❧♣❤❛❜❡t t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ s②♠❜♦❧s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t✿ s♣❡❡❞✲✉♣s✱ s❧♦✇✲❞♦✇♥s✱
❛ t✉r♥ ❧❡❢t✴r✐❣❤t✱ ❛ ❜✉♠♣ ✐♥ t❤❡ r♦❛❞✱ ❡t❝✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✲
✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐s
♥♦t ❛♥ ❡❛s② ♦♥❡ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ✐t ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ■♥ ✭❘♦❞❞✐❝❦ ❛♥❞
❙♣✐❧✐♦♣♦✉❧♦✉ ✷✵✵✷✮✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t t❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ s✉r✈❡②❡❞✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✉s❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r✿ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ ❛ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❡♥t❡rs ❛ r❡❣✐♦♥✱ ✇❡
tr❡❛t ✐t ❛s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡



✻✳✸✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r ❞❛t❛ ✶✼✾

s②♠❜♦❧ a b c d e f
s♣❡❡❞ ✭❦♠✴❤♦✉r✮ 5 30 50 80 90 ∞
❡♥❣✐♥❡ ✭❘P▼✮ 1200 1400 1550 ∞
❢✉❡❧ ✭❧✐t❡rs✴❤♦✉r✮ 3 10 20 50 80 ∞

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ♣❡r s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②♠❜♦❧ ♣❧✉s ♦♥❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✜rst s②♠❜♦❧✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐t
✐s ③❡r♦✳

f

e

d

c

b

a

(e,0) (d,80)(c,15)(b,12) (c,150) (d,20)(e,24)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ✉s❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ s❡♥s♦r
✈❛❧✉❡ ❡①❝❡❡❞s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ ♣❧✉s ♦r ♠✐♥✉s ❛ s♠❛❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
r❡❣✐♦♥ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ 2 ❦♠✴❤✮✱ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ r❡❣✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❤❛s ❡♥t❡r❡❞✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐s t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❤❛s
❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈❡♥t✳

♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐s t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❤❛s ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳
❲❡ ✉s❡ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❙q✉❛r❡❧❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✐✈✐s✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t
♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♠❛❦❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s
❡❛s✐❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❡✈❡♥t ✭s♣❡❡❞ e✮ ♦❝❝✉rs✱
✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ tr✉❝❦ ✐s ❞r✐✈✐♥❣ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤✇❛②✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞r✐✈❡rs ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✇❛②✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ③♦♦♠ ✐♥ ♦♥
t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs✳

■♥ ♦✉r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ✇❤❡♥ t❤❡
s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡ ✐s ♥❡❛r ❛ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❝❦ ✐s ❞r✐✈✐♥❣ ✇✐t❤
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ ♦❢ ✸✵ ❦♠✴❤✱ ✐t ✇✐❧❧ s♦♠❡t✐♠❡s ❞r✐✈❡ ✸✶ ❦♠✴❤✱ ❛♥❞
s♦♠❡t✐♠❡s ✷✾ ❦♠✴❤✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t❤✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❧♦✇✲s♣❡❡❞ ✭s♣❡❡❞ b✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡✲s♣❡❡❞ ✭s♣❡❡❞ c✮ ❡✈❡♥ts✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❡✐t❤❡r ❣❡♥❡r❛t❡
❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦✇✲s♣❡❡❞ ♦r ❛✈❡r❛❣❡✲s♣❡❡❞ ❡✈❡♥t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈❡♥t✳ ❲❡
❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥s t❤❛t s✉rr♦✉♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆s
❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡ ✐s ✇✐t❤✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t tr❡❛t ✐t ❛s
❛♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❝r♦ss❡s ❛ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡ ❤❛s t♦ ❝r♦ss
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t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ tr❡❛t ✐t ❛s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳

✻✳✸✳✷ ❯s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ❡✈❡r② r♦✉♥❞✲tr✐♣ ♦❢ ❛ tr✉❝❦✱
❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② s❡♥s♦r✱ ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧s✳ ❲❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❛♣♣❧②
t❤❡ ❘❚■+ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤✐s ❞❛t❛ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✹✮✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠♦❞❡❧s ❛ ♣r♦❝❡ss O =
. . . O−2O−1O0O1O2 . . . ❛s ❛ ❜✐✲✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✳
❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ t✐♠❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ N t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡✈❡♥t
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ❝♦✉♥t❛❜❧❡✳
❚❤✉s✱ ❛❞❞✐♥❣ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss
❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳✶

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞
♦♥❧② ♦♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r②

←
τ = (a1, t1) . . . (an, tn)✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

❛ P❉❘❚❆ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s
❛❞❛♣t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ str✐♥❣s S+✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡

t❤✐s s❡t S+ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤✐st♦r②
←
τ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ✭r❛♥❞♦♠ ♦r ❛❧❧✮ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s

♦❢
←
τ ✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ st❛rt ❛♥❞ st♦♣ ❛t

❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ✭✐❞❡♥t✐❢②✴❧❡❛r♥✮ ♦✈❡r s✉❝❤ ❛r❜✐tr❛r②
s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s st❛t✐♦♥❛r②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳ ✭st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✮ ❆ ♣r♦❝❡ss O = . . . O−2O−1O0O1O2 . . . ✐s
st❛t✐♦♥❛r② ✐❢ ✐t ✐s t✐♠❡✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ Pr(Oi . . . On+i = (a1, t1) . . .
(an, tn+1)) = Pr(Oj . . . On+j = (a1, t1) . . . (an, tn+1)) ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ Z✱ ai ∈ Σ✱ ❛♥❞
ti, n ∈ N✳

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r✐t② s❡❡♠s r❡str✐❝t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤✐st♦r②✳ ❲❤❡♥
❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ ❡①❛❝t ✭♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈❡✮ t✐♠❡ ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❡✈❡♥t ❝❛♥ ♠❛tt❡r t♦ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇❡
tr② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t✐♠❡s ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞♦❡s ✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t t✐♠❡s ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♦❢ ❡✈❡♥ts ❛s ✐♥♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❛❝t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
t✐♠❡s✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✐♥ S+ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ♦❢
❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ❢♦r♠ ❛ ❉❘❚❆ A′ t❤❛t r❡♣r❡✲
s❡♥ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡❞ str✐♥❣s✮ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❛ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆ A✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ❤❛s
❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆✱ ❜✉t ❤❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ st❛rt st❛t❡s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛
❉❘❚❆ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ ❛ ❉❘❚❆ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s✳
❚❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ❛❧s♦ ❢♦r♠ ❛ ❉❘❚❆✳ ❚❤❡ st❛rt st❛t❡ ♦❢ t❤✐s ❉❘❚❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

✶❲❡ ❛r❡ ♥♦t s✉r❡ ✇❤❛t t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭❛ ♥♦♥✲❝♦✉♥t❛❜❧❡
s❡t✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t✐♠❡✳
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1
b

a

2

a [0, 5]

b

a [5, 10]

1
b

a [0, 5]

2

a [0, 5]

b

3

a [5, 10]

a

b

a [5, 10]

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❆ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐ts ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s A′
✭r✐❣❤t✮✳

❛❧❧ ✭♦r ❛♥②✮ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆ ✐s ✐♥ st❛t❡ 1 ✭❧❡❢t✮ ♦r st❛t❡ 2 ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢
❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜ ❡✈❡♥t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ✐s st❛t❡ 2✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✇✐t❤ ❜ ❛s ❧❛❜❡❧ ❤❛✈❡ st❛t❡ 2 ❛s t❤❡✐r t❛r❣❡t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛ ❡✈❡♥t
✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 5 ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ✐s st❛t❡ 1✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❛
❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ 4✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r 1 ♦r 2 ✐s t❤❡
♥❡①t st❛t❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❉❘❚❆ ✐s t❤❡ st❛t❡
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❜♦t❤ st❛t❡ 1 ❛♥❞ 2✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ st❛rt st❛t❡✳

❚❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉✲
t♦♠❛t♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ✐♥✲
st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❤♦✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❘❚❆ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ st❛rt ✐♥
t❤❡ st❛rt st❛t❡✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♦❜t❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ♦❢ t❤✐s
❢♦r♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✱ t❤❡s❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ❢♦r♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦r ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❡✈❡♥ts✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ❛❜♦✉t
50, 000 s②♠❜♦❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ t♦t❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❛❜♦✉t t✇✐❝❡ t❤✐s ❛♠♦✉♥t✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛✱ ✇❡ t♦♦❦ 10, 000 r❛♥❞♦♠ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ ❧❡♥❣t❤ 20✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s t❤❛t ♠♦r❡ ❞❛t❛ ♠❛❦❡s
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥ s❧♦✇❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡✱
✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ✐t ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❛♥❞ tr② ♦✉t ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ✜rst tr✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❣✐✈❡
t♦♦ ♠✉❝❤ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts✳

✻✳✹ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧

❋r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ P❉❘❚❆ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ P❉❘❚❆✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❜✐♥s ♦❢
t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s t❤❛t ♠♦❞❡❧ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ P❉❘❚❆s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡
t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡s❡



✶✽✷ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

❢♦r ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡♥s♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❢t❡r ✐♥✐t✐❛❧ tr✐❛❧ r✉♥s ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t
t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ❛ P❉❘❚❆ ✐s t♦♦ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛t❛ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❀ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦♦ ♠❛♥② ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥
✉♥✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠
❜✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❧❡ss
♣♦✇❡r❢✉❧✳

✻✳✹✳✶ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❣♦♦❞ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥s ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡♥s♦rs✱ ✇❡ ✜rst ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡✈❡r② s❡♥s♦r ✉s✐♥❣ ❛
❤✐st♦❣r❛♠✳ ❚❤❡s❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳

❚❤❡ s♣❡❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠ s❤♦✇s t❤❛t ♠♦st ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ 6 ❛♥❞
10 t✐♠❡ t✐❝❦s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥s t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r s✉✣❝✐❡♥t❧② ♦❢t❡♥
t♦ ❞❡t❡❝t ✭❞✐s✮s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ 4 ❜✐♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rq✉❛rt✐❧❡ r❛♥❣❡s ✭❜♦✉♥❞s ❛t 25%✱ 50%✱ ❛♥❞ 75% ♦❢ t❤❡
❞❛t❛✮ s❡❡♠s t♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s♣❡❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤✐♥
5 s❡❝♦♥❞s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② q✉✐❝❦✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r❡
❝♦♠♠♦♥ ✭❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✮ s♣❡❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤✐♥ 6 t♦ 20 s❡❝♦♥❞s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦
s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠
❜✐♥s✿ [0, 5], [6, 20], [20, 50], [51,∞)✳

❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❘P▼ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r✱ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s s❤♦✇ ❛ ❧✐tt❧❡ ♦✈❡r ♦♥❡
t❤✐r❞ ♦❢ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ t✐❝❦✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡
❞❛t❛ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ s❡❝♦♥❞✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❘P▼ ❛♥❞
❢✉❡❧ ✈❛❧✉❡s ❝❤❛♥❣❡ ❛ ❧♦t ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ s❡❝♦♥❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❜♦t❤ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s
❛r❡ ✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥ r❛♥❣❡s✿
[0, 1], [2, 4], [5, 9], [10,∞)✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ P❉❘❚❆ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛ ✐s q✉❡st✐♦♥✲
❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❧❡ss t❤❛♥ 4✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥
st✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② P❉❘❚❆s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
❜❡❤❛✈✐♦r✳

✻✳✹✳✷ ❇♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♣❧✐ts

■♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ P❉❘❚❆ ✇✐t❤
t♦♦ ♠❛♥② ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ s♦♠❡ st❛t❡s✱ ✐t ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✱ ✇✐t❤
❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r st❛t❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❯♣♦♥ ❝❧♦s❡r ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t❤❡s❡ st❛t❡s ✇❡r❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❙♦✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞♦✐♥❣ ❛s ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞
t♦✿ ✐t s♣❧✐ts tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t st❛t❡s ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❛s ♥♦t ❛s ✇❡ ❤❛❞ ❤♦♣❡❞✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✲s♣❡❡❞ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r 10✱
11✱ 12✱ ♦r 13 s❡❝♦♥❞s✳ ❲❤② t❤❡s❡ ❢✉t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ P❡r❤❛♣s ✐t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✉s❡✳
❖r ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ♦♥ s♦♠❡ str❡t❝❤❡s ♦❢ r♦❛❞ ✐t ❛❧✇❛②s t❛❦❡s ❡①❛❝t❧② 12 s❡❝♦♥❞s
t♦ s♣❡❡❞✲✉♣✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥ ♦t❤❡rs ✐t t❛❦❡s ❡①❛❝t❧② 13✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢✉t✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ❛❧s♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳
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■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳ ❲❡ ❞♦
♥♦t ✇❛♥t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts t❤❛t ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ 10✱ ♦r 11✱ ♦r 12✱ ❡t❝✳
s❡❝♦♥❞s✳ ❲❡ ✇❛♥t t❤❡r❡ t♦ ❜❡ ♦♥❡✱ ♦r ♠❛②❜❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❞❡❛❞❧✐♥❡s
❢♦r ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❥✉st t✇♦ ♦❢ s✉❝❤ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❣♦♦❞ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ ❜❛❞ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝
st❛t❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✲s♣❡❡❞ ❡✈❡♥t ✇✐t❤✐♥ 10 s❡❝♦♥❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣
t♦♦ q✉✐❝❦❧②✳ ❆❢t❡r 11 s❡❝♦♥❞s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ s♣❡❡❞✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✇❛♥t ❛♥♦t❤❡r ❜♦✉♥❞ ❛t 20 s❡❝♦♥❞s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✲s♣❡❡❞
❡✈❡♥t ❡①❝❡❡❞s t❤✐s ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s❧♦✇✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② P❉❘❚❆s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t❤r❡❡ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s
✭❛t ♠♦st t✇♦ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✮ ♣❡r s②♠❜♦❧ ♣❡r st❛t❡✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥ ♦♥❧②
s✉❝❤ P❉❘❚❆s ❜② s✐♠♣❧② ❞✐s❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t t♦ s♣❧✐t tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st
t✇♦ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐ts s♦✉r❝❡ st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧✳

✻✳✹✳✸ ▼♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ st❛t❡

❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡ ❛r❜✐tr❛r② s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②♠✲
❜♦❧ ♦❢ ❛ t✐♠❡❞ str✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜✲
❝❛❧❧②✱ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ s②♠❜♦❧s ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ■♥ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✱ t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❤❛s ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②♠❜♦❧✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ s②♠❜♦❧✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❡✈✐♦✉s s②♠❜♦❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②♠❜♦❧s ♦❢
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❤❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣✉r♣♦s❡✱
♥❛♠❡❧② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ s②♠❜♦❧✱ ♥♦t ♦♥ t❤❡✐r t✐♠❡
✈❛❧✉❡s✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t❡s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r
s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞✐s❛❧❧♦✇ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s t♦ ❜❡ ♠❡r❣❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡✐♥❣ |Σ| ✭t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✮ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧ s②♠❜♦❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ s②♠❜♦❧s✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡
♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡✳

✻✳✺ P❉❘❚❆ ❝❧❛ss✐✜❡rs

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ✇❡ ✉s❡ ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s t❡st ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡
✐t ❞✐❞ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t✐st✐❝s ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧
❞❛t❛ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✺✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ P❉❘❚❆ ❢♦r ❡✈❡r② ✭✐♥
♦✉r ❝❛s❡ t❤r❡❡✮ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ✉s❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡
P❉❘❚❆s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡
❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢r♦♠ ❛ P❉❘❚❆ ✉s✐♥❣ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✱
t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs ✐♥t♦ ❛
s✐♥❣❧❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳



✻✳✺✳ P❉❘❚❆ ❝❧❛ss✐❢✐❡rs ✶✽✺

Many unlabeled
examples S+

few unlabeled
examples (S+, S-)

PDRTA Predictor PDRTA Classifier

Compute runs of 
S+ and S-

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ P❉❘❚❆✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ r✉♥s ♦❢ ❛ ❢❡✇
❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❧❛❜❡❧ ✭♠❛❦❡ ✜♥❛❧✮ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛
❝❧❛ss✐✜❡r✳

✻✳✺✳✶ ❈❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❢❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛♥ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❛ P❉❘❚❆✳ ❚❤✐s
❛✉t♦♠❛t♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✜♥❛❧ st❛t❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❝❧❛ss✐❢② ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ✐s
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ s❡t✳ ❲❤❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✱ t✇♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
♦♥❧② r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡s ✐❢ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡
t✇♦ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r ❧❛❜❡❧s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦
❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛❜❡❧❡❞ str✐♥❣ t♦ ❧❛❜❡❧
✭♠❛❦❡ ✜♥❛❧✮ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✳

❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✉s❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦✉t ♦❢ ❛ P❉❘❚❆✳
❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ✐ss✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛r❜✐tr❛r② s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s
❛s ✐♥♣✉t ❢♦r ♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡
❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✮✳ ❲❡
❧❛❜❡❧ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r b
❛♥❞ b′✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❛❞ ❞r✐✈✐♥❣✳ ▲❡t Qb ❛♥❞ Qb′ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ st❛t❡s
t❤❛t ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❞✐s♣❧❛② ❜❡❤❛✈✐♦r b ❛♥❞ b′ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ s❡ts ♦❢ st❛t❡s Qb ❛♥❞ Qb′ ❝❛♥ ♦✈❡r❧❛♣✱ ❜✉t t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❞✐✛❡r ✐♥ s♦♠❡ st❛t❡s✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡s❡ st❛t❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢r♦♠ ❛ P❉❘❚❆✿

• ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧ b t♦ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ Qb \Qb′ ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ st❛t❡s r❡❛❝❤❡❞ ❜② b ❜✉t
♥♦t ❜② b′❀

• ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧ b′ t♦ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ Qb′ \Qb✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ st❛t❡s r❡❛❝❤❡❞ ❜② b′ ❜✉t
♥♦t ❜② b✳

❲❤❡♥ ❛ ♥❡✇ t✐♠❡❞ str✐♥❣ r❡❛❝❤❡s ❛ st❛t❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ b✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t ✐s
❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r b✱ ❛♥❞ ♥♦t b′✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ♥❡✇ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✱ t❤❡
❧❛❜❡❧s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ st❛t❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦❧❞ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ s❡t✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ ❣♦♦❞ ♦r ❜❛❞ ❞r✐✈✐♥❣ ♦❝❝✉rr❡❞✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s ♦♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢♦r ❡✈❡r② s❡♥s♦r✳ ❚❤❡s❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❡rs ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❛ ❧❛❜❡❧ t♦ ❛♥② ♥❡✇ t✐♠❡❞ str✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥



✶✽✻ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘✲
❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❢♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤✳
❚❤✉s✱ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs ❝❛♥ ❣✐✈❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s
t❤❡s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡
✇❛②s t♦ ❞♦ t❤✐s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛❣r❡❡
♦♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧✱ ♦r ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✐ss✉❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✳

✻✳✺✳✷ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝❛✉s❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤❛t ♣❛rt
♦❢ ❛ ♥❡✇ t✐♠❡❞ str✐♥❣ t♦ ✉s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞
✉s❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r✉♥ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❧❛❜❡❧ ❛t ❡✈❡r② ✐♥❞❡①✳ ❇✉t t❤✐s ♦♥❧② ✇♦r❦s ✐❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❝♦rr❡❝t✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ♠❛❦❡ s♦♠❡ s♠❛❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ t❤❡♥ t❤❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
t✐♠❡❞ str✐♥❣ ❝❛♥ ❞✐✈❡r❣❡ ❢r♦♠ ✐ts ❛❝t✉❛❧ r✉♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t ♦♥ ♠❛♥② ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 20
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❧❡♥❣t❤ 20 s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥❞❡①✱ t❤❡ r✉♥
♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ 20 s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✉♣ t♦ t❤❛t ✐♥❞❡① ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ st❛t❡
r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤✐s s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 20 ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t ✐t ♠❛❦❡s ♠♦r❡ s❡♥s❡ t♦
✉s❡ s❤♦rt❡r t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ❋♦r t❤❡s❡ s❤♦rt❡r t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢✉t✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❛t❡s t❤❡② r❡❛❝❤ ✐♥ ♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤✐❝❤ ❧❡♥❣t❤ t♦ ✉s❡ ❡①❛❝t❧②✳ ❚❤❡ r✉♥ ♦❢ ❛
s❤♦rt❡r s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❝t s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ✭❧❛r❣❡r ❢✉t✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ❞✉r✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✉♥ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣❡r s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ❝♦r✲
r❡❝t ❜✉t ❜❡tt❡r ❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡
❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1 t♦ 10 ❛♥❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs✳

■t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦t ②❡t ❝❧❡❛r ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜❡❧s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
t❤❡s❡ 10 t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ s✐♠♣❧② r❡t✉r♥ ❛❧❧ ❧❛❜❡❧s✱ ❣✐✈✐♥❣ ❜② ❛❧❧ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠
1 t♦ 10✳ ❆ ❤✉♠❛♥ ✐♥s♣❡❝t♦r t❤❡♥ ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✻✳✻ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t t♦ t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t ❞❛t❛✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r❡❡
P❉❘❚❆ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♥❡✇ ❞❛t❛ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✶✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛♥❞
t❡st❡❞ ✐t ✜rst ✐♥ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❡st ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✸✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦
❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs ❢r♦♠ t❤✐s t❡st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱



✻✳✻✳ ❘❡s✉❧ts ✶✽✼

♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❆■❈ ❆■❈ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ♠♦❞❡❧
s♣❡❡❞ 2, 305 871, 550 1, 472, 840
❢✉❡❧ 960 842, 536 1, 102, 270
❡♥❣✐♥❡ 1, 009 697, 190 1, 076, 750

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❚❤❡ s✐③❡s ❛♥❞ ❆■❈ s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❡✈❡r② s❡♥s♦r✳

✇❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ✐t ♦♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✹✳ ■♥ t❤✐s t❡st✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t
t♦ ❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦✉r
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✻✳✻✳✶ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s

❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❛♥ ❞❡r ▲✉②t ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡sts ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤✐s ❞❛t❛✱ ✇❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡
P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❲❡ t❤❡♥ tr✐❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♦♥❡ s✉❝❤
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r s✐③❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❆■❈ ✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✮✳ ❚❤❡s❡ ❆■❈
✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ t❡st s❡t✳ ❲❡ s✐♠♣❧② t✉♥❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ t❤✐s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❆■❈✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✐♥s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❆■❈✳ ❚❤❡ s✐③❡s ❛♥❞ ❆■❈ s❝♦r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ tr✐✈✐❛❧ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳

❋r♦♠ t❤❡ ❆■❈ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧♦t ❜❡tt❡r
t❤❛♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❆■❈ s❝♦r❡s ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s
❞♦ ♥♦t s❛② ♠✉❝❤ ❛❜♦✉t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞r❛✇ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s
q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦
❝❤❛♣t❡rs ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✺✮✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡
♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❛ P❉❘❚❆ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t 8 st❛t❡s✱ 8 s♣❧✐ts✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢
s✐③❡ 4✱ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ s✐③❡ 2, 000✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❛ P❉❘❚❆
✐s 40✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t ❞❛t❛✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ P❉❘❚❆s t❤❛t ❛r❡ ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r✳
❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❖❢
❝♦✉rs❡✱ ✇❡ ❞✐❞ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ P❉❘❚❆s ✉s✐♥❣ 10, 000 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 2, 000 ❡①❛♠♣❧❡s✳
❚❤✉s✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❧❛r❣❡r P❉❘❚❆s✱ ❜✉t t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❛t❛ ❞♦❡s
♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆s ✭✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt st❛t❡✮
❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
P❉❘❚❆s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛r♦✉♥❞ 5, 000 t✐♠❡❞ str✐♥❣s✳ ❙✐♥❝❡
2, 000 t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ st❛rt st❛t❡ ♦❢ ❛ s✐③❡ 40
P❉❘❚❆✱ t❤❡s❡ ✜rst ❢❡✇ st❛t❡s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳



✶✽✽ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ❛ tr✉❝❦ ♣✉❧❧s✲✉♣ ✭♥♦r♠❛❧❧②✮
❢r♦♠ 0 t♦ 50 ❦♠✴❤✳

✻✳✻✳✷ ▲❛❜❡❧✐♥❣ st❛t❡s ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ❝❛♥ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s✐③❡s✱
✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ❛s ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝❛♥
s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ✇r♦♥❣✱ t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s
♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉t✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆s ❛s ❝❧❛ss✐✜❡rs✳

❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s

❋♦r t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t ❝❛s❡✱ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛ t②♣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥
✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡✿ ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧② ❢r♦♠ ❛ tr❛✣❝ ❧✐❣❤t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳
P✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ ❢❛st r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ❢✉❡❧ t❤❛♥ s❧♦✇❧② ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ tr✉❝❦ ❣❛✐♥
s♣❡❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛
❢❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦✉t
♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆s ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞r✐✈✐♥❣ ❛ s❤♦rt ❧❛♣ ❛r♦✉♥❞ ❖❡❣st❣❡❡st✱ ✇✐t❤ ♠❛♥② tr❛✣❝ ❧✐❣❤t st♦♣s✳
❆❢t❡r t❤❡s❡ st♦♣s✱ t❤❡ tr✉❝❦ ❞r✐✈❡r ♣✉❧❧❡❞ ✉♣ t♦♦ ❢❛st ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ❤❡ ♣✉❧❧❡❞ ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧②✳ ❲❡ ❧❛❜❡❧❡❞ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ♦❝❝✉rr❡❞
✇❤✐❧❡ ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✳

❆❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ a s②♠❜♦❧✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr✉❝❦ ❝❛♠❡ t♦ ❛ ❢✉❧❧ st♦♣ ✭♦r ❛t ❧❡❛st ❛ s♣❡❡❞ ❧❡ss t❤❛♥ 5 ❦♠✴❤♦✉r✮✳
■♥ ♦♥❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②♠❜♦❧ ✐s ❛ c s②♠❜♦❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞r✐✈❡r
❛❝t✉❛❧❧② ❞✐❞ ♥♦t s❧♦✇ ❞♦✇♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ ❜✉t ♣✉❧❧❡❞ ✉♣ t♦♦ ❢❛st ❢r♦♠ ❞r✐✈✐♥❣ ❛r♦✉♥❞



✻✳✻✳ ❘❡s✉❧ts ✶✽✾

♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ ❢❛st ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧②

(a, 42)(b, 80)(c, 12)(d, 10)(c, 7) (a, 10)(b, 14)(c, 21)(b, 42)
(a, 13)(b, 65)(c, 6)(d, 8) (a, 11)(b, 34)(c, 13)(b, 18)
(a, 6)(b, 39)(c, 10)(d, 10) (a, 8)(b, 10)(c, 14)(b, 45)
(a, 7)(b, 15)(c, 8)(d, 7) (a, 25)(b, 5)(c, 18)(b, 27)
(a, 7)(b, 2)(c, 7)(d, 7) (a, 11)(b, 6)(c, 20)(b, 14)
(c, 22)(b, 4)(c, 12)(d, 7)(c, 8) (a, 12)(b, 18)(c, 15)(b, 20)
(a, 7)(b, 11)(c, 6)(d, 7)(c, 16) (a, 8)(b, 35)(c, 24)(b, 20)
(a, 8)(b, 29)(c, 7)(d, 8)(c, 8) (a, 12)(b, 32)(c, 18)(d, 13)
(a, 11)(b, 28)(c, 7)(b, 12) (a, 7)(b, 62)(c, 21)(b, 28)
(a, 10)(b, 320)(c, 12)(d, 7)(c, 34) (a, 12)(b, 8)(c, 17)
(a, 10)(b, 8)(c, 8)(d, 8)(c, 31) (a, 10)(b, 27)(c, 19)(d, 16)
(a, 8)(b, 24)(c, 9)(d, 8)(c, 12)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❚❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ❞✉r✐♥❣ ❛ t❡st✲❧❛♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❞r✐✈❡r ♣✉❧❧❡❞✲✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧❧② ✭r✐❣❤t✮✳

20 ❦♠✴❤♦✉r ✭t❤❡ ♥❡①t ❡✈❡♥t ✐s ❛ b ❡✈❡♥t✮✳ ■♥ ❡✈❡r② t✐♠❡❞ str✐♥❣✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s②♠❜♦❧
✐s ❛ b s②♠❜♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ s♣❡❡❞✲✉♣ ♦❢ t❤❡ tr✉❝❦✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ t❤✐s s②♠❜♦❧
♦❝❝✉rs ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞s t❤❡ tr✉❝❦ st♦♦❞ st✐❧❧ ❛t t❤❡ tr❛✣❝ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
s②♠❜♦❧ ✐s ❛ c ❡✈❡♥t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❢✉rt❤❡r s♣❡❡❞✲✉♣✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡
t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❡✈❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✿ ❛
s♠❛❧❧ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❢❛st ♣✉❧❧✲✉♣✱ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ s❧♦✇ ♣✉❧❧✲✉♣✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❡✈❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐s ❡✐t❤❡r
❛ b ♦r ❛ d ❡✈❡♥t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr✉❝❦ ❡①❝❡❡❞s 50 ❦♠✴❤♦✉r
♦r ♥♦t✳ ❆ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ d ❡✈❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞r✐✈❡r ✐s
♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦ q✉✐❝❦❧②✳ ❆ b ❡✈❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞r✐✈❡r ✐s s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛❣❛✐♥✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st♦♣ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t tr❛✣❝ ❧✐❣❤t✳ ❋♦r s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡r❡
✐s ❛ ✜❢t❤ ❡✈❡♥t✳ ❚❤✐s ✉s✉❛❧❧② ✐s ❛ s❧♦✇✲❞♦✇♥ ❡✈❡♥t ❛❢t❡r ❞r✐✈✐♥❣ ❢❛st✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ✐❢ ✐t ♦❝❝✉rr❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠❡ s♣❛♥ ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣
❜❡❤❛✈✐♦rs✳

❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s♣❛♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉❡❧ ❛♥❞
❡♥❣✐♥❡ s❡♥s♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t✐♠❡ s♣❛♥
✐♥ t❤❡s❡ s❡♥s♦rs ✭❛r♦✉♥❞ 15✮✱ ✇❡ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ✭7✮ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✵ ❛♥❞ ✻✳✶✶✳ ❚❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❡❧ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡ s❡♥s♦rs ❛r❡
❧❡ss ✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧❡❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡♠ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t
t❤❡s❡ s❡♥s♦rs r❡❝♦r❞✳ ❆t t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦
❢❛st ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ d ❡✈❡♥ts ✭❛ ❧♦t ♦❢ ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡✮ ♦❢ t❤❡ t♦♦ ❢❛st
❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♣✉❧✐♥❣✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✱ ✐t s❡❡♠s ❝❧❡❛r t❤❛t ♠♦r❡ d
❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ ❢❛st ❝❛s❡ ✭19 ❛❣❛✐♥st 5✮✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ e ❛♥❞ f ❡✈❡♥ts ✭✈❡r② ❤✐❣❤ ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡✮
✐♥ t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r✳ Pr♦❜❛❜❧② t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr✉❝❦ ✇❛s ❡♠♣t② ❛t t❤❡
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ ❢❛st✱ ❛ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r ❡✈❡♥ts ✐s ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ a ❛♥❞ d ❡✈❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡



✶✾✵ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ ❢❛st ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧②

(a, 21)(b, 89)(c, 0)(d, 1)(c, 2)(a, 1)(c, 2) (a, 1)(b, 16)(c, 3)(a, 3)(b, 2)(c, 0)(b, 5)
(a, 1)(b, 76)(c, 0)(d, 2)(a, 1)(d, 0)(a, 1) (a, 1)(b, 38)(c, 2)(d, 1)(c, 1)(a, 1)(b, 2)
(a, 1)(d, 40)(c, 3)(a, 0)(c, 1)(d, 1)(a, 1) (a, 0)(b, 10)(c, 3)(a, 3)(b, 2)(c, 0)(d, 1)
(a, 0)(b, 17)(d, 2)(a, 1)(d, 1)(a, 0)(b, 1) (a, 22)(b, 9)(c, 2)(a, 4)(b, 1)(c, 1)(d, 0)
(a, 0)(b, 5)(c, 1)(d, 1)(a, 1)(d, 0)(a, 1) (a, 1)(b, 11)(c, 3)(a, 3)(b, 1)(c, 1)(b, 3)
(a, 1)(b, 3)(a, 1)(c, 4)(a, 1)(c, 1)(b, 0) (a, 1)(b, 22)(d, 2)(c, 2)(a, 0)(b, 2)(c, 1)
(a, 1)(b, 15)(d, 1)(a, 1)(d, 1)(a, 1)(d, 1) (a, 1)(b, 40)(c, 2)(b, 3)(a, 0)(b, 1)(c, 1)
(a, 1)(b, 32)(c, 1)(d, 1)(a, 1)(d, 0)(a, 1) (a, 1)(b, 33)(c, 3)(b, 3)(a, 0)(b, 2)(c, 0)
(a, 0)(b, 30)(d, 3)(a, 1)(d, 1)(a, 0)(b, 1) (b, 66)(c, 4)(b, 3)(a, 1)(b, 1)(c, 1)(b, 4)
(a, 1)(b, 324)(a, 0)(b, 3)(c, 3)(b, 1)(c, 2) (a, 1)(b, 13)(c, 3)(a, 3)(b, 2)(c, 0)(b, 2)
(a, 1)(b, 11)(d, 1)(a, 1)(c, 1)(a, 1)(c, 1) (a, 1)(b, 28)(c, 4)(a, 3)(b, 1)(c, 1)(d, 0)
(a, 1)(b, 11)(d, 20)(a, 2)(d, 1)(c, 0)(a, 1)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❚❤❡ ✜rst 7 ❡✈❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r ❞✉r✐♥❣ ❛ t❡st✲❧❛♣ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞r✐✈❡r ♣✉❧❧❡❞✲✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧❧② ✭r✐❣❤t✮✳

♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ ❢❛st ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧②

(a, 19)(b, 87)(d, 0)(b, 3)(a, 1)(c, 2)(d, 1) (a, 3)(b, 25)(c, 1)(d, 1)(c, 0)(a, 1)(b, 2)
(a, 2)(c, 76)(d, 1)(c, 1)(a, 0)(b, 1)(c, 1) (a, 2)(b, 46)(c, 0)(d, 1)(c, 1)(a, 1)(b, 2)
(a, 1)(b, 43)(d, 2)(b, 2)(d, 1)(b, 3)(c, 2) (a, 2)(b, 17)(d, 1)(b, 1)(a, 1)(b, 3)(a, 2)
(a, 2)(c, 23)(d, 0)(b, 2)(c, 2)(d, 0)(c, 2) (a, 2)(b, 11)(d, 1)(b, 1)(a, 1)(b, 2)(c, 2)
(a, 2)(b, 11)(c, 0)(d, 1)(b, 1)(d, 2)(c, 2) (a, 2)(b, 35)(d, 1)(b, 1)(c, 4)(a, 2)(b, 3)
(a, 3)(b, 2)(a, 2)(b, 2)(a, 1)(c, 5)(d, 1) (a, 3)(b, 29)(d, 1)(b, 2)(a, 1)(b, 2)(a, 4)
(a, 1)(b, 17)(d, 0)(b, 2)(c, 2)(d, 0)(a, 2) (a, 2)(b, 42)(c, 1)(d, 0)(b, 1)(a, 1)(b, 2)
(a, 3)(c, 38)(d, 1)(b, 1)(c, 2)(d, 1)(a, 2) (a, 3)(b, 43)(d, 1)(c, 1)(b, 1)(a, 0)(b, 2)
(a, 3)(b, 38)(d, 1)(a, 2)(b, 0)(c, 1)(d, 1) (a, 1)(b, 70)(c, 1)(d, 1)(c, 1)(b, 0)(a, 1)
(a, 2)(b, 329)(c, 2)(d, 0)(b, 2)(c, 2)(d, 0) (a, 1)(b, 22)(c, 1)(d, 1)(b, 1)(d, 3)(b, 1)
(a, 2)(c, 17)(d, 0)(c, 3)(d, 2)(a, 3)(b, 1) (a, 12)(b, 40)(d, 1)(b, 1)(a, 1)(b, 2)(c, 1)
(a, 1)(b, 30)(d, 2)(b, 2)(d, 2)(c, 2)(d, 3)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❚❤❡ ✜rst 7 ❡✈❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s❡♥s♦r ❞✉r✐♥❣ ❛ t❡st✲❧❛♣
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞r✐✈❡r ♣✉❧❧❡❞✲✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧❧② ✭r✐❣❤t✮✳

t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr✉❝❦ ✜rst ✉s❡s ❧✐tt❧❡ ❢✉❡❧✱
t❤❡♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❢✉❡❧✱ t❤❡♥ ❧✐tt❧❡ ❛❣❛✐♥✱ ❡t❝✱ ❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s ❤❛s t♦ ❞♦
✇✐t❤ t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ ❣❡❛rs✳ ❲❤❡♥ ❛ tr✉❝❦ s❤✐❢ts ❣❡❛r✱ ✐t ✉s❡s ❧✐tt❧❡ ❢✉❡❧✱ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
st❛rt✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❣❡❛r r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ❢✉❡❧✳ ❚❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐❢ t❤❡
tr✉❝❦ ♣✉❧❧s ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ tr✉❝❦ ❛❧s♦ s❤✐❢ts ✐ts ❣❡❛r✱ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ r❛♣✐❞ s✉❝❝❡ss✐♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ♦♥❡ t❤✉s s❡❡s ♠♦r❡ b ♦r c ❡✈❡♥ts
✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳

■t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞r❛✇ s✉❝❤ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡r❡
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❇✉t ❢r♦♠ t❤❡
❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✐t ✐s ♥♦t ✈❡r② ❝❧❡❛r ✇❤❛t t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡✳ ❲❡ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ♠♦r❡ d ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❝❦ ✐s ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ ❢❛st✳



✻✳✻✳ ❘❡s✉❧ts ✶✾✶

state4

a [0,320] 11

state2

c [0,320] 1

state1

b [0,80] 10

state23

b [142,320] 1

state13

b [0,5] 1

state16

d [0,9] 3

state3

d [10,31] 2

c [8,72] 5

state27

c [0,7] 5

state75

b [6,33] 1

state755

d [0,7] 3

state154

d [8,9] 2

c [0,16] 1

state57

c [0,29] 1

state232

c [30,34] 1

state7

c [0,84] 1

state117

c [0,18] 1

state243

d [0,11] 1

c [0,320] 2 d [0,320] 1

state161

c [0,16] 1

state376

c [34,38] 1

normal too fast

state4

a [0,62] 11

state1

b [0,62] 11

state2

c [8,62] 11

state5

b [7,62] 8

state3

d [10,31] 2

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ P❛rts ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r t❤❛t ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞
❜② t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✳ ▲❡❢t ✐s t❤❡ ♣❛rt r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧
♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ r✐❣❤t t❤❡ t♦♦✲❢❛st ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙t❛t❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r
♥✉♠❜❡r✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❧❛❜❡❧✱ ❞❡❧❛② ❣✉❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡①❛♠♣❧❡s str✐♥❣s t❤❛t ✜r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❈♦♥str✉❝t✐♥❣ P❉❘❚❆ ❝❧❛ss✐✜❡rs

❍❛✈✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t❤❡s❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ ✐s t♦ r✉♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
P❉❘❚❆s ♦♥ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤✐❝❤ st❛t❡s ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ♣✉❧❧✐♥❣✲
✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧②✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡s❡ st❛t❡s✱
❛♥❞ t❤❡ tr❛✈❡rs❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛
❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ t❤❛t ✐s tr❛✈❡rs❡❞ ❜② t❤❡ t♦♦ ❢❛st
❡①❛♠♣❧❡s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ tr❛✈❡rs❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t
♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡♥s♦r P❉❘❚❆s✳

❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ P❉❘❚❆ ♣❛rts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s♦♠❡ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧②
r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r✐✈❡r ♣✉❧❧s ✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ s♦♠❡ ✇❤❡♥ ❤❡ ♣✉❧❧s ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧②✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✱ st❛t❡ 5 ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② 8 ♦❢ t❤❡ 11 ♥♦r♠❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡
12 ❢❛st ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ st❛t❡ t❤❛t ✐s ♦♥❧② r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛st ❡①❛♠♣❧❡s



✶✾✷ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

state1

a [0,324] 10a [0,324] 12

state4

b [0,324] 1

b [0,324] 10 b [0,152] 10

state10

d [3,324] 1

state3

c [2,7] 10

state7

a [0,1] 2a [0,1] 3

state9

a [2,7] 2

state19

c [0,1] 6 c [0,1] 4

d [0,2] 5 d [0,2] 3

state43

d [3,7] 1

state2

state22

b [0,7] 2

state13

c [0,3] 1c [0,3] 1state6

a [0,6] 3

state44

d [0,3] 1

state39

a [0,1] 5

state11

a [0,324] 7a [0,324] 2

d [0,3] 1

a [0,3] 5

state21

b [0,5] 3

b [2,324] 9

d [0,324] 2

state30

b [0,1] 3 b [0,1] 1

state12

c [0,3] 1 c [0,3] 4

a [0,324] 6 a [0,324] 1

state40

c [0,1] 3

d [0,324] 3 d [0,324] 2

b [0,16] 6

state37

c [0,13] 3 c [0,13] 2

state18

b [0,63] 7

d [0,324] 3 d [0,324] 4

b [0,324] 3

b [0,324] 2b [0,324] 2

c [3,10] 4 c [3,10] 1

a [5,324] 2

state33

c [0,2] 3

state27

a [0,4] 11

b [0,324] 2

d [0,2] 5

a [0,324] 1

a [0,1] 6 c [0,3] 5

b [0,5] 10

c [0,324] 4

state5

d [0,1] 8

state31

d [2,324] 2

b [0,324] 2

a [0,324] 1

d [0,324] 1d [0,324] 10

state50

c [0,324] 4c [0,324] 1

state51

a [0,324] 1

d [0,2] 8

b [0,2] 1

a [0,5] 2

state58

d [0,8] 5

b [0,324] 1

c [0,324] 3c [0,324] 1

a [0,3] 12

b [0,324] 4b [0,324] 1

c [0,324] 2 c [0,324] 1

b [0,324] 1

state61

d [0,5] 3

b [0,324] 2

c [0,4] 1

state87

b [0,324] 2

a [0,324] 2

c [3,324] 2

state101

a [0,324] 2

a [0,6] 2

a [0,4] 8a [0,8] 10

c [0,6] 1

b [3,324] 1

d [0,324] 8

state52

c [0,2] 5

a [0,324] 5

normal

too fast

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ P❛rts ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ ❢♦r t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r t❤❛t ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞
❜② t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✳ ❙t❛t❡s ✇✐t❤ ❛ △ s❤❛♣❡ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥♦r♠❛❧✱
st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ▽ s❤❛♣❡ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ t♦♦ ❢❛st✳



✻✳✻✳ ❘❡s✉❧ts ✶✾✸

state4

a [0,329] 11a [0,329] 12

state2

b [2,55] 10b [2,55] 6

state48

b [56,329] 1 b [56,329] 2

state45

c [8,329] 4

state6

a [3,329] 1

state19

c [0,2] 5c [0,2] 1

state23

d [0,1] 6d [0,1] 2

state17

d [2,18] 2

state10

a [0,2] 1

state21

b [0,2] 1

state9

b [3,37] 4

b [2,2] 1

state39

d [0,2] 4 d [0,2] 2b [2,329] 1b [2,329] 2

state43

b [0,1] 4

state30

c [0,1] 1

state31

a [2,329] 1

state67

a [0,2] 1

state47

c [2,329] 3

state46

c [0,10] 1

state35

a [3,15] 1 a [2,61] 1

c [2,7] 1

state49

b [0,2] 2 b [0,2] 1

state50

c [0,1] 2

state156

a [2,329] 1

b [5,329] 2

b [2,4] 1 b [2,4] 2

state56

a [0,4] 3

state36

state57

b [0,8] 1 a [0,2] 1

state78

a [3,5] 2

state59

c [0,1] 1

state64

c [2,329] 2

state37

a [0,4] 2

state77

a [5,329] 2

state121

c [3,6] 1

state89

b [0,329] 2

state83

b [0,9] 2

state68

a [0,329] 1

a [0,329] 2 a [0,329] 1

state53

d [3,329] 1

b [2,26] 5state82

b [0,1] 1

b [0,329] 5

state81

b [0,28] 2

state124

b [29,64] 1

state79

d [0,329] 2

state86

b [0,1] 2

a [0,18] 2

a [0,329] 2

a [0,4] 1

a [5,329] 1

a [5,26] 1

a [0,4] 1

state16

b [0,2] 2

state26

b [0,2] 1

state52

d [0,329] 4

c [0,1] 2

d [0,329] 2

state88

c [0,3] 2

c [0,329] 3

state91

d [0,329] 2

b [0,2] 2

state25

state27

b [3,13] 2

d [0,329] 1

c [0,1] 1 b [0,329] 2

d [0,1] 2

a [0,329] 2

state116

a [0,329] 1

state101

state143

c [0,5] 3

state74

b [0,329] 2

state97

c [0,8] 1

state171

d [0,329] 2

state161

c [0,329] 1

c [3,329] 1

d [0,329] 1

state169

d [0,329] 1

state103

b [0,5] 1

b [0,329] 1

c [0,2] 1

normal

too fast
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✶✾✹ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

✐s st❛t❡ 27❀ 6 ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❡①❛♠♣❧❡s r❡❛❝❤ t❤✐s st❛t❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s
st❛t❡ ❤❛s c ❛s s②♠❜♦❧ ❛♥❞ [0, 7] ❛s ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♦♥❧② r❡❛❝❤❡❞ ❜② t✐♠❡❞
str✐♥❣s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ c ❡✈❡♥t ✇✐t❤✐♥ 7 s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ b ❡✈❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆ c ❡✈❡♥t ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ 7 s❡❝♦♥❞s ❣♦❡s t♦ st❛t❡ 2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡
st❛t❡ t❤❛t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♣✉❧❧✲✉♣ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ❞♦❡s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢
♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ ❢❛st ❛♥❞ ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧②✱ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✳

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r P❉❘❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦r t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✭t❤❡ P❉❘❚❆s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❛ s②st❡♠✴♣r♦❝❡ss✳

❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ P❉❘❚❆ ❛♥❞ t❤❡ t♦♦✲❢❛st P❉❘❚❆✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞
❛❧❧ st❛t❡s t❤❛t ✇❡r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st 4 ❡①❛♠♣❧❡ str✐♥❣s ✐♥ ♦♥❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♥♦♥❡
t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✉s✱ st❛t❡ 27 ❛♥❞ 16 ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♦✲❢❛st s♣❡❡❞ P❉❘❚❆✱ ❛♥❞
st❛t❡ 5 ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ s♣❡❡❞ P❉❘❚❆✳ ❲❡ ❞✐❞ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r
❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡ s❡♥s♦r P❉❘❚❆s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✸
❛♥❞ ✻✳✶✹✳ ❚❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆s t❤❛t ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜②
❛t ❧❡❛st 2 ❡①❛♠♣❧❡ str✐♥❣s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡
P❉❘❚❆s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡♥s♦rs✱ t❤❡s❡ ❧❛❜❡❧s r❡s✉❧t ✐♥ t❤r❡❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤❡t❤❡r ❛ ❞r✐✈❡r ✐s ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ ❢❛st ♦r ♥♦t✳

✻✳✻✳✸ ❆ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❡st

❲❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs✳
❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s t❡st❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✇❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✲
❢②✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❞r✐✈❡r ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❛❞s
t❤❡ s❡♥s♦r ❞❛t❛ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❯❙❇ ♣♦rt✳ ❚❤✐s ♣♦rt ✇❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❝❡♥tr❛❧
❜✉s ♦❢ t❤❡ tr✉❝❦✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❈❆◆✲❜✉s ✉s✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢r♦♠ ❙q✉❛r❡❧❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ tr✉❝❦ ❞r✐✈❡r ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ❤❡ ✇❛s
❛❝t✉❛❧❧② ❞r✐✈✐♥❣ ❛ tr✉❝❦✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤✐s t❡st ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞r✐✈❡r✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr✉❝❦✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♦❢t❡♥
❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r✐✈❡r ✇❛s ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ ❢❛st✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ P❛rt✐❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❡r
♣r✐♥t❡❞ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ r❡❛❝❤❡❞ st❛t❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳ ❲❡
❤❛❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ❤♦✇ ♠❛♥② ❧❛❜❡❧s ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t s♦♠❡t✐♠❡s ♦❝❝✉rr❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛♥② t♦♦✲❢❛st ❧❛❜❡❧s
✇❡r❡ ♣r✐♥t❡❞✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞r✐✈❡r ✇❛s ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦
❢❛st ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤✐s t♦ t❤❡ ❞r✐✈❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺ s❤♦✇s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
♦✉t♣✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst 10 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❛ t♦♦✲❢❛st ♣✉❧❧✲✉♣✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❛rt ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛ ❝❧❡❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡
❤❛✈❡ t♦ t❡st ✐t ♦♥ t❤❡ r♦❛❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st ❞r✐✈❡ ✇❡ ❝❛♠❡ ❛❝r♦ss s♦♠❡ ♦❜st❛❝❧❡s
✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ r♦❛❞✱ ♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✇❡❛t❤❡r✮ t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st ✐ts❡❧❢✳



✻✳✻✳ ❘❡s✉❧ts ✶✾✺

s♣❡❡❞ ❂ ✸✳✻✷✺

r❡❛❞ ❢✉❡❧✿ ❉✱ ✷

✹✹ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✷

s♣❡❡❞ ❂ ✾✳✸✼✺

r❡❛❞ s♣❡❡❞✿ ❇✱ ✶✵

✼✷ ✶✺ ✶✺ ✶✺ ✶✺ ✶✸✹ ✶✺ ✶ ✶

r❡❛❞ ❡♥❣✐♥❡✿ ❈✱ ✶✻

✶✵✽ ✶✵✽ ✶✵✽ ✶✵✽ ✶✵✽ ✶✵✽ ✶✵✽ ✹✺ ✶

s♣❡❡❞ ❂ ✶✸✳✽✼✺

r❡❛❞ ❢✉❡❧✿ ❆✱ ✷

✷✼ t♦♦ ❢❛st ✷✼ t♦♦ ❢❛st ✷✼ t♦♦ ❢❛st ✷✼ t♦♦ ❢❛st ✷✼ t♦♦ ❢❛st ✷✼✳✳✳

r❡❛❞ ❡♥❣✐♥❡✿ ❉✱ ✶

✶✷✷ ✶✷✷ ✶✷✷ ✶✷✷ ✶✷✷ ✶✷✷ ✺✷ t♦♦ ❢❛st ✸ ✸

s♣❡❡❞ ❂ ✶✺

r❡❛❞ ❡♥❣✐♥❡✿ ❈✱ ✶

✶✷✽ ✶✷✽ ✶✷✽ ✶✷✽ ✶✷✽ ✸✵ ✼ ✼ ✶

s♣❡❡❞ ❂ ✶✹✳✾✸✼✺

r❡❛❞ ❡♥❣✐♥❡✿ ❆✱ ✶

✶✸✼ ✶✸✼ ✶✸✼ ✶✸✼ ✸✶ ✷✺ ✷✺ ✷✺ ✹

s♣❡❡❞ ❂ ✶✺✳✻✷✺

r❡❛❞ ❢✉❡❧✿ ❉✱ ✸

✸✶ ✸✶ ✸✶ ✸✶ ✸✶ ✸✶ ✸✶ ✶✵ ✷

s♣❡❡❞ ❂ ✶✽✳✶✷✺

r❡❛❞ ❡♥❣✐♥❡✿ ❇✱ ✷

✶✸✽ ✶✸✽ ✶✸✽ ✷✻ t♦♦ ❢❛st ✷✻ t♦♦ ❢❛st ✷✻ t♦♦ ❢❛st ✷✻ t♦♦ ❢❛st ✷ ✷

s♣❡❡❞ ❂ ✷✷✳✵✻✷✺

r❡❛❞ ❢✉❡❧✿ ❆✱ ✷

✻ ✻ ✻ ✻ ✻ ✻ ✷✼ t♦♦ ❢❛st ✻ ✶

r❡❛❞ ❡♥❣✐♥❡✿ ❉✱ ✶

✽✵ ✽✵ ✹✵ ✹✵ ✹✵ ✹✵ ✷✸ ✷✸ ✸

s♣❡❡❞ ❂ ✷✺✳✺

r❡❛❞ ❢✉❡❧✿ ❈✱ ✶

✶✷ ✶✷ ✶✷ ✶✷ ✶✷ ✺✷ ✶✷ ✶✷ ✸ ♥♦r♠❛❧

s♣❡❡❞ ❂ ✷✻✳✺

r❡❛❞ ❢✉❡❧✿ ❆✱ ✶

✷✽ ✷✽ ✷✽ ✷✽ ✶✶ ✷✽ ✷✽ ✶✶ ✶

r❡❛❞ ❡♥❣✐♥❡✿ ❇✱ ✷

✶✸✵ ✶✸✵ ✶✸✵ ✶✸✵ ✶✸✵ ✹✽ ✹✽ ✶✻ t♦♦ ❢❛st ✷

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❚❤❡ ✜rst 10 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t♦♦✲❢❛st ♣✉❧❧✲
✉♣✳ ❙♦♠❡ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ tr✉❝❦✳ ❖t❤❡rs s❤♦✇ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞
s②♠❜♦❧s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ s②♠❜♦❧ ✐s r❡❛❞ ❢♦r ❛ s❡♥s♦r✱ t❤❡
❧✐♥❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉♥❞❡r ✐t s❤♦✇s ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♥✉♠❜❡rs t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤
1 t♦ 10 ❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢♦r t❤❛t s❡♥s♦r✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ st❛t❡ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞✱ t❤✐s ❧❛❜❡❧ ✐s
♣r✐♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ♦❢t❡♥
❡♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡s✳



✶✾✻ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t r❡❝♦r❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
t❡st✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ♥♦t✐✜❡❞ t❤❡ ❞r✐✈❡r ✇❤❡♥ ✐t ✐♥ ❢❛❝t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② t♦♦
❧❛t❡✳ ■t t❛❦❡s ♦✉r ♠♦❞❡❧s ❛t ❧❡❛st 3 s❡❝♦♥❞s ❜❡❢♦r❡ ❞r❛✇✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s t♦ ❜❡ ❢❛st✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t t❤❡♥ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s 2 ♦r
3 ❡✈❡♥ts t♦ ❞r❛✇ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❛s ❞r❛✇♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❡❧
s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s❡♥s♦r s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r✐✈❡r ✇❛s ♣✉❧❧✐♥❣
✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧②✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛❢t❡r 5 s❡❝♦♥❞s✳

✻✳✻✳✹ ❚❡sts ♦♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❡st ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡
❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ✇❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ t❤❡♠ ♦♥
t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②
✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ P❉❘❚❆s ❢r♦♠✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❧❧ ♣✉❧❧✲
✉♣ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤✐s ❞❛t❛ t♦ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs
✇✐t❤ t❤❡ tr✉❝❦ s♣❡❡❞✉♣✳ ❚❤❡ tr✉❝❦ s♣❡❡❞✉♣ ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r✳

■♥ ♦✉r t❡sts✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ s♣❡❡❞✉♣s ❛♥❞ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs t✉r♥s
♦✉t t♦ ❜❡ ❤✐❣❤ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s ❢♦r
t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s st✐❧❧ ❞✐✣❝✉❧t ❤♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡
❡①tr❛❝t❡❞ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ t♦♦ ❢❛st✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ❜② ❙q✉❛r❡❧❧
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❞r✐✈❡r✬s ♣r♦✜❧❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✿ ❝♦✉♥t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❡❞✉♣s t❤❛t ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ✭❧❡ss t❤❛♥ 0.8m/s2✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ t♦♦
❢❛st ✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1.2m/s2✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ❞r✐✈❡r✬s
♣r♦✜❧❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡r ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
r✉❧❡ ❢♦r t♦♦✲❢❛st ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r
❝❧❛ss✐✜❡rs✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ♦✉r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡r✳

❉❛t❛ ❢r♦♠ tr✉❝❦ ♣✉❧❧✲✉♣s

❲❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣✉❧❧✲✉♣ ✐♥st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❛t❛
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❲❡ ❡①tr❛❝t❡❞ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❜② ❝♦♣②✐♥❣ ♣✐❡❝❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ 30 ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭s❡❝♦♥❞s✮ t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

• ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 5❦♠/h✳

• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 5❦♠/h✳

• ❉✉r✐♥❣ t❤❡ 30 ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❞♦❡s ♥♦t ❞r♦♣ ❜❡❧♦✇ −0.1m/s2✳

■♥ t♦t❛❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ 1532 ♣✉❧❧✲✉♣ ✐♥st❛♥❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛
s❡t ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✿ s♦♠❡ r❡❛❝❤ ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ 80❦♠/h ✭❛ ❤✐❣❤✇❛② ♣✉❧❧✲✉♣✮✱
✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❞♦ ♥♦t ❣♦ ❢❛st❡r t❤❛♥ 20❦♠/h✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❆ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 1532 ♣✉❧❧✲✉♣ ✐♥st❛♥❝❡s ✉s✐♥❣ ❜♦① ♣❧♦ts✳ ❚❤❡
❧❡❢t ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❧♦t
s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❡❞✉♣✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❧❡❛r ❞r♦♣s ✐♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞✉♣s✿ ♦♥❡ ❛❢t❡r 6
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭s❡❝♦♥❞s✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r 11 ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❡
♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr✉❝❦ s❤✐❢ts ✐♥t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❣❡❛r✳ ❆ tr✉❝❦ ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥
t❤r❡❡ ❣❡❛rs✱ ❜✉t s♦♠❡❤♦✇ t❤❡s❡ t✇♦ ❣❡❛r s❤✐❢t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤❡ ❧❛r❣❡st s♣❡❡❞✉♣s ❝❧❡❛r❧② ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❛ ♣✉❧❧✲✉♣✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢♦r ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs s✐♥❝❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡
❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ r❡s✉❧t ✐♥
❥✉st ♦♥❡ ♦r t✇♦ t✐♠❡❞ s②♠❜♦❧s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣ ✐s t♦♦ ❢❛st ♦r ♥♦t✳

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❡❡❞✉♣s

❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐s t❤❡✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ tr✉❝❦ s♣❡❡❞✉♣s✳ ❙✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡s❡
❝❧❛ss✐✜❡rs t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t②♣❡ ✭♥♦r♠❛❧ ♦r t♦♦ ❢❛st✮ ♦❢ t❤❡ tr✉❝❦ s♣❡❡❞✉♣✳ ■♥
t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ tr✉❝❦ s♣❡❡❞✉♣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❣✐✈❡♥ ❜② ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛
♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❲❡ t❡st
t✇♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡✿

• ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r P❉❘❚❆s❀

• ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r✉♥s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✷✳

❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ♣✉❧❧✲✉♣ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝❧❡❛r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✿
t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡ tr✉❝❦ ♦❜t❛✐♥s ❛ s♣❡❡❞ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 5km/h✳ ❲❡ s✐♠♣❧② st❛rt t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ❙❝❛tt❡r♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞✉♣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦rs✳
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r✉♥ ♦❢ ♦✉r P❉❘❚❆s ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst s②♠❜♦❧ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦♦✲❢❛st ❧❛❜❡❧s ✐t r❡❛❝❤❡❞ ♠✐♥✉s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❧❛❜❡❧s ✐t r❡❛❝❤❡❞ s♦ ❢❛r✿

✈❛❧✉❡(τ) =











1 ✐❢ ❧❛❜❡❧(τi) = too fast

−1 ✐❢ ❧❛❜❡❧(τi) = normal

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

singlei = singlei−1 + ✈❛❧✉❡(τi)

✇❤❡r❡ ❧❛❜❡❧(τi) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ t❤❛t τi ❡♥❞s ✐♥✱
τi ✐s t❤❡ t✐♠❡❞ str✐♥❣ t❤❛t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ✈❛❧✉❡
❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥t✐❧ t❤❡ it❤ ♣✉❧❧✲✉♣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ single0 = 0✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ str✐♥❣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1 t♦ 10 s❡❡♥ s♦ ❢❛r✿

combinationi = combinationi−1 +
∑

0≤j≤10

✈❛❧✉❡(τi−j,i)

✇❤❡r❡ τi−j,i ✐s t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ τi st❛rt✐♥❣ ❛t ✐♥❞❡① i− j✱ ✐❢ i− j < 0 t❤❡♥ τi−j,i = ǫ✱
❛♥❞ combination0 = 0✳

❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✼ s❤♦✇s s❝❛tt❡r♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞✉♣ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
s♣❡❡❞✉♣ ✭✸✵ s❡❝♦♥❞s✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❢✉❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❡
♠❛❦❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡s
s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❝❦ s♣❡❡❞✉♣✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❢✉❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞✉♣s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ♦❢
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❝❦ s♣❡❡❞✉♣s✿ ❤✐❣❤❡r
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r s♣❡❡❞✉♣s✱ ❜✉t ♦♥❧② ✈❡r② s❧✐❣❤t❧②✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✇❡
❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢♦r ♣✉❧❧✲✉♣
❜❡❤❛✈✐♦r ✭♦r t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② tr❛✐♥❡❞✮✳

◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣s
❞❛t❛✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞
❜② ❙q✉❛r❡❧❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❞r✐✈❡r✬s ♣r♦✜❧❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤
s♣❡❡❞✉♣✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❡❞✉♣s t❤❛t ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ✭❧❡ss t❤❛♥
0.8m/s2✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❢❛st ✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1.2m/s2✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡s❡
❝♦✉♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✳

❚❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐✜❡r ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❞r✐✈❡r ✐s ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ ❢❛st ♦r ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✇❛②✳
❚❤❡ ❢✉❡❧ s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❞♦❡s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r✉♥s st✐❧❧
❤❛✈❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0 ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ s♣❡❡❞✉♣✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ r✉♥s s✐♠♣❧②
❞♦ ♥♦t r❡❛❝❤ ❛♥② ❧❛❜❡❧❡❞ st❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ♦♥❧② ❛ ❧✐tt❧❡ ♦✈❡r
10% ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❡❞ r✉♥s ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0 ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ s♣❡❡❞✉♣✳ ❆♥♦t❤❡r
r❡❛s♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ tr✉❝❦ ♣✉❧❧❡❞ ✉♣ ♥♦r♠❛❧❧② ✭❧❡ss
t❤❛♥ 0.8m/s2✮ ❛♥❞ t♦♦ ❢❛st ✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1.2m/s2✮ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r
❜♦① ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❛r❡✿ (−∞,−2] → 1✱ [−1,−1] → 2✱ [0, 0] → 3✱
[1, 1] → 4✱ [2, 2] → 5✱ [3,∞) → 6✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
(−∞,−20] → 1✱ [−19,−10] → 2✱ [−9, 0] → 3✱ [1, 10] → 4✱ [11, 20] → 5✱ [21,∞) →
6✳



✻✳✼✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✷✵✶

❝♦✉❧❞ st❛rt ❛t ❛♥② ✐♥❞❡①✱ ✐✳❡✳✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✹✮✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐✜❡r ✉s❡s t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t s❡❡♠s ♠♦r❡
s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽ s✉❣❣❡st ❛ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♦ ❢❛st s♣❡❡❞✉♣✿

• ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ t❤❡♥ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣ ❛s t♦♦ ❢❛st❀

• ❧❛❜❡❧ ✐t ❛s ♥♦r♠❛❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧❡ r✉❧❡✳ ❯♥❢♦rt✉✲
♥❛t❡❧②✱ ✇❡ st✐❧❧ ❞♦ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡
t♦♦ ❢❛st✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤✐s
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿

• ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❡❞✉♣s t❤❛t ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ✭❧❡ss t❤❛♥ 0.8m/s2✮ ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧
t♦ 25✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❢❛st ✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1.2m/s2✮ ✐s
❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t♦♦ ❢❛st❀

• ✐t ✐s ♥♦r♠❛❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s✐♥❝❡ t❤✐s r✉❧❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✱ ✐t ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ♦✉r
❢✉❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡r✳✷ ❚❤❡ r✉❧❡ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ❣❡t s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❤✐❣❤
q✉❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❇✐s❤♦♣ ✷✵✵✻✮ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✮✿

❆❝❝✉r❛❝②✿ true positives+true negatives
total number of examples

= 920+289
1532 ≈ 0.789

Pr❡❝✐s✐♦♥✿ true positives
true positives+false positives

= 920
920+262 ≈ 0.887

❘❡❝❛❧❧✿ true positives
true positives+false negatives

= 920
920+61 ≈ 0.938

❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ 23 ❡①❛♠♣❧❡ str✐♥❣s t♦ ❧❛❜❡❧
♦♥❧② 4 st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ P❉❘❚❆✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❝❧❡❛r❧② s❡r✈❡ ❛s
❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❜♦✉t 60% ♦❢ ❛❧❧ tr✉❝❦ ♣✉❧❧✲✉♣ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ t♦♦ ❢❛st ✉♥❞❡r t❤✐s
r✉❧❡✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡s❡
♣✉❧❧✲✉♣s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ tr✉❝❦ ❞r✐✈❡r✳

✻✳✼ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞r✐✈❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥
❧❛r❣❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡s❡ P❉❘❚❆s ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦❢
♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ ❢❛st ♦r ♥♦r♠❛❧❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ❝❧❡❛r❧② ❞♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳

❆ ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ P❉❘❚❆ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✐s t❤❛t ✐t
r❡q✉✐r❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ 11 ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ♣✉❧❧✲✉♣s✱ 12 ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢

✷❚❤❡ r✉❧❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡✈✐❝❡
♦t❤❡r r✉❧❡s t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r s❝♦r❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦♥❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ♣✉❧❧✲✉♣s
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ 0.867✳



✷✵✷ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss

t♦♦ ❢❛st ♣✉❧❧✲✉♣s✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡s❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ✈❡r② ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥
✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❆❧❧ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣r♦❝❡ss✳

❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆s t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❛ ❧❛♣t♦♣ t♦ t❤❡ tr✉❝❦ ❞❛t❛ ❜✉s ❛♥❞ tr✐❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡r
❞✉r✐♥❣ ❛ t❡st ❞r✐✈❡ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❞r✐✈❡✱ ✇❡ ♥♦t✐✜❡❞ t❤❡ ❞r✐✈❡r ✐♥ t❤❡
❝❛s❡s t❤❛t ❤❡ ✇❛s ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❡st ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✿
✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ ❢❛st ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♣✉❧❧✲✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉s✐♥❣ ♦✉r
❝❧❛ss✐✜❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s t❡st ✐s t♦♦ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t♦ ❞r❛✇ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s t❡st
s❤♦✇s t❤❛t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❢✉❡❧ s❡♥s♦r ❝❧❛ss✐✜❡r ❛❝❤✐❡✈❡s s✉✣❝✐❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❤✐❣❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✇❡
♦♥❧② ✉s❡❞ 23 ❡①❛♠♣❧❡ str✐♥❣s t♦ ❧❛❜❡❧ ♦♥❧② 4 st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ P❉❘❚❆✳ ❚❤❛t ♦✉r
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ s✉❝❤ ❢❡✇ ❞❛t❛ ❝❧❡❛r❧②
s❡r✈❡s ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳



❈❍❆P❚❊❘ ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✼✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

❲❡ st❛rt❡❞ t❤✐s t❤❡s✐s ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤
✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s②st❡♠ t❤❛t ❞❡t❡❝ts tr✉❝❦ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳ ❆❧❧ ♦❢
t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐♥❞✱
✉♥t✐❧ ✇❡ ✇❡r❡ ✜♥❛❧❧② ❛❜❧❡ t♦ t❡st t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢② s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳
❚❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❉❚❆✮ ♠♦❞❡❧s✳

❲❡ ❝❤♦s❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❉❚❆s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① tr✉❝❦ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛♥❞
✐♥s♣❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛❦✐♥❣
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♦♣t❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❛✉✲
t♦♠❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❉❋❆s✮✳ ❉❚❆s ♠♦❞❡❧ t✐♠❡
❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s✐♥❣ t✐♠❡✲r❡❝♦r❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ❝❛❧❧❡❞ ❝❧♦❝❦s✳ ❚❤❡s❡ ❝❧♦❝❦s r❡❝♦r❞ t✐♠❡ ✐♥
✉s✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ ❜✐♥❛r②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛❝t✱ ❉❋❆s ❝❛♥ r❡❝♦r❞ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
st❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ ✉♥❛r②✳ ❚❤✉s✱ ❉❚❆s ❛r❡ ♠♦r❡ s✉❝❝✐♥❝t ❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧
t❤❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ t✐♠❡✱ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞❛t❛
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❉❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡✱ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞
❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❉❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆s✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ s✉❝❝✐♥❝t❧②
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿

❈❤❛♣t❡r ✸ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❉❚❆s ❝❛♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞



✷✵✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❡✣❝✐❡♥t❧② ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❉❚❆s ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦s ✭♥✲
❉❚❆s✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❛♥❞ t❤❛t ❉❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦
✭✶✲❉❚❆s✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❚■ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❉❘❚❆s✮✳
❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❘❚■ ✐s t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❛ t✐♠❡❞ ✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s
❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✐♥
t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❲❡ t❡st❡❞ ❘❚■ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡
✐t ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ❲❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❘❚■✰ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭P❉❘❚❆s✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❉❘❚❆s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❘❚■✱ t❤✐s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t P❉❘❚❆✳
❲❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❘❚■✰ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛✳

❈❤❛♣t❡r ✻ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
tr✉❝❦ ❞r✐✈❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ t②♣❡ ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r✿ ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦♦ q✉✐❝❦❧②✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❡r ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✽✵✪✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛
s✐♠♣❧❡ ❜✉t s❡♥s✐❜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ st❡♣s ✇❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✇❛s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❉❚❆s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❤❛❞ ✇❡ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
st✉❞②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❦♥♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❝♦rr❡❝t ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❣r❡❛t❧② ❛❞✈❛♥❝❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦st ♥♦t❛❜❧②✱ ✇❡ ♥♦✇
❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❉❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡♠
❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■t ❝♦♠❡s ❛s ❛ s✉r♣r✐s❡ t❤❛t ✶✲❉❚❆s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❉❚❆ ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆ ✭t❤❡ r❡❣✐♦♥
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ st✐❧❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r ❉❋❆ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✶✲❉❚❆✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❡❧❧ ✉s t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ✶✲❉❚❆ ❢r♦♠ t✐♠❡❞ ❞❛t❛
✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ♥❡❡❞s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❚❆ ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦s s❤♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r
❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡t✐♠❡s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✱ ♦r ❤❛s t♦
✜♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛
s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ✭s✉❝❤ ❛s ✶✲❉❚❆s✮✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t ❘❚■ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✉s❡s ❡①✐st✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ❘❚■ ✉s❡s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
t✐♠❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❉❘❚❆✳ ■♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✜①❡❞
❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❧♦✇✉♣✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤✐s ❜❧♦✇✉♣ s❡❡♠s ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦❢ ❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡♦r❡♠s✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ✐❞❡❛s



✼✳✷✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✷✵✺

t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦✉r ❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦♦❢s ♣r♦✈✐❞❡
❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦s ✐♥ ❉❚❆s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧
✐♥ ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ st❛t✐st✐✲
❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ❘❚■✰ t❤❛t ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭P❉❋❆✮ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✈❛❧✉❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ ❤✐❣❤❧② t❤❛♥
❡①✐st✐♥❣ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳

■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉❝❦ ❞r✐✈❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✽✵✪ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s
r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ✷✸ ❡①❛♠♣❧❡ str✐♥❣s t♦ ❧❛❜❡❧ ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ st❛t❡s
✐♥ t❤❡ P❉❘❚❆s✳ ❚❤❛t ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s
❢r♦♠ s✉❝❤ ❧✐tt❧❡ ❞❛t❛ ❝❧❡❛r❧② s❡r✈❡s ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡s❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛❧s♦ ✐♥ ❛ s②st❡♠ t❤❛t ❞❡t❡❝ts ♣✉❧❧✐♥❣ ✉♣ t♦
q✉✐❝❦❧② ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥❜♦❛r❞ ♦❢ t❤❡ tr✉❝❦✳ ❉✉r✐♥❣ t❡st✲❞r✐✈❡s t❤❡s❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦ q✉✐❝❦❧②✱ ❜✉t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r
❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡s❡ t❡sts✳

✼✳✷ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦

❖✈❡r❛❧❧✱ ✐♥ tr②✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡rs ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥❡✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❲❡ ♥♦✇ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❢❡✇ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ ✇♦r❦✱ t❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✼✳✷✳✶ ❚❤❡♦r②

❲❡ ❣✐✈❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦✿ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t✉r♥✳

❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r②

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡ ❛ ♥✐❝❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❚❆s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ❛ ♥✲❉❚❆
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ✇❤✐❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✲
✐♥❣ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ♥✲❉❚❆s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❉❋❆s ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭◆❋❆s✮✿ ✇❤✐❧❡ ◆❋❆s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❛♥ ◆❋❆
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❉❋❆s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✭❨♦❦♦♠♦r✐ ✶✾✾✸✮✳✶

❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ◆❋❆s ❛♥❞ ❉❋❆s ❛r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✇❛②

✶❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ◆❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥②
❡✣❝✐❡♥t q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡
❧✐♠✐t ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ✭●♦❧❞♠❛♥ ❛♥❞ ▼❛t❤✐❛s ✶✾✾✻✮✳



✷✵✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❛r♦✉♥❞✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② ◆❋❆s ✉s✐♥❣ ❛ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞
t❤❡♥ r❡t✉r♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ◆❋❆ t❤❛t ✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❉❋❆✳
❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ◆❋❆
✐s ❛ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠❀ ✐t ✐s PSPACE✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❏✐❛♥❣ ❛♥❞ ❘❛✈✐❦✉♠❛r ✶✾✾✸✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ◆❋❆✲❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ◆❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ◆❋❆✲❧❛♥❣✉❛❣❡s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❲❤❡t❤❡r t❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❝♦rr❡❝t ♥✲❉❚❆ ❝❛♥ ❜❡
❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✶✲❉❚❆ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛r❣❡t st❛t❡s ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❝❛♥ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞
✐♥ t❤✐s ✇❛②✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t✐♠❡❞ str✐♥❣s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❧♦❝❦ r❡s❡ts✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✶✲❉❚❆s ❛r❡ r❡❛❧❧② t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❧❛ss ♦❢
❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❉❚❆s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
❉❊❘❆s ✐♥ ✭●r✐♥❝❤t❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✮ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦t❤❡r ✇♦r❦ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢✮ ❉❚❆s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♦t❤❡r
s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ❉❚❆s ❜❡s✐❞❡s ✶✲❉❚❆s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❆ ❣♦♦❞
✜rst st❡♣ ✐♥ t❤✐s s❡❛r❝❤ ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❉❚❆s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❉❚❆s ❛r❡ ❉❚❆s ✇✐t❤ t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞s ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r❡ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❝❧♦❝❦ t♦ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ ✶✲❉❚❆s ✭✶✲❉❚❆s ❛r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜✉t ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❧♦✇✉♣✮✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❉❚❆ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❉❚❆s ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳

❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❲❡ ❣❛✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✶✲❉❚❆s✱ ❉❘❚❆s✱ ❛♥❞ P❉❘❚❆s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦
t❤❡ ❧❛st t✇♦✱ t❤❡ ✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ ♦✉r
❡✣❝✐❡♥❝② r❡s✉❧ts✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❢❛✐❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ❜❡❝❛✉s❡
✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡r❡ ❜❡✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ t✐♠❡❞ str✐♥❣s ✭❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡t✮ ✐♥ t❤❡
✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❙✐♥❝❡ ✶✲❉❚❆s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s ♠♦❞❡❧s ❢♦r t✐♠❡❞ s②st❡♠s
t❤❛♥ ✭P✮❉❘❚❆s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ ❘❚■ ❛♥❞ ❘❚■+ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢
✶✲❉❚❆s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② tr②✐♥❣ t♦ r❡s❡t ❝❧♦❝❦s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
t♦ ❜❧✉❡ st❛t❡s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ tr②✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❡r❣❡s ❛♥❞ s♣❧✐ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳
❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s r❡s❡t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡
❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s r❡s❡t✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦♥❧② r❡s❡t ❛ ❝❧♦❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r
✐t✳ ❙✐♥❝❡ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✇✐t❤ r❡s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤❛t t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡✳

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❧❛ss ♦❢
♥✲❉❚❆s ❜② tr②✐♥❣ t♦ r❡s❡t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧♦❝❦s✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
t❤✐s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❖✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❝❤
❛♥ ♥✲❉❚❆✱ ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡
❡①♣❡❝t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ✶✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ t❡st ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♥✲❉❚❆s ✐s



✼✳✷✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✷✵✼

❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♦♥❡✲❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆s
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♥✲❉❚❆ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐t ✉s✐♥❣ n ✶✲
❉❚❆s ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡
♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✷✵✵✵✮✮✳ P❡r❤❛♣s t❤❡s❡ ✶✲❉❚❆s ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞
❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❡❛♠✇♦r❦ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ ♥✲❉❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛ ✭❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♥♦♥❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐♦♥ ♦❢ s❡ts ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❡①t✮ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❡❛♠✲❧❡❛r♥✐♥❣ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✲❉❚❆s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❜❡❝❛✉s❡
✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥
❡❛s✐❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ t♦ s❡t ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr❛❞✐✲
t✐♦♥❛❧ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s t❡♥❞ t♦ ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡ s♠❛❧❧❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s t♦ ❜❡
t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❛ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐s✲
t✐❝ ❉❋❆s ✭st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣✮ ✐s ♦❢t❡♥ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❜❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ◆✲❣r❛♠
♠♦❞❡❧s✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❑❡r♠♦r✈❛♥t ❛♥❞ ❉✉♣♦♥t ✷✵✵✷✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ◆✲❣r❛♠s ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♦✉r t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡s✳

❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s
❛♥②✇❤❡r❡ ❡❧s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ r❡❛s♦♥
❢♦r t❤✐s t♦ ❜❡ t❤❛t ✐♥ ♠♦st st✉❞✐❡s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ s✉❝❤
❛s ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ✭❍▼▼s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t✉♥✐♥❣ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛❧♠♦st ❛s ❞✐✣❝✉❧t ❛s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t✉♥✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✭✇✐t❤♦✉t t✉♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ♠❡❛♥s ❧❡ss ❜❡❝❛✉s❡
✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ r❛❞✐❝❛❧❧② ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆ r❡❧❛t❡❞
q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❆■❈ ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t t❤❛♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❢❡✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❆■❈
♦♥❧② t❛❦❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤✐s ❞♦❡s s❡❡♠ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♥♦❜♦❞② ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳

✼✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ tr✉❝❦ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦
♦t❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r

■♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❡sts ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥
❢✉❡❧ ✉s❛❣❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ s✐❣♥ t❤❛t P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ❛ ❧♦t



✷✵✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ s❡♥s✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✳
❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢✉❡❧ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡
s❡♥s♦rs ✇❡r❡ ✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉❡❧
✉s❛❣❡ ♦❢ ❞r✐✈❡rs✱ t❤❡ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♥♦t✐❢② t❤❡ ❞r✐✈❡r ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧❧✲✉♣✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤✐♥ ❛❜♦✉t 1 s❡❝♦♥❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦✉r P❉❘❚❆s ✇❡r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡✈❡r② s❡❝♦♥❞✱ t❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ s②♠❜♦❧✳ ❚❤✐s
✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐s t♦ ✉s❡
♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② s❛♠♣❧❡❞ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♥❡✇ P❉❘❚❆
♠♦❞❡❧s✳ ❆❧s♦✱ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡s
❛r❡ ♣❡r❤❛♣s r❡q✉✐r❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❤♦♣❡❢✉❧❧② ♦❜t❛✐♥ s❡♥s✐❜❧❡ P❉❘❚❆
♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❢✉❡❧ ✉s❛❣❡✳

■♥s✐❣❤t ❜② ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧
✐s ✐♥s✐❣❤t❢✉❧✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ ♦✉r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡♠ ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥s✐❣❤t✳
P❛rt❧②✱ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t
r❡❛s♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t ✇❡ ❧❛❝❦ ❛ ❣♦♦❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❉♦tt②✷ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣r❛♣❤ ❧❛②♦✉t ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆s✳ ■♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛t❤s
✇❡r❡ tr❛✈❡rs❡❞✱ ♥♦r t♦ ③♦♦♠ ✐♥ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ P❉❘❚❆s ✉s✐♥❣ s❡♥s♦r ❞❛t❛✱
♥♦r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ st❛t❡s✱
❡t❝✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ t♦♦❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥s✐❣❤t t❤❛t t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ P❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❣✐✈❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ t♦♦❧ ❢♦r
s✐♠♣❧❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✭❇❧❛❛s✱ ❇♦t❤❛✱ ●r✉♥❞②✱ ❏♦♥❡s✱ ▲❛r❛♠❡❡
❛♥❞ P♦st ✷✵✵✾✮✳

■❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣

❆♥♦t❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❇② ✜rst ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦❡r✱ ✇❡
❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ♦♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✭❜❧❛❝❦✲❜♦①✮ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥
♣❡r❢♦r♠ t❡st✐♥❣ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ✭❙♣r✐♥❣✐♥t✈❡❧❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✮✮ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠s ✇✐t❤♦✉t
r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❛t s②st❡♠✳ ❆❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s t❤❡ ❞❛t❛ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t
♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧s✮ t❤❛t ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢②
❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❤❛t ❤❛s ♠❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣
t❤❡s❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ♦❧❞ ❧❡❣❛❝② s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠ ✐s
❞❡❛❞✲❧♦❝❦ ❢r❡❡✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦✉♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢r♦♠
❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② ✭❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✮✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧②
t❤❡♠ ✐♥ s✉❝❤ s❡tt✐♥❣s✳

✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣r❛♣❤✈✐③✳♦r❣✴



✼✳✸✳ ❋✐♥❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✵✾

✼✳✸ ❋✐♥❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ♥♦✈❡❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ✜❡❧❞ ♦❢ t✐♠❡❞
❛✉t♦♠❛t❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s
❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
t❤❛t ♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r tr✉❝❦ ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❖✉r
r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❛♥②♦♥❡ t❤❛t ✇❛♥ts t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠♦❞❡❧s ✭♦r
❝❧❛ss✐✜❡rs✮ ❢♦r t✐♠❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦t❤❡r ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s
♥♦♥✲t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳

❨♦✉ ❤❛✈❡ ❥✉st ✜♥✐s❤❡❞ r❡❛❞✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ❤♦♣❡ ✐t ✇❛s ❛♥ ❡♥❥♦②❛❜❧❡ ❛♥❞
✐♥s♣✐r✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳



✷✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
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✶✲❉❚❆✱ ✼✶
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ ✾✹

❛❝t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✶✼
❆■❈✱ ✶✻✵
❛❧♣❤❛❜❡t✱ ✷✾
❆P❚❆✱ ✹✼

t✐♠❡❞✱ ✶✵✺
❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛✱ ✶✷✵
❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✹✺

❇ü❝❤✐ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ✸✸
❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡✱ ✺✶
❜♦①♣❧♦t✱ ✶✷✸

❝❛✉s❛❧ st❛t❡s✱ ✺✽✱ ✶✽✵
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡ts✱ ✷✺✱ ✻✼

♦❢ ✶✲❉❚❆s✱ ✽✺
❝❤✐✲sq✉❛r❡❞ t❡st✱ ✶✹✽
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✽

✉s✐♥❣ ❝❛✉s❛❧ st❛t❡s✱ ✶✽✻
✉s✐♥❣ ❢❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✶✽✺

❝❧♦❝❦✱ ✸✹✱ ✻✺
❡✈❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣✱ ✸✾
❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣✱ ✸✺
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ ✾✸
✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✸✺

❝❧♦❝❦ ❣✉❛r❞✱ ✸✺✱ ✻✺
s❛t✐s❢②✱ ✻✻

❝❧♦❝❦ r❡❣✐♦♥✱ ✸✽
❝❧♦❝❦ r❡s❡t✱ ✻✺
❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✱ ✹✵

st♦❝❤❛st✐❝✱ ✹✺
❝❧♦❝❦ ③♦♥❡✱ ✽✾
❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✼✸
❝♦♠❜✐♥❡❞ st❛t❡✱ ✼✸
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✷✾

♦❢ ❛ ❉❋❆✱ ✸✶
♦❢ ❛ ❉❘❚❆✱ ✶✵✵
♦❢ ❛ ❉❚❆✱ ✻✻
♦❢ ❛ ❚❆✱ ✸✼
♦❢ ❛♥ ◆❋❆✱ ✸✷
✈❛❧✐❞✱ ✸✵✱ ✸✶

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✺✻✱ ✶✽✵
❝♦♥❝❡♣t✱ ✶✷
❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss✱ ✶✹
❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✷✶✱ ✹✻✱ ✽✶
❝♦♥s✐st❡♥t ❊❉❙▼✱ ✶✶✺
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❝❡ss✱ ✶✼✺
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ ✹✹
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✶✻
❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✶✸
❝✉t♣♦✐♥t✱ ✹✸

❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✷✸
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✼✺
❞❡❧❛② ❣✉❛r❞✱ ✾✾
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❉❋❆✮✱ ✸✵
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❉❚❆✮✱ ✻✼

❞❡t❡r♠✐♥✐③❛t✐♦♥✱ ✹✽
❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠ ✭❉❊❙✮✱ ✷✼
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✶✼✽
❞♦✉❜❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✷✵



✷✶✷ ■◆❉❊❳

❉❘❚❆✱ ✾✾
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✶✵✹
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✭P❉❘❚❆✮✱ ✶✹✶

❊❉❙▼✱ ✺✵
❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✻✽

❢r♦♠ q✉❡r✐❡s✱ ✶✽
✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❉❚❆s✱ ✼✵✱ ✼✶
✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ✷✺
♦❢ ✶✲❉❚❆s✱ ✽✽
♦❢ ❉❘❚❆s✱ ✶✶✸
♦❢ P❉❘❚❆s✱ ✶✺✹
P❆❈✱ ✷✵

❡✣❝✐❡♥t❧② t❡❛❝❤❛❜❧❡✱ ✷✻
❡♠♣t② s②♠❜♦❧✱ ✸✷
❡♥tr♦♣②✱ ✺✼
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✼✵

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✶✲❉❚❆s✱ ✼✽
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡r②✱ ✶✽
❡✈❡♥t✱ ✷✽

❢❡❛s✐❜❧❡✱ ✸✶
❧✐❢❡t✐♠❡✱ ✷✾✱ ✸✾
✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ✸✶

❡✈❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✶✸✾
❡✈❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❧♦❝❦✱ ✸✾
❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ✸✺
❡✈❡♥t r❡❝♦r❞✐♥❣ ❝❧♦❝❦✱ ✸✺
❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✺✵

t✐♠❡❞✱ ✶✶✹
❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✹

✜♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✹✶
✜♥❛❧ st❛t❡✱ ✸✵
✜♥✐t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✶✻
✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ✷✽
✜r❡✱ ✻✺
❋✐s❤❡r✬s ♠❡t❤♦❞✱ ✶✹✼

❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✹✺
❣✉❛r❞✱ ✸✺

❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧ ✭❍▼▼✮✱ ✹✸
❤✐st♦❣r❛♠✱ ✶✹✵

❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡✱ ✶✽✷
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✶✷

■❉❴✶✲❉❚❆✱ ✼✽
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✶✶

♦❢ ❉❘❚❆s✱ ✶✵✹
♦❢ ♥✲❉❚❆s✱ ✽✾
♦❢ ♥✲❉❚❆s ✉s✐♥❣ ♥ ✶✲❉❚❆s✱ ✷✵✼
♦❢ P❉❘❚❆s✱ ✶✹✸

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✱ ✶✸
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ✶✹✱ ✶✻

❡✣❝✐❡♥t✱ ✶✻
❢r♦♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❛t❛✱ ✷✺
✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✱ ✶✼

✐❞❡♥t✐❢②✱ ✷
✐♠♣❛❝t ❊❉❙▼✱ ✶✶✺
✐♠♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✸
✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✱ ✻✼

❑❙ t❡st✱ ✶✺✵

❧❛❜❡❧✱ ✷✾
❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✻✼
❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✶✸
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✷✽✱ ✸✵

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ✹✸
t✐♠❡❞✱ ✸✹

❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✾✵
♦❢ ✶✲❉❚❆s ❛♥❞ ♥✲❉❚❆s✱ ✾✶

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✶✹✹
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✱ ✶✹✹

♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡✱ ✶✽
▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ ✹✸
▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt②✱ ✹✸
♠❛①✐♠❛❧❧② ❛❞❡q✉❛t❡ t❡❛❝❤❡r✱ ✶✽
♠❡♠❜❡rs❤✐♣ q✉❡r②✱ ✶✽
♠❡r❣❡✱ ✹✼

t✐♠❡❞✱ ✶✵✼
♠✐♥❞ ❝❤❛♥❣❡✱ ✶✻
♠♦❞❡❧✱ ✷
♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ✽
♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✶✸✽

♥✲❉❚❆✱ ✽✽
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ ✾✹
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✽✾

◆✲❣r❛♠✱ ✹✸
♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✶✷
♥❡st❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✶✹✹
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❋❆✱ ✸✵
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❋❆ ✭◆❋❆✮✱ ✸✷

❖❝❝❛♠✬s r❛③♦r✱ ✶✷
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♦♠❡❣❛✲❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✸✸

♣✲✈❛❧✉❡✱ ✶✹✺
P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✷✵
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✶✸✼✱ ✶✹✶
♣❛ss✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✶✼
P❉❘❚❆✱ ✶✸✾✱ ✶✹✶

❝❧❛ss✐✜❡r✱ ✶✽✹
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✶✹✸

♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✶✵✽
♣❡r♣❧❡①✐t②✱ ✶✺✼
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②✱ ✻✾

♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❉❚❆s✱ ✻✾
♦❢ ✶✲❉❚❆s✱ ✼✼

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✱ ✻✾
♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❉❚❆s✱ ✻✾
♦❢ ✶✲❉❚❆s✱ ✼✷

♣♦♦❧✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✶✺✶
♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✶✷
♣r❡❞✐❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t②✱ ✶✸✽✱ ✶✺✺
♣r❡❞✐❝t♦r✱ ✺✼✱ ✶✹✷
♣r❡✜①✱ ✻✺
♣r❡✜① tr❡❡✱ ✶✹✸

❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✭❆P❚❆✮✱ ✹✼
♣r❡s❝✐❡♥t✱ ✺✼
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭P❆✮✱ ✹✶

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✭❉P❆✮✱ ✹✶
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✷✾✱ ✹✸
♣r♦❝❡ss✱ ✺✻
♣r♦❝❡ss ♠✐♥✐♥❣✱ ✼
♣✉r❡ ❊❉❙▼✱ ✶✶✹

q✉❡r② ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✶✼✱ ✶✽
♦❢ ❉❋❆s✱ ✺✵

r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛✱ ✶✷✵
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ ✼✶

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✶✲❉❚❆s✱ ✼✽
r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❘❚❆✮✱ ✾✾
r❡❞✲❜❧✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✹✾
r❡❣✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✸✽
r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✷✽
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✶✹✱ ✶✺
r❡s❡t✱ ✻✺
❘❚■✱ ✾✽✱ ✶✵✽

✇✐t❤ s❡❛r❝❤✱ ✶✶✽
❘❚■✰✱ ✶✹✸
❘❚■✰✱ ✶✺✹

r✉♥✱ ✸✸

s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✷✸
s❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✺✸
s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✸✱ ✾✻✱ ✾✽✱ ✶✶✾
s❡♠✐✲▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss✱ ✹✹
s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✶✼✺
s❡♥s✐❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✷✸
s❤❛tt❡r❡❞✱ ✷✹
s❤♦rt❡st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ str✐♥❣✱ ✼✷
s✐♠♣❧❡ P❆❈ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✷✼
s♣❧✐t✱ ✶✵✺
s♣❧✐ts ❊❉❙▼✱ ✶✶✻
st❛rt st❛t❡✱ ✸✵
st❛t❡✱ ✷✾
st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣✱ ✹✻✱ ✹✾

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ✺✸
st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✱ ✶✽✵
st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✶✸✽✱ ✶✹✹✱ ✶✺✸
st♦❝❤❛st✐❝ ❝❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✱ ✹✺
str✐♥❣✱ ✷✽✱ ✸✵

✐♥✜♥✐t❡✱ ✸✸
t✐♠❡❞✱ ✸✹
✉♥t✐♠❡❞✱ ✸✹
✈❛❧✐❞✱ ✸✵

str✉❝t✉r❡✱ ✹✺✱ ✶✸✼✱ ✶✹✶
st✉❞❡♥t✱ ✶✸
s②♠❜♦❧✱ ✷✾
s②♥t❛❝t✐❝ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✶✼✽
s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✷✱ ✹✺

t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✻✼
t❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②✱ ✷✻
t❡❛❝❤❡r✱ ✶✸
t❡❛♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✶✼
t❡st s❡t ♣❡r♣❧❡①✐t②✱ ✶✺✻
t❡st✲s❡t✲t✉♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✶✸✾✱ ✶✺✺✱ ✶✻✷
t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✶✹✵

❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ✶✽✷
t✐♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✻✻

❢♦r ✶✲❉❚❆s✱ ✼✶
t✐♠❡❞ ❆P❚❆✱ ✶✵✺
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❚❆✮✱ ✷✾✱ ✸✹✱ ✸✻✱ ✻✻

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✻✼
t✐♠❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✷✾✱ ✸✹✱ ✻✼
t✐♠❡❞ st❛t❡✱ ✻✻
t✐♠❡❞ str✐♥❣✱ ✸✹✱ ✻✺✱ ✾✾

❡♥❞s ✐♥✱ ✻✼
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✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜②✱ ✻✼
❧❡♥❣t❤ ♦❢✱ ✻✺
♣r❡✜① ♦❢✱ ✻✺
r❡❛❝❤❡s✱ ✻✼

tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✷✾
tr❛♥s✐t✐♦♥✲s♣❧✐tt✐♥❣✱ ✶✵✹

✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✶✸✼
✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✱ ✸✶
✉♥t✐♠❡❞ str✐♥❣✱ ✸✹

✈❛❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✸✶
✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✸✺✱ ✻✺
❱❛♣♥✐❦✲❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✷✹

❨❛t❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✶✺✷

❩✲tr❛♥s❢♦r♠✱ ✶✺✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆❜❡✱ ◆✳ ❛♥❞ ❲❛r♠✉t❤✱ ▼✳ ❑✳✿ ✶✾✾✵✱ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✾✭✷✲
✸✮✱ ✷✵✺✕✷✻✵✳

❆❧✉r✱ ❘✳✿ ✶✾✾✾✱ ❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞
❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❱♦❧✳ ✶✻✸✸ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ♣♣✳ ✽✕✷✷✳

❆❧✉r✱ ❘✳ ❛♥❞ ❉✐❧❧✱ ❉✳ ▲✳✿ ✶✾✾✹✱ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡ ✶✷✻✱ ✶✽✸✕✷✸✺✳

❆❧✉r✱ ❘✳✱ ❋✐①✱ ▲✳ ❛♥❞ ❍❡♥③✐♥❣❡r✱ ❚✳ ❆✳✿ ✶✾✾✾✱ ❊✈❡♥t✲❝❧♦❝❦ ❛✉t♦♠❛t❛✿ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐③✲
❛❜❧❡ ❝❧❛ss ♦❢ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✶✶✭✶✮✱ ✷✺✸✕✷✼✸✳

❆❧✉r✱ ❘✳ ❛♥❞ ▼❛❞❤✉s✉❞❛♥✱ P✳✿ ✷✵✵✹✱ ❉❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✿ ❆
s✉r✈❡②✱ ❋♦r♠❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ❱♦❧✳ ✸✶✽✺ ♦❢
▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✶✕✷✹✳

❆♥❣❧✉✐♥✱ ❉✳✿ ✶✾✽✼✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ r❡❣✉❧❛r s❡ts ❢r♦♠ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s✱ ■♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✼✺✱ ✽✼✕✶✵✻✳

❆♥❣❧✉✐♥✱ ❉✳✿ ✶✾✽✽✱ ◗✉❡r✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✷✱ ✸✶✾✕✸✹✷✳

❆s❛r✐♥✱ ❊✳✱ ❈❛s♣✐✱ P✳ ❛♥❞ ▼❛❧❡r✱ ❖✳✿ ✷✵✵✶✱ ❚✐♠❡❞ r❡❣✉❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
t❤❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡r② ✹✾✳

❇✐s❤♦♣✱ ❈✳ ▼✳✿ ✷✵✵✻✱ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❇❧❛❛s✱ ❏✳✱ ❇♦t❤❛✱ ❈✳✱ ●r✉♥❞②✱ ❊✳✱ ❏♦♥❡s✱ ▼✳✱ ▲❛r❛♠❡❡✱ ❘✳ ❛♥❞ P♦st✱ ❋✳✿ ✷✵✵✾✱
❙♠♦♦t❤ ❣r❛♣❤s ❢♦r ✈✐s✉❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ✶✺✱ ✾✻✾✕✾✼✻✳
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❇❧✉♠❡r✱ ❆✳✱ ❊❤r❡♥❢❡✉❝❤t✱ ❆✳✱ ❍❛✉ss❧❡r✱ ❉✳ ❛♥❞ ❲❛r♠✉t❤✱ ▼✳ ❑✳✿ ✶✾✽✾✱ ▲❡❛r♥❛❜✐❧✲
✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❱❛♣♥✐❦✲❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡r② ✸✻✱ ✾✷✾✕✾✻✺✳

❇r❛♥❞✱ ▼✳✿ ✶✾✾✾✱ ❙tr✉❝t✉r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ❛♥ ❡♥✲
tr♦♣✐❝ ♣r✐♦r ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✶✶✭✺✮✱ ✶✶✺✺✕✶✶✽✷✳

❇s❤♦✉t②✱ ◆✳ ❍✳✱ ❈❧❡✈❡✱ ❘✳✱ ●❛✈❛❧❞à✱ ❘✳✱ ❑❛♥♥❛♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ❚❛♠♦♥✱ ❈✳✿ ✶✾✾✻✱ ❖r❛❝❧❡s
❛♥❞ q✉❡r✐❡s t❤❛t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡①❛❝t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞
❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s ✺✷✱ ✹✷✶✕✹✸✸✳

❇✉❣❛❧❤♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❖❧✐✈❡✐r❛✱ ❆✳ ▲✳✿ ✷✵✵✺✱ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✉s✐♥❣ st❛t❡
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❈❛rr❛s❝♦✱ ❘✳ ❛♥❞ ❖♥❝✐♥❛✱ ❏✳✿ ✶✾✾✹✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ r❡❣✉❧❛r ❣r❛♠♠❛rs ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❛ st❛t❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧♦q✐✉♠
♦♥ ●r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❱♦❧✳ ✽✻✷ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ♣♣✳ ✶✸✾✕✶✺✵✳

❈❛ss❛♥❞r❛s✱ ❈✳ ●✳ ❛♥❞ ▲❛❢♦rt✉♥❡✱ ❙✳✿ ✷✵✵✽✱ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙②s✲
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❈❛str♦✱ ❏✳ ❛♥❞ ●❛✈❛❧❞à✱ ❘✳✿ ✷✵✵✽✱ ❚♦✇❛r❞s ❢❡❛s✐❜❧❡ P❆❈✲❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ●r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✳ ✺✷✼✽ ♦❢ ▲◆❆■✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✶✻✸✕✶✼✹✳
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❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✷✶✼

●♦❧❞✱ ❊✳ ▼✳✿ ✶✾✻✼✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧
✶✵✭✺✮✱ ✹✹✼✕✹✼✹✳

●♦❧❞✱ ❊✳ ▼✳✿ ✶✾✼✽✱ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛✱ ■♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✸✼✭✸✮✱ ✸✵✷✕✸✷✵✳

●♦❧❞♠❛♥✱ ❙✳ ❆✳✿ ✶✾✾✾✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❚❤❡♦r② ♦❢
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦✱ ❈❘❈ Pr❡ss✳

●♦❧❞♠❛♥✱ ❙✳ ❆✳ ❛♥❞ ▼❛t❤✐❛s✱ ❍✳ ❉✳✿ ✶✾✾✻✱ ❚❡❛❝❤✐♥❣ ❛ s♠❛rt❡r ❧❡❛r♥❡r✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s ✺✷✭✷✮✱ ✷✺✺✕✷✻✼✳

●r✐♥❝❤t❡✐♥✱ ❖✳✱ ❏♦♥ss♦♥✱ ❇✳ ❛♥❞ P❡tt❡rs♦♥✱ P✳✿ ✷✵✵✻✱ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥t✲r❡❝♦r❞✐♥❣
❛✉t♦♠❛t❛ ✉s✐♥❣ t✐♠❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s✱ ❈❖◆❈❯❘✱ ❱♦❧✳ ✹✶✸✼ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱
♣♣✳ ✹✸✺✕✹✹✾✳

●rü♥✇❛❧❞✱ P✳✿ ✷✵✵✼✱ ❚❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤ Pr✐♥❝✐♣❧❡✱ ▼■❚ Pr❡ss✳
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✶✾✾✹✱ ❖♥ t❤❡ ❧❡❛r♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❆❈▼✱ ♣♣✳ ✷✼✸✕✷✽✷✳

❑❡r♠♦r✈❛♥t✱ ❈✳ ❛♥❞ ❉✉♣♦♥t✱ P✳✿ ✷✵✵✷✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤
♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ t❡sts✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠ ♦♥ ●r❛♠✲
♠❛t✐❝❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❱♦❧✳ ✷✹✽✹ ♦❢ ▲◆❆■✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ♣♣✳ ✶✹✾✕✶✻✵✳

▲❛♥❣✱ ❑✳ ❏✳✱ P❡❛r❧♠✉tt❡r✱ ❇✳ ❆✳ ❛♥❞ Pr✐❝❡✱ ❘✳ ❆✳✿ ✶✾✾✽✱ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❆❜❜❛❞✐♥❣♦
♦♥❡ ❉❋❆ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡✲❞r✐✈❡♥ st❛t❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✱ ●r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❱♦❧✳ ✶✹✸✸ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✳

▲❛rs❡♥✱ ❑✳ ●✳✱ P❡tt❡rs♦♥✱ P✳ ❛♥❞ ❨✐✱ ❲✳✿ ✶✾✾✼✱ ❯♣♣❛❛❧ ✐♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❥♦✉r♥❛❧ ♦♥ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s ❢♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r ✶✭✶✲✷✮✱ ✶✸✹✕✶✺✷✳

▲❡✉❝❦❡r✱ ▼✳✿ ✷✵✵✼✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♠❡❡ts ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❋♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ❱♦❧✳ ✹✼✵✾ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✶✷✼✕✶✺✶✳
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▲✐✱ ▼✳ ❛♥❞ ❱✐tá♥②✐✱ P✳ ▼✳✿ ✶✾✾✶✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✉♥❞❡r s✐♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✷✵✭✺✮✱ ✾✶✶✕✾✸✺✳

▼✐t❝❤❡❧❧✱ ❚✳✿ ✶✾✾✼✱ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ▼❝●r❛✇ ❍✐❧❧✳

▼ör❝❤❡♥✱ ❋✳ ❛♥❞ ❯❧ts❝❤✱ ❆✳✿ ✷✵✵✹✱ ▼✐♥✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❱♦❧✳ ✸✷✸✽ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱
♣♣✳ ✶✷✼✕✶✹✵✳

❖♥❝✐♥❛✱ ❏✳ ❛♥❞ ●❛r❝✐❛✱ P✳✿ ✶✾✾✷✱ ■♥❢❡rr✐♥❣ r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♣❞❛t❡
t✐♠❡✱ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❱♦❧✳ ✶ ♦❢ ❙❡r✐❡s ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡
P❡r❝❡♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ♣♣✳ ✹✾✕✻✶✳

P❛r❡❦❤✱ ❘✳ ❛♥❞ ❍♦♥❛✈❛r✱ ❱✳✿ ✷✵✵✵✱ ❖♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣
✐♥ ❤❡❧♣❢✉❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ■❈●■✱ ❱♦❧✳ ✶✽✾✶ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✷✵✼✕✷✷✵✳

P❛r❡❦❤✱ ❘✳ ❛♥❞ ❍♦♥❛✈❛r✱ ❱✳✿ ✷✵✵✶✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❉❋❆ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ▼❛❝❤✐♥❡
▲❡❛r♥✐♥❣ ✹✹✭✶✲✷✮✱ ✾✕✸✺✳

P✐tt✱ ▲✳ ❛♥❞ ❲❛r♠✉t❤✱ ▼✳✿ ✶✾✽✾✱ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥s✐st❡♥t ❉❋❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r②
♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❆❈▼✱ ♣♣✳ ✹✷✶✕✹✸✷✳

P♥✉❡❧✐✱ ❆✳✱ ❆s❛r✐♥✱ ❊✳✱ ▼❛❧❡r✱ ❖✳ ❛♥❞ ❙✐❢❛❦✐s✱ ❏✳✿ ✶✾✾✽✱ ❈♦♥tr♦❧❧❡r s②♥t❤❡s✐s ❢♦r
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ■❋❆❈ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙②st❡♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱
♣♣✳ ✹✻✾✕✹✼✹✳

❘❛❜✐♥❡r✱ ▲✳ ❘✳✿ ✶✾✽✾✱ ❆ t✉t♦r✐❛❧ ♦♥ ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✐♥ s♣❡❡❝❤ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ❱♦❧✳ ✼✼✱ ♣♣✳ ✷✺✼✕✷✽✻✳

❘♦❞❞✐❝❦✱ ❏✳ ❋✳ ❛♥❞ ❙♣✐❧✐♦♣♦✉❧♦✉✱ ▼✳✿ ✷✵✵✷✱ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s✲
❝♦✈❡r② ♣❛r❛❞✐❣♠s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❉❛t❛
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✶✹✭✹✮✱ ✼✺✵✕✼✻✼✳

❘♦ss✱ ❙✳ ▼✳✿ ✶✾✾✼✱ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▼♦❞❡❧s✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✳

❙❡♥✱ ❑✳✱ ❱✐s✇❛♥❛t❤❛♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ❆❣❤❛✱ ●✳✿ ✷✵✵✹✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈
❝❤❛✐♥s ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚❤❡ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❊✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❙②st❡♠s✱ ♣♣✳ ✶✹✻✕✶✺✺✳

❙❤❛❧✐③✐✱ ❈✳ ❘✳ ❛♥❞ ❈r✉t❝❤✜❡❧❞✱ ❏✳ P✳✿ ✷✵✵✶✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿ ♣❛tt❡r♥
❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ✶✵✹✭✸✲
✹✮✱ ✽✶✼✕✽✼✾✳

❙❤❛❧✐③✐✱ ❈✳ ❘✳ ❛♥❞ ❙❤❛❧✐③✐✱ ❑✳ ▲✳✿ ✷✵✵✹✱ ❇❧✐♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❢♦r ❞✐s❝t❡r❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❆❯❆■✱ ❆❯❆■ Pr❡ss✱ ♣♣✳ ✺✵✹✕✺✶✶✳

❙✐♣s❡r✱ ▼✳✿ ✶✾✾✼✱ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ P❲❙ P✉❜❧✐s❤✐♥❣✳

❙♣r✐♥❣✐♥t✈❡❧❞✱ ❏✳✱ ❱❛❛♥❞r❛❣❡r✱ ❋✳ ❲✳ ❛♥❞ ❉✬❆r❣❡♥✐♦✱ P✳ ❘✳✿ ✷✵✵✶✱ ❚❡st✐♥❣ t✐♠❡❞
❛✉t♦♠❛t❛✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✺✹✭✶✲✷✮✱ ✷✷✺✕✷✺✼✳
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❙✉❞❦❛♠♣✱ ❚✳ ❆✳✿ ✷✵✵✻✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡s✿ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ t❤✐r❞ ❡❞♥✱ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✳

❚❛❦❛♠✐✱ ❏✳ ❚✳ ❛♥❞ ❙❛❣❛②❛♠❛✱ ❙✳✿ ✶✾✾✷✱ ❆ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❛t❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦♣❤♦♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❝♦✉st✐❝s✱
❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❱♦❧✳ ✶✱ ■❊❊❊✱ ♣♣✳ ✺✼✸✕✺✼✻✳

❚❤♦♠❛s✱ ❲✳✿ ✶✾✾✶✱ ❆✉t♦♠❛t❛ ♦♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r
s❝✐❡♥❝❡ ✭✈♦❧✳ ❇✮✿ ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ▼■❚ Pr❡ss✳

❱❛❧✐❛♥t✱ ▲✳ ●✳✿ ✶✾✽✹✱ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥❛❜❧❡✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼
✷✼✱ ✶✶✸✹✕✶✶✹✷✳

✈❛♥ ❞❡r ❆❛❧st✱ ❲✳ ❛♥❞ ❲❡✐❥t❡rs✱ ❆✳✿ ✷✵✵✺✱ Pr♦❝❡ss ♠✐♥✐♥❣✱ Pr♦❝❡ss✲❆✇❛r❡ ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✿ ❇r✐❞❣✐♥❣ P❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ t❤r♦✉❣❤ Pr♦❝❡ss ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ♣♣✳ ✷✸✺✕✷✺✺✳

❱❛♣♥✐❦✱ ❱✳ ◆✳✿ ✶✾✾✽✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❚❤❡♦r②✱ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✳

❱❡r✇❡r✱ ❙✳✱ ❞❡ ❲❡❡r❞t✱ ▼✳ ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥✱ ❈✳✿ ✷✵✵✺✱ ❚✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ❢♦r ❜❡❤❛✈✲
✐♦r❛❧ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❣✐✉♠✲❉✉t❝❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❇◆❱❑■✱ ♣♣✳ ✷✾✶✕✷✾✻✳

❱❡r✇❡r✱ ❙✳✱ ❞❡ ❲❡❡r❞t✱ ▼✳ ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥✱ ❈✳✿ ✷✵✵✼✱ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣
r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙✐①t❡❡♥t❤ ❆♥♥✉❛❧ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❇❡❧❣✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ♣♣✳ ✶✷✽✕✶✸✺✳

❱❡r✇❡r✱ ❙✳✱ ❞❡ ❲❡❡r❞t✱ ▼✳ ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥✱ ❈✳✿ ✷✵✵✽❛✱ ❊✣❝✐❡♥t❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ s✐♠♣❧❡
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❝❡ss ▼♦❞❡❧s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆♥t✇❡r♣✱ ♣♣✳ ✻✶✕
✻✽✳

❱❡r✇❡r✱ ❙✳✱ ❞❡ ❲❡❡r❞t✱ ▼✳ ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥✱ ❈✳✿ ✷✵✵✽❜✱ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t②
♦❢ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ●r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✳
✺✷✼✽ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✷✸✽✕✷✺✶✳

❱❡r✇❡r✱ ❙✳✱ ❞❡ ❲❡❡r❞t✱ ▼✳ ❛♥❞ ❲✐tt❡✈❡❡♥✱ ❈✳✿ ✷✵✵✾✱ ❖♥❡✲❝❧♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t✐♠❡❞
❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧t ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❛ t❤❡✲
♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✳ ✺✹✺✼ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✼✹✵✕✼✺✶✳

❲❤✐t❧♦❝❦✱ ▼✳✿ ✷✵✵✺✱ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣r♦❜s❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡sts✿ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
❩✲♠❡t❤♦❞ ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ ❋✐s❤❡r✬s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❇✐♦❧♦❣②
✶✽✭✺✮✱ ✶✸✻✽✕✶✸✼✸✳

❲✐❡❤❛❣❡♥✱ ❘✳ ❛♥❞ ❩❡✉❣♠❛♥♥✱ ❚✳✿ ✶✾✾✺✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝
▲❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❇❛s❡❞ ❙②st❡♠s✱ ❱♦❧✳ ✾✻✶ ♦❢ ▲◆❆■✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✶✕
✷✹✳

❨❛t❡s✱ ❋✳✿ ✶✾✸✹✱ ❈♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ χ2 t❡st✱ ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✶✱ ✷✶✼✕✷✸✺✳

❨♦❦♦♠♦r✐✱ ❚✳✿ ✶✾✾✸✱ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❢r♦♠ q✉❡r✐❡s ❛♥❞
❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s✱ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ♣♣✳ ✶✾✻✕✶✽✾✳
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❨♦❦♦♠♦r✐✱ ❚✳✿ ✶✾✾✺✱ ❖♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❧❡❛r♥❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ str✐❝t❧② ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✶✾✭✷✮✱ ✶✺✸✕✶✼✾✳



❙✉♠♠❛r②

❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥t❛✐♥s ❛ st✉❞② ✐♥ ❛ s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱
♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s s②st❡♠ ✭♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡✮ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳
❙②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✮ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✐♥s♣❡❝t❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛❦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱
❛♥❛❧②③✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❞✐❛❣♥♦s✐♥❣ ❡rr♦rs✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡✳
▼♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧s ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣✱ ❛♥❞
♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s②st❡♠s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦
❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦❞❡❧ ❜② ❤❛♥❞✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ❢♦r♠ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ tr② t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡
❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✉❝❤
❛ ❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❉❋❆✮✳ ❆ ❉❋❆ ✐s
❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐ts ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧
st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✜❡❧❞✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❛❦❡ ❛♥ ❡s✲
t❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❉❋❆ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ♦✉r ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ t❤❡r❡ ♦❢t❡♥ ✐s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❥✉st t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
s②♠❜♦❧s ✭❡✈❡♥ts✮✿ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ s②♠❜♦❧s ♦❝❝✉r ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ ❉❋❆
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✳ ❆ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❧♦✇✉♣ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞ t❤❛t
✉s❡s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ✉s❡ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❉❋❆ ✈❛r✐❛♥t t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❚❆✮✳ ❚❆s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t r❡❛❧✲
t✐♠❡ s②st❡♠s✳ ❆ ❚❆ ♠♦❞❡❧s t❤❡ t✐♠❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs✳
❇❡❝❛✉s❡ ♥✉♠❜❡rs ✉s❡ ❛ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛✲
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t✐♦♥ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ♠♦❞❡❧s t❤❛♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ t✐♠❡✱ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❚❆s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡✱ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❉❋❆s✳
❚❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♦✉r ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♠❛❦❡s ❢♦✉r ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✿

✶✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t❤♦r♦✉❣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❚❆s
❢r♦♠ ❞❛t❛✳

✷✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❚❆ ❢r♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱
❢r♦♠ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r
t❤❡② ❜❡❧♦♥❣✳

✸✳ ■t ❡①t❡♥❞s t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ ❡✈❡♥t
s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

✹✳ ■t s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡
♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠✳

❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ❢♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

❚❤❡♦r② ❲❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❚❆ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧✐st✿

• ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❚❆s ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ t✐♠❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t
❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡❀

• ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❚❆s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ✭✶✲❉❚❆s✮ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡❀

• ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ■❉❴✶✲❉❚❆ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ✶✲❉❚❆s ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
t✐♠❡❞ s②st❡♠s ✭❛♥❞ ❉❚❆s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✮✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② r❡s✉❧ts
t❡❧❧ ✉s t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ✶✲❉❚❆ ❢r♦♠ t✐♠❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✲
✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ♥❡❡❞s t♦
✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❉❚❆ ✇✐t❤ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡✐♥❣
✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ st❛t❡♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r
♦❢ s✐♥❣❧❡✲❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❝❧♦❝❦ ❉❚❆s✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜② t❤❡♠✲
s❡❧✈❡s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ✭s✉❝❤ ❛s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✮ t❤❛t ♠❛②
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛
♥♦✈❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❚■✭r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ t②♣❡ ♦❢
✶✲❉❚❆✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❉❘❚❆✮✳ ❚❤❡s❡ ❛✉t♦♠❛t❛
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❘❚■ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥
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❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡✲❞r✐✈❡♥ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ✭❊❉❙▼✮✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st
♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦✉rs ✐s t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❚❆ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠
t✐♠❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❞♦❡s s♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s
❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❚■ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ❘❚■ ♣❡r❢♦r♠s ❣♦♦❞ ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❡✈❡♥ts✱ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐s s♠❛❧❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❘❚■ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆ ✉s✐♥❣ ❊❉❙▼✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❡❢♦r❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡
❛❧s♦ s❤♦✇ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ♠♦r❡
❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ ♦❝❝✉rs ♠♦r❡ ♦❢t❡♥
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛♥✉❛❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s t❛❦❡s ❛ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st✐❧❧ ❡✣❝✐❡♥t✱
❛♥❞ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉❘❚❆ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1✳
❘❚■✰ ✉s❡s st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❉❘❚❆s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ t❡sts ❛r❡
❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❉❘❚❆ ❢r♦♠ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛t❛✱
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❉❋❆s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡②
❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲❡ t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts
♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s
t❤❛t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❡❛s✐❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ t♦
s❡t ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✈❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t
t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉♥s✉✐t❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❉❘❚❆ t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✉♥✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤✐s
♠❡❛s✉r❡ s❤♦✇s ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ st❛t✐st✐❝s ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤✐s st❛t✐st✐❝ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛♣♣❧② ❘❚■✰ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❲❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ❞r✐✈❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s
r❡❝♦r❞❡❞ ❜② tr✉❝❦s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦♠♣❛♥② ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛✱ ✇❡
✐❞❡♥t✐❢② ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❘❚■✰✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✿ ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ ❢❛st ♦r ♥♦r♠❛❧❧② ❢r♦♠ ❛
tr❛✣❝ ❧✐❣❤t✳ ❲❡ ♦♥❧② ✉s❡ ❛ ❢❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❧❛❜❡❧ s♦♠❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥✲
t✐✜❡❞ ❉❘❚❆ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞r✐✈❡r ✐s ♣✉❧❧✐♥❣✲✉♣ t♦♦ ❢❛st✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦
❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss✱ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❜❧❛❝❦✲❜♦① s②st❡♠s✳



✷✷✹ ❙✉♠♠❛r②



❙❛♠❡♥✈❛tt✐♥❣

❉✐t ♣r♦❡❢s❝❤r✐❢t ❜❡s❝❤r✐❥❢t ❡❡♥ ♦♥❞❡r③♦❡❦ ♥❛❛r s②st❡❡♠✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡✳ ❙②st❡❡♠✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐❡ ✐s ❡❡♥ ❦r✉✐s✐♥❣ ✈❛♥ ❞❡ ✈❛❦❣❡❜✐❡❞❡♥ ❦✉♥st♠❛t✐❣❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✐❡✱ ❧❡❡rt❤❡♦r✐❡✱
♠❛❝❤✐♥❡❧❡r❡♥ ❡♥ st❛t✐st✐❡❦✳ ❍❡t ❞♦❡❧ ✐s ❤❡t ❝♦♥str✉❡r❡♥ ✈❛♥ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡✮ ♠♦✲
❞❡❧❧❡♥ ♦♣ ❜❛s✐s ✈❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐❡s✳ ❩♦✬♥ ♠♦❞❡❧ ✈♦r♠t ❡❡♥ ✐♥t✉ït✐❡✈❡ ❜❡s❝❤r✐❥✈✐♥❣ ✈❛♥
❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❝❡s✳ ❊❡♥ ✈❛♥ ❞❡ ✈❡❧❡ ✜❥♥❡ ❡✐❣❡♥s❝❤❛♣♣❡♥ ✈❛♥ ♠♦❞❡❧❧❡♥ ✐s ❞❛t ❞❡③❡
❣❡✈✐s✉❛❧✐s❡❡r❞ ❡♥ ❣❡ï♥s♣❡❝t❡❡r❞ ❦✉♥♥❡♥ ✇♦r❞❡♥ ♦♠ ③♦ ✐♥③✐❝❤t t❡ ✈❡r❦r✐❥❣❡♥ t♦t ❤❡t
♣r♦❝❡s✳ ❱❡r❞❡r ❦✉♥♥❡♥ ❡r ✈❡rs❝❤❡✐❞❡♥❡ ❜❡r❡❦❡♥✐♥❣❡♥ ❣❡♠❛❛❦t ✇♦r❞❡♥ ♠❡t ❜❡❤✉❧♣
✈❛♥ ♠♦❞❡❧❧❡♥✳ ❱♦♦r❜❡❡❧❞❡♥ ③✐❥♥ ❤❡t ✈♦♦rs♣❡❧❧❡♥ ✈❛♥ t♦❡❦♦♠st✐❣❡ ❣❡❜❡✉rt❡♥✐ss❡♥✱
❤❡t ❛♥❛❧②s❡r❡♥ ✈❛♥ s②st❡❡♠❡✐❣❡♥s❝❤❛♣♣❡♥✱ ❤❡t ❞✐❛❣♥♦st✐❝❡r❡♥ ✈❛♥ ❢♦✉t❡♥✱ ❡♥ ❤❡t
❞♦❡♥ ✈❛♥ s✐♠✉❧❛t✐❡s✳ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ③✐❥♥ ❞❛❛r♦♠ ❤❛♥❞✐❣❡ t♦♦❧s ✈♦♦r ❤❡t ❜❡❣r✐❥♣❡♥✱ ✐♥✲
t❡r♣r❡t❡r❡♥ ❡♥ ♠♦❞✐✜❝❡r❡♥ ✈❛♥ ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡ s♦♦rt❡♥ s②st❡♠❡♥✳ ❏❛♠♠❡r ❣❡♥♦❡❣
✐s ❤❡t ✈♦♦r ♠❡♥s❡♥ ✈❛❛❦ ♠♦❡✐❧✐❥❦ ♦♠ ❞❡③❡ ♠♦❞❡❧❧❡♥ t❡ ❝♦♥str✉❡r❡♥✳ ❉✐t ♣r♦❡❢✲
s❝❤r✐❢t ♦♥❞❡r③♦❡❦t ❤♦❡ ♠♦❡✐❧✐❥❦ ❤❡t ✐s ♦♠ ♠♦❞❡❧❧❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥ ✉✐t
♦❜s❡r✈❛t✐❡s✳

●❡❣❡✈❡♥ ③✐❥♥ ♦❜s❡r✈❛t✐❡s ✈❛♥ ❡❡♥ ♣r♦❝❡s ❡♥ ③✐❥♥ ♦♠❣❡✈✐♥❣✳ ❉❡③❡ ♦❜s❡r✈❛t✐❡s ✈♦r✲
♠❡♥ s❡q✉❡♥t✐❡s ✈❛♥ ❣❡❜❡✉rt❡♥✐ss❡♥✳ ❉♦♦r ♠✐❞❞❡❧ ✈❛♥ s②st❡❡♠✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡ ✇✐❧❧❡♥
✇❡ ❞❡ ❧♦❣✐s❝❤❡ str✉❝t✉✉r✱ ❞✐❡ ❛❝❤t❡r ❞❡③❡ s❡q✉❡♥t✐❡s ❧✐❣t✱ ❛❝❤t❡r❤❛❧❡♥✳ ❊❡♥ ❜❡❦❡♥❞
✈♦♦r❜❡❡❧❞ ✈❛♥ ③♦✬♥ ❧♦❣✐s❝❤❡ str✉❝t✉✉r ✐s ❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ❡✐♥❞✐❣❡ t♦❡st❛♥❞s❛✉t♦✲
♠❛❛t✱ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❉❋❆✮✳ ❊❡♥ ❉❋❆ ✐s ❡❡♥ t❛❛❧♠♦❞❡❧✱ ❡♥
❤❡t ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡♣r♦❜❧❡❡♠ ✐s ❞❛❛r♦♠ ❡❡♥ ❜❡❦❡♥❞ ♣r♦❜❧❡❡♠ ✐♥ ❤❡t ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❡
✐♥❢❡r❡♥t✐❡ ✈❛❦❣❡❜✐❡❞✳ ❱♦♦r ♦♥③❡ ♠♦❞❡❧✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡ ❦✉♥♥❡♥ ✇❡ ❞❛❛r♦♠ ❡❡♥ ❣❡✈❡s✲
t✐❣❞ ❉❋❆ ✐♥❢❡r❡♥t✐❡❛❧❣♦r✐t♠❡ ♥❡♠❡♥ ❡♥ t♦❡♣❛ss❡♥ ♦♣ ♦♥③❡ ❣❡❜❡✉rt❡♥✐ss❡q✉❡♥t✐❡s✳
❉❋❆✬s ❦✉♥♥❡♥ ❡❝❤t❡r ❛❧❧❡❡♥ s❡q✉❡♥t✐❡s ✈❛♥ s②♠❜♦❧❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡r❡♥✳ ❲❛♥♥❡❡r ♠❡♥
❡❡♥ ♣r♦❝❡s ♦❜s❡r✈❡❡rt✱ ✐s ❡r ❡❝❤t❡r ♠❡❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐❡ ❛❛♥✇❡③✐❣✱ ♥❛♠❡❧✐❥❦ ❞❡ t✐❥❞st✐♣✲
♣❡♥ ✇❛❛r♦♣ ❞❡ ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡ ❣❡❜❡✉rt❡♥✐ss❡♥ ✭s②♠❜♦❧❡♥✮ ♣❧❛❛ts✈✐♥❞❡♥✳ ❊❡♥ ❉❋❆
❦❛♥ ❣❡❜r✉✐❦t ✇♦r❞❡♥ ♦♠ ❞❡③❡ t✐❥❞s✐♥❢♦r♠❛t✐❡ ✐♠♣❧✐❝✐❡t t❡ r❡♣r❡s❡♥t❡r❡♥✳ ❏❛♠♠❡r
❣❡♥♦❡❣ r❡s✉❧t❡❡rt ❞✐t ✐♥ ❡❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐ë❧❡ ❜❧♦✇✲✉♣ ✈❛♥ ③♦✇❡❧ ❞❡ ♠♦❞❡❧❣r♦♦tt❡ ❛❧s ❞❡
❜❡♥♦❞✐❣❞❡ ❣r♦♦tt❡ ✈❛♥ ❞❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✭❛❛♥t❛❧ s❡q✉❡♥t✐❡s✮✳ ■♥ ❞✐t ♣r♦❡❢s❝❤r✐❢t st❡❧❧❡♥
✇❡ ❡❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❡❢ ✈♦♦r ❞❛t ❞❡ t✐❥❞s✐♥❢♦r♠❛t✐❡ ❞✐r❡❝t ❣❡❜r✉✐❦t ♦♠ ❡❡♥ t✐❥❞s♠♦❞❡❧
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t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥✳
❲❡ ❣❡❜r✉✐❦❡♥ ❤✐❡r✈♦♦r ❡❡♥ ❜❡❦❡♥❞❡ ✈❛r✐❛♥t ✈❛♥ ❞❡ ❉❋❆ ❞✐❡ ♦✈❡r✇❡❣ ❦❛♥ ♠❡t

t✐❥❞s✐♥❢♦r♠❛t✐❡✿ ❞❡ t✐❥❞s❛✉t♦♠❛❛t✱ ♦❢ t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❚❆✮✳ ❚❆✬s ✇♦r❞❡♥ ✈❛❛❦
❣❡❜r✉✐❦t ♦♠ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠❡♥ t❡ ♠♦❞❡❧❧❡r❡♥ ❡♥ ❞❡③❡ t❡ ❛♥❛❧②s❡r❡♥✳ ❊❡♥ ❚❆
♠♦❞❡❧❧❡❡rt ❞❡ t✐❥❞s✐♥❢♦r♠❛t✐❡ ❡①♣❧✐❝✐❡t✱ ❞♦♦r ❣❡❜r✉✐❦ t❡ ♠❛❦❡♥ ✈❛♥ ❣❡t❛❧❧❡♥✳ ❉❡③❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐❡ ✐s ❞❛❛r♦♠ ❜✐♥❛✐r✱ ❞❡ ❉❋❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐❡ ✐s ✉♥❛✐r✳ ❉❡ ❚❆ ♠♦❞❡❧❧❡♥ ③✐❥♥
❞❛❛r♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❡❧ ♠❡❡r ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❉❋❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐❡s✳ ❍✐❡r❞♦♦r
❦✉♥♥❡♥ ♦♦❦ ❞❡ t✐❥❞✲✱ r✉✐♠t❡✲✱ ❡♥ ❞❛t❛❜❡♥♦❞✐❣❞❤❡❞❡♥ ✈♦♦r ❡❡♥ ❚❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡❛❧✲
❣♦r✐t♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❡❧ ❦❧❡✐♥❡r ③✐❥♥ ❞❛♥ ❡❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡❛❧❣♦r✐t♠❡✳
❉✐t ❡✣❝✐❡♥❝② ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❞❡ ❤♦♦❢❞r❡❞❡♥ ✇❛❛r♦♠ ✇❡ ❣❡ï♥t❡r❡ss❡❡r❞ ③✐❥♥ ✐♥ ❤❡t
✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥ ✈❛♥ ❚❆✬s✳

❉✐t ♣r♦❡❢s❝❤r✐❢t ❜❡✈❛t ✈✐❡r ❣r♦t❡ ❜✐❥❞r❛❣❡♥ ❛❛♥ ❞❡ st❛❛t ✈❛♥ ❞❡ ✇❡t❡♥s❝❤❛♣ ♦✈❡r
❞✐t ♦♥❞❡r✇❡r♣✿

✶✳ ❍❡t ❜❡✈❛t ❡❡♥ ❣r♦♥❞✐❣❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ st✉❞✐❡ ♥❛❛r ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t❡✐t ✭♠♦❡✐❧✐❥❦✲
❤❡✐❞✮ ✈❛♥ ❤❡t ✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥ ✈❛♥ ❚❆✬s✳

✷✳ ❍❡t ♦♠s❝❤r✐❥❢t ❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠❡ ♦♠ ❡❡♥ ❡❡♥✈♦✉❞✐❣ t②♣❡ ❚❆ t❡ ❧❡r❡♥ ✈❛♥ ❣❡❧❛❜❡❧❞❡
❞❛t❛✳ ❱❛♥ ❡❧❦❡ s❡q✉❡♥t✐❡ ✐♥ ❞❡③❡ ❞❛t❛ ✐s ❜❡❦❡♥❞ t♦t ✇❡❧❦ ❣❡❞r❛❣ ✈❛♥ ❤❡t
♣r♦❝❡s ③❡ ❜❡❤♦r❡♥✳

✸✳ ❍❡t ❜r❡✐❞t ❞✐t ❛❧❣♦r✐t♠❡ ✉✐t ♠❡t ❞❡ ♠♦❣❡❧✐❥❦❤❡✐❞ ♦♠ t♦❡❣❡♣❛st t❡ ✇♦r❞❡♥
✇❛♥♥❡❡r ❞❡ ❞❛t❛ ♦♥❣❡❧❛❜❡❧❞ ③✐❥♥✱ ❞✉s ✇❛♥♥❡❡r ❜♦✈❡♥st❛❛♥❞❡ ♦♥❜❡❦❡♥❞ ✐s✳

✹✳ ❍❡t ❧❛❛t ❞♦♦r ♠✐❞❞❡❧ ✈❛♥ ❡❡♥ ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t ③✐❡♥ ❤♦❡ ❞✐t ❛❧❣♦r✐t♠❡ ❣❡❜r✉✐❦t
❦❛♥ ✇♦r❞❡♥ ♦♠ ❡❡♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥tr♦❧❡ s②st❡❡♠ t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥✳

❲❡ ❜❡❤❛♥❞❡❧❡♥ ♥✉ ❡❧❦ ✈❛♥ ❞❡③❡ ♣✉♥t❡♥ ✐♥ ♠❡❡r ❞❡t❛✐❧✳

❚❤❡♦r✐❡ ■♥ ❞✐t ♣r♦❡❢s❝❤r✐❢t ❜❡st✉❞❡r❡♥ ✇❡ ❤❡t ♣r♦❜❧❡❡♠ ♦♠ ❡❡♥ ❚❆ t❡ ✐❞❡♥t✐✜✲
❝❡r❡♥ ❜✐♥♥❡♥ ❤❡t ✏✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡ ✐♥ ❞❡ ❧✐♠✐❡t ❢r❛♠❡✇♦r❦✑✳ ❉❡ ♥❛❞r✉❦ ✈❛♥ ❞❡③❡ st✉❞✐❡
❧✐❣t ♦♣ ❞❡ ❡✣❝✐ë♥t✐❡ ✈❛♥ ❞❡③❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡✳ ❉❡ ❤♦♦❢❞❜✐❥❞r❛❣❡♥ ✈❛♥ ❞❡③❡ st✉❞✐❡
✇♦r❞❡♥ ❦♦rt s❛♠❡♥❣❡✈❛t ❞♦♦r ❞❡ ✈♦❧❣❡♥❞❡ ❧✐❥st✿

• ❲✐❥ ❜❡✇✐❥③❡♥ ❞❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ❚❆✬s ♠❡t t✇❡❡ ♦❢ ♠❡❡r t✐❥❞s❡❧❡♠❡♥t❡♥✱
❣❡♥❛❛♠❞ ❦❧♦❦❦❡♥✱ ♥✐❡t ❡✣❝✐ë♥t ❣❡ï❞❡♥t✐✜❝❡❡r❞ ❦✉♥♥❡♥ ✇♦r❞❡♥✳

• ❲✐❥ ❜❡✇✐❥③❡♥ ❞❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ❚❆✬s ♠❡t s❧❡❝❤ts éé♥ ❦❧♦❦ ✭✶✲❉❚❆✬s✮ ❡✣✲
❝✐ë♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❡❡r❜❛❛r ③✐❥♥✳

• ❲✐❥ ♦♥t✇✐❦❦❡❧❡♥ ❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠❡ ♦♠ ✶✲❉❚❆✬s ❡✣❝✐ë♥t t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥✳

❉❡③❡ ❜✐❥❞r❛❣❡♥ ③✐❥♥ ✈❛♥ ❜❡❧❛♥❣ ✈♦♦r ✐❡❞❡r❡❡♥ ❞✐❡ ❣❡ï♥t❡r❡ss❡❡r❞ ✐s ✐♥ ❤❡t ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❡r❡♥ ✈❛♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠❡♥✳ ❉❡ ❜❡❧❛♥❣r✐❥❦st❡ ❝♦♥❝❧✉s✐❡ ✈❛♥ ❞❡③❡ r❡s✉❧t❛t❡♥
✐s ❞❛t ❡❡♥ ✶✲❉❚❆ ❡✣❝✐ë♥t❡r ❣❡❧❡❡r❞ ❦❛♥ ✇♦r❞❡♥ ❞❛♥ ❡❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆✳ ❱❡r❞❡r
❧❛t❡♥ ❞❡③❡ ❜✐❥❞r❛❣❡♥ ③✐❡♥ ❞❛t ✐❡❞❡r❡❡♥ ❞✐❡ t♦❝❤ ❡❡♥ ❉❚❆ ♠❡t t✇❡❡ ♦❢ ♠❡❡r ❦❧♦❦✲
❦❡♥ ✇✐❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥ ❛❧t✐❥❞ ❡❡♥ ✐♥❡✣❝✐ë♥t ❛❧❣♦r✐t♠❡ ③❛❧ ♠♦❡t❡♥ ❣❡❜r✉✐❦❡♥✳ ■♥ ❤❡t
❛❧❣❡♠❡❡♥ ❤❡❜❜❡♥ ♦♥③❡ r❡s✉❧t❛t❡♥ ❜❡tr❡❦❦✐♥❣ ♦♣ ❞❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t❡✐t ✈❛♥ ❚❆✬s✳ ❉❡③❡
r❡s✉❧t❛t❡♥ ③✐❥♥ ♥✐❡t ❛❧❧❡❡♥ ♥✉tt✐❣ ✈♦♦r ❤❡t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡♣r♦❜❧❡❡♠✱ ♠❛❛r ♦♦❦ ✈♦♦r
❛♥❞❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠❡♥✱ ③♦❛❧s ❤❡t ✈❡r✐✜❝❛t✐❡♣r♦❜❧❡❡♠✳
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●❡❧❛❜❡❧❞❡ ❞❛t❛ ●❡❜❛s❡❡r❞ ♦♣ ♦♥③❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ r❡s✉❧t❛t❡♥ ♦♥t✇✐❦❦❡❧❡♥ ✇❡ ❡❡♥
✈❡r♥✐❡✉✇❡♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡❛❧❣♦r✐t♠❡ ❘❚■ ✭r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡✮ ✈♦♦r ❡❡♥ ❡❡♥✈♦✉❞✐❣
t②♣❡ ✶✲❉❚❆✱ ❜❡❦❡♥❞ ❛❧s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❉❘❚❆✮✳ ❉❡③❡ ❛✉t♦✲
♠❛t❡♥ ❦✉♥♥❡♥ ❣❡❜r✉✐❦t ✇♦r❞❡♥ ♦♠ ♣r♦❝❡ss❡♥ t❡ ♠♦❞❡❧❧❡r❡♥ ✇❛❛r✐♥ ❞❡ t✐❥❞s❞✉✉r
t✉ss❡♥ t✇❡❡ ♦♣❡❡♥✈♦❧❣❡♥❞❡ ❣❡❜❡✉rt❡♥✐ss❡♥ ✈❛♥ ❜❡❧❛♥❣ ✐s ✈♦♦r ❤❡t ❣❡❞r❛❣ ✈❛♥ ❤❡t
♣r♦❝❡s✳ ❍❡t ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t♠❡ ✐s ❣❡❜❛s❡❡r❞ ♦♣ ❤❡t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛❧❣♦r✐t♠❡ ✈♦♦r ❤❡t
✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥ ✈❛♥ ❉❋❆✬s✱ ❣❡♥❛❛♠❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡✲❞r✐✈❡♥ st❛t❡✲♠❡r❣✐♥❣ ✭❊❉❙▼✮✳ ❱♦♦r
③♦✈❡r ✇✐❥ ✇❡t❡♥✱ ✐s ❞✐t ❤❡t ❡❡rst❡ ❛❧❣♦r✐t♠❡ ❞❛t ❡❡♥ ❦❧❛ss❡ ✈❛♥ ❚❆✬s ❦❛♥ ✐❞❡♥t✐✲
✜❝❡r❡♥ ✉✐t ❣❡❜❡✉rt❡♥✐ss❡q✉❡♥t✐❡s ♠❡t t✐❥❞s✐♥❢♦r♠❛t✐❡✳ ❍❡t ❞♦❡t ❞✐t ♦♦❦ ♥♦❣ ❡❡♥s
❡✣❝✐ë♥t ✐♥ t✐❥❞ ❡♥ r✉✐♠t❡✱ ❡♥ ❤❡t ❝♦♥✈❡r❣❡❡rt ❡✣❝✐ë♥t ♥❛❛r ❞❡ ❥✉✐st❡ ❉❘❚❆✳

❲❡ ❞♦❡♥ ❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ✈❛♥ ❘❚■ ♦♣ ❛rt✐✜❝✐ë❧❡ ❞❛t❛✳ ❉❡③❡ r❡s✉❧t❛t❡♥
❧❛t❡♥ ③✐❡♥ ❞❛t ❘❚■ ❣♦❡❞ ♣r❡st❡❡rt ❛❧s ♦❢✇❡❧ ❤❡t ❛❛♥t❛❧ s②♠❜♦❧❡♥ ✭❣❡❜❡✉rt❡♥✐ss❡♥✮
♦❢✇❡❧ ❤❡t ❛❛♥t❛❧ ♠♦❣❡❧✐❥❦❡ t♦❡st❛♥❞❡♥ ✐♥ ❞❡ ❉❘❚❆ ❦❧❡✐♥ ✐s✳ ❱❡r❞❡r ❧❛t❡♥ ✇❡ ③✐❡♥
❞❛t ❘❚■ ✈❡❧❡ ♠❛❧❡♥ ❜❡t❡r ♣r❡st❡❡rt ❞❛♥ ❤❡t ✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥ ✈❛♥ ❡❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❉❋❆
♠❡t ❜❡❤✉❧♣ ✈❛♥ ❊❉❙▼✳ ❉✉s ❞❡ ❤✐❡r✈♦♦r ❣❡♥♦❡♠❞❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ r❡s✉❧t❛t❡♥ ③✐❥♥ ♦♦❦
✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❞✉✐❞❡❧✐❥❦ ③✐❝❤t❜❛❛r✳

❖♥❣❡❧❛❜❡❧❞❡ ❞❛t❛ ❲❡ ♣❛ss❡♥ ❤❡t ❘❚■ ❛❧❣♦r✐t♠❡ ❛❛♥ ♦♠ ♦♦❦ ♦✈❡r✇❡❣ t❡ ❦✉♥♥❡♥
♠❡t ♦♥❣❡❧❛❜❡❧❞❡ ❞❛t❛✳ ❉✐t ❦♦♠t ✈❛❦❡r ✈♦♦r ✐♥ ❞❡ ♣r❛❦t✐❥❦ ♦♠❞❛t ❤❡t ❧❛❜❡❧❡♥ ✈❛♥
❞❛t❛ ✈❛❛❦ ❡❡♥ ❡♥♦r♠ ❦❛r✇❡✐ ✐s✳ ❍❡t r❡s✉❧t❛❛t ✐s ❤❡t ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t♠❡✳ ❉✐t ❛❧❣♦r✐t♠❡
✐s ♥♦❣ st❡❡❞s ❡✣❝✐ë♥t ✐♥ t✐❥❞ ❡♥ r✉✐♠t❡✱ ❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❡rt ❡✣❝✐ë♥t ♥❛❛r ❞❡ ❥✉✐st❡
❉❘❚❆ ♠❡t ❦❛♥s ✶✳ ❘❚■✰ ♠❛❛❦t ❣❡❜r✉✐❦ ✈❛♥ s♣❡❝✐❛❧✐st✐s❝❤❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ t♦❡ts❡♥
♦♠ ❞❡ t♦❡st❛♥❞❡♥ ✈❛♥ ❡❡♥ ❉❘❚❆ t❡ ❤❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❍♦❡✇❡❧ ❞❡③❡ t♦❡ts❡♥ s♣❡❝✐✜❡❦
❣❡s❝❤r❡✈❡♥ ③✐❥♥ ✈♦♦r ❤❡t ✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥ ✈❛♥ ❉❘❚❆✬s✱ ③✐❥♥ ③❡ ♦♦❦ t♦❡♣❛s❜❛❛r ✈♦♦r ❤❡t
✐❞❡♥t✐✜❝❡r❡♥ ✈❛♥ ❛♥❞❡r❡ ♠♦❞❡❧❧❡♥ ③♦❛❧s ❉❋❆✬s✳ ❉❡③❡ t♦❡ts❡♥ ❜♦✉✇❡♥ ✈♦♦rt ♦♣ ❞❡
❤✉✐❞✐❣❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥ ❉❋❆ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐❡✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❡r❡♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛♥ ❤❡t ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t♠❡ ♠❡t ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡ st❛t✐s✲
t✐s❝❤❡ t♦❡ts❡♥ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐ë❧❡ ❞❛t❛✳ ❊❡♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐❡ ✈❛♥ ❞❡③❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥
✐s✱ ❞❛t ❤❡t ✐♥ t❡r♠❡♥ ✈❛♥ ❞❛t❛ ✈❛❛❦ ❡❡♥✈♦✉❞✐❣❡r ✐s ♦♠ ❡❡♥ ♠♦❞❡❧ t❡ ❧❡r❡♥✱ ❞❛♥ ♦♠
❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛♥ ❞❛t ♠♦❞❡❧ ❣♦❡❞ ✐♥ t❡ st❡❧❧❡♥✳ ❖♣ ❜❛s✐s ❤✐❡r✈❛♥ ❜❡❛r❣✉♠❡♥t❡r❡♥
✇❡ ❞❛t ❞❡ ❣❡❜r✉✐❦❡❧✐❥❦❡ ♠❛❛t ♦♠ ❣❡ï❞❡♥t✐✜❝❡❡r❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❡ ✈❡r❣❡❧✐❥❦❡♥ ♥✐❡t
③✐♥✈♦❧ ✐s ♦♠ ❞❡ ❦✇❛❧✐t❡✐t ✈❛♥ ❣❡ï❞❡♥t✐✜❝❡❡r❞❡ ♠♦❞❡❧❧❡♥ t❡ ❜❡♣❛❧❡♥✳ ❲✐❥ ❦✐❡③❡♥ ❞❛♥
♦♦❦ ❡❡♥ ♠❛❛t ❞✐❡ ❞❡ ❦✇❛❧✐t❡✐t ✈❛♥ ❞❡ ❣❡ï❞❡♥t✐✜❝❡❡r❞❡ ❉❘❚❆ ❧♦s ❦♦♣♣❡❧t ✈❛♥ ❞❡
❦✇❛❧✐t❡✐t ✈❛♥ ❞❡ ❣❡ï❞❡♥t✐✜❝❡❡r❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❉❡ r❡s✉❧t❛t❡♥ ♠❡t ❞❡③❡ ♠❛❛t ❧❛t❡♥
③✐❡♥ ✇❡❧❦❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❣r♦♦t❤❡✐❞ ❤❡t ❜❡st ✐♥ ❞❡ ♣r❛❦t✐❥❦ ❣❡❜r✉✐❦t ❦❛♥ ✇♦r❞❡♥✳ ❉❡③❡
st❛t✐st✐s❝❤❡ ❣r♦♦t❤❡✐❞ ♣r❡st❡❡rt ✈♦❧❞♦❡♥❞❡ ❣♦❡❞ ✈♦♦r ✈❡❡❧ t♦❡♣❛ss✐♥❣s❣❡❜✐❡❞❡♥✳

❉❡ ♣r❛❦t✐❥❦ ❲❡ ♣❛ss❡♥ ❤❡t ❘❚■✰ ❛❧❣♦r✐t♠❡ t♦❡ ♦♣ ❤❡t ♣r♦❜❧❡❡♠ ✈❛♥ ❤❡t ✐♥ r❡❛❧✲
t✐♠❡ ❛♥❛❧②s❡r❡♥ ✈❛♥ ❤❡t ❜❡st✉✉r❞❡rs❣❡❞r❛❣ ✈❛♥ ✈r❛❝❤t✇❛❣❡♥❝❤❛✉✛❡✉rs✳ ❉❡ ❞❛t❛
③✐❥♥ ✈❡r③❛♠❡❧❞ ❞♦♦r tr✉❝❦s ✈❛♥ tr❛♥s♣♦rt❜❡❞r✐❥❢ ❱❛♥ ❞❡r ▲✉②t✳ ❯✐t ❞❡③❡ ❞❛t❛ ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❡r❡♥ ✇❡ ❉❘❚❆✲♠♦❞❡❧❧❡♥ ♠❡t ❜❡❤✉❧♣ ✈❛♥ ❘❚■✰✳ ❱❡r✈♦❧❣❡♥s ❣❡❜r✉✐❦❡♥ ✇❡ ❞❡③❡
♠♦❞❡❧❧❡♥ ♦♠ ❡❡♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t ❡♥ ❡❡♥✈♦✉❞✐❣ ♣❛tr♦♦♥ t❡ ❤❡r❦❡♥♥❡♥✿ t❡ ❤❛r❞ ❡♥ ♥♦r✲
♠❛❛❧ ♦♣tr❡❦❦❡♥✳ ❍✐❡r❜✐❥ ✇♦r❞❡♥ s❧❡❝❤ts ❡❡♥ ♣❛❛r ❣❡❧❛❜❡❧❞❡ s❡q✉❡♥t✐❡s ❣❡❜r✉✐❦t ♦♠
t♦❡st❛♥❞❡♥ ✐♥ ❞❡ ❉❘❚❆✲♠♦❞❡❧❧❡♥ ✈❛♥ ❧❛❜❡❧s t❡ ✈♦♦r③✐❡♥✳ ❉❡ r❡s✉❧t❡r❡♥❞❡ ♠♦❞❡❧❧❡♥
❜❧✐❥❦❡♥ ✏t❡ ❤❛r❞✑ ❡♥ ✏♥♦r♠❛❛❧✑ ♦♣tr❡❦❦❡♥ ✈❛♥ ❡❧❦❛❛r t❡ ❦✉♥♥❡♥ ♦♥❞❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ♠❡t
✈♦❧❞♦❡♥❞❡ ③❡❦❡r❤❡✐❞✳ ❉✐t ❣❡❧❞t ❛❧s ♣r♦♦❢✲♦❢✲❝♦♥❝❡♣t ✈❛♥ ❞❡ ❞♦♦r ♦♥s ♦♥t✇✐❦❦❡❧❞❡
♠❡t❤♦❞❡✳



✷✷✽ ❙❛♠❡♥✈❛tt✐♥❣

❉❡③❡ ♠❡t❤♦❞❡ ❤❡❡❢t ✈❡❧❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ t♦❡♣❛ss✐♥❣❡♥ ✇❛❛r♦♥❞❡r ✐♥③✐❝❤t ✈❡rs❝❤❛❢✲
❢❡♥ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss❡♥✱ ❤❡t ❤❡r❦❡♥♥❡♥ ✈❛♥ ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡ ❣❡❞r❛❣st②♣❡♥✱ ❤❡t ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❡r❡♥ ✈❛♥ ♣r♦❝❡s♠♦❞❡❧❧❡♥✱ ❡♥ ❤❡t ❛♥❛❧②s❡r❡♥ ✈❛♥ ❜❧❛❝❦✲❜♦① s②st❡♠❡♥✳



❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❱✐t❛❡

❙✐❝❝♦ ❱❡r✇❡r ✇❛s ❜♦r♥ ♦♥ ❏❛♥✉❛r② ✸r❞ ✶✾✽✶ ✐♥ P❛♣❡♥❞r❡❝❤t t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳ ❍❡
✜♥✐s❤❡❞ ❤✐❣❤✲s❝❤♦♦❧ ✭❱❲❖✮ ❛t t❤❡ ❘♦tt❡r❞❛♠s ▼♦♥t❡ss♦r✐ ▲②❝❡✉♠ ✐♥ ✶✾✾✽✱ ❛❢t❡r
✇❤✐❝❤ ❤❡ ✇❡♥t t♦ st✉❞② ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❛t ❉❡❧❢t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❆❢t❡r ❢♦✉r ②❡❛r ♦❢ ♣❧❛②✐♥❣ ❣❛♠❡s✱ ♣❧❛②✐♥❣ ♠✉s✐❝ ✐♥ ❞✐s❝♦✬s✱ t❡❛❝❤✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛♥❞ st✉❞②✐♥❣ ✈❡r② ❤❛r❞✱ ❤❡ ♠❛❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛♥
❛ss♦❝✐❛t❡ ♣r♦❢❡ss♦r ✐♥ ❉❡❧❢t✳ ❚❤✐s ♣r♦❢❡ss♦r ✇❛s ❈❡❡s ❲✐tt❡✈❡❡♥✳ ❍❡ s❡♥t ❙✐❝❝♦ ♦♥
❛♥ ✐♥t❡r♥s❤✐♣ t♦ t❤❡ ❯❙❆ t♦ ✇♦r❦ ❢♦r ▲♦❝❦❤❡❡❞ ▼❛rt✐♥ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥ ❋♦rt ❲♦rt❤
❚❡①❛s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♥s❤✐♣ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❙✐❝❝♦✬s ❛✛❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐✲
❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳

❆❢t❡r t❤❡ ✐♥t❡r♥s❤✐♣✱ ❈❡❡s ❲✐tt❡✈❡❡♥ ♦✛❡r❡❞ ❙✐❝❝♦ t♦ ❞♦ ❛ ▼❛st❡r✬s ♣r♦❥❡❝t
♦♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ t❤❡s✐s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❧❛✐❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ t❤❡s✐s ②♦✉ ❛r❡ r❡❛❞✐♥❣ r✐❣❤t ♥♦✇✳ ❆❢t❡r
✜♥✐s❤✐♥❣ ❤✐s ▼❛st❡r✬s ❞❡❣r❡❡ ✐♥ ✷✵✵✹✱ ❙✐❝❝♦ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❛s ❛
P❤❉ st✉❞❡♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❜② ❈❡❡s ❲✐tt❡✈❡❡♥ ❛♥❞ ▼❛t❤✐❥s ❞❡ ❲❡❡r❞t st✐❧❧ ✐♥ ❉❡❧❢t✳
❉✉r✐♥❣ ❤✐s P❤❉ ✇♦r❦✱ ❙✐❝❝♦ ❧❡❛r♥❡❞ ❛ ❧♦t ❛❜♦✉t ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✇r✐t✐♥❣ ♣❛♣❡rs✱
❛♥❞ t❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦✉rs❡s✳ ❍❡ ❛ss✐st❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡s ❡✈❡r② ②❡❛r✱ ♠♦st ♥♦t❛❜❧②
t❤❡ ❝♦✉rs❡s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❡♦r②✳

❙✐❝❝♦ ♥♦✇ ✇♦r❦s ❛s ❛ ♣♦st❞♦❝ ❛t ❊✐♥❞❤♦✈❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ❚♦♦♥ ❈❛❧❞❡rs ♦♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳



✷✸✵ ❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❱✐t❛❡



❙■❑❙ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥s s❡r✐❡s

✶✾✾✽

✶ ❏♦❤❛♥ ✈❛♥ ❞❡♥ ❆❦❦❡r ✭❈❲■✸✮ ❉❊●❆❙ ✲ ❆♥ ❆❝t✐✈❡✱ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❉❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❖❜✲
❥❡❝ts

✷ ❋❧♦r✐s ❲✐❡s♠❛♥ ✭❯▼✮ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❜② ●r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❇r♦✇s✐♥❣ ▼❡t❛✲■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✸ ❆♥s ❙t❡✉t❡♥ ✭❚❯❉✮ ❆ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲✐♥❣✉✐st✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❈♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲❛♥❣✉❛❣❡✴❆❝t✐♦♥ P❡rs♣❡❝t✐✈❡

✹ ❉❡♥♥✐s ❇r❡✉❦❡r ✭❯▼✮ ▼❡♠♦r② ✈❡rs✉s ❙❡❛r❝❤ ✐♥ ●❛♠❡s

✺ ❊❞✉❛r❞ ❲✳ ❖s❦❛♠♣ ✭❘❯▲✮ ❈♦♠♣✉t❡r♦♥❞❡rst❡✉♥✐♥❣ ❜✐❥ ❙tr❛❢t♦❡♠❡t✐♥❣

✶✾✾✾

✶ ▼❛r❦ ❙❧♦♦❢ ✭❱❯✮ P❤②s✐♦❧♦❣② ♦❢ ◗✉❛❧✐t② ❈❤❛♥❣❡ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣❀ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ◗✉❛❧✐t②
❈❤❛♥❣❡ ♦❢ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ Pr♦❞✉❝ts

✷ ❘♦❜ P♦t❤❛rst ✭❊❯❘✮ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❚r❡❡s ❛♥❞ ◆❡✉r❛❧ ◆❡ts

✸ ❉♦♥ ❇❡❛❧ ✭❯▼✮ ❚❤❡ ◆❛t✉r❡ ♦❢ ▼✐♥✐♠❛① ❙❡❛r❝❤

✹ ❏❛❝q✉❡s P❡♥❞❡rs ✭❯▼✮ ❚❤❡ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❆rt ♦❢ ▼♦✈✐♥❣ P❤②s✐❝❛❧ ❖❜❥❡❝ts

✺ ❆❧❞♦ ❞❡ ▼♦♦r ✭❑❯❇✮ ❊♠♣♦✇❡r✐♥❣ ❈♦♠♠✉♥✐t✐❡s✿ ❆ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ▲❡❣✐t✐♠❛t❡ ❯s❡r✲❉r✐✈❡♥
❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡t✇♦r❦ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s

✻ ◆✐❡❦ ❏✳❊✳ ❲✐❥♥❣❛❛r❞s ✭❱❯✮ ❘❡✲❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❙②st❡♠s

✼ ❉❛✈✐❞ ❙♣❡❧t ✭❯❚✮ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❙✉♣♣♦rt ❢♦r ❖❜❥❡❝t ❉❛t❛❜❛s❡ ❉❡s✐❣♥

✽ ❏❛❝q✉❡s ❍✳❏✳ ▲❡♥t✐♥❣ ✭❯▼✮ ■♥❢♦r♠❡❞ ●❛♠❜❧✐♥❣✿ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t
▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❉✐s❝r❡t❡ ❘❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

✷✵✵✵

✸❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✿ ❙■❑❙ ✲ ❉✉t❝❤ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❝❤♦♦❧ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❙②st❡♠s❀ ❈❲■
✲ ❈❡♥tr✉♠ ✈♦♦r ❲✐s❦✉♥❞❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐❝❛✱ ❆♠st❡r❞❛♠❀ ❊❯❘ ✲ ❊r❛s♠✉s ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t✱ ❘♦tt❡r❞❛♠❀
❑❯❇ ✲ ❑❛t❤♦❧✐❡❦❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❇r❛❜❛♥t✱ ❚✐❧❜✉r❣❀ ❑❯◆ ✲ ❑❛t❤♦❧✐❡❦❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ◆✐❥♠❡❣❡♥❀ ❖❯ ✲
❖♣❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t❀ ❘❯▲ ✲ ❘✐❥❦s✉♥✐✈❡rs✐t❡✐t ▲❡✐❞❡♥❀ ❘❯◆ ✲ ❘❛❞❜♦✉❞ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ◆✐❥♠❡❣❡♥❀ ❚❯❉
✲ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❉❡❧❢t❀ ❚❯✴❡ ✲ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❊✐♥❞❤♦✈❡♥❀ ❯▲ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t
▲❡✐❞❡♥❀ ❯▼ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ▼❛❛str✐❝❤t❀ ❯❚ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❚✇❡♥t❡✱ ❊♥s❝❤❡❞❡❀ ❯❯ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t
❯tr❡❝❤t❀ ❯✈❆ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ✈❛♥ ❆♠st❡r❞❛♠❀ ❯✈❚ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ✈❛♥ ❚✐❧❜✉r❣❀ ❱❯ ✲ ❱r✐❥❡ ❯♥✐✈❡r✲
s✐t❡✐t✱ ❆♠st❡r❞❛♠✳



✷✸✷ ❙■❑❙ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ s❡r✐❡s

✶ ❋r❛♥❦ ◆✐❡ss✐♥❦ ✭❱❯✮ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦♥ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❙♦❢t✇❛r❡ ▼❛✐♥t❡♥❛♥❝❡

✷ ❑♦❡♥ ❍♦❧t♠❛♥ ✭❚❯✴❡✮ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ❈▼❙ ❙t♦r❛❣❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

✸ ❈❛r♦❧✐❡♥ ▼✳❚✳ ▼❡ts❡❧❛❛r ✭❯✈❆✮ ❙♦❝✐❛❛❧✲♦r❣❛♥✐s❛t♦r✐s❝❤❡ ●❡✈♦❧❣❡♥ ✈❛♥ ❑❡♥♥✐st❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡❀
❡❡♥ Pr♦❝❡s❜❡♥❛❞❡r✐♥❣ ❡♥ ❆❝t♦r♣❡rs♣❡❝t✐❡❢

✹ ●❡❡rt ❞❡ ❍❛❛♥ ✭❱❯✮ ❊❚❆●✱ ❆ ❋♦r♠❛❧ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❈♦♠♣❡t❡♥❝❡ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r ❯s❡r ■♥t❡r❢❛❝❡
❉❡s✐❣♥

✺ ❘✉✉❞ ✈❛♥ ❞❡r P♦❧ ✭❯▼✮ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❇❛s❡❞ ◗✉❡r② ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

✻ ❘♦❣✐❡r ✈❛♥ ❊✐❥❦ ✭❯❯✮ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❢♦r ❆❣❡♥t ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

✼ ◆✐❡❧s P❡❡❦ ✭❯❯✮ ❉❡❝✐s✐♦♥✲❚❤❡♦r❡t✐❝ P❧❛♥♥✐♥❣ ♦❢ ❈❧✐♥✐❝❛❧ P❛t✐❡♥t ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

✽ ❱❡❡r❧❡ ❈♦✉♣é ✭❊❯❘✮ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❆♥❛❧②✐s ♦❢ ❉❡❝✐s✐♦♥✲❚❤❡♦r❡t✐❝ ◆❡t✇♦r❦s

✾ ❋❧♦r✐❛♥ ❲❛❛s ✭❈❲■✮ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✶✵ ◆✐❡❧s ◆❡s ✭❈❲■✮ ■♠❛❣❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ❉❡s✐❣♥ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✶✶ ❏♦♥❛s ❑❛r❧ss♦♥ ✭❈❲■✮ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡s ❢♦r ❉❛t❛❜❛s❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

✷✵✵✶

✶ ❙✐❧❥❛ ❘❡♥♦♦✐❥ ✭❯❯✮ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ◆❡t✇♦r❦s

✷ ❑♦❡♥ ❍✐♥❞r✐❦s ✭❯❯✮ ❆❣❡♥t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s✿ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❡♥t❛❧ ▼♦❞❡❧s

✸ ▼❛❛rt❡♥ ✈❛♥ ❙♦♠❡r❡♥ ✭❯✈❆✮ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛s Pr♦❜❧❡♠ ❙♦❧✈✐♥❣

✹ ❊✈❣✉❡♥✐ ❙♠✐r♥♦✈ ✭❯▼✮ ❈♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❉✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❱❡rs✐♦♥ ❙♣❛❝❡s ✇✐t❤ ■♥st❛♥❝❡✲❇❛s❡❞
❇♦✉♥❞❛r② ❙❡ts

✺ ❏❛❝❝♦ ✈❛♥ ❖ss❡♥❜r✉❣❣❡♥ ✭❱❯✮ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ❍②♣❡r♠❡❞✐❛✿ ❆ ▼❛tt❡r ♦❢ ❙t②❧❡
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✷✸✻ ❙■❑❙ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ s❡r✐❡s

✷✵ ❙❧✐♥❣❡r ❏❛♥s❡♥ ✭❯❯✮ ❈✉st♦♠❡r ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❯♣❞❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❙♦❢t✇❛r❡ ❙✉♣♣❧② ◆❡t✇♦r❦

✷✶ ❑❛r✐❛♥♥❡ ❱❡r♠❛❛s ✭❯❯✮ ❋❛st ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✉s❡✿ ❆ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❛❞♦♣t✐♦♥
❛♥❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥t❡r♥❡t ✐♥ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✵✶ ❛♥❞ ✷✵✵✺

✷✷ ❩❧❛t❦♦ ❩❧❛t❡✈ ✭❯❚✮ ●♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ♣❛tt❡r♥s

✷✸ P❡t❡r ❇❛r♥❛ ✭❚❯✴❡✮ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❲❡❜ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s

✷✹ ●❡♦r❣✐♥❛ ❘❛♠ír❡③ ❈❛♠♣s ✭❈❲■✮ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❋❡❛t✉r❡s ✐♥ ❳▼▲ ❘❡tr✐❡✈❛❧

✷✺ ❏♦♦st ❙❝❤❛❧❦❡♥ ✭❱❯✮ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥ ❙♦❢t✇❛r❡ Pr♦❝❡ss ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t

✷✵✵✽

✶ ❑❛t❛❧✐♥ ❇♦❡r✲❙♦r❜á♥ ✭❊❯❘✮ ❆❣❡♥t✲❇❛s❡❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛r❦❡ts✿ ❆ ♠♦❞✉❧❛r✱ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

✷ ❆❧❡①❡✐ ❙❤❛r♣❛♥s❦②❦❤ ✭❱❯✮ ❖♥ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❖r❣❛✲
♥✐③❛t✐♦♥s

✸ ❱❡r❛ ❍♦❧❧✐♥❦ ✭❯✈❆✮ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡♥✉s✿ ❛ ✉s❛❣❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

✹ ❆♥❞❡r ❞❡ ❑❡✐❥③❡r ✭❯❚✮ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❯♥❝❡rt❛✐♥ ❉❛t❛ ✲ t♦✇❛r❞s ✉♥❛tt❡♥❞❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

✺ ❇❡❧❛ ▼✉ts❝❤❧❡r ✭❯❚✮ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❝❛✉s❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦♥ ♣r♦❝❡ss✲❛✇❛r❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❢r♦♠ ❛ ❝♦st ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

✻ ❆r❥❡♥ ❍♦♠♠❡rs♦♠ ✭❘❯◆✮ ❖♥ t❤❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❋♦r♠❛❧ ▼❡t❤♦❞s t♦ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ●✉✐❞❡❧✐♥❡s✱ ❛♥
❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ P❡rs♣❡❝t✐✈❡

✼ P❡t❡r ✈❛♥ ❘♦s♠❛❧❡♥ ✭❖❯✮ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ t✉t♦r ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡✲
❧❡❛r♥✐♥❣

✽ ❏❛♥♥❡❦❡ ❇♦❧t ✭❯❯✮ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s✿ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ■♥❢❡r❡♥❝❡

✾ ❈❤r✐st♦❢ ✈❛♥ ◆✐♠✇❡❣❡♥ ✭❯❯✮ ❚❤❡ ♣❛r❛❞♦① ♦❢ t❤❡ ❣✉✐❞❡❞ ✉s❡r✿ ❛ss✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r✲
❡✛❡❝t✐✈❡

✶✵ ❲❛✉t❡r ❇♦s♠❛ ✭❯❚✮ ❉✐s❝♦✉rs❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❙✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥

✶✶ ❱❡r❛ ❑❛rts❡✈❛ ✭❱❯✮ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧s ❢♦r ◆❡t✇♦r❦ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✿ ❛ ❱❛❧✉❡✲❇❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤

✶✷ ❏♦③s❡❢ ❋❛r❦❛s ✭❘❯◆✮ ❆ ❙❡♠✐♦t✐❝❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❑♥♦✇❧❡❣❞❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✶✸ ❈❛t❡r✐♥❛ ❈❛rr❛❝✐♦❧♦ ✭❯✈❆✮ ❚♦♣✐❝ ❉r✐✈❡♥ ❆❝❝❡ss t♦ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❍❛♥❞❜♦♦❦s

✶✹ ❆rt❤✉r ✈❛♥ ❇✉♥♥✐♥❣❡♥ ✭❯❚✮ ❈♦♥t❡①t✲❆✇❛r❡ ◗✉❡r②✐♥❣❀ ❇❡tt❡r ❆♥s✇❡rs ✇✐t❤ ▲❡ss ❊✛♦rt

✶✺ ▼❛rt✐❥♥ ✈❛♥ ❖tt❡r❧♦ ✭❯❚✮ ❚❤❡ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇❡❤❛✈✐♦r✿ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❉♦♠❛✐♥s

✶✻ ❍❡♥r✐❡tt❡ ✈❛♥ ❱✉❣t ✭❱❯✮ ❊♠❜♦❞✐❡❞ ❆❣❡♥ts ❢r♦♠ ❛ ❯s❡r✬s P❡rs♣❡❝t✐✈❡

✶✼ ▼❛rt✐♥ ❖♣✬t ▲❛♥❞ ✭❚❯❉✮ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❖♥t♦❧♦❣② t♦ t❤❡ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ❆❧❧②✐♥❣ ♦❢
❊♥t❡r♣r✐s❡s

✶✽ ●✉✐❞♦ ❞❡ ❈r♦♦♥ ✭❯▼✮ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❆❝t✐✈❡ ❱✐s✐♦♥

✶✾ ❍❡♥♥✐♥❣ ❘♦❞❡ ✭❯❚✮ ❋r♦♠ ❞♦❝✉♠❡♥t t♦ ❡♥t✐t② r❡tr✐❡✈❛❧✿ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ t❡①t s❡❛r❝❤

✷✵ ❘❡① ❆r❡♥❞s❡♥ ✭❯✈❆✮ ●❡❡♥ ❜❡r✐❝❤t✱ ❣♦❡❞ ❜❡r✐❝❤t✳ ❊❡♥ ♦♥❞❡r③♦❡❦ ♥❛❛r ❞❡ ❡✛❡❝t❡♥ ✈❛♥ ❞❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐❡ ✈❛♥ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤ ❜❡r✐❝❤t❡♥✈❡r❦❡❡r ♠❡t ❡❡♥ ♦✈❡r❤❡✐❞ ♦♣ ❞❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❡✈❡ ❧❛st❡♥
✈❛♥ ❜❡❞r✐❥✈❡♥
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✷✷ ❍❡♥❦ ❑♦♥✐♥❣ ✭❯❯✮ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ■❚✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✷✸ ❙t❡❢❛♥ ❱✐ss❝❤❡r ✭❯❯✮ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ✈❡♥t✐❧❛t♦r✲❛ss♦❝✐❛t❡❞
♣♥❡✉♠♦♥✐❛
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✷✺ ●❡❡rt ❏♦♥❦❡r ✭❯❯✮ ❊✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❊q✉✐t❛❜❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛✐r tr❛✣❝ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣❧❛♥ r❡♣❛✐r
✉s✐♥❣ s♣❡♥❞❡r✲s✐❣♥❡❞ ❝✉rr❡♥❝②

✷✻ ▼❛r✐❥♥ ❍✉✐❥❜r❡❣ts ✭❯❚✮ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞✐❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❡❝❤ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✿ s✉r♣r✐s❡ ❞❛t❛
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✷✼ ❍✉❜❡rt ❱♦❣t❡♥ ✭❖❯✮ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ■▼❙ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❡s✐❣♥

✷✽ ■❧❞✐❦♦ ❋❧❡s❤ ✭❘❯◆✮ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s

✷✾ ❉❡♥♥✐s ❘❡✐❞s♠❛ ✭❯❚✮ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✲ ❖❢ ❛♥♥♦t❛t♦rs✱ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ❛❣❡♥ts✱
✉s❡rs✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❤✉♠❛♥s
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✸✺ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❚♦r❜❡♥✲◆✐❡❧s❡♥ ✭❯✈❚✮ ❉❡♥❞r✐t✐❝ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤❛♣❡s str✉❝t✉r❡

✷✵✵✾

✶ ❘❛s❛ ❏✉r❣❡❧❡♥❛✐t❡ ✭❘❯◆✮ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❈❛✉s❛❧ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ▼♦❞❡❧s

✷ ❲✐❧❧❡♠ ❘♦❜❡rt ✈❛♥ ❍❛❣❡ ✭❱❯✮ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❖♥t♦❧♦❣②✲❆❧✐❣♥♠❡♥t ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

✸ ❍❛♥s ❙t♦❧ ✭❯✈❚✮ ❆ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❊✈✐❞❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ P♦❧✐❝② ▼❛❦✐♥❣ ❯s✐♥❣ ■❚

✹ ❏♦s❡♣❤✐♥❡ ◆❛❜✉❦❡♥②❛ ✭❘❯◆✮ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥❛❧ P♦❧✐❝② ▼❛❦✐♥❣ ✉s✐♥❣
❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

✺ ❙✐❡ts❡ ❖✈❡r❜❡❡❦ ✭❘❯◆✮ ❇r✐❞❣✐♥❣ ❙✉♣♣❧② ❛♥❞ ❉❡♠❛♥❞ ❢♦r ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ■♥t❡♥s✐✈❡ ❚❛s❦s ✲ ❇❛s❡❞
♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❈♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ◗✉❛❧✐t②

✻ ▼✉❤❛♠♠❛❞ ❙✉❜✐❛♥t♦ ✭❯❯✮ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✼ ❘♦♥❛❧❞ P♦♣♣❡ ✭❯❚✮❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❱✐s✐♦♥✲❇❛s❡❞ ❘❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❍✉♠❛♥ ▼♦t✐♦♥

✽ ❱♦❧❦❡r ◆❛♥♥❡♥ ✭❱❯✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆❣❡♥t✲❇❛s❡❞ P♦❧✐❝② ❆♥❛❧②s✐s ✐♥ ❉②♥❛♠✐❝ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts

✾ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❑❛♥❛❣✇❛ ✭❘❯◆✮ ❉❡s✐❣♥✱ ❉✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡✲♦r✐❡♥t❡❞ ❙②st❡♠s

✶✵ ❏❛♥ ❲✐❡❧❡♠❛❦❡r ✭❯✈❆✮ ▲♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✶ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❇♦❡r ✭❯✈❆✮ ▲❡❣❛❧ ❚❤❡♦r②✱ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ▲❛✇ ✫ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜

✶✷ P❡t❡r ▼❛ss✉t❤❡ ✭❚❯✴❡✱ ❍✉♠❜♦❧❞t✲❯♥✐✈❡rstät ③✉ ❇❡r❧✐♥✮ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ●✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r ❙❡r✈✐❝❡s

✶✸ ❙t❡✈❡♥ ❞❡ ❏♦♥❣ ✭❯▼✮ ❋❛✐r♥❡ss ✐♥ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠s

✶✹ ▼❛❦s②♠ ❑♦r♦t❦✐② ✭❱❯✮ ❋r♦♠ ♦♥t♦❧♦❣②✲❡♥❛❜❧❡❞ s❡r✈✐❝❡s t♦ s❡r✈✐❝❡✲❡♥❛❜❧❡❞ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ✭♠❛❦✐♥❣
♦♥t♦❧♦❣✐❡s ✇♦r❦ ✐♥ ❡✲s❝✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❖◆❚❖✲❙❖❆✮

✶✺ ❘✐♥❦❡ ❍♦❡❦str❛ ✭❯✈❆✮ ❖♥t♦❧♦❣② ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✲ ❉❡s✐❣♥ P❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❖♥t♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ▼❛❦❡
❙❡♥s❡

✶✻ ❋r✐t③ ❘❡✉❧ ✭❯✈❚✮ ◆❡✇ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❈❤❡ss

✶✼ ▲❛✉r❡♥s ✈❛♥ ❞❡r ▼❛❛t❡♥ ✭❯✈❚✮ ❋❡❛t✉r❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❱✐s✉❛❧ ❉❛t❛

✶✽ ❋❛❜✐❛♥ ●r♦✛❡♥ ✭❈❲■✮ ❆r♠❛❞❛✱ ❆♥ ❊✈♦❧✈✐♥❣ ❉❛t❛❜❛s❡ ❙②st❡♠

✶✾ ❱❛❧❡♥t✐♥ ❘♦❜✉ ✭❈❲■✮ ▼♦❞❡❧✐♥❣ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❣❡♥t✲
▼❡❞✐❛t❡❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ▼❛r❦❡ts

✷✵ ❇♦❜ ✈❛♥ ❞❡r ❱❡❝❤t ✭❯❯✮ ❆❞❥✉st❛❜❧❡ ❆✉t♦♥♦♠②✿ ❈♦♥tr♦❧✐♥❣ ■♥✢✉❡♥❝❡s ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣

✷✶ ❙t✐❥♥ ❱❛♥❞❡r❧♦♦② ✭❯▼✮ ❘❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✷✷ P❛✈❡❧ ❙❡r❞②✉❦♦✈ ✭❯❚✮ ❙❡❛r❝❤ ❋♦r ❊①♣❡rt✐s❡✿ ●♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ❞✐r❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡

✷✸ P❡t❡r ❍♦❢❣❡s❛♥❣ ✭❱❯✮ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❲❡❜ ❯s❛❣❡ ✐♥ ❛ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

✷✹ ❆♥♥❡r✐❡❦❡ ❍❡✉✈❡❧✐♥❦ ✭❱❯✮ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❚r❛✐♥✐♥❣ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✷✺ ❆❧❡① ✈❛♥ ❇❛❧❧❡❣♦♦✐❥ ✭❈❲■✮ ✏❘❆▼✿ ❆rr❛② ❉❛t❛❜❛s❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ▼❛♣♣✐♥❣✧

✷✻ ❋❡r♥❛♥❞♦ ❑♦❝❤ ✭❯❯✮ ❆♥ ❆❣❡♥t✲❇❛s❡❞ ▼♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▼♦❜✐❧❡ ❙❡r✲
✈✐❝❡s

✷✼ ❈❤r✐st✐❛♥ ●❧❛❤♥ ✭❖❯✮ ❈♦♥t❡①t✉❛❧ ❙✉♣♣♦rt ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❊♥❣❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❲❡❜

✷✽ ❙❛♥❞❡r ❊✈❡rs ✭❯❚✮ ❙❡♥s♦r ❉❛t❛ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇✐t❤ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼♦❞❡❧s

✷✾ ❙t❛♥✐s❧❛✈ P♦❦r❛❡✈ ✭❯❚✮ ▼♦❞❡❧✲❉r✐✈❡♥ ❙❡♠❛♥t✐❝ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡✲❖r✐❡♥t❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✸✵ ▼❛r❝✐♥ ❩✉❦♦✇s❦✐ ✭❈❲■✮ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ q✉❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✲♦♣t✐♠✐③❡❞ st♦r✲
❛❣❡

✸✶ ❙♦✜②❛ ❑❛tr❡♥❦♦ ✭❯✈❆✮ ❆ ❈❧♦s❡r ▲♦♦❦ ❛t ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❚❡①t

✸✷ ❘✐❦ ❋❛r❡♥❤♦rst ❛♥❞ ❘❡♠❝♦ ❞❡ ❇♦❡r ✭❱❯✮ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✿ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣
❆r❝❤✐t❡❝ts ❛♥❞ ❆✉❞✐t♦rs

✸✸ ❑❤✐❡t ❚r✉♦♥❣ ✭❯❚✮ ❍♦✇ ❉♦❡s ❘❡❛❧ ❆✛❡❝t ❆✛❡❝t ❆✛❡❝t ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ■♥ ❙♣❡❡❝❤❄

✸✹ ■♥❣❡ ✈❛♥ ❞❡ ❲❡❡r❞ ✭❯❯✮ ❆❞✈❛♥❝✐♥❣ ✐♥ ❙♦❢t✇❛r❡ Pr♦❞✉❝t ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✿ ❆♥ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧
▼❡t❤♦❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤



✷✸✽ ❙■❑❙ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ s❡r✐❡s

✷✵✶✵

✶ ▼❛tt❤✐❥s ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ✭❯❯✮ P❛tt❡r♥s t❤❛t ▼❛tt❡r

✷ ■♥❣♦ ❲❛ss✐♥❦ ✭❯❚✮ ❲♦r❦ ✢♦✇s ✐♥ ▲✐❢❡ ❙❝✐❡♥❝❡

✸ ❏♦♦st ●❡✉rts ✭❈❲■✮ ❆ ❉♦❝✉♠❡♥t ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ▼✉❧t✐✲
♠❡❞✐❛ ❞♦❝✉♠❡♥ts

✹ ❖❧❣❛ ❑✉❧②❦ ✭❯❚✮ ❉♦ ❨♦✉ ❑♥♦✇ ❲❤❛t ■ ❑♥♦✇❄ ❙✐t✉❛t✐♦♥❛❧ ❆✇❛r❡♥❡ss ♦❢ ❈♦✲❧♦❝❛t❡❞ ❚❡❛♠s
✐♥ ▼✉❧t✐❞✐s♣❧❛② ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts

✺ ❈❧❛✉❞✐❛ ❍❛✉✛ ✭❯❚✮ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ◗✉❡r✐❡s ❛♥❞ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❙②st❡♠s

✻ ❙❛♥❞❡r ❇❛❦❦❡s ✭❯✈❚✮ ❘❛♣✐❞ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱✐❞❡♦ ●❛♠❡ ❆■

✼ ❲✐♠ ❋✐❦❦❡rt ✭❯❚✮ ❆ ●❡st✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❉✐st❛♥❝❡

✽ ❑r③②s③t♦❢ ❙✐❡✇✐❝③ ✭❯▲✮ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ■♠♣r♦✈❡❞ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ❋r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❋r❡❡ ❙♦❢t✇❛r❡✳ Pr♦✲
t❡❝t✐♥❣ ✉s❡r ❢r❡❡❞♦♠s ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛♥❞ ❡●♦✈❡r♥♠❡♥ts

✾ ❍✉❣♦ ❑✐❡❧♠❛♥ ✭❯▲✮ P♦❧✐t✐ë❧❡ ❣❡❣❡✈❡♥s✈❡r✇❡r❦✐♥❣ ❡♥ Pr✐✈❛❝②✱ ◆❛❛r ❡❡♥ ❡✛❡❝t✐❡✈❡ ✇❛❛r❜♦r❣✐♥❣
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