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EIN SATZ UBER KOENDLICH ERZEUGTE RZ-MODULN

TAKESHI ONODERA
(Received March 4, 1971)

C.W.Curtis [1] und K. Morita [ 2] haben den folgenden Satz bewiesen:

SATZ. Seien R Quasi-Frobenius Ring und zM treuer, endlich erzeugter, projektiver
R-Linksmodul. Dann ist S= End (zM), der Endomorphismenring von M, Quasi-
Frobenius Ring.

Spiter stellten Rosenberg-Zelinsky [5] das folgende Ergebnis auf:

SATZ. Seien R Quasi-Frobenius Ring und M endlich erzeugter projektiver R-
Linksmodul. Wenn jedes einfache epimorphe Bild von pAM isomorph zu einen
Untermodul von M, dann ist S= End (zM) Quasi-Frobenius Ring.

Das ist offenbar eine Verallgemeinerung von Curtis-Morita.

Im Anschluss an R.L. Wagoner [7] nennen wir einen R-Linksmodul pM einen
RZ-Modul (= Rosenberg-Zelinsky Modul), wenn es zu jedem einfachen Bild von
=M einen isomorphen Untermodul in M gibt.

Kiirzlich hat R.L.Wagoner [7] eine Verallgemeinerung des Satzes von
Rosenberg-Zelinsky mitgeteilt, wobei vom Ring R nur vorausgesetzt wird, dass er
kogenerator ist. Da der Beweis dafiir noch nicht erschienen ist, mochte ich hier
einen Beweis mitteilen.

Es soll der folgende Satz bewiesen werden.

SATZ. Seien R® ein Ring und pP ein koendlich erzeugter®, projektiver,
injektiver RZ-Modul. Dann ist S=End (zP) als S-Linksmodul injektiver

Kogenerator.

BEMERKUNG. Dann ist fiir jede natiirliche Zahl 7, zP™(= direkte Summe
von 7-Kopien von zP) auch koendlich erzeugter, projektiver, injektiver RZ-Modul.

Den Beweis bereiten wir durch folgendes Lemma vor.

L In dieser Arbeit haben alle Ringe ein 1-Element und alle Moduln sind unitir.
2 Ein R-Linksmodul P heisst koendlich erzeugt, wenn zu jeder nichtleeren Menge {Na}acn
n

von Untermoduln Nu von gP mit N Na=0 jeweils endlich viele a;, .., an mit N Ng=0
i=1

ae A =
existieren, oder gleichbedeutend, wenn der Sockel ven grP endlich erzeugt und grosser
Untermodul von gP ist.
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LEMMA 1. Sei zP R-Linksmodul wie im Satz. Dann ist jeder einfache
Untermodul von pP ein epimorphes Bild von pP.

BEWEIS. Da der Sockel von P eine endliche direkte Summe von einfachen
Untermoduln ist, ist zP die direkte Summe der injektiven Hullen dieser einfachen
Untermoduln. Da diese auch projektiv sind, sind sie isomorph zu Re,, wobei

e, primitives Idempotent von R ist. Also seien pP= EB Re, und R, der kleinste
Untermodul (# 0) von Re,. Sei N das Jacobson- Radlkal von R. Wegen

Re,/Ne, =~ Re;/Ne; = Re; =~ Re; & N, =N,

ist dann die Zahl der nichtisomorphen einfachen epimorphen Bilder von P gleich
der Zahl der nichtisomorphen einfachen Untermoduln von P und da jedes einfache
Bild von ;P isomorph zu einen Untermodul von P ist, ist jeder einfache
Untermodul von P ein epimorphes Bild von RP.

BEWEIS DES SATZES. Der Beweis besteht von zwei Schritte.

1 Schritt: Sg ist S-Ring in Sinne von F.Kasch, das heisst, fiir jedes maximale
Rechtsideal t von S ist der Linksannulator /4(x) von t in S nicht Null.

Angenommen, der Linksannulator /5(x) von t in zP ist gleich Null. Da P
koendhch erzeugt ist, gibt es endlich viele Elemente a;, -++, a® von ¥, so dass

0= mlp (a,S lp(Za S). Da P injektiv ist, folgt daraus, dass S=r7g0)

=rgp (Za S) = ZaSCr Das ist ein Widerspruch. Da Zp(t) nicht Null und

1=1
=P koendlich erzeugt ist, gibt es einen einfachen Untrmodul t von [/p(r). Nach

Lemma 1, gibt es dann ein (0 +~)s€.S, so dass M=Ps. Daraus folgt, daB Pst=0
und folglich st =0, das heiB3t, /s(r) =0

2 Schritt: Jeder endlich erzeugte S-Linksmodul ist S-torsionslos.

Zuerst zeigen wir, daB3 fiir jedes Linksideal [ von S gilt I #({)=1(I ({)=Iss(1)).

Es gilt Homg(P, Plr({)/Pl)=0. Angenommen, Hom, (P, PLY(l)/Pl)#0
und sei f ein von Null verschiedenes Element von Homjy (P, Plv(l)/Pl). Da
f(P) endlich erzeugt ist, gibt es ein einfachen Untermodul R von P, so da N
ein epimorphes Bild von f(P). Da P injektiv ist, existiert ein Element s, €S, so
dass Plr(l)s; # 0 und Pls, =0 (siche Diagramm).

2P —

1= (v)

Plr{l) ————=Pir(l)/P1

.

&P > f(P)
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Daraus folgt, daB3 /7({)s;#0 und Is;=0. Das ist ein Widerspruch. Aus Exaktheit

von

0—> P{—> Plr(l)—> PIr(l) /Pl—>0

folgt die Exaktheit von
0—Hom (P, Pl)—>Hom (P, Pir(l))—Hom (P, Pir(l)/Pl)=0.

Daraus folgt, da§ Hom (P, Pl)=Hom g(P, Pir(l)). Da Ps Generator ist, gilt
dann [=[r(l). (siche [4] Lemma 1).

Da zP™ auch koendlich erzeugter, projekiver, injektiver RZ-Modul ist, gilt
fiir jedes natiirlich Zahl 7z und jedes Linksideal [ von (S), Ir(I)=1, wobei (S),
n-dimensionaler Matrizenring iiber .S ist. Daraus folgt, daf3 jeder endlich erzeugte
S-Linksmodul S-torsionslos. Zum Beweis geniigt es folgendes Lemma zu zeigen.

LEMMA 2. Seien zP Progenerator und S=End (rP). Wenn fiir jedes
Linksideal | won S gilt Ir({)=1\, dann ist jedes epimorphe Bild wvon pP

R-torsionslos.

Setzt man in Lemma 2 R=S, P=S™, S=(S),, dann folgt unmittelbar die
Behauptung, da jeder endlich erzeugte S-Linksmodul ein epimorphes Bild von S
ist.

BEWEIS VON LEMMA 2. Da P Progenerator ist, gibt es zu jeden Untermodul
U von 2P ein Linksideal [ von S, so daB U= Pl (siche [4] Satz 4). Seien P,
ein Element von P, das nicht in Pl enthalten ist, und Pl+ Rp, = Pl, wobei {
ein Linksideal von S. Da P[Pl ist (2. Nach Voraussetzung, gibt es dann ein
Element s, von 7(I), das nicht in 7(I) enthalten ist. Dann induziert s, ein
R-Homomorphismus 3, von P/Pl in zP, so da3 5,5 = pos¢ #0. Da P projektiv
und folglich R-torsionslos ist, gibt es ein f€ Homg(P, R), so daB f{p.S) #O0.
Daraus folgt, dass P/l R-torsionslos ist.

Da Ss S-Ring und jeder endlich erzeugte S-Linksmodul S-torsionslos ist, folgt
dann, daf3 &S injektiver Kogenerator ist (sieche z. B. [4] Lemma 5). Der Beweis
des Satzes ist damit vollsténdig.

Folgerungen:

FOLGERUNG 1 (Rosenberg-Zelinsky). Seien R Quasi-Frobenius Ring und P
endlich erzeugter projektiver RZ-Modul. Dann ist S=End (zP) Quasi-Frobenius

Ring.

FOLGERUNG 2. Seien R zweiseitiger Kogenerator und zP endlich erzeugter
projektiver RZ-Modul. Dann ist S=End (zP) zweiseitiger Kogenerator.
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BEWEIS. Nach Voraussetzung ist zR und folglich P injektiv und koendlich
erzeugt.  Daraus folgt, daB sS injektiver Kogenerator ist. Sei nun P¥%=
Hompg(P, R). Dann ist P} koendlich erzeugt, projektiv und injektiv. Sei jetzt
PxPyr>x, f—(x, f)=f(x) das reguldres skalares Produkt iiber PxP* in
R. Seien U ein maximaler Untermodul von P%und U = {x€ P, (x, 1)=0. Da
R zweiseitiger Kogenerator ist, wie leicht zu priifen, ist dann U minimaler
Untermodul von P und gilt U*: = Hom, (U.L, R)p= (P*/W)y (sieche [3]). Da
PP RZ-Modul ist gibt es einen maximalen Untermodul 9 von P, so daf
U= z(P/M). Daraus folgt, daB (P*/U)z=(n)5=(P/MEi=M% Folglich
ist P% ein RZ-Modul. Ferner, da P endlich erzeugt und projektiv ist, gilt
S =End (P%). Daraus folgt dass S injektiver Kogenerator ist.

S=End (P}) ergibt sich bekanntlich folgendenmaBlen: Von Dual-Basis-Lemma
gibt es py, <+, pocgPund fi, +++, fne Pt so daB fiir jedes Element x von
#P gilt =3 fi(x)p,. Seien @ ein Endomorphismus von P% und s, der

i=1

Endomorphismus von pP, so dal xs, = nz @(fi)(x)p, xe pP. Dann gilt flxs,)

= S o AIf2) = (SelMR) @) = @ (SSA120) (@)= @l )e), £ P

Daraus folgt, dass s; f=@(f). Ferner sei s ein Element von S. Dann, da P
R-torsionslos ist, aus sP% =0 folgt unmittelbar s = 0.

FOLGERUNG 3. Seien R injektiver Kogenerator und P endlich erzeugter
projektiver RZ-Modul. Dann ist S = End (zP) injektiver Kogenerator.

FOLGERUNG 4. Seien Ry artinsch (oder zR artinsch) und P endlich erzeugter
projektiver injektiver RZ-Modul. Dann ist S = End (zP) Quasi-Frobenius Ring.

BEWEIS. Nach dem Satz ist ¢S injektiver Kogenerator. Da es einen
Verbandisomorphismus vom Verband von Untermoduln von Pg in den von Rechts-
ideale von R gibt, ist ferner Ps notwendig artinsch (und noethersch) (siehe [4 ]
Lemma 2). Da P endlich erzeugt ist, ist Sy artinsch. Daraus folgt, daBB S
Quasi-Frobenius Ring ist.

Kiirzlich hat E. A. Rutter einen endlich erzeugten projektiven injektiven RZ-
Modul als PF-Modul bezeichnet ([6]) und folgenden Satz bewiesen.

SATz (E. A.Rutter). Seien P PF-Modul und S=ZEnd (xP). Dann ist
S injektiver Kogenerator und pP= P ®---®P, mit P,/NP, einfach fiir
i=1, <+, n, wobei N das Jacobson-Radikal wvon R ist.
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Offenbar ist jeder koendlich erzeugte projektive RZ-Modul ein PF-Modul.
Umgekehrt, sei zP PF-Modul. Da P,/NP,=~P;/NP; & P,= P; gilt und jedes
einfache epimorphe Bild von P isomorph zu einen einfachen Untermodul von gP ist,
enthilt jedes P, ein kleinsten Untermodul (# 0). Daraus folgt, dass P koendlich

(2

erzeugt ist.
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