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Zahlentheorie (I)
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In der analytischen Zahlentheorie spielen die Modultransforma-
tionen gewisser Lamberischer Reihen seit langem eine bedeutende Rolle.
Klassigeh ist die Transformationsformel der Dedekindschen Funktion
#(x), die r nach — 7! trangformiert. Die Wichtigkeit der Untersuchung
des Verhaltens gewisser Funktionen bei der Modultransformation 7 = — ™
besteht bekanntlich darin, daf -diese Reziprozititsgeseize Hilfsmittel
bei der Berleibung asymptotischer Aussagen in der additiven Zahlen-
theorie sind. Man denke etws an die Hrgebnisse von Hardy, Wright,

Rademacher und Iseki in der Theorie der uneingeschrinkten Zerfillungen.

Aber auch in anderen Gebieten der Zahlentheorie fanden Reziprozi-
titsgesetze spezieller Lambertreihen Anwendung. Hier sei z. B. an die
Abschitzung der gquadratischen bzw. biquadratischen Mitielwerte der
Riemannschen Zetafunktion durch Atkinson bzw. Bellman mititels
der Wigertschen asympiotischen Funktionalgleichung fir die Lambertsche
Reihe

o

D
g—zmlmum_l

. . n=1
erinnert. ; :

Die Bedentung solcher Reziprozititsgesetze spiegelt sich in einer
Vielzahl von Versffentlichangen wieder, die sich iiber die letzten 60
Jahre gleichmiiBig verteilen. Gerannt seien hier z. B. die Arbeiten von
Wigert (Acta Math, 41, 1911), Landau {Areh. d. Math. u. Phys. 27,
1928), Kluyver (1921), und in letwmter Zeit die Verdffentlichungen wvon
Guinand, (Quart. Journ. Oxf. Ser. XV, 1044), Figzcher (Pacific Journ.
Math. 1, 1951), Biegel (Mathematika 1, 1954), Rademacher (Journ.
Ind. Math. Soc. N. 8. 19, 1955), Iseki {[7], [8]), und Apostol {Duke
Math. Journ. 17, 1950, Proc. Am. Math. Soc. 15, 1964).

All diesen Arbeifen ist gemeinsam, daB -sie die Darstellung der zu

" untersuchenden Funktionen als Lambertreihe oder, wie bhel Iseki, als
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verallgemeinerte Lambertreihe zum Ausgangspunkt der Betrachtungen
wiihlen. In [6] habe ich mit einem Verfahren von Siegel gewisse Verall-
gemeinerungen der bekannten Funktionalgleichungen bewiesen. ITilfs-
mittel waren damalg Verallgemeinerungen der von Maier in Math.
Annalen 113 (1936) eingefithrten Gitterfunktionen. REntscheidend
fiir die ng’fé’mhigkei‘c der damals benutzten Methode war die analytische
Abhéngigkeit der untersuchten Funktionen von einer komplexen Varia-
blen s. Durch Spezianlisierong auf ganzzahlige ¢ erhielt man eine Raihe
bekannter wund nener Funktionalgleichungen. In dieser Avbeit sollen
Verallgemeinerungen der frither untersuchten Funktionen betrachtes
werden. In den ersten zwei Paragraphen unfersuchen wir Verallgemeine-
rungen der oben erwihnten Gitterfunktionen tnd der in [57] Detrachieten

Funktionen V{w;s;e, ) und H(w;s;«, #), namlich Q(cu; 8} :,i) and

U( s} 8; Z,ﬁ ) Die Einfithrung neuner Parameter gibt uns die Mdglichkeit

durch Spezialisierrng alle in dieser Richtung bekannten Rrgebnisse
wiederzufinden. Entscheidend fiir die einheitliche Merleitung der erwithnten
Reziprozititsgesetze erweist sich ein Zusammenhang zwischen den TFunk-
tionen U und ¢ (s. (2.11)), der sich im wesenlichen aus der Theorvie
der Gitterfunktionen iibertriigt. In Paragraph 8 werden diese Funktioien
so abgedndert, dal die Polstellen bezgl. der Variablen s verschwinden.
Diese Funktionen §* und U* haben aber die bemerkenswerte Tigenschaft,
daf sich der Zusammenhang zwischen @ nnd U auf @ und U* ungesindert
fbertriigt. Hiermit sehlielt Teil 1. _

Allein dieser Zusammenhang wird. es uns in Teil TT erlanben, Verall-
gemeinerungen der Ergebunisse von [6] durch einfache Spezialisierung
der Variablen s herzuleiten wnd damit alle in dieser Richtung bekannten
Reziprozititegesetze wiederzufinden.

§1
1.1. In Verallgemeinernng von [6] betrachten wir die Tunktion
. @ - -
w Q(osss3l) =20 S totgrutr o prre
=0
fur

() Bely) =o>2"+p™y fargle)l<m; 0<a,f<1 , atf £ 05

Ay, > 0.
Nach einem bekannten Satz von Bisenstein (J ournal £ Math., XXXV

(1847) 8. 165) konvergiert diese Reihe unter den Vorausgetzungen (2)

in jedem endlichen Teilbereich von larg{w)| < 7 absolut und gleich-
mébig,
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| Unmittelbzir_ aus (1) ergeben sich die folgenden Symmetrieeigen-
schaften -

(3) : Q(w”; s;g,ﬁ) = 0'¢ (w; S;f:f;}
und
' *m‘swsg(_w;&ﬁ’;’)’ 0 < arg(o) < =,
W e, ‘) “
G

e”iSwSQ(mw; S;ﬁ,a), C—m o arg(w) << 0.
wa
1.2. Zur Herleitung einer ersten Integraldarstellung fiw @ hetrachten
wir die Hilfsfunktion

(5) (u,l) Zexp (—(g+ w)*u)
unter den Bedingungen 1> 0, 0 {a<<1, Re(u) >0
Nun ist

(6) e - L fa‘sf'{s)ﬁ'sds =M{a*I'(s); 4}, Rela)>0,

27 3
wobel, wie auch im folgenden, e eine beliebige positive Zahl bedeute
und das Integral lings der Vertikalen durch & von e—4co his e-l-4co
zu erstrecken ist., Wendet man das auf (5) an, so erhilt man nach der
(erlaubten) Vertauschung von Summati{m und Integration

a
(7 x(ﬂ'i;u) omi f w (85 a)ds+ Oy

(A~l4g

wobei &, das Kroneckersymbol sel und, wie auch weiterhin,
1, (s, 0) =I{s)

und £{s, ¢), {(s, 1) = ({8} die Hurwitzsche hzw. memmsehe Zetafunktion
selen (8. etwa [2]).

Wendet man auf die Surmmnanden von (1) mit @ = w(g+ af 4 (h+ ¥
die durch Mellinsche Integralumkehr sus (6) folgende Beziehung _

pals, a) = I'(8)i{As,0), O<ax

a”sl(s) = WM~ (e 5), Rela)> 0,

an, sc erhilt man nach Vertanschung von Sumimation und Integration

(8) @(w; s ﬁﬁ) - zm(x(m-u; j)x(%;ﬁ); s).
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Wegen Re{a) > 0 hat man in Verschirinng von (2) noch zu fordern:
larg(w)| << =/2. Die Konvergenz des Infegrals fir o> A7+t ergibt
sich aus dem Verhalten von yx bei u = 0. Durch Linksverschieben des
Integrationsweges in' (7) iber die Polstelle # = i~ des Integranden
ergibt sich naeh ([3], Satz 2, 8 116} ndmlich

x(u;;) =IA+1 e P4 g+ 0wn), 0<p<l, 0.

Die Infegraldarstellung (8) wurde in [5] im Falle A= u =1 zur ana-
" lytischen Fortgetzung von § bzgl. s verwendet. Dasselbe Verfahren ist
hier nicht anwendbar, -da die im Integranden auftretenden Funktiomen

x(u, Z) fir 4 51 und fir Re(u) < 0 gar nicht definiert zu sein brauchen.

1.3. Zwecks analytischer Fortsetzung von @ bzgl s beachten wir,
daB nach (7) gilt '

'PA(S; @) ;m?(x(zt; ;); s).

Nun kann man den komplexen Faltungssatz fiiv Mellintransformationen
(s. etiwa [4], 8. 414, Safz 4) anwenden. Es ergibt sich sofort

1
9 Q(w;s;i,ﬁ) = P {J‘m Yoy a)o, (s —u, f)du

= qu(%w’ ), (s — 1y B);

w, At<e<o—pt

falls man vorerst neben (2) noch af > 0 forderﬁ. Die Tille a == 0 oder

f = 0 lassen sich auf die Fille ¢ = 1 bzw. § = 1 zuriickfiihren, da nach
(1) gilt :

) efussiy ) =afossi ) rmnm 8o,
baw. :
) Qfosai§op) = @fosss o) Faats, e, a0,

“Im Hinblick auf gpitere Anwendungen wollen wir § auch fir ¢« = =0
einen Sinn zulegen:

(10,) . Q(w 3)3:’2) Q(w 3;]]-_: )+‘P;:( )-|—(p;_(8)w s

Man tiberzeugt sich sofort, daf (3.4) auch fiir diesen Fall Giiltigkeit haben.
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1.4. Die Darstellung (9) erlaubt es uns anf Grund der Sitze 4 aus
([4], 8. 414) und 1 aus-([3], 8. 137) die Singularitdien von ¢ bzgl. ¢ aus
denen von ¢,{s, a} und ¢,(s, §) zu bestimmen.

Damit kann man die analytische Fortsetzung von @ in die gesamte
¢ — THhene vornshmen.

Da o™ *g,(s, a) einfache Polstellen bei

si =41 und §,=—», »=0,1,39,
mit bzw. den Residuen
¥, =TA+i e 1, = (=L
und ¢,(s, f) einfache Polstellen bel
s =ut wmd s, =-—g, ¢=0,1,2,..
mit bzw. den Residuen
7 2t -1 " (.“l)q
=047 = {(—ug, §)

besitzt, haben wir den

SATZ. @ ist eine meromorphe Funkiion von s. Q hat einfache Polstellen
bei s,, = s,-+s, mit den Residuen v,r, (s.0.). Falls s,, = s,, fir (v, o)
= (v', ¢') s0 sind olle zugehirigen Residuen zu addieren. Fir aff = 0 sind
die sich wzusdizlich aus (10,)-(10,) ergebenden Polstellen zu beriichsichtigen
(v;o0=1,0, __17 =2,..).

§2

21, In Vera.llgememerung von ([b], §1, (1)) definieren wir die
Funktion

;1) ' U(a 55" 5 ) = g_‘; g[(g-kﬁ)“r w(h+ )]
ity
o> A uh Ayu=>0, p=py+2k, 0y <2, 0 k=0(1);

2
s, fxl, atp{l—F) +0;

Wie in § 1 beweist man die Konvergenz der Reihe (1) in jedem endlichen
Teilbereich von w(u,—1) << arg{w) < =.
Nach (1) und (1.1) gilb

T (p, —1) < arg(w) < =.

V (—

YLl L By —1F (bt ') 4Q.
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Wegen
+ <
o (_)W,LLD, OQMO(\{:)]*)
“argy( ”‘1)(_) = o+ ’
: — 2 < 2
(W)Tc (.”0 )? (<)MD

gilt; fiiv die eckige Klammer in der exsten Sunune —w < fhrg(,[ 1< (@ o).
‘Wetter ist

n(py—1) < avgy (1) +arg,l 1<I=, Oy sl,
m{uy—3) < argy( —1)' +arg,[ 1< —=n, L1<p<2.
Damit wird
{ }As — e—ni,un.ﬂ[ ]—s

und wir erhalten die Funktionalgleichung

(3) U(w;S;g, ﬁ) =Q(w;a’~';g, ﬁ)ﬂ‘“"*’"SQ ( g s ;3 ! yﬁ)
Da die rechte Seite von (3) fiir alle s einen Sinn hat, kann (3) zur analyti-
schen Portsetzung von U bzgl. s verwendet werden. Mit dem Babtz aug
§ 1 ergibt sich der '

Sarz 1. U ist eine meromorphe Funktton von s mit hichstens einfachen
Polstellen in der endlichen s-Fbene.

2.2. Der Zusammenhang (6) in Verbindung mit der Integraldarstel-
lung (1.8) liefert sofort eine Integraldarstellung fir U:

27

W U= (o™, gl s H)+ g, -, 1),
@ :

Ml<e<o—p,

wobei neben- (2) noch zusitzlich of(1—p) # 0 gelte. Die Fille o = 0
oder f{1—p) = 0 lasgen zich vermdge (3) und (1.10,)-(1.10,) erledigen.
Damit hat man auch die Moglichkeit die Funktion U flire = f(1—4) = 0
zu definieren:

(5) . U(m;s; g, 2) = U(cu 83 1" )+w#(q)(1+e—nmu03)

Die wichtige Funktionalgleichung (3} bleibt auch fiir diesen Fall richtig,
wie man sofort nachrechnet.

Bemerkungen. 1. Der Gilltigkeitshereich von (4) bzgl. ¢ 148t gich
dadurch vergréfBern, daf man den Weg in eine von —{oo nach --ioco
lanfende Kurve deformiert, die rechts von A7 und linky von g-—-p7!
verliuft. Dann gilt sie fie alle s¢{— oo, 71 u™].
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2. Eine Vereinfachung von (4) ergibt sich fiir 0 < g < 2. Dann ist
@ = o und man kann die Lerchsche Funkiionalgleichung (s. [2], 8. 29, (7))
pls, £)+e (s, L—w) = {(—2mi)’ g (2},
verwenden.
Hier ist {{x) der fiir ¢ > 0 durch

Ol

b ezm':a:n'
o= 5
o) = Y
n=1
definierte Polylogarithmus. Man erhilt
1 - o
(6) U= 5 o e, (u, o) (— 2me)HC ”)Zl_,‘[s_u)(ﬂ)x

M—l)—{-’(g'_ﬂ—l)—

I's—u I(s) -
X B Ut Badals, )07+ Gl 2Tl

3. Wird speziell y = 1 gewihlt, so tritt im Integranden von {6)
rechts vom Wege nur die Polstelle % = s auf und diese auch-nur, falls
A(t—pB) = 0 ist. Schiebt man den Weg iiber diese Polstelle hinweg und
willt ihn so, daf fiir alle s die Polstellen des Integranden links vom Wege

liegen, also etwa (¢) mit ¢ > Max(i™, ¢), 5o erhalt man fiir
(7N ' 0<arg(w)<nm; 0<i; O0<KLa, K1

und alle s die Darstellung

(6,) , U(ﬂ’i‘g} ;: g)
1 | —u S\§—10 s
=5 f o (—2mif T g (0, @)l s (B) B+ B ( —2mE)°T,_ (B).
" gelri-1yy

Das Ist flir 4 = 1 das Ergebnis aus ([6], § 1, (3",
man aus (6,) den

4") und wie dort gchlieBt

SATZ 2. U(m;s;?,'f)‘ist fir (7) umd a-+g(1—pB) #£0 eine ganze

transzendente Funkiton von s. U(w H 2, 0) = U(w 85 4 ';i) ist eine mero:

morphe Fwn,M@m von §. Sie besitet einen einfachen Pol mit dem Remduum
—1 bet 5 = 0.

' 2.3. In den Anwendungen fir die Zahlentheorie spielen-die Darstel-
lungen von Spezialfillen der Funktion U als Lambertreihen oder verallge-
meinerte Lambertreihen eine besondere Rolle. Bei uns ist dag nicht der

Fall. Trotzdem wollen wir, Wemcrstens in Spezialfidlen, den Zusammenhang
herstellen, .

3 — Acta Arithmetica X¥X.3
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Tyigt man in (6;) fir £{Au, ) und fiw I, () ihre Reihendarstel-
lungen ein und vertauschi man die Reihenfolge von Integration und
Summation, so ergibt sich

U(m; 83 ;,g)

L S
= ( —2mi)* 3! \} e f [ —2ad ea (o -+ ) ] () do -
Al od KRBT
w=0 k=1 (ol -+A-T4+1)

8o ( =27l (B).

Mit {1.6) ergibt das den
BaTz 3. Fir

{(8,) 0<Ehl“g(_0))<.71; 0<d; O0=<e,f=<1
gilt '

a s < y
(%) U(m; S;A’g) = (-2} ,,;Z:u 11-3((??@—%-@)160 +ﬂ)

Man beachte, daBl fix « = 0 nach Vereinbarung die Hurwitzsche
durch die Riemannsche Zetafunktion zu ersetzen ist und daf der Term
8, in diesem Falle das Glied der Summe fiir m =0 beisteuert.

Wir ¢ = 0 ist das die Darstellung in [8], speziell £iir A == 1 die in [7].

Letztere 1iB% sich noch in eine etwas andere Form bringen, wenn man

fiir.1,_, die Reihendarstellung ecintrégt nnd die Reihenfolge der Summa-
tionen vertauscht. Dapn ervhilt man durch Aufswnmieren einer geo-
" metrischen Reihe sofort

‘ Enl.k - f)
(92) 27“" ;‘1 ks o 2’:“’ o
7‘/’_‘
fiir
(8,) 0<f1.1g(m}< n; O0<a ,ﬁ/ ;o o< 0f 0=0.

Diese Darstellung macht die Be/elchnuncr verallgemeinerte Lamber-

treihe verstindlich. Fér a == f = L erhiilt man die bekannten in [9]
untersuchten Reihen, die filr speszielle ganzzahlige s in [6] dislutiert
wurden. ' .
Bine Verallgemeinerung von (2) aunf U liegt auf der Hand. Man
trage in (4) die Reihenentwicklungen von @, und ¢, ein und vertausthe
Summation und Integration. Die dann auftrebenden Hilfsfunktionen sind
aber keine [-Funlctionen, sondern Verallgemeinerungen derselben und
das Stodium dieser Funktionen und der mit ihnen gebildeten Reihen
goll in dieger Arbeit unterbleiben.

mit Ul(a);s;l,g) = U;{CD;SE a?ﬁ)
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2.4 In Verallgemeinernng von ([51); §2, (9)) wollen wir jetzt einen
Zusammenhang zwischen U7 und @ herleiten, der im Hinblick auf An-
wendungen von groBer Wiehtigkeit ist. Wir beweisen den ‘

Sarz 4. Fiir

_ m{py—1) < arg(w) < m;
(10} ' 0<,um,uo~]—2k 0< i ~y0+91 0

,1=0,1, 0‘ S,
gilt die If’unhtwnalglewhmrg ' B

(11) U(m;s;;,ﬂ)TU(m S, )—{—
N LIRS a1
e

V. p—wings 7T, —1. ﬁ l—a m - 1— \ ;
Te o (U(B “ow IJS;/-L: i )+U(B #0 gy 15 Siﬁ: Aa))]
—2aminge . ¢

Bemelkung Man beachte, dal die Bedingung (1) bzgl. 1 und g
bedeutet, daB 2 ==pu (2) gelten muB.

Beweis, Fir a(l —a) —I—ﬂ(l ﬁ) =0 wende nan aui die. linke Seite
von (11) die Bezichung (3) an. Dadurch‘entsteht eine Linearkombination
von 16 @-Funktionen. Unter Verwendung von (67" 0p)® = ¢~ "W0® o
und e = (gm0 cu) und {1.3) bleibt die rechte Seite von (11) ubng

Da U auch fiir ¢+F(1~f) = 0 einen Sinn hat, kann man die linke
Seite von (11) anch fir a(l—a)+ (1 —f) =0 bﬂden und da die Fonktio-
nalgleichungen fir ¢ auch fiir « = f = 0 richtig bleiber, und (3) anch
fiir a--f(1— ) =0 gilt, ist obige Herleitung anch auf’ diese IFille iiber:

tragbar. Wir werden in Teil IT dieser Arbeit auf diese grundlegende
Bezichung zurickkommen.

Ko< 25
i

Spezialfille: ‘
la. 1 = =0 (2): Dann 11efe1t (11) Wegen ;,zu = 0 fiir larg{w)| < =

(12,) U,l(w 83 a,ﬁ —ﬂ-Uj(w §;L—ua, l ﬁ) _
| ‘—w*sm(w‘,s 1By @) Uilo™y 53 B 1 a)].
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1. p=1=0(2), a«=1,=0: Aus (12,) erhilt man mit der
10
Bezemhnung U;(ew; 8) = U( )

Wy 8, 1,}.
(12,) Uidow; s)—w * Uy(0™; 8) = (07" =1)pa(s)-
2a. p = 4 =1 (2): Aus (11) ergibt sich wegen u, = 1 fiir 0 < arg(w)
< T
(13)  Tilwss;e, f)+e ™ Uiow;831—a,1—f)—

— o [ Uil(— @) 5 5318, a)+ U Ua{(— )75 83 8, 1—

= (1—67"™)Qy(w; 85, B). -
Fir 4 = 1 ist das ([5], § 2, (9_)), falls man dort o und S bzw. durch 1—«
und 1—p ersetzt und mit ¢™° multipliziert.
2h. y =A=11(2), a =1,f = 0: Ausg (13,) erhélt man wegen (1.10;)
und {(2.5) fir 0 < arg{w) < = nach leichter Rechnung
(130)  Talw; ) — 0~ Ualt— )75 8) = (L—e™)Qs(w; 5)+

+ (wgs__ 6—-7:1'3)(?2 (S) .

Fiir 2 =1 ist das {[5], §2; (9).

§3

3.1. Die Spezialisierung der Parameter in (2.11) st66t auf Sehwierig-
keiten, weil fiir gewisse ganze s die Funktfion @ Singularitdten besitzt.
Deshalb fihren wir zwel leicht abgeéinderte Funktionen ein.

~In den Integraldarstellungen (1.9) und (2.4) kann man fiir

o> Max (227", 2u7?) einen Weg (¢) mit ¢ = /2 wilhlen. Wir wollen

" diese Darstellung fiir alle s verwenden.

Fiir
1) larg(w)] < w5 A,p>0; 0<a,pf<1
sei
: . * aﬁ 1 —u
@) @losnll) =5 [0 'mi, op—u, pu,
2 27 oy
bzw. filr
(3) w(p—1) < arglw)<<m; 0<a,f<1
0<Tlypy p=pe+2k, O<p<2, k=0()
sel

u)W@mﬁy
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- Zusatzbemerkungen:

1. Falls Polstellen des Integranden auf dem Integrationsweg liegen,
go ist das Integral als Cauchyscher Hauptwert zu verstehen. Genauer:
Man umgebe die Polstellen mit Halbkreisen rechts vom Wege {(¢/2) mit
dem Rading ¢ und lasse g gegen Null gehen. Dieser Limes existiert nur
fiir einfache Polstellen des Integranden. Fiir spezielle Werte von s (s = 3)
kinnen aber Polstellen von g¢,(u,¢) und Polstellen von ¢,(s—u, §)
zusammenfallen und aulerdem auf (¢/2) zu liegen kommen. In diesem
Falle arbeite man mit ¢ = ¢+447 mit v = Im(s) £ 0, fithre in Ergebnis
den Limes 7 -+ 0 aus. :

2. Die Zusatzberme in (1.10,)-(1.10;) und (23) fiir of = 0 -und
a+ g (1 —f) = 0 fallen hier weg. Auf Grund der Vereinbarung iiher £(s, O
hat man also

0 1
{54 Q*(wi'ﬁl:z) ZQ*(wisilsﬁ): 0 <,
1
(5y) Q*(w,s,;, 0)=Q*(w,37;’ )r 0<ax1,
* 00 11
(Ba} 4 (m58;11#) =Q*(w;3;lr M)
und _
0 1 .
(64) U*(m;S;A,i):U*(wsS;l,ﬁ), 0<f<1
sowie
0 * 11
(6,) o* (m S’l’ ) ez [ (w;s;ﬂ, ,u)'

9 2 :
3. Fiir ¢ > Max (7,~) gilt nach (2) bzaw. () Q* = Qund U* = U
I

falls af =0 bzw. o +5(1—58) % 0 gilt.

Aus der Integraldarstellung (2) liest man sofort die Giiltigkeit von
(1.3, 1.4) ab. Im Unterschied zu @ ist @* fiir jedes s eine wohldefinierte
Funktion von w; denn auf Grund der Stirlingschen Formel konvergiert
(2) sicher unter den Bedingungen (1), falls keine Polstelle des Integranden
auf dem Wege (a/2) liegt. Fiir Tm(s) # 0 kénnen nur einfache Polstellen
auf dem Wege liegen und das Integral konvergiert im Sinne des Cauchy-
schen Hauptwertes. Fir Im(s) = 0 entstehen doppelte Polstellen fiir
§=—2n, 0K =0 (1) und fir ¢ =227 falls 1 = u gilt. Auf Grund
von Zusatzbemerkung 1. werden sich im Limes aber beide Anteile weg-

heben, Wle eine lelch.te Rechnung zeigt.
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3.2. Die Definttion (2) und (4) zeigen nnmitielbar; daB  sich die
Funktionalgleichung (2.3) zwischen ¥ und @ aut T* und @ iibertrigt.
Do auBerdem die Funktionalgleichung (2.11) nur mittels (2.3) und (1.3, 4)
hergeleitet. wurde, gitb dlese auch filv U und @*. ‘Wir haben also das
Brgebnis: ‘ ‘ ' .

SATz 1. Die Funkiionen U* und ()’[‘ smd Lisungen der Funltional-
gleichungen (2.3) wnd (2.11). ° : '

Daraus ergibt sich sofort die

CFOLGERUNG. U st ffm alle s “eine wohld&fqmaﬂe Funkiion von o.

BemelLuno Man muB sich hier’ etwa.a vomlchtw amdlucken,

‘2 2]
denn fu:o g > Max (7 —) ghimmen Q" und Ifc bzw mit Q und U uhewm
22

Trotzdem kaumn nicht die Rede davon sein, daB @° wnd . 7* anaﬂytische
Fortsetzungen von ) bzw. U sind; denn letztere sind ja als meromorphe
Funktionen von s bekannt. Vielmehr sind @* wnd U* in® Abhingigkeit
von § so gewihlt, daB sie fir alle s einen Sinn haben. Die Grofe s
spielt also die Rolle eines . Parametels ﬁu die Deﬁmtzon von Q
wnd T¥.

Da die Relationen (5,)- (53) und (6, ) (65) %ioh von den entsprechenden
Bezichungen fHir die; Funktionen @ und ¥ unterscheiden, lauten fir
gewizse Speziallille von (_" 11) die I‘unktlona,lglelchunoen fiir Q% und U™
anders. So erhélt man an Stelle von (2.12,) und (2.13,) haw.

(7) U (0 S) h-s Uﬂ.((-_w)‘_q; ) =( - _vis)Q?{.wis)‘u A =1(2)

und
(8) Uilw; s) =0~ U3 (- o) ™'5s) =0, A=oe),

Solche Abweichungen kénnen nur Tir a(l —a )+ B (1 #) == 0 auftreten;
d.h. tir die Randponkte der «, f-Intervalle.

Schluﬁbemelkungen In “diegem ersbten Teil werden I‘uuhhoneu
einer komplexen Variablen g betrachtet, die Verallgemeinerungen gewisger
Gitterfunktionen. dasstellen. Fir spezielle (ganzzahlige) Werte von s
filhren sie auf bekannte Funktionen zurick, die in der analyfischen
Zahlentheorie sine groBle Rolle spielen. Die Spezialisierung einer wichtigen
Funkiionalgleichung machte Sehwierigkeiten, die sich heseitigen lieGen,
indem obige Funktionen abgefindert wurden. Die nenen TFunktionen
U7*, Q" haben fiir alle Werte von s einen Sinn nnd hingen in einfacher
Weise anit den eéingangs betrachteten Funkfionen U und € zusamimen,
Die oben erwilmte -Funktionalgleichung . itbertrgt sich auf U™ und %,
Sie bildet die Grundlage fitr die’ Herleitung der Reziprozititsgesetze im
Teil IT.
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