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Einleitung.  In  dieser  Abhandlung  mδchte  ich  die  Abhandlung  des
H errn  Prof.  H ukuhara υ  erweitern.

Andererseits  erόrterte  C.  C.  H urd  die  asymptotische  Entwicklung  der
Lδsung  einer  homogenen linearen DifferentialgleichungzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n- ter  Ordnung, welche
von  einem  Parameter abhing.2) Ferner  erorterte  er  die  asymptotische  Entwik-
klung  der  Lδsung  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  n- ter
Ordnung,  welche  von  zwei  Parametern  abhing.3)  Dabei  betrachtete  er  nur
den  Fall  dass  die  charakteristische  Gleichung  verschiedene  Wurzeln  hatte.
Es  genϋgte  ihm  keine  Voraussetzung  zu  betrachten, welche  der  charakteris-
tischen  Hilfsgleichung4)  der  Differentialgleichung  entsprach,  die  auf  einen
Parameter  abhίng.

In  meiner  frύheren  Abhandlung5)  betrachtete  ich  die  asymptotische
Entwicklung  der  Lόsung  eines  Systems  von  homogenen  linearen  Difϊerenti-
algleichungen,  welche  auf  zwei  Parametern  λ  und  µ  abhingen :

2

dyjdx  =   λ >  Σ  aik(x>  x>  Phk,  U  =   1,  2),

deren  charakteristische  Gleichung  eine  zweifache  Wurzel  hatte.  Dabei  betra-
chtete  ich  es  unter  der  strengen  Bedingun  fur  Koeffizienten  ajk  (x,  λ,  µ ).
Ferner  erweiterte  ich  allgemein  den  Sinn  der  asymptotischen  Entwicklung,
und  betrachtete  die  asymptotische  Entwicklung  der  Lδsung  eines  Systems
von  homogenen  linearen  Diθerntialgleichungen

dyjdx  — \mµm'  Σ  aik(x> \  H)yin (?n und  m  sind  natίirliche  Zahlen  j  =   1,  2),

welche  von  zwei  Parametern  abhingen.6)

1)  Vgl.  [11.
2)  Vgl.  12].
3)  Vgl.  [3].
4)  Vgl.  [2J,  §3,  (27b).
• 5)  Vgl.  [41.
6)  Vgl.  [5].
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In  dieser  Abhandlung mochte  ich  die  asymptotische Losung des Systems

von  homogenen  linearen  Differentialgleichungen
n

(1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  dy,/ dx  =  λ > m ' Σ, ajk{x,  λ,  µ )yk,  (.7 =   1,  , n),

welche  auf  zwei  Parametern λ  und  µ  abhangen,  erledigen.

Wenn   rdie  charakteristische  'Gleichung  von  (1)  \A(x)  ~  pE\  =  0  von-
00

einander  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  so  reduziert  sich  die  Gleichung  (1)

wie  bei  [1].  Ferner  kann  man  die  asymptotische  Losung  i.von  (1)  leicht

erledigen,  wenn die charakteristische  Gleichung  der  reduzierten  Differential-

gleichung  wieder  voneinander  verschiedene  Wurzeln  besitzt.  Wenn  die  cha-

rakteristische  Gleichung  von  (1)  eine mehrfache  Wurzel  besitzt,  so kann man

im  allgemeinen  solche  Reduktion  ausfύhren.

Um  also  die  asymptotische  Losung  von  (1)  in  alien  Fallen  zu  erfinden,

erweitern  wir  die  bisherige  asympotische  Entwicklung  und  wenden  wir  die

Theorie  von  [1]  auf  (1)  an.

Im  §1  erfinden  wir  die  asymptotische  Losung  von  (1), wo  m  und  m
nicht  positive  ganze  Zahlen  sind.  Im  §2  erklaren  wir  die  Erweiterung  der

bisherigen  asymptotischen  Entwicklung.  Im  §3  erfinden  wir  fur

K\\ \ σ  \µ \ ^K\ \ \σ\   (σ<σ)

die  asymptotische  Losung  von  (1).

Von  jetzt  an  benutzt  man  oft  die  folgenden  Zeichen:

/ :  a  <: x  S  β,

Δo:  |a r gλ ,  µ \  <  0o,  Ro<  |λ | ,  | Λ* I <  «>, (θ0, Ro > 0),

Δ:  |a rgλ,  µ \  <  θ09  R  <  |λ |,  \µ \  <  ~ .

Durchaus  bezeichen  wir  stets  mit  R  eine  hinreichend  grosse  positive
Zahl.

IΔQ:  a  <  x  S  β9  I arg λ,  µ

IΔ:  a  % x  S  β9  I arg λ,  µ

<ΘQ,  Ro<  |λ |,  \µ

<  θ0,  R<  |λ |,  \µ

Das  Zeichen f(x,  λ,  µ )  €  R  bedeutet,  dass  f(x,  λ,  µ )  fur  IΔQ  in  Bezug

auf  x  genύgend  oft  differentierbar,  und  dass  in  Bezug  auf  λ  und  µ  regular

ist.  Das  Zeichen f(x,  λ,  µ )  €  R  bedeutet,  dass  f(x,  λ,  µ )  €  R,  und  dass  fur

IΔQ  beschrankt  ist.  Das  Zeichen f(x,  λ,  µ )  €  C  bedeutet,  dass  f(x,  λ,  µ )  fur

IΔ0  in  Bezug  auf  x  stetig,  und  dass  in  Bezug  auf  λ  und  µ  regular  ist.  Wir

stellen  F(x,  λ,  µ )  mit den  Elementen  fjk(x,  λ, µ )  €  R,  fjk  (x,  λ,  µ )  €  R  und

fik(x> \  µ )  €  C  bzw.  mit  F(x,  λ, µ )  €  R,  F(x,  λ,  µ )  €  iΓund  F(x,  λ, µ )  €  C
dar.
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§1.  Asymptotische  Lόsung.

1.  Formale  Lόsung".  Wir  denken  uns  ein  System  von  homogenen

linearen  Differentialgleichungen
n

(1. 1) U = , n\

welche  von zwei  Parametern λ  undzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA µ  abhangen.  Mit Benutzung  einer Ma

trize  lasst  sich  (1. 1) folgenderweise  umschreiben :

(1.  2)  dY/ dx  = A(x, X, µ )Y,

wobei

Y= ,  A(x9  λ, µ ) =

la
n
  {x, λ,  µ)  a

ιn
(x,  λ,  µ)\

\anl  Or, λ, µ )  ann(x,  λ, µ )ί

ist.
Wir  stellen  die folgenden  Voraussetzungen :

(i)  Es ist A(x,  λ, µ ) € C.
(ii)  A(x,  λ, µ )  lasst  sich  folgenderweise  formell  entwickeln:

A(x,  X, A(x)\~rµ -S.

worin  A(x), (r, 5 =  0, 1,  ) fur  /   stetig  sind.
rs

Wendet  man die Transformation

Y  = Φ(x)Ϋ

auf  (1. 2) an, wo

ein  Paar  von fundamentalen  Losungen von

dY/ dx = A(x)Y
00

ist,  so geht  (1. 2) in

dY/ dx  = A(x9  λ, µ )Y

ύber, wo es  A(x,  λ, µ ) = Φ(x)"\A(x,  λ,  µ )Φ(x) -   Φ(x)) €  C ist, und  A(x,

λ,  µ )  sich  folgendermassen  formell  entwickeln  lasst:

A(x,  λ, µ A(x)\ 'rµ - \
S

woraus  folgt
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λ{x)  = Φ(x)- '(A(x)Φ(x) -   Φ'(x)) =  0,
00  00

Ά(x)  = Φix)- 1  A(x)Φ(x)  €  C°, (r,  5 =  0,  r  +  s Φ  0).
rs  rs

Daher  dύrfen  wir  vom  Anfang  an  ohne  die  Erlόschung  der  Allgemeinheit

A(x)  =  0  voraussetzen.
00

Wendet  man  die  formale  Transformation

(1.  3)  Y  =  P(x,  λ,  µ )Z

auf  (1. 2)  an,  worin  P(x,  λ,  µ ) sich folgenderweise  formell  in die Potenzreihe

von  λ  und  µ  entwickeln  lasst:
CO

P(x,  λ,   µ)**   Σ  ^ ) λ - > " s ,  P{χ)  =  E,
r ,

S
= 0

r s  0 0

so  geht  (1. 2)  in

(1.  4)  dZ/ dx  =  BGr, λ,  /x)Z

uber,  worin  B(x,  λ,  yu<) sich  folgendermassen  formell  entwickeln  lasst:

B(x,  λ,  µ ) = P(χ,  λ,  µ )-1 (A(x,  λ,  µ )P(x,  \ ,  µ )  -   P\x,  λ,  µ ))

Setzt  man
CO

r, «- l
  s r  0 J

so  gilt  die  folgende  Beziehung  zwischen  den  Koeίifizienten :

Q(x)  =   -   P(x)  +  Pol(PUO),  (r,  5 =  0,  ),
rs  rs  rs

wo  Pol (P(x))  ein  Polynom  von  P(x),  (j  =   1,  ,  r ;  ^ =   1,  ,  s  i  +  k
rs  Jfc

Φ   r  4-  s)  ist.

Wie  eine  kurze  Berechnung  sofort  zeigt,  gilt  die  folgende  Beziehung

zwischen  den  Koeffizienten  B(x),  P(x)  und  A(x):
rs  rs  rs

(1.  5)  B(x) =  - P\x)  + Pol(A(x\  P(x\  P\x)\  (r, s =  0,  ),
rs  rs  rs  rs  rs

worin  Pol(A(x),  P(x\  P\x))  ein  Polynom von  A(x),  (m =  0,  ,  r  n =  0,
?s  rs  rs  m^

,  5),  P(x),  (in = 0,  ,  r  n — 0,  ,  s  m  +  n <  r  + s)  und  P\x\
mn  mn

(m  =  0?  ,  r;  n =  0,  ,  5 ; m +  ^ < r +  5) ist , d. h ,

\   P\X))
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Σ  ΣzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Qϋχ)A{x) P(χ)-  Σ
=0,  ..r  m'=Oy...,r- m  m n  m'n'  r- m- m'ts- m- m'  m 0 , . ,

(uι+ ra>0)

Aus  (1. 5)  folgen  B(x) =  A(x)  =  0 und
00  00

(1.  6)  B(x) =  A(x)  - P\x\  B(x) = A(x)  -   P'(x\
01  01  01  10  10  10

woraus  es  B(x) =  B (x) =  0  folgt,  wenn  wir  P(x)  und P(x)  durch
01  10  01

P(x)  =  Γ  Λ(x)dx, P(x) = Γ  A(x) dx, {a S
01  L  01  10  Jχ0  10

10

Xo

bestimmen,  Ferner  ist  es  klar,  dass  P(x)  und P(x) stetig differentierbar  sind,
01  10

und  dass  P(x0)  =  P(x0)  — 0  ist.
01  10

Im  allgemeinen  lasse  sich  P(x),  (m =  0,  , r;  n = 0,  , s;  m  +  n
mn

<  r  + s), welche  alle  fur  I  stetig  differentierbar  sind,  und  an  x0  0  haben,

nach  (1. 5)  so  bestimmen, dass  B(x) =  0,  (m =  0,  ,  r ;  n =  0,  ,  s;
w  +  n <  r  +  5)  ist.

Wenn  man also  P(x)  durch
rs

P(x)=  Γ  Pol(A(x), P(x), P\x))dx
rs  J

χQ
  rs  rs  rs

testimmt,  dann  erhalt  man  nach  (1. 5)  B(x) =  0,  wobei  P(x)  fur  /   stetig
rs  rs

differentierbar  und P(x0)  gleich 0 ist,  weil  Pol(A(x\  P(x), P\x))  fur  /   stetig
rs  rs  rs  rs

ist.  Durch  vollstandige  Induktion  kann  man also  nach  (1. 5)  P(x),  (P(x)  €
rs  rs

C\  P(x0)  =  0),  (r,  5 =  0,  )  so  bestimmen,  dass  B{x)  =0,  (r,  5 =  0,  )
rs

ist.

Daher  besitzt  (1.  1)  eine  formale  Losung  von  der  Gestalt

00

(l  7)  y}~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Σ  A(*)λ-
r
/ *- ',   0" =  1,  »).

r,s= 0  r s

WO

{ch  ( i =   1,  ,  n;  r,  5 =  0),(1  8)  J  lθ, ( i = l ,  ,n;r,  5 =  0,  r  +  5 > 0),

( i =   1,  ,  n;  r,  5 =  0,  )
rs

ist,  weil

(p)cm,  0 ' =   1,  ,  n;  r,  5 =   0,  )
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ist,  wozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  cm9  (m  =   1,  ,  n)  willkύrliche  Konstanten sind.

Daher  erhalt  man  folgenden

HlLFSSATZ  1.  Die  (1.  1)  besitzt  unter  den  Voraussetzungen  (i), (ii)  und

A(x)  =  0 die  formale  L'όsung von  der  Gestalt  (1. 7), wo  pj(x)  die  Eίgenschaft
00  rs

(1.  8)  besitzt.

2.  Existenzsatz.  Nochmals  denken  wir  uns  (1. 2),  d.  h.

(2.  1)  dY/ dx  =   A(x,  λ,  µ )Y.

Wir  stellen  die  folgenden  Voraussetzungen:

(i)  Es  gilt  die  Voraussetzung  des  Artikels  1.

(ii)  A(x,  λ,  µ )  lasst  sich  folgenderweise  asymptotisch  entwickeln :

wo  A(x\  (r,  s  =  0,  )  fur  /   stetig  sind.

(iii)  Es  ist  A  (x)  =   0.
00

Die  (2.1)  besitzt  also  nach  Hilfssatz  1  die  formale  Losung  von  der

Gestalt
oo

(2.2)  ^ * Σ ^ ) λ "
r
/ * Λ  C/ = l,   ,»),

r,s= 0  r s

WO
_  ft:,,  (α <; Λ:0 S  yβ, o  :  willkύrlich  j  =   1,  ,  rc  r,  5 =  0),

'
#
  3)  K  °  l°»  y  =  *>  ,   Λ;  r,   5 =  0,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  r  +  5 > 0),

( i= l,   ,   Λ ;  r,  5 =   0,   )

rs

ist.

Setzt  man

(2.  4)  y,  =   Σ  P3{x)\ - r  µ ~s  +Uj,   (j  =   1,  ,  «χ
r+ s<iV  rs

so  geht  (2.  1)  in

(2.  5)  du
5
/ dx  =   Σ  α

jλ:
(x,  λ,   / )̂ w

fc
  +  b&x, λ,   /A) =  / U ,  λ,   µ,  u

l9
  ,   u

n
\

O '= l ,  ,   n)

uber, worin

6/ J:,  λ,   µ)  =   E « ^ U  λ,   /

-   Σ  PλΦr'µ ",
V+s<N  tS
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( i= l ,  ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n)

ist.  Daher  lassen  sich  bό  (x,  λ,  π\  (j  =   1,  ,  n)  nach  Voraussetzung  (ii)

folgendermassen  asymtotisch  entwickeln :

(2.  6)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  b£x, \   µ)^Σ,  k^~
r
  µ'\   U =  1,  ,  n\

rys=0  r s

wo  έ/ :r),  ( . 7= 1,  ,  rc  r.  5 =  0,  )  fur  /   stetig  sind.
rs

Da  andererseits

die  formale  Lόsung  von  (2.  5)  ist,  so  mύssen  bό(x,  λ,  µ ),  {j  — 1,  ,

sich  folgendermassen  formell  entwickeln  lassen :

n  .   oozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  oo

Σ (  "SI?  (  \  "\  ~
r
  ~*

s
  V  ̂ Ή  (   ^ -

r

I  ?χ  Ujk\X) A  µ  /   „  Pi\X)  A  µ

**  Σ  Hx)\ -
r
  µ~\   ( i= l ,   ,  n\

r+s^N  r s

wo  bj(x\  (j  — 1,  ,  w) fύr  /   stetig  sind,  und  daher mύssen  sie  sich  nach
rs

(2.  6)  folgendermassen  asymptotisch  entwickeln  lassen:

(2.  7)  bj(x,  λ,  µ) ^  Σ   bj(x)\~r  µ ~\  (j  =   1,  , fl),

worin  έ/ x),  ( i  =   1,  , rc) fύr  /   stetig  sind.
rs

Es  gelten  nach  Voraussetzungen  (ii), (iii)  und  (2.  7)  die  folgenden  Ab-

schatzungen :

/o  ox  f l ^ *( ^  λ '  A*)I S  ^ ( I λ ) " 1  +   l/ ^l"1)  fύr  IΔ,   ( i,  Λ =   1,  , n),
(2.  8)  j

(I bj(x,  λ,  A6) I S  H( \ λ I ~N +   I /A I " ^  fύr  IΔ,   (j  =   1,  , # ).
Nimmt  man  als  Kamkesche ^- Funktion  S(y)  =  M a xd ^ J ,  , l.yj)  an,

dann  folgt  sofort

S(f(x,  λ,  ^  w)) <  nKS(u)  +   fldλl"^  +   \µ \ -N)  fύr  /  J .

Denn  es  gilt  nach  (2.  8)  und  |x | - 1  +   I A6!"1  S  1/2  fύr  Δ  die  Abschatzung
j(x,  λ,   / *)|  <

Es  ist  klar,  dass  es  nur  eine  Losung  von

dU/ dx = nKU  + H{\ \ \ ' jr  +  \µ \ -N),
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d.  h.  die  Lδsung

gibt,  welche  die  AnfangsbedingungzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  U{x0)  =   0  erfύllt.

D aher  durch  die  bekannten  Existenzsatz  erhalt  man

(2,  9)  \uA  ^^(exp(nK\x- xo\ )- lK\ \ \ - "+  \µ \ ~N) fύr  / Δ, ( j  =   1,  , „ )

K
wo  uj,  U  — 1,   ?  n)  die  Losung  von  (2. 5)  ist,  welche  die  Anfangsbedin -

gung

(2.  10)  Uj(x0)  =  0,  ( i =   1,  , Λ)

erfύllt.

N ach  (2.  3)  und  (2.  4)  entspricht  die  Losung  von  (2.  1),  die  die  An-

fangsbedingung

(2.  11)  y&o)  =   ^ ,  ( i  =   1,  ,  Λ)

erfύllt,  der  Losung  von  (2.  5),  die  die  Anfangsbedingung  (2.  10)  erfύllt,  und

ferner  gilt  nach  (2.  4)  und  (2.  9)

\ yj- zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Σ  Pfc)*-
r
µ- Ί S~,(exp(nK\ x- x

0
\ ) - lK\ \ \ - "+   \ µ\ ~

N
)

r+ s< N
rs  UK

fύr  / Δ,  ( i =   l,  ,   Λ ) ,

woraus  fύr  alle  naύrlichen  Zahlen  N  folgt:
b -   Σ  Λθr)λ - > -

s
|  S ^ ' ( | λ | -

y
+   !>i-

w
)fur 7Δ,

r+s<IT rs

wenn  man  die  Zahl  K'  von  der  Art  annimmt,  dass

H  ιexp(nK(β  -   cc))- l\  ^  K'nk

ist.

D aher  erhalt  man  folgenden

SATZ  1.  Die  (2.  1)  mit  den  Voraussetzungen  (i),  (ii)  und  (iii)  besitzt

nach  Hilfssatz  1  die  formate  Losung  von  der  Gestalt  (2.2),  wo  (2.  3)  gilt.

Denn  lasst  sick  die  Losung  von  (2.  1)  y5.  (j  =   1,  «),  Jz'£  die  Anfangsbedin-

gung  (2.  11)  erfύllt,  in  der  rechten  Seite  von  (2.  2)  asymptotisch  entwickeln,

d.  h.
oo

tt -   Σ  Pί,x)\ -
r
µ- ',  (j =  1,   ,   n).
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§2.  Erweiterung  der  asymptotischen  Entwicklung.

3.  Definition  des ZeichenszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  K
r
.  In meiner  frϋheren  Abhandlung  erklarte

ich  die  Erweiterung  der asymptotischen  Entwicklung.7)  Daher  schreibe ich

hier  nur das Wesen.

Von  jetzt  an setzt  manzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n, n  n09  n'o voraus,  dass  sie  samtlich  natύrliche

Zahlen  sind,  dass  n  und n  usw. voneinander  prim  sind,  und dass die folgende

Ungleichung  gilt :

No  =  nτto — n nQ > 0.

Es  seien  L  und Lo  zwei  Halbstrahlen,  welche  bzw. durch  den Koordin-

aten- anfangspunkt  und  durch  die  Punkte  P(n0, —nΌ) und  <2( — n, n) hin-

durchgehen.  Es sei  namlich :

(3.  1)  L : y = -  ̂ -   x,  (x S 0),
n0

L : y = -  —  x,  Or ̂  0).
n

Man  ordnet  einem  Punkte  A(x,y)  die Zahl  \ vµx  zu, und bestimmt die

Zahlen  S1 und δ2 von der Art, dass

(3.  2)  Sx =  no/ No,  S2 =   no/ No

ist.  Es sei  L r  ein  Halbstrahl,  welcher  durch  einen  Punkt  Pr (rδ 2, — r δ j

hindurchgeht  und zu  Lo  parallel  ist, wo r eine  natύrliche  Zahl  ist.  Es  ist

namlich :

(3.3)  Lr:y= - ^x- ^,(^r«.
n  n

Man  kann  den folgenden  Hilfssatz  leicht  versichern :

HlLFSSATZ  2.  Auf  L r  gϊbt es unendlich  vieU  Gitterpunkte,  d. h. es gibt

unendlich  viele  Wurzeln.  welche  (3. 3) erfύllen.  Jeder  auf den Geraden

y=- 2- x- l- ,  (r= 0,± l,  )
n  n

nicht  liegender  Punkt  ist  kein  Gitterpunkt.

DEFINITION  1.  Wir  definieren  das  Zeichen  Kr  folgendermassen.  Man

bestimme  xr  und yr  durch

xr  =  rh2,  yr=   — r  8ί9

wenn  Pr (r δ2, — r δ2)  ein  G itterpunkt  ist,  sonst  nimmt  man xr  und yr als

Koordinaten  des G itterpunktes  Pr\xr,  yr) an,  der zum  Punkte Pr (r δ 2, — r δj)

nahest  liegt  und auf der Geraden  L r  liegt.  Dann  definiert  man fur  solche  xr

7)  Vgl. 5.
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undzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  yr  das  Zeichen Kr(n,  n  n0,  no;  X, µ )  durch  Kr{n,  n  n0,  no;  λ,  µ )  =

Nach  (3. 3)  darf  man  auch  xr  und  yr  folgendermassen  bestimmen :

xr  =  Max {Ganze  Zahlen  x  dafύr,  dass  x  Si r δ2 gilt,  und  {n x  +   r)/ n

eine  ganze  Zahl  wird.)

yr  =  - {n  xr  +  r)/ n.

Von  hier  an  schreibt  man der  Einfachheit  halber  an  Stelle  von  Kr  {n,n

n0,  no;  λ,  µ )  nur  Kr.
Ohne  Schwierigkeit  kann  man  die  folgenden  Hilfssatze  versichern :

HlLFSSATZ  3.  Set  es  P{x,  y)  ein  auf  L r  liegender  Gitterpunkt,  so  gilt

χyµx  = Kr  vk,  wo  k  entweder  eine natύrliche  Zahl  oder 0  ist,  und  v =  \n'  µ ~n

ist.

Von  jetzt  an  schreibt  man  v  an  Stelle  von  Ί C' µ ~n  der  Einfachheit

halber.

HlLFSSATZ  4.  Es gilt  KrKs  = Kr+Sv
k,  wo  k entweder  eine natύrliche  Zahl

oder  0  ist.  Wenn  insbesondere eine  von  den  Zahlen  r  und  s  ein  Multiplum

von  No  ist,  dann  wird  k =   0.

HlLFSSATZ  5.  Es  seien  nι  und  n[  natύrliche  und  zueinander p?~inιe

Zahlen,  welche  die  Ungleichung

n fn  <  ri\ / nx S  th/ n0

erfύllen.  Dann  gilt  Kr  =  Kr{n,  n  nu  n[ \ \  µ )vk,  wo  k  entweder  eine

natύrliche  Zahl  oder  0  ist.

Von  jetzt  an  schreiben  wir  der  Einfachheit  halber  an  Stelle  von  Kr{n,

n  nl9  n[  λ,  µ )  kurz  Krtl.

4.  Erweiterung  der  asymptotischen  Entwicklung.  Wir  wollen  die

bisherige  asymptotische  Entwicklung  folgendermassen  erweitern.

DEFINITION  2.  Es gelte  die folgende  Ungleichung  zwischen  den Ordnun-

gen  von  λ  und  µ:

(U)  ^ ί λ | σ  ^  \µ \  ^  ^ | λ i σ /   fur  Δ,

wo  k  eine  hinreichend grosse  positive  Zahl ist,  und  σ und  σ  durch  σ  =   n / n

und  σ  <  σ  < nj  n0  = σ0  gegeben  sind.

In  dieser  Abhandlung  mόchten wir  bis  auf  weiteres  nur  den  Fall  be-

trachten,  dass  die  Ungleichung  (U)  immer besteht.  Von  hier  an  zeigen  wir

mit  K  stets  eine  hinreichend grosse  positive  Zahl.

Es  seien  f{x,  λ,  µ )  €  R  und  fr{x,  v)  €  R,  (r  =  0,  ),  und  die  Funk

tionen f{x,  \,  µ )  und  fr{x,  v), (r  =   0,  )  lassen  sich folgendermassen  ent-



ERWEITERTE  ASYMPTOTISCHE  DARSTELLUNG  73

wickeln :

(4.  1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  rf(χ, X, µ )^ΣKrfr(x,  v\

wo  frs(x)  fur /   genύgend  oft differentierbar  sind.

Wenn  es die folgende  Ungleichung  fur  alle  natύrlichen  Zahlen  N  gilt
J V- l

fix,  X, µ ) ~ Σ  Krfr  (X,  I

dann  sagen  wir dass fix,  X, µ ) sich  in Bezug  auf (U) fϋr  /  Δo> λ5 µ - * oo in
der  G estalt  rechter  Seite  von (4. 1)  asymptotisch  entwickeln  lasst,  und
schreibt  man  der Einfachheit  halber  kurz

oo

F e r n e r  beze ic h n en  wir  |λ |~ δ l | µ < | δ 2  m it δ .

DEFINITION 3.  Wenn f\x, X, µ ), gix, X, µ ) und hix, X, µ ) €  R,frix,  v)

€  R,  (r = 0,  )  sind,  und fix,  X, µ ) sich  folgendermassen  asymptotisch
entwickeln  lasst:

fix,  X, µ ) ̂ ΣKrfr  ix,  V),

dann  nennen  wir gix, X, µ ) 4-  hix, X, µ ) Σ  Krfr  fe  v)  eine  asymptotische
r= 0

Entwicklung  von gix, X, µ ) + hix, X, µ )fix,  λ, µ ) in Bezug auf (U) fur 2Δ0,
λ,  µ - > oo? und der Einfachheit  halber  schreibt  man  kurz

g(x,  λ, µ ) +  h(x9 λ, µ )f(x,  λ, µ ) — g(x,  λ, µ ) +  h(x,  λ,
r  = 0

Von  jetzt  an lasst  man  ,,in Bezug  auf (U) fur 2Δ0>  χf  µ - *  CXD"  fallen.
Man  kann  die folgenden  Hilfssatze  leicht  versichern.

HlLFSSATZ  6.  Es gilt  die folgende  Ungleichung :

δ r  < KSS  fur Δ,

wenn  r  und s, (r > s) entweder  nat'ύrliche  Zahlen  oder  0 sind.

HlLFSSATZ 7.  Es ist  \ Kr  \ < K Sr  fur Δ, (r =  0,  ).

HlLFSSATZ 8.  Es ist vk
 € R, wo k ( > 0) ^ k

HlLFSSATZ  9.  Wenn  fr  {x,  v) € R  ist, so gilt
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TV

Σ, \KτMx,  v)\ SKδkfύr  7Δ.
r =  k

HlLFSSATZ  10.  Es  ist  8 <   K8~ίύτ  Δ, wo  1=  |λ|~
δ Γ

|/ ^ !
δ I  ist.  Man  kann

K  — 1  annehmen.

HlLFSSATZ  11.  £5  seien  f(x,  λ,  µ)  wwrf  g(x,  λ,  µ) €  i?> fr(x9  v)  und

gr(x,  v) €  R,  (r =  0,  ), w^J Λβ  Funktionen f(x,  λ, /t6) w zJ J(Λ:, λ, µ ) lassen

sich ferner  folgendermassen  asymptotisch  entwickeln :

f{χ,  λ,  µ ) ^  Σ  K
r
/

r
  (Λ:,  I/ ), fifU, λ,  ^) — Σ  ^ r ^r U , *).

(i)  Dz> Funktion f{x,  λ,  /A) +  g(x, λ, ^) ZΛ55̂   5^A folgendermassen asymp-

totisch  entwickeln '
CO

f(χ,  \ ,  µ ) +  g(x,  λ,  / )̂ — Σ  ^ r A
r
 (X,  v\

r =  0

wo  hr (x,  v) = fr  {x,  v) +  gr  (x9  v)  ist.

(ii)  Es gilt  mit  Hilfe  von  Hilfssatz  4

Σ  (*t/ i  U  )̂) ( ^  Λ U,  )̂) =  ^r  Σ  / i U   V) 9i U  )̂ ^ '^

=   X"
r
 A

r
 (x,  v\

wo  ktj  entweder  eine natύrliche  Zahl  oder  0  ist.

Dann  lάsst  sich die  Funktion f(x,  λ, µ ) g(x, λ, µ ) folgendermassen asymp-

totisch  entwickeln :

A*,  λ,  M) g(x,  λ,  λ) ^  Σ  ^  Λr U , V).
r =  0

(iii)  AŜ * ̂ 5 fur  / Δ
o
  |/

0
 ( ^  i;)| >   c  > 0, w ^  Zαssβ  5zVA  l / / ( r ,  λ,  /LL) fol-

genderweise  formell  entwickeln :

(4. 2)  1//O, \  µ )**Σ, Kr hr (x, v),
r  =  ΰ

so  lάsst  sich  l/ f{x,  λ,  µ )  in  der  rechten  Seite  von  (4. 2)  asymptotisch  ent-
wickeln.

HlLFSSATZ  12.  Es  sei  f(x,  λ,  µ )  €  i^,  wnJ  f(x,  \ ,  µ )  lasse sich  im

bisherigen  Sinne folgendermassen  asymptotisch  entwickeln :

(4.  3)  f(x,  X, µ )=^Σ  frs(x)  λ"
r  µ ~\

r,s  =  Q

wo  frs(x)  fur  I   genύgend  oft  differentierbar  sind.  D.  h.  es gelte  fύr  alle
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natύrlichen  Zahlen N folgende  Ungleichung :

Ax,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA λ,  / »)-  Σ  Λ
s
Or)λ- >-

s
|<

J
S Γ( |λ|- - + |

/ i
|- *)f«r/ Δ.

r+s<N

(i)  Man bestimme  Krfr(x,  v), (r =  0,  ) folgendermassen.  Man seize

K  f  (T  v)  —  Y
Λ
  fr  ,  (Ύ \ K~^T  V

S

s=0

wenn  r/ n eine ganze  Zahl  ist, und nimmt  ein Gitterpunkt  P(xr, yr)  an,  der
zum  Punkte  A(0, — r/ n) nάhest  liegt  und auf dem  Halbstrahle

(4.  4)  y = -   —  x -   — , (x ̂  0)
n  h

liegt, wenn  r/ n keine ganze  Zahl  ist, und ferner  seize man

wenn  yr ^  0 ist, und fr  (x,  v) =  0,  wenn  yr > 0 ist. Da solche fr  (x,  v)  ein

Polynom  von v ist, dessen Koeffizienten  fur  I   genύgend  oft  differentierbar

sind, so wird  qffenbar fr  (x,  v) € R  nach  Hilfssatz  8.

Mit  anderen  Worten  ist Krfr  (x, v) die Summe  der Glieder der rechten

Seite von (4. 3), welche den auf dem Halbstrahle (2. 9) liegenden Gitterpunkten

entsprechen. In diesem  Falle lάsst sich f(x, \ , µ ) folgendermassen  asymptotisch

entwickeln :

(4.  5)  f(x,  X, µ )~Σ  Krfr  (X9 ^)

(ii)  Fur alle ganzen  Zahlen X  und  Y, ( ^ 0), welche mindestens eine von

Y  +  r
0
 >  -   - 5_. (X +

 So
χ  Y +  r

0
 >  -   ^  (X +  s

0
)

n  n0

erfύllen,  wo r0  und s0  entweder  natύrliche  Zahlen oder  0 sind, gilt  es die

folgende  Beziehung:

Set  es \~r°µ ~s°  Krfr  (x,  v) die Summe der Glieder der rechten  Seite von

(4.  3), welche den auf dem Halbstrahle

n  /   ,   \   r  /   ,  Λ\

y =   Or +  s0)  r0, (x < 0)
n  n

liegenden  Gitterpunkten entsp?~echen.  Da fr  (x, v) ein Polynom von v ist, dessen

Koeffizienten fur  I  genύgend  oft  differentierbar  sind, so fr  (x,  v) 6 R. Dann

lάsst  sich f{x,  λ, µ  ̂folgendermassen  asymptotisch  entwickeln :
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f{x,  λ, µ )~χ- r°µ -sΰΣKrfr(x,  v).

HlLFSSATZ  13.  Es sei f(x} λ, µ ) € R, und f(x, λ, µ )  lasse folgender-
massen asymptotisch entwickeln :

Ax, \  µ )^ΣKrfr{x,  v).

Sind  n, n  n0, n0 natύrliche  und  zueinander  prime  Zahlen,  welche

n'/ n S n'/ n < n'o / n0 Γ  nΌ / n0

erfύllen.  Dann  kann  man

(4.  6)  Ax> λ, A*) *  Σ ^  (w, w
r  n0, n'o  λ, µ )fr (x, v)

schreiben, wo

iίί.  Ferner  Γάsst sich Aχ>  -̂   A6) / ^ r

(U)  i^ |λ!τ A^  µ |  SK\ \ \;',  (τ =  n/ n,  τ<r  <  no/ no)

in der  rechten  Seite  von  (4. 6) asymptotisch  entwickeln.

HlLFSSATZ  14.  Es gelten  die  drei  folgenden  Bedingungen :
(i) Es gilt  mn0 +  m n'o S 0, wo m und m  ganze  Zahlen  sind.
(ii)  Die  Zahl N +  m0 ist ein  Multiplum  von  NQ,  und N ist eine  natϊir

liche  Zahl, d. h. N +  m0 =  pN0,  wo m0 =  mn +  mn9  und p  eine  natύrliche
Zahl ist.

(iii)  Die nat'ύrlichen  Zahlen  nx und  n[ sind  zueinander  prim,  und sie
werden  durch

ΐL   — δi (N  + m0)  — m
n  δ 2 (N  +  m0) + m

bestimmt.  Fur solche  Zahlen nx und  n[ gilt  stets

n  ^  nί ^  nΌ
n  nγ  n0

nach (i).
Dann  gilt  die Beziehung

wo  k der 0 oder  einer positiven  ganzen  Zahl gleich ist.

HlLFSSATZ  15.  Es gelten  die zwei  folgenden  Bedingungen:
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(i)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Es gilt  mn0  +  m  n0 S  0, wo  m  und  m  ganze  Zahlen sind.

(ii)  Es gilt  die  Bedingung  (ii) von  Hilfssatz  14.

Dann gilt

wo  k entweder  0  oder eine natύrliche Zahl  ist.

HILFSSATZ  16.  Es  seien f(x,  X, µ ) €  R  und fr(x,  v) €  R, (r =  0,  ),

und f(x,  λ,  µ )  lasse sich folgenderweise  asymptotisch entwickeln :
oo

Ax,  \ ti- fµ r'ΣKrfΛx, v),

wo  m  und  rn ganze  Zahlen sind. Wir stellen die folgenden  Voraussetzungen :

(i)  (i) von  Hilfssatz  14.

(ii)  (ii) von  Hilfssatz  14.

(iii)  (iii) von  Hilfssatz  14.  Dabei  nimmt  man eine  hinreichend grosse

positive  Zahl  N  von  der  Art  an, dass  <r  < n[/ nι  ist.

(iv)  Es  ist

fr(x,  *) =  0,(r  =  0,  N  + m0-   1).

Dann  ist  es  klar, dass

(4.  7)  \mµm'  Kjr+mo + s fjY+m0+r Or, V) =  KN+r,l  f£+r  (x, v)

gemϊiss  Hilfssatz  14 gilt,  wo  f£+r(x,  v) €  R  ist,  und f%+r   (x,  v)  sich folgen-
dermassen asymptotisch entwickeln  lάsst:

ft+Jtx,  V) =  Σ,fϊ+r..  (X) V.

wo  fN+r,s  (x) fur  I  genύgend oft  differentierbar ist. Ferner  lάsst sich f{x,  λ, µ )

folgendermassen  asymptotisch entwickeln :

Ax,  λ,  µ )^Σ.KrΛfΐ{x 9  v).

HILFSSATZ  17.  ES  seien  f{x,  λ,  µ ) € und fr(x, v) € R, (r = 0,  ),

und f{x, \ ,  µ )  lasse sich folgendermassen  asymptotisch entwickeln :

Ax,  λ,  µ ) ^  λ™ µm'  Σ, Krfr  (x, v),

wo m  und  m  ganze  Zahlen sind.  Wir  stellen die folgenden  Voraussetzungen :

(i)  Es gilt  (i) von  Hilfssatz  15.

(ii)  Es gilt  (ii) von  Hilfssatz  15.

(iii)  Es gilt  (iv)  von  Hilfssatz  16.

Dann  ist  es  klar, dass  mit  Hilfe  von  Hilfssatz  1§
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(4.  8)  \ m µ m  Kπ+mo + r  /iv+mo +  r (^,  *0 =   Kir+r   f*+r   (x,  v)

gilt,  wo f£+r(x9  v) € R  ist, und f£+r(x,  v) sich folgendermassen  asymptotisch
entwickeln  lάsst:

wo  flr+r,8  (x) fur  I  genύgend  oft  differentierbar  ist. Ferner  lάsst  sich f(x, λ, µ )
folgendermassen  asymptotisch  entwickeln :

§3.  Existenzsatz.

5.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Reduktion.  Von jetzt  an benutzen  wir  oft die  folgenden  Zeichen:

(i)  Das Zeichen f(x,  v) € F  bedeutet,  dass  f(x> v) ein  Polynom  von v

ist,  dessen  Koeffizienten  fur /  genύgend oft  differentierbar  sind.

(ii)  Das Zeichen f(x,  v) € Fo bedeutet,  dass f(x,  v) € F  ist,  dessen von

v  unabhangiger  Koeffizient  von  Null  verschieden  ist. Wenn f(x,  v) € Fo ist,

so  ist f(x,  v) 4 = 0 .  D e n n  es gilt \f(x,  v)\ >  \fo(x, v)\- > 0.

(iii)  Sind f(x, v) € Fo und g(x, v) € F, so schreibt man h(x, v) = g(x, v)

/f(x, v) € F. Ist h(x, v) € F, so muss  offenbar h(x, v) € R  sein.

(iv)  Ist f(x, v) € F usw., so schreibt  man f(x, v) € F' usw., worin v  =

\n'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  µ'-
n
' ist.

(v) Ist f(x,  v) €  JR, so schreibt  man f(x, v ) € 1?'.

(vi)  Fur eine  Matrize F(x, v) bedeutet  das Zeichen F(x, v) € Fo  usw.,

dass  jedes  Element  von F(x, v) fjk(x, v) € Fo usw.  ist.

Wir  denken  uns  ein  System  von  homogenen  linearen  Differential

gleichungen :
n

(5.  1) dyjdx  = λ>
m

' Σ, *Jk {x,  λ, µ )y*,U=h  , »),
fc  =  l

wo  m und w  ganze  Zahlen  sind.  Von jetzt  an  stellt  man \mµm'  der  Ein -
fachheit  halber  mit θ dar, und X'mµm'  mit  θ'.

Mit  Benutzung einer Matrize lasst  sich (5. 1) folgenderweise  umschreiben :

(5.  2)  dY/ dx  =  θ A(x, λ, /χ)Γ.

Fur  m und m  unterscheiden wir die drei  Falle :

(I)  Es ist m0 = mn +  mn\  m$ =  mnQ +  m/zό ̂  0,

(II)  Es ist m0}  mo, ̂  0,
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(III)  Es  ist  entwederzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  m0  >  0,  m'o <  0  oder  m0  <  0, m'o >  0.

In  diesem  §  behandeln  wir  nur  den  Fall  (I), aber  nehmen wir  den Fall

mQ  =  0  aus.

Wir  stellen  die  folgenden  Voraussetzungen  :

(i)  Es  ist  A(x,  X, µ )  €  R  und  A(x,  λ,  µ )  lasst  sich  folgendermassen

asymptotisch  entwickeln :

A(x,  λ,  µ )^Σ  Kr  A(x,  v),

wo  A{x,  v) €  R,  (r =  0,  )  ist.
r

(ii)  Es  ist  A(.r,  v)  eine  diagonale  Matrize  mit
0

ajj(x,  v) — akk (x,  v) €  Fo,  α^ {x,  v) e  F,  (j  φ  k  j,  k = 1,  ,  n\
0 0  0

N .  B.  Von  jetzt  an  benutzen  wir oft  die  Schreibweise  n,  welche  von ,,τz

von  n  System"  nicht  abhangt.

Setzt  man Kr  =  XVrµXr
  und  Kr  = X Vr µ x\   so  hat  man nach  nyr  +  n  xr

=   — r  sofort  [K] κ=κ>t", µ= µ't»'  = K,  ΓΎ.  Wendet  man die  Transformation

(5.  3)  λ  =   \ 'tn,  µ  = µ  f\  (X,  µ  :  konst.)

auf  (5.  2)  an,  so  geht  (5.  2)  ins  Folgende  ύber :

(5.  4)  dY/ dx  =tm°  A{x,  X\  µ ,  t)  Y,

wo

(A(x,  X,  µ ,  t)^θ  ΣK'rA(x,  v)r\
r- o

U(x,  v)eR\   ( r - 0 ,   ),
r

ist.  Insbesondere  ist  A(x,  v)  eine  diagonale  Matrize  mit
0

0
n
  0  o

n

Da  die  charakteristische  Gleichung  von  (5. 4)  \θ A(x,  v ) — p  E\  = 0
0

offenbar  voneinander  verschiedene  Wurzeln  θ'  a5ί(x,  v),  (j  = 1,  , n)
0

besitzt,  so  kann  man  auf  (5. 4) die  Theorie  der  Differentialgleichung  anwen -

den,  welche  von  einem  Parameter  abhangt.8)

Wendet  man  die  Transformation

(5.  5)  Y=  P(x,  X', µ ,  t)Z

auf  (5. 4)  an,  worm

8)  Vgl,  [1].
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N+TΠQ

P(x,  λ', µ , 0 =  Σ   K:P{x9 V')Γ\ (P(X, V) = E)
r= 0

  rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
  °

ist  und N eine  spater  zu bestimmende  natύrliche  Zahl  ist, so geht  (5. 4)  in

(5.  6)  dZ/ dx  = tm° (F(x,  λ', µ , t) + B(x, λ', µ \  t))Z

ύber, wo
N+niQ

F(a:,\ ', µ , t)= θ' Σ  K ' B
 U»

  v
 )

 r
~

Γ
'

oo

B(x,X',µ ',t)^θ  Σ.  K'rB{x,v)rr

r  = JV+mo+l   r

ist.  Wie einfache  Zeichnung  sofort  zeigt,  gilt  es zwischen  den  Koeffizienten

die  folgende  Bezichung :

(5. 7)  θ K'r B(x,  v) =  θ Kr (A Or, v) P(x, v) -  P(x,  v) A (x, v))
0  r  0

PU, v), P(x, v), A(x,  v')), (r =  0,  ),
r—1  r- m0  r

worin

Pol C P (x,  v'X P (x, v'X A(x, v)) =  Σ ^ . ί 2 U  θ ( Σ   θ'KLA(X,  V ) )

K'r- s- m  P(X, V)) -   Σ  K:Q(X,  v')Kr- mo- S  P(X, V)
r — s—m  „  s  r—rriQ—s

-   θ'KXA(x, v)P(x, v) -   P(x, v')A(x, v))
Or  r  0

ist,  indem  man

setzt.

Man  kann  durch  vollstandige  Induktion die folgende  Beziehung  folgen -
dermassen  beweisen :

(5. 8)  K'QU, v')= -   K'.P(X,V)  +  KrarKh  P(x, v)  KlrP(x,  v),
r  r  l\   lr

wo  der Einfachheit halber man

Σ  und θLιu...r,  (eine  ganze  Zahl)
ll+  .. +l r=r

bzw.  mit 2 r und cίr darstellt.
Da  die Beziehung

r- l

(5. 9)  K'r Q(x,  v) = -   K'r P(x,  v') - ΣKm  P(x,  v') K'r- m Q(x.v'l  (r =  1,  )
r  r

  w = 1
  m  r- m
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gilt,  so  hat  manzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  KΊ Q(x,  I/ ) =   — KΊ P(x,  v\  welche  bedeutet,  dass  (5.  8)

fur  r  — 1  besteht.  Fur  r  =   1,  ,  n  gelte  die  Beziehung  (5.  8).  Da  es  aus
(5.  9)  folgt:

n

K*n+l  Q(x,  V)  =   — Kn+l P(x,  v)  — Σ  K'mP(x,  v)  fi- m+ l  Q(x,  v)
n+l  ra+ 1  1

(
n+l

—  —xVn + l  Jt\X9  V  )  —  2^,  *^r&  ^ V ^ J  v  )  \—  Λ n - m + i  A ^ J  v  )
w+1  m = 1  m  n- m+i

+   2n _ m + I  an.m+ί  Kh  P{x,  v)  Kίn- m+1 P(x,  v')))
h  ln- m+l

und  es  klar  ist,  dass

Σ w_ m + 1  α w_ m + 1 ^  P(x,v)  K'ln- m+1 P  {x,  v)K'mP(x,  v\  (1 <  w  <  n)
?i  i n - m +  l  m.

und

K^ P(Λ:,  V) K  (X,  V'X (1 S  m  <  w)
m  w- m+ 1

bzw.  in

n + 1  Λn + 1  KZ l  P ( x, v)  Kιn+ι  P(x,  v),

(ln+ι  =   m,  ln  =  ln+1  =   = 4 - m + 2  =  0 )

u n d

Σ n + 1  Λn + 1  jKi, P ( Λ:,  Z^)  Kιn- i  P{x9  v\

(Z n + i  =   fw,  Zi  =   w  +   1  —  7w,  Z2  =   =   Z n  =   0 ) ,

d.  h.

.  ,  v)  KΌP(x,  v)KLKϋx,v)
0  0  m

und

w- m + l  0  0  m

enthalten  sind,  so  gilt  die  Beziehung  (5.  8)  fur  r  =   n  +  1.
Ferner  durch  vollstandige  Induktion kann man folgendermassen  beweisen,

dass  man nach (5. 7)  P(x,  v),  (r =   1,  , JV +  m0)  nacheinander so  bestim-
r

men kann, dass die  Matrizen  B (x,  v\  (r =   1,  , N  + m0)  diagonal  werden,
r

wobei
[P jk(x, v\  bjj(x, v)  €  Ί t', (j=ή=k;j,k  =  l,  ,  n;  r- 1,  N  +  mo\

\B(x,  V)  €  R',  (r=
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gilt.  Da man ferner  die diagonalen  Elemente  vonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P(x, v )  willkϋrlich  bestim -
r

men  darf,  so  nimmt man
pjj(x,  v)  =  0, 0" =  1>  n  r =  1,  ,  JV +  m 0)
r

an.  Da aus (5. 7)
B(x,  v)  = A(x,  v\
0  0

d. h.
bJ}(x,  v)  — bkk(x,  v)  €  F'o, b}j(x,  v)  €  F',  (jφk;  j,  k = 1,  n),

B(x,  v)  = A(x,  v)P(x,  v)  -   P(x, v')A(x,  v)  + A(x,  v)
1  0  1  1 0  1

folgt,  so  hat  man erstens  bjk  (x,  v)  =  0, (j  =+=   X̂  bu (x,  v)  =  aj}  (x, v\  d. h.
1  1 1

1  1

wenn  man / >JA:(x,  v)  und ̂ >j, (J:,  V)  durch
1  1

PoΛoc,  v)  =  —ajk{x,  v)/ (ajj(x,  v)  — akk{x,  v)\  (j  +  k;  j,  k=  1,   9n\
1  1 0  0

Pa(x> v')  =  0 , 0 =   1,  ,n)

bestimmt.
Man  nehme  zweitens  an, dass  man P(x,  v\  ( r = l ,  ,n  — 1  n — 1

k

<  N +  m 0) aufeinander  so  bestimmen  kann, dass  die  Matrizen  J3 (x,  v ), (r =

1,  , 7z — 1) diagonal  werden,  wo
bjj (x,  v'\  pjk  (x,  v)  €  R',(jφk;  j,  k =  1,  , w  r  =  1),

r

ist.  Andererseits  nach  Betrachtung  von Hilfssatz  4.8  und (5. 8)  erhalt man
rc- s

Y]θ  Km A(x,p')Kn.s- m  P  (x,  v)
m= 0

  m

w- 1

β- 1  *  ^ m = 0
m
  » - s - m

θ' K'nQ(χ,  v')A(x, v)  +  β' ^  P U  OΛU ,  V)
n o  nO

=   6»' K'n (Q(x, v)  + P(x,  v)) A(x, v)  =  θ' 1

Y,θ'  KmA(x,  v)Pή-m  P  (x,  v)
m- l

  m  n
-

m

=  θ'KnΣ  A(X, V) P(X, v) V'k =  θ' K'n P3,
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n- mo—1

Σ   KQ(X,  v')K'n-mos  P'(x,  V)
S β 0

  s  n- ino- s

n- mo- i

= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  κL
mo

  Σ,  Q(χ>
 v>

)
  p

'(χ>   "')  =   KLmo  K
s= 0

  s  n- m.Q- s

wo  Pl9  P2,  P
3
,  A  £  Λ'  ist.

Setzt  man Kr- mo  =   λ^"
m
°  µXr~m\   ( r >  m

0
  +   1),  so  hat  man

(5.  12)  Xr- m0 ̂   ( r — ra
0
) δ

2
.

Aus  (5.  11)  folgt

(5.  13)  yr_mo  -   m  =   -   ^ -  (^r_mo  -   m')
n  n

Da  die  zwei  Ungleichungen n  >  0  und  m«0  +  wf  wό ̂   0  ohne  weiteres

w(w w0  +   rri   n'o) ^  0, d. h.  no(mn  +  m' n)  ^  — m  (nn0 — tί  n0)  liefern,  so hat

man  — m' S  m0  δ 2, d.  h.  mit  Benutzung von  (5.  12)

(5.  14)  Xr- mts- m  S r 8 ,

Da  (5.  13)  und  (5.  14)  bedeuten, dass  der  Punkt  P(xr- mo  — m\  yτ- m0  —  rri)
ein  auf  L r  liegender  G itterpunkt  ist,  so  hat  man  nach  Hilfssatz  3  \ -̂ ™o- m'

µ*r- m- ™> =   K γ  j$  w e lc h e  uns  Kr- mo  =   θ Kr  v\  d.  h.  KLmo  P 4  =   ff K'n  Λ

liefert,  wo  P 5  €  ^ '  ist.

Fassen  wir  die  obigen  Resultaten  zusammen,  so  gilt

Fo\(P(x,  v),  P(x,  v'),  A{x,  v')) =  θ'  KnP,  (P  €  R').
n-l n—mo n n n

Wenn  man  daher P(x, v)  durch
n

Pik (x9 v)  =  — Pjk(x, v)/(a5j(x, v) — ak1c (x, v)\ (j  =f= k j , k =  1,  , ri)
n  w O ϋ

bestimmen,  so  wird  B(x9  v)  eine  diagonale  Matrize. Dabei  ist
n

Pjk (*,   v\  ha (x,  v)  € ~R', (j  =+= *  Λ * =   1,  , n),
n  n

und  darf  man pjj(x,  v)  durch pjj(x,  v)  =   0,  (j  =   1,  ,n)  bestimmen. Da
n  n

das  erste  Glied  der  rechten  Seite  von  (5.  7)  fur  r  — N  +  m0  +   1,  ver-
schwindet,  und  nur  zweite  Glied  blied  bleibt,  so  ist

B(x,  v) €R',(r=N + mo +  1,  ).
r

Daher  hat  man  (5.  10)  bewiesen.

Wendet  man  (5.  3)  auf  (5.  5)  an,  so  geht  (5.  5)  ins  Folgende  ύber:
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(5.  15)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Y  = P(x,  λ,  µ )Z9
WO

iV+mo

P(x,  λ,  µ ) =  Σ  KrP(x,  v),  P  (x, v) =  E

ist.  Das  Resultat,  welches  man  durch  die  Anwendung  von  (5. 3)  auf  (5. 6)

hat,  stimmt  mit  dem  Resultat  ϋberein,  welches  man  durch  die  Anwendung

von  (5.  14)  auf  (5.  5)  (5.  5) hat.

Wendet  man  (5. 3)  auf  (5.  6)  an,  so  geht  (5. 6)  in

(5.  16)  dZ/ dx  =  θ(F(x, λ,  µ )  +  B(x,  λ, µ ))Z

ϋber,  wo
N+m0

ιF(x,  λ,  µ )=  Σ,  KrB(x, v),
(5.  17)  r- °  ''  B(x, v) €  R

B(x,\µ ) ̂ Σ,  KrB(x,v),
r**N+mo+l   r

ist.

Daher  gilt  folgender

HlLFSSATZ  13.  Wenn  (5.  1)  die  Voraussetzungen (i)  und  (ii)  besitzt,
dann  geht  (5.  1) durch  die  passende  Transformation  (5. 15)  in  (5. 16) ύbery
wo  F(x,  λ,  µ )  und  B(x,  λ,  µ )  durch  (5.  17) gegeben werden.

N. B.  Wir  sagen,  dass  (5.  2)  bzw. die  Eigenschaften  [A]   und  [A
o
]  besitzt,

wenn  es  fur  (5.  2)  bzw.  die  Voraussetzungen  (i)  und  (ii)  gelten.

6.  Formale  Lόsung.  In  diesem  Artikel  denken  wir  uns  eine  formale

Lδsung  der  Differentialgleichung:

(6.  1)  dZ/ dx  = θ (F(x,  λ,  µ )  +  B(x,  λ,  µ ))Z.

Wir  stellen  die  folgenden  Voraussetzungen  :

(i)  Es  ist  F(x,  λ,  µ )  eine  diagonale  Matrize  von  der  Art,  dass

F(x,\  µ )=  Σ  KrB(x, v\
r =  0

  r

wo

bjj(x,  v) -   bkk  (x,  v) €  Fo,  bjj Or,  v) €  F,  (j  Φ  k  j ,  k =   1,  , n\
0  0  0

B{x, v)€  R,  ( r =  1,  ,N  + mt)
r

ist.
(ii)  Es  ist  B(x,  λ,  µ ) €  i?, und  JB(Λ:,  λ,  µ )  lasst  sich  folgendermassen

asymptotisch  entwickeln :
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B(x,  λ,  µ ) ^  Σ   Kr B(x,  v\  (B(x,  v) €  ϊ?,  r  =   JV  +  m
0
  +   1,  ,).

(iii)  Wir  nehmen eine hinreichend  grosse  natϋrliche  Zahl  N  von  der  Art

an,  dass

(a)  N  +  m0  +   1  ein  Multiplum  von  JV
0
  ist.

(b)  nx  und  #ί  zueinander  prime  natϋrliche  Zahlen  sind, und  sie  durch

n[  __ Si

/z
1
  ~  ^

bestimmt  werden,  wo

-̂   S^JV +  m0  +   1) -   m   F  δ2(iV  +  m 0  +   1) +  m '
δ l ~  N+l  '  2  iV  +  1

ist.  Man  kann  eine  hinreichend  grosse  Zahl  N,  so  dass  n[/ nγ  >  σ  gilt.

Wendet  man  die  Transformation  (5.  3)  auf  (6.  1)  an,  so  geht  (6.  1)  in

(6.  2)  dZ/ dx  =  tm°(F{x,  λ',  µ ,  t)  +  B(x,  λ',  ^ ' ,  t))Z

ϋber,  worin
iV+mo

F U  λ',zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  µ,  t)=   θ' Σ,  KrB(x,  v')r\
?= o  r

oo

B(x,  λ',   A*', 0 - ^ '  Σ  ^ £ ( * >  "')ί"
r
»

y= iV+ mo+ l  r

^ f e  v)  -   bkk(x,  v)  €  F'ΰ9 bjj(x,  v)  €  F',  C/=+=£; i,  * =  1,  , n)
0  0  0

ist,  wo  B(x,  v)  ^  i?',  (r  =  1)  )ist.  Wendet man  ferner  die  Transformation

r

(6.  3)  Z  =  POr,  λr  µ \  i) Z

auf  (6.  2)  an,  wo
λ,  µ ,i)**E+

ist,  so  geht  (6.  2)  in

(6.  4)  έJZ/έte =   tm°(F(x,  \ ,  µ ,  t)  + ~B(x, λ,  µ,

ύber.  Setzt  man  hier
oo

r=JV+mo + l  r

so  gilt  es  genau  wie  bei  Art.  1  zwischen  den  Koeffizienten  die  folgende

Beziehung:

(6.  5)  θ' K'rB(x,  v)  =   θ' K'r(B(x, v)  F(x,  v)  - ~P(x, v')B(x,  v))
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+   PolzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (P(x, v), P\x, v), B(x,  v',)), (r =  N +  m0 +  1,  ).
r - l  r- rao  r

Um  Pol( P (.r,  Z>')> P (x, v), B(x,  v)) zu erkennen, dύrfen  wir fur den
r - l  r—mo  r

Pol  (P(x,  v\  P  (x, v\  A(x, v)) des Art. 5 an Stelle von P(x,  (x\ v\
r - l  r- mo  r  r

Q(x,  v'\A(x,  v) nur P(x,  v\  Q(x, v)  und  B(x,  v)  annehmen.  Genau wie
r  r  r  r  r

bei  Art.  5 kann  man nach  (6. 5) P(x,  v)  aufeinander  so bestimmen,  dass
r

B(x,  v)  alle  diagonale  Matrizen  werden, wo
r

Ί >jk(x, v') € R  (r=  N + mo + 1,  , j =¥ k  j , k = 1,  , n\
r

bjj(x,  v) € R, (r = N + m0 + 1,  J = 1,  , n)
r

Pjj(x> v) = 0, (r = N + m0 + 1,  ; i = 1,  , n)
r

ist.
Wendet  man die Transformation

(6.6)  Z = Rx, λ, µ , t)Z
auf  (6. 4) an, wo

oo

P(x,  λ , µ ,  t)^E  +   Σ,  P(*>  v)t'\  (P(x, v):  diagonal)
r=N+l   r  r

ist,  so geht  (6. 4)  in

(6. 7)  dZ/ dx =  tm°(F(x, λ', ^ r, 0 +  B(x,  X\ µ ,  t))Z
ύber.  Setzt  man

CO

B(x,\ ,µ ,  t)*e  Σ,  B(.x,v')rT,

so  gilt  zwischen  den  Koeffizienten  die folgende  Beziehung:

(6. 8)  Έ(χ,  v) =  θ' Kr+m0B(x, V) -   P(X, v)
r+mo  r+ wo  r

+  Pol( PGr, v), y  (x, v)), (r =  N +  1,  )
r- JV—1  r- iV- i

WO

Poi( P U / ), F u  *')) =  -   Σ ^U "' ) ?^ , ̂ ),
r- N- l  r- iΓ- 1  J ^ ^ J  s  r- «

POr, λ', At',  ί ) " 1 ^ ^  +   Σ.  Q(*>   v')t'T
r~N+l   r

ist,  woraus,  genau  wie bei Art, 5,

Q(x, v) =  -  Pfe  O +  ZτdrP(x,  v)  P fc / ) , (r = N+l,   ) .
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folgt.  Bestimmt man alsozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pj5 (x, v)  durch

P'(χ,  v)  =  θ  K'jy
+ mo+

i  B  (x, v'\
JV+1  N+mo+1

d. h. durch

(6. 9)  ρ5j Or, v ) =  Γ θ' K'N+mo+i  bjj Or,  v) dx,
iV+ l  Jχ  N+mo+l

U  =  1,  , n;  a  x5  ^  β\

so  muss  aus (6. 8)  bjj (x,  v) =  0  folgen.  Da es nach  Voraussetzung  und

Hilfssetz 14

θ'  K'N+mo+ι  B  (x, v') =  Ky+1)1  B(x,  v)

ist, wo B(x, v) € R' ist, wo wird  (6. 9) zu

Pn (x, v) = KΊ r+i tl bjj {x, v\
N+l  N+l

WO

Γ  -   -
bjj(x, v) =   ^ ( x, O ^ € i?', (i = 1,  , ft)

iV+l  J ^  iV+mo+l

ist.

Wir  setzen  nun voraus,  dass  man nach  (6. 8) P(x, v\  (r = N + 1,  ,

^)  aufeinander  so bestimmen  kann,  dass  B(x, v ) = 0, (r = JV + m0 + 1,  ,

w + m0) ist, und dass  es fur r = JV + 1,  3w

(6. 10)  ΛJ (*, i/ ') =  /C .x S
w
 (x, v \   bj- 3 (x, v) e R', (j = 1,  n)

r  r  r

ist.  Da  andererseits

Pol(P(x,  v), P\x,  i»'))
n- N  n- N

n- N

V~̂   O(r  Ί J \  ^P(r  t'\

sfi^+l  S
  '  n- s+l  '

=   -   Σ   i- P\χ,  v) +  2Sas P(x, v)  Fix, v)) Fix, v)
s- N+i  s  l ι  ^s  n- s+l

n- N- l

V^  /   τ^/  r>/   '\   _i_  V  ry  JΓf  Tξ(γ  Ί/ \   ΐ^'  Ώ (γ-  Ί / Y)FΓ'  ϊi\ '(r

=   -   " Σ ( -  hx,  v'.) +  ZsctsB(x,  v),  Bix, v)vk) Bix,  v)K'n+^
is
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= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  P(x,  v)Kn+l,l
n+l

ί>

ist,  wo  P(x,  v) € R' ist,  und  es  nach  Voraussetzung  und  Hilfssatz 14
n+l

θ'  Kn+m0+l   B(x,  v)  =   K'n+i iι  B  (x,  v).
n l  l

wo  B{x;  v) € R' ist,  gilt, so muss  B(x,  v) = 0 sein,  wenn  man  pj3  (x,  v )
n + l  n + m,otl  n+l

durch

=  ,  /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Γ
  A

pjj  (x,  V )  =   Kn+l,l  I   (bjj(x,  V )  +   pjj  (x,  V )) ί/jC
n+l  Jxj  n + l  n + l

=   K'n  + 1,1 bjj(x,  v\  U  =   1,  ,?z)
Λ+ l

bestimmt,  wo

bj3(x,  v) € Λ',0" =   1,  ,n)
n+i

ist.  Daher  kann  man  durch  vollstandige  Induktion  beweisen,  dass  man  P(x,
r

v \   (r =  N +  1,  ) aufeinander  so  bestimmen kann,  dass
B(x,  v) =  0,  (r =  N + mQ  +  1,  )
r

ist,  wobei  (6.  10)  fur  r = N +  1,  gilt.
Daher  wird  (6.  7)  zu :

dZ/ dx  — t  ° Fyx, λ ,  /^ , ί)Z,

woraus  durch  die  Transformation (6.  3)

dZ/ dx  = θ F(x,  λ,  /χ)Z

folgt.  Die (6.  3)  und  (6. 6)  nach  (6.  2)  werden  bzw.  zu :

Z  =  PGr, λ, AOZ; P U  λ,  µ )**E  +   Σ   iC
r
P U  z/), P(x  v) € F,

Z  = IK*,  λ,  µ )Z,  P(x, X µ ,)^E+  Σ  Kr.ιΆ.X, v'),P(x,  v) € R,
r-N+l r r

woraus

Z=TΪX,  λ,  µ )P(x,  X, µ )Z,
oo

P U , λ,  µ )P(x,  X, µ )  **  E +  Σ,  KrΛ  P\x,  »)

folgt,  wo  P*(x,  v) € ϊ?  ist.  Daher  besitzt  die  (6. 1) die  folgende  formale
r

Losung :
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(6.  11)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  z}^exp(Fk(x,  λ, µ ))(l  +  Σ  Kr>1p%(x,  v)),  (J =  1,  n)
^  r=N+l   r  '

WO

Fk(x,  λ, µ ) = θ JfΛ*,  λ, µ )dx,

ist.
D aher  erhalt  man folgenden

HlLFSSATZ  19.  Wenn die Differentialgleichung (6. 1) die  Voraussetzungen

(i),  (ii) und  (iii)  vergnύgt,  so  besitzt  (6. 1)  eine  formale  L'όsung  von  der

Gestalt  (6.  11).

Wir  sagen,  dass  (6. 1) bzw. die Eigenschaften  [F ] und [J5]  besitzt,  wenn

es  fur  (6. 1) bzw. die Voraussetzungen  (i) und (ii) gelten.

7.  Existenzsatz  I. Nochmals denken  wir uns (6. 1), d. h.

(7.  1)  dZ/ dx  = θ (FOr,  λ,  µ ) + B(x, λ, µ ))Z,

welche  die Eigenschaften  [F ] und [B] besitzt.  Ferner  stellt  man die folgenden

Voraussetzungen :

(i) Es gilt  die Voraussetzung  (iii) von Hilfssatz  19.

(ii) Es  gilt

(iii)  Die (7. 1) besitzt  eine  formale  Losung  der Gestalt
oo

(7.  2)  zj *  Σ,  Kr,iPfc>  P),U=1,  , n\
r - ϋ

wo pj (x, v) €z R  ist.
r

Wendet  man die  Transformation

(7.  3)  zj =  £  Krapj(x,  v) +  Uj, (j  =  1,  , n)

auf  (7. 1) an, wo M  eine  spater  zu bestimmende  natύrliche  Zahl  ist, so  geht

(7.  1) in
n

(7.  4)  duj/ dx =  θfj(x,  λ,  µ )uj +  Σ  ^ bjk (x, \ ,  µ ) uk

+  bj(x,  λ,  µ \  {j =  1,  ,n)

ύber,  worin

r - 0  T>1  r '
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n  M+N+l   M+ir+1

+ Σθbjk(x9  λ, µ )(  Σ  ^r.iftfe  v))-   Σ  KrΛρ)(x,  v), (j =  1,  , n)

ist.  Nach  Hilfssatz  16 und  der Eigenschaft  \JS\ gilt
oo

(7.  6)  θbόk(x,  \ ,  µ )~  Σ  KTΛ b%(x,  v\  (j,  k =-   1,  , n\

wo  έ*
fc
(^:, v) €  i? ist, woraus  nach  (iv) von Hilfssatz  11 und (7. 5)

oo

(7.  7)  &/.r,  λ,  µ )- ^  θΣ  Kr)1bj(x,  v), (.7 =  1,  , Λ)

folgt,  wo έj (̂ :,  i/) € R  ist. Es ist  klar  dass

(7.  8)  « j *  Σ  Kτ,iPΛx,  V\  (j  =  1,  n)
V

eine  formale  Losung  von (7. 4) ist.

Man  nimmt  die  Existenz  einer  hinreichend  grossen  positiven  Zahl Mo

von  der Art an, dass  zwei  folgende  Bedingungen  gelten.

(a) Es ist Mo +  N + 2 ein Multiplum von No, und Mo +  N +  2 > m0.

(b)  n2 und ^2 sind  voneinander  prime  und natύrliche  Zahlen, und sie

werden  durch  n>Jn2 — δi/ δ
2
  gegeben,  wobei

f  JV +  2) — m  κ=  __  δ
2
(M

0
  +  JV +  2) +  7τz

f

F  Γ =
1
  M

o
 +  N +  2 -   m 0  '  2  Mo + N + 2 -  m0

ist.  Wie bei Hilfssatz  13 kann  man nach Ί >1  (M o +  N +  2) -   m,  f2  (M o +   iV
4-  2) +  m  > 0 und  (a)

n_ ^  "S1 (M o +  JV +  2) -   m  <  j ^ _
Λ  ^  ~δ2 (Mo +  JV +  2) +  m'  =   Wi

beweisen.
Dann  nach  Hilfssatz  13  lasst  sich  θ Uj fur  eine  natύrliche  Zahl M mit

M  2: Mo  folgendermassen  formell  entwickeln :

θ  Uj^t  Σ,  Kr/ Pj  U   V\ U =  1,  ,«),

worin  ^  (Λ:,  Z/) €  i?, Kr>2 =  iCr (/z,  TZ  n2, n'i  λ, µ ) ist, woraus
oo

(7.  9)  0/ , Cr, λ,  ^ M / I , λ,  µ )*&  Σ  Kr)2pj(x,  v\  {j  =  1,  , n)

folgt,  wo ̂   (x,  v) € R  ist. Aus (7. 6) und (7. 8) folgen bzw.
r

(7.  10)  0irt(a:,  λ, µ )u}{x,  λ, / • ) *  Σ  ^ .«AU ,  ")» (Λ * =  1,  »)
r.Jf+ 2.V+ 3
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und
CO

(7.  11)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  duj/ dx  ̂ Σ,  Kr/ p,{x, v),U=l,  ,»),
r = M+N+2  r

wo  pik(x,  v) und pj (x,  v) € ~R ist, und daher  aus (7. 7), (7. 9), (7. 10)  und
r  r

(7.  11) folgt  sogleich
oo

(7.  12)  bj(x, λ, µ ) =*   Σ,  KTt2  b, (x,  v), b, (x, v)eR,(J=h  »).

N ach  (7. 6) un d (7. 12) erhalt  m an die folgende  Abschatzun gen :

\bj(x,\  µ )\<  HSM+N+2- m\   I \  U =  1,  , n),

worin  H eine  hinreichend  grosse  positive  Zahl ist.

Fϋhrt  man die Transformation

(7.  14)  uό = vj exp ( F / *, λ, µ )\ (j =  1,  ,n)

in  (7. 4) ein, so geht  (7. 4) ins Folgende  ύher :
n

(7.  15)  A, , / ά c =  Σ  9 b
}k

 (x,  λ,  A*) e ^"^ t;
fc
 +  b

s
 (x,  X,  µ)e~

F
> ,

Setzt  man  nun

Gj(x,  λ, ̂ ) = l ^
+ 2 - W o e x p (  -   S ίF .U , λ,  ^)

so  kann  man folgendermassen  beweisen,  dass  es  eine  hinreichend  grosse

positive  Zahl L die Ungleichung

(7.  16)  L sgn (x -   x,) ̂ L >{Σ,LK   δ v + 1 e[x~x^ + H j e "^  B'I+N+2~m'  IΔ,
ox  Vs= 1  /

O ' = l ,  , n )

gilt.  Denn da es z. B. fur Λ: > TJ die folgenden  Ungleichuπgen  gelten:

Die linke Seite von (7. 16) > i F ^ ^ ί * /   (j =  1,  , n),

Die  rechte  Seite  von (7. 16) S  (nLK~SN+ι eβ'a +  H)e*r'?f+ ίr+ ϊ - "  ,

so  genugt  es zu zeigen,  dass  L(l — nK 8S+1 ee~") > H, d.  h.

(7.17)  L > nLK~hN+x<?- "  + H

gilt. Es ist klar,  dass  (7. 17) fur eine  hinreichend  grosse positive  Zahl L gilt,

wenn  man R hinreichend  gross  annehmen, so dass  nK hN+ι  ea~a < 1  ist.

Daher  muss  eine  Lόsung  von (7. 15), welche  die  Anfangsbedingung
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V}(x0)  =  Ό%  ( j =  1,  ,«)

erfύllt, wo

\v°j\   S  LGJ(XJ,  λ,  / *), 0' =  1,  n)

ist,  der folgenden  Ungleichung  geniigen :

(7.  18)  K | S LGj(x,  λ, /*), U =  1,  , Λ) .

Ohne  Schwierigkeit  wird  es  folgendermassen  gezeigt,  dass  solch  eine

Lόsung  von  (7. 15), eindeutig ist.

Es  seien  v}  und fj  zwei  derartige  Lόsungen  von  (7. 15), so muss  es  fur

Wj  =   V)  —  T̂ j

ώ  =  Σθbjk(.x,  X, µ )eF"- F}wk,  w(.xj) = 0, U =  1,  , n)

sein.  Setzt  man

(7.  19)  L =  Max (| w, | G, (a:, λ,

und  setzt  man L > 0 voraus,  so gilt

(7.20)  L sgn ( * - *, ) ^
ox

* +1  exp( { I x -   * t I -   5R F / x, λ,
fc= l

Da  andererseits  nach  (7. 13), (7. 19) und (7.  20)

L Gk(x,  X,  µ )

cx

gilt,  so hat man leicht  LG}(x,  λ, µ ) >  \wό\ , (j =  1,  n)9 welche  mit  der

Voraussetzungvon  L im Widerspruch  steht,  woraus  L =  0, d.  h.  Wj ̂  0,

( i =   1,   9n)  folgt.
Wir  kόnnen die Existenz von  Funktionen  £>/λ, µ ) von der Art beweisen,

dass  <pj(\ ,   µ ) € R, (j = 1,  , w) ist  und es  sich  folgendermassen  asymp

totisch  entwickeln  lasst:
CO

(7.  21)  p/ λ, µ )^ΣKr,iP}  (.Xi,  v),U=l,  «)•
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Aus  (7. 21) und Hilfssatz  10  folgt

µ )  -   Σ   KrΛpj{xh  v))exp(  -   F,(xh  λ, µ ))

— 3ϊ Fj (xj, λ, µ ))

-   3Ϊ Fj (xh  λ, µ ))

93

woraus
?j( λ ,   A6) "~  Σ  ^ M , λ,

h  v), (j  =  l,

folgt,  wenn  man die Grόsse  L  hinreichend  gross  annimmt.
Da  die Lόsung  v5  von (7. 15),  welche  die  folgende  Anfangsbedingung

erfύllt  :
Jf+ ΛΓ+ 1

(^.(λ,  A*) -   Σ   KrΛρs{xh  v)) exp( -   F , (^,  λ, /*)),

( i = l ,  n\
die  Ungleichung  (7. 18)  erfϋllt,  so  muss  die Lδsung  von (7. 1), welche der

Anfangsbedingung

(7.  22)  zjixj)  = φs(\   µ \  ( i =  1,  ,n)

genugt,  die  Abschatzung

r- ϋ

V
li

erfύllen,  woraus
Jf+ 2V+ i

(7.  23)  |«j  -   Σ,  &

folgt. Da

• ,  »)>- *'

1

λ,  /*), / Δ, ( i =  1,

rl A  fo  ^)

Krlpj(x9v) + KrΛpj(x,  v)
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ist,  so  h at m an

M' +  N+l

}(x,  v) ίmzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  / Δ,  O'= n\

wenn  M'  + m0  ^  Mo  ist.  Man  kann  also  fur  alle  natϋrlichen Zahlen N  mit

N  ^  Mo  + N  + 1 — m0  die  folgende  Ungleichung  beweisen:

(7.  24) -   Σ  ^r.i ΞS*Γδ*+1fϋr  7Δ,  ( j  =  1,

Fur  alle  natύrlichen Zahlen N  mit  N  <  Mo

X,  V)

r

ψ*\  IA, U= l,  ,»)

nach  (7.  24), woraus  folgt  sogleich

mit  Hilfe  von  Hilfssatz  6.

Daher  fύr  alle  natύrlichen Zahlen N  gilt

gilt

nach  Hilfssatz  5,  wenn  man  KrΛpj(x,  v)  von  neuem Kr,2p*(x,  v)  schreibt,
r  r

Also  besitzt  (7.  1)  eine  eindeutige  Lόsung,  welche  die  Anfangstedingung

(7.  21)  erfύllt,  und  sich  folgendermassen  asymptotisch  entwickeln  lasst:

Daher  hat  man  folgenden

SATZ 2.  Wenn  (7. 1) die  Eigenschaften  [F], [B], und die  formale  L'όsung

der  Gestalt  (7.  2)  besitzt,  und  die  Voraussetzungen  (i)  wwrf  (ii)  gelten,  so

besitzt  (7.  2)  eine  eindeutige  L'όsung, welche die  Anfangsbedingung  (7.  22)

erfύllt,  und  sich  fur  (U)  in  der  rechten  Seite  von  (7.  25)  asymptotisch

entwickeln  lάsst, wo  n2  und  n'z durch  (b) gegeben  werden.

N.  B.  Wir  sagen,  dass  (7.  1)  die  Eigenschaft  [RF]  besitzt,  wenn  fur
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(7.  1) die Voraussetzung  (ii) gilt.

Von  jetzt  an  sagen  wir, dass  (7. 1) fur  (U) die asymptotische  Lδsung

hat,  wenn  es die Eigenschaften  [F], [B], [RF] und die formale  Lόsung  (7.  2)

besitzt.

8.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Existenzastz  II.  Wenn  eine  Differentialgleichung

(8.  1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  dZ/ dx  = θ(F(x,  λ, µ ) +  SGr, λ,  µ ))Z

die  Eigenschaften  [F] und [B] besitzt,  so besitzt  (8. 1) nach  Hilfssatz  19  die

formale  Lόsung  der folgenden  Gestalt :

(8.  2)  zs «  exp (Fk(x, λ,  µ )) Σ   KrΛ p, U,  V\ (j =  1,  n\
r~0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  r

wobei pj (x,  v) € R, (j = 1,  , n  r = 0,  ) ist.
r

Wendet  man die Transformation

(8.  3)  zj =  exp (Fk (x, λ, µ ))zh  ( i =  1,  , n)

auf  (8. 1) an, so geht  (8. 1) in

(8.  4)  dZ/ dx  =  0GFU,  λ, /x) +  β (^ , λ, /^))Z,

wobei

F(.r,  λ, ^) = FU,  λ, µ )~fk{x,  \  µ )E, B(x, λ, µ ) = B(x, λ, µ )

ist,  welche  offenbar  eine  formale  Lόsung
CO

(8.  5)  *j*Σ *r
f
i A( *,  v), ( i = l ,  ,«)

besitzt, wo  >̂j {x, v) €L R ist.

Setzt  man nun fur  F(x, λ., µ ) voraus,  dass

m θ(fj (x, λ,  /*) - Λ f e  λ, µ )) δ O , ( « S ^  arΛ Δo, f =  1,  , »),

metfiix,  λ, /*) - Λ ( i ,   Λ  /*)) < 0, (^ ̂  or ̂  β, A0J =  1,  , „ )

gilt,  so besitzt  (8. 4) die Eigenschaften  [F], [B] und [RF]. Da man also  Satz

2  auf (8. 4)  anwenden  kann,  so  besitzt  (8. 4) fur (U) eine  asymptotische

Lόsung

r= 0
  r

woraus  nach  (8. 3) folgt,  dass  (8. 1) auch  fur  (U) eine  asymptotische  Lόsung
CO

z5 ^  exp (Fk Cr, λ, µ )) Σ   Kr,2pj(x,  v\  (j  =  1,  ,n)
r- 0.

  r

besitzt.
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Man  sagt  dass  (8.  1)  die  Eigenschaft  [RF ]  besitzt,wenn(8. 4) die  Eigen -

schaft  [RF] besitzt.  Man  nimmtzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n2  und  n'z von  der  Art  an,  dass  (b)  gilt.

Daher  erhalt  man  folgenden

SATZ  3.  Besitzt  (8.  1)  die  Eigenschaften  [F], [B]  und  [RF ],  so  gibt  es

eine eindeutige  asymptotische Losung, welche sich  in  rechten Seite  von  (8. 3)

asymptotisch  entwickeln  lάsst.

Von  jetzt  an  sagen  wir,  der  Einfachheit  halber,  dass  (8.  1)  unter  den

Eigenschaften  [F], [B]  und  [RF ]  fur  (U) eine  asymptotische  Losung  besitzt.

Wenn  eine  Differentialgleichung

(8.  5)  dY/ dx  =   θ A(x,  λ,  µ )Y

die  Eigenschaften  [A]  und  [Ao]  besitzt,  dann  geht  (8.  5)  nach  Hilfssatz  18

durch  die  passende  Transformation

(8.  6)  Y  = P(x,  λ,  µ )Z,

wo
iV+ mo

P(x,  λ,  µ )  =   £  KrP(x,  v\  P(x,  v) €  R,  P(x,  v) =  E

ist,  in

(8.  7)  dZ/dx  =  θ(F(x,  λ,  µ )  +  B(x,  λ,  µ ))Z

ύber.  Da  (8.  7)  sicher  die  Eigenschaften  [F] und [B]  besitzt,  wo  besitzt  (8. 7)

nach  Satz 3 fur  (U) eine  asymptotische  Losung,  wenn (8.  7) ferner  die  Eigen-

schaft  [RF ]  besitzt,  woraus  nach  (8. 6)  fur  (U)  eine  asymptotische  Losung

von  (8.  5)  folgt.

Wir  sagen,  dass  (8.  5)  die  Eigenschaft  [RF  ]  besitzt,  wenn  (8.  7)  die

Eigenschaft  [RF ]  besitzt.

Daher  erhalt  man  folgenden

SATZ  4.  Die  (8.  5)  besitzt fur  (U) eine asymptotische Losung  der  Gestalt
oo

yό  ^  exp (Fk  (x,  λ,  µ ))Σ  Kr  2p*i(x,  v),  (.7 =   1,  , n\
r- 0  r

wenn  (8.  5)  die  Eigenschaften  [A],  [Ao]  und  [RF"] besitzt.
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