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EINIGE CHARAKTERISATIONEN VON KETTEN*)

Teo STURM, Praha

(Eingegangen am 23. Dezember 1971)

Diese Arbeit kniipft direkt an den Artikel [ 7] an. Es zeigt sich u.a., dass ein unmit-
telbarer Zusammenhang zwischen der Distributivitit des Verbandes (K(4, u), <)
und der Tatsache, dass (4, u) eine Kette ist, existiert. Es werden Ordnungen u
auf A charakterisiert, fiir die irgendeine von den Gleichheiten L(A, u) = E(A),
G(A, u) = E(A4), K(A,u)= E(4), L(4,u)=K(4,u), G(4,u)=K(4,u) oder

L(A, u) = G(A4, u) gilt. Es werden Ordnungen u auf A charakterisiert, fiir die der
vollstandlge Verband (G(A4, u), =) oder (K(4, u) <) im vollstandigen Verband
(E(4), <) abgeschlossen ist.

Meinem Lehrer, Herrn Prof. MirosLAV NovoTNY, mdchte ich meinen Dank aus-
sprechen — nicht nur fir zahlreiche und ausfithrlich ausgearbeitete Ratschlage und
Hinweise, sondern auch fiir freundschaftliche Aufmunterungen, ohne die ich mir
meine Arbeit in diesem Gebiet nur schwer vorstellen kann.

1. Bezeichnungen. A ist eine nichtleere Menge. %(A4) ist eine Menge aller Ordnungen
auf A. %'(A) ist eine Menge aller linearen Ordnungen auf A. Wir iibernehmen die
Bezeichnungen und Konventionen von [7], mit den im ersten Absatz der Arbeit
[8] erwihnten Modifikationen. Die Bezeichnung des Verbandsdurchschnittes A,
A und der Verbandsvereinigung v, V wurden aus dem Buch [1] iibernommen; aus
dem Zusammenhang wird immer klar sein, in welchem Verband die gegebenen
Durchschnitte und Vereinigungen betrachtet sind.

Es sei u € %(A). Die Intervalle in (4, u) werden in der gleichen Weise bezeichnet |
wie in dem Buch [2], Kap. III, § 1, Abs. 15 (S. 161 der russischen Ubersetzung),
mit den folgenden Abweichungen: Die Symbole « und — werden ausgelassen; aus
typographischen Griinden wird die Klammer [ bzw | durch die Klammer < bzw )

*) Die Arbeit entstand im Rahmen eines von Herrn Prof. Jiki FABERA geleiteten Seminars
Uiber Boolesche Algebren.
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ersetzt; bei der Bezeichnung der Intervalle {a, b), {a, b{ usw. wird lediglich a, be 4
vorausgesetzt. Fiir a, b e A ist z.B. in (4, u)

Ya, by =p;{x|xe4,(a,x)eu —id, (x, b)eu},
Ya,{ =pe{x|xed, (a,x)eu —id,},

d,al =pe{x|xeAd,(x,a)eu —id,},

»{ =pAd.

2. Definition. Es sei (4, u) cine geordnete Menge. Falls (4, u) ein Verband ist,
bezeichnet L(A4,u) die Menge aller Kongruenzrelationen des Verbandes (4, u).
Ist (A4, u) kein Verband, ist definitionsweise L(4, u) =p; 0.

3. Satz. (BIRKHOFF) Die geordnete Menge (A, u) sei ein Verband. Dann ist
(L(A, u), <) ein vollstindiger Verband, der im vollstindigen Verband (E(A), <)
abgeschlossen ist. ‘

Beweis. Siehe [9], Satz 68, S. 190.

4. Definition. Es sei (A, u) eine geordnete Menge. ¢ wird genau dann eine u-konvexe
"Aquivalenz auf A genannt, wenn ¢ eine Aquivalenz auf A4 ist und wenn fiir alle
X e Afg und fir alle x, ye X gilt: {x,y)> < X. Das Symbol K(4, u) bezeichnet
die Menge aller u-konvexen Aquivalenzen auf A.

5. Satz. Es sei (A, u) eine geordnete Menge. Dann ist K(4, u) ein algebraisches
System abgeschlossener Elemente im vollstindigen Verband (E(4), <).

Beweis. Falls & ein nichtleeres System u-konvexer Teilmengen in A ist, dann
ist N/ eine u-konvexe Teilmenge in A; falls (&, <) sogar eine Kette ist, ist J.of
eine u-konvexe Teilmenge in 4. Hiervon und aus [7], Abs. 10, 5 und 7 folgt unmit-
telbar die Behauptung des Satzes.

6. Lemma. Es sei u € %(A). Dann gilt
L(A4, u) = G(4,u) < K(4, u) € E(4).

Beweis. Die Inklusion K(4,u) < E(A) folgt direkt aus Abs. 4; hiervon und
aus [7], Abs. 36 folgt, dass G(4, u) < K(4, u) ist. Ist o € L(4, u), dann stellt o den
Kern eines auf dem Verband (4, u) definierten Homomorphismus ¢ dar. Danach
is ¢ speziell auch eine auf der geordneten Menge (A, u) isotone Abbildung und nach
[7], Abs. 45 ist 6 = ker ¢ € G(4, u).

7. Lemma. Es sei u € %(A) und B sei eine u-konvexe Teilmenge in A. Dann gilt
(B* vid,) e G(A4, u).
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Beweis. Nach [7], Abs. 17 u. 19 gilt X? € F(A4, u) fiir alle Teilmengen X in 4,
speziell ist B® € F(A, u). Da B u-konvex in A ist, folgt B = k(B) (siche [7], Abs. 37).
Nach [7], Abs. 38 u. 41 gilt dann auch B*> U id, = B2 € G(4, u), w.z.b.w.

8. Lemma. Es sei u eine lineare Ordnung auf A. Dann ist L(4, u) = K(A, u).
Beweis. Wir wihlen
(TEK(A,M), X’YEA/G9 xlstEX’ .beZEY'

Es ist u € %'(A) (%'(A4) bezeichnet die Menge aller linearen Ordnungen auf A),
und deshalb kann man bei geeigneter Wahl der Bezeichnung (xl, Y1) € u voraus-
setzen. Ist X =Y, dann gilt (mit Bezug auf die Tatsache, dass (4, u) eine Kette ist)

Xy vy€X, x,vy,eX, x; Ay, eX, x, Apy,eX.

Ist X # Y, dann folgt aus der Linearitit der Ordnung u (siche auch [8], Abs. 2),
aus der vorausgesetzen Relation (x;, y;)eu und aus der u-Konvexitit der Aqui-
valenz o auf 4 -

~ (xla yl):(xl, YZ)’(xz,)H),(xz, }’2)€u - idA'
Im Verband (4, u) gilt also

Xy Vy,=yeY, X vy, =y,eY, x; Ay =x,€X,

Xy Ay, =x€X.

Es ist (x; vV yy, X, V ¥3)€0, (X; A ¥, X, A y;) €0 und deshalb e L(4, u).
Hiermit ist die Inklusion K(4, u) & L(4, u) hergeleitet; ihre Umkehrung gilt nach
Lemma 6.

9. Satz. Es sei u eine Ordnung auf A. Dann sind alle folgenden Behauptungen
dquivalent.

(1) (4, u) ist eine Kette.

(2) L(4,u) = G(4, u).
(3) L(4, u) = K(4, u).

Beweis. Die Implikation (1) = (3) gilt nach Lemma 8 und (3) = (2) folgt nach
Abs. 6.

Es sei nun (A, u) keine Kette. Dann existieren u-unvergleichbare Elemente a, b € 4.
Die aus a und b bestehende Menge {a, b} ist ecine u-konvexe Teilmenge in 4 und
nach Lemma 7 ist also ¢ =p({a, b}?> uid,) e G(4, u). Die Menge {a, b} e Afo
ist offensichtlich kein Teilverband in (A4, u), und deshalb ist o ¢ L(A4, u). Damit ist
die Implikation (2) = (1) bewiesen.

377



10. Satz. Es sei u eine Ordnung auf A und card A 2 3. (H(A, u), <) sei der
Aquivalenzverband auf A, der die folgenden Bedingungen erfiillt:

(4) Ist 0, 0 € H(A, u), dann ist ¢ A 0 = @ N 0.

(5) Ist x, ye A und (x, y)¢u v u™', dann ist ({x, y}* Uid,) e H(4, u).

(6) Ist x € A, dann ist (3, x)* U id,) € H(4, u) und ({x, <> vid,) € H(4, u).
Ist ein solcher Verband (H(A, u), <) distributiv, dann ist (4, u) eine Kette.

Beweis. Es sei (A, u) keine Kette und card 4 = 3. Dann existiert eine drei-
elementige Menge {a, b, ¢} = A, fiir die (a, b)¢u U u™?! ist. Wir wihlen ¢ = p;
= peia, b}? U id,. Nach (5)ist ¢ € H(4, u).

Ist (a, ¢), (b, ¢) ¢ u U u~", dann setzen wir

o =pc({a, c}?vid,), ©=p({b,c}*Lid,).
Nach Bedingung (5) ist o, 7 € H(4, u) und im Verband (H(4, u), <) gelten laut (4)
und in Bezug auf die Wahl von g, o, t© die Beziehungen
(ero)vienanr)=idyvidy=idyco=0n({a b c}>vid)co A (o Vv).
In diesem Fall ist also der Verband (H(A4, u), <) nicht distributiv.
Ist (¢, c)eu und (b, c)¢u U u™', setzen wir
o =ps({a, P uidy), 1 =p({b,c}>uid,).

Nach Voraussetzungen (6) und (5) ist ¢, T € H(4, u). Dann ist (a, b)eo v v und
in Bezug auf die Wahl von g, ¢, 7 und auf (4) gelten dann im Verband (H(4, u), =
die Beziehungen ;

ero)vigar=idsvidy=idgcgAa(ov);

der Verband (H(A4, u), <) ist also wieder nicht distributiv.

Im Falle (a,c)¢u vu~" und (b, ¢)eu wird die Distributivitit des Verbandes
(H(A, u), <) ahnlicherweise ausgeschlossen (durch Austausch der Bezeichnung der
Elemente a und b), und in den Fillen (¢, ) e u und (¢, b)) ¢u v u™" bzw. (c, a)¢
¢u wu”'und(c, b) € usind die Erwégungen, die die Distributivitat von (H(4, u), <
ausschliesen, u-dual zu den eben durchgefiihrten.

Ist (a, ¢) € u und (b, ¢) € u, wihlen wir

o =p(<a, P uid,) und 1 =p (b, uidy).

Nach Bedingung (6) ist o, 7€ H(4, u). Aus der Relation c e (<a, ) n (Kb, ) folgt
(a, b)e o v 7, und in Bezug auf die Wahl von g, ¢, 7 und auf die Forderung (4)
gelten dann im Verband (H(A4, u), <) die Beziehungen

fero)viear=idgvidy=idycgoA(ov 7)),
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d.h. (H(A4,u), <) ist wiederum kein distributiver Verband. Auf duale Weise wird
die Distributivitdt im Fall (¢, a) € u und (c, b) € u ausgeschlossen.

Die beiden letzten Mdoglichkeiten (a, ¢)eu und (¢, b)eu bzw. (b,c)eu und
(¢, @) € u stehen im Widerspruch mit der Transitivitit der Relation u und mit der

Voraussetzung (a, b) ¢u U u™".

11. Bemerkung. Es ist notwendig der Fall card 4 < 3 im Satz 10 auszuschliessen,
denn fiir card A < 3 sind die Verbinde (D(4), <) und (E(A4), =) distributiv. Distri-
butiv sind deshalb in diesem Fall auch alle Teilsysteme H(A, u), H(A4, u) = E(A)
(und sogar H(A, u) = D(A)), die bei der Ordnung durch Inklusion Verbinde dar-
stellen. Z.B. fiircard 4 = 2, 4 = {a, b} ist das Hassesche Diagramm des Verbandes
(E(A4), <) auf Abb. 1 und des Verbandes (D(4), <) auf Abb. 2 dargestellt. Fiir
card 4 = 1 ist die Situation woméglich noch trivialer.

A2 A

(@ d Yoy
ﬁ ﬂ ° idA

Abb. 2.  Abb. 1.

12. Lemma. Es sei u € %(A). Dann geniigen die Verbinde (G(A,u), <) und
(K(A, u), <) den Bedingungen (4), (5) und (6).

Beweis. Fir (G(4,u), <) gilt (4) nach [7], Abs. 20. Die Menge G(4, u)
den Bedingungen (5) und (6) nach Lemma 7; fir K(A4, u) gelten (5) und (6) offen-
sichtlich laut Definition von K(4, u) (siche Abs. 4). Fiir (K(4, u), <) gilt (4) nach
Satz 5. ‘

13. Satz. (FUNAYAMA, NAKAYAMA) Die geordnete Menge (A, u) sei ein Verband.
Dann ist der vollstindige Verband (L{A,u), <) unendlich-durchschnistsdistri-
butiv*).

Beweis. Siche [9], Satz 76, S. 208.

*) D.h. fiir ein beliebiges Element ¢ € L(A4, 1) und fiir eine beliebige Menge M, M < L(A, u),

istin (L4, 1, ) e A(Va=V (@A o).
aeM oeM
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14. Folgerung. Es sei (4, u) eine geordnete, mindestens drei Elemente enthaltende
Menge. Dann sind die folgenden Behaptungen dquivalent.

(1) (A, u) ist eine Kette.

(7) Der Verband (G(A, u), <) ist distributiv.

(8) Der vollstindige Verband (G(A, u), <) ist unendlich-durchschnittsdistributiv.
(9) Der Verband (G(A, u), <) ist zu einem Mengenverband isomorph.

Beweis. Falls (4, u) eine Kette ist, ist L{4, u) = G(4, u) nach Abs. 9 und es gilt
(1) = (8) nach Satz 13. Die Behauptung (8) = (7) ist offensichtlich. Die Implikation
(7) = (1) folgt direkt von Abs. 12 und 10. Die Aquivalenz (7)<>(9) (BIRKHOFF)
ist z.B. in [9] bewiesen: Satz 67 (S. 185) u. Beispiel 21 (8. 91).

15. Folgerung. Es sei (A, u) eine geordnete, mindestens drei Elemente enthaltende
Menge. Dann sind die folgenden Behauptungen dquivalent.

(1) (A, u) ist eine Kette.

(7) Der Verband (K(A, u), <) ist distributiv.

(8") Der vollstindige Verband (K(A, u), <) ist unendlich-durchschnittsdistributiv.
(9) Der Verband (K(A, u), <) ist zu einem Mengenverband isomorph.

Beweis. Die Argumentation entspricht der des Beweises von F dlgerung 14,

16. Bemerkung. Es gibt weitere Aussagen, die mit der Behauptung, dass ein
Verband unendlich-durchschnittsdistributiv ist, logisch &quivalent sind; es sei
erwihnt, dass solche Verbande topologisch sind (siehe [ 1], Kap. IV, § 9, u. Kap. 1X,
§ 11, Satz 14) oder dass sie relativ pseudokomplementir sind (siehe [ 1], Kap. IX, § 12,
Satz 15). Vgl. auch [3].

Es ist etwa bemerkenswert, dass die Verbinde (G(4,u), <) und (K(4, u), <)
nicht distributiv sein kdnnen, ohne unendlich-durchschnittsdistributiv zu sein.

Weiter werden wir diejenigen Ordnungen u auf A charakterisieren, fiir die der
vollstandige Verband (K(4, u), <) bzw. (G(4, u), <) eine Boolesche Algebra dar-
stellt (siche Abs. 19) oder fiir die diese vollstindigen Verbinde unendlich-verei-
nigungsdistributiv sind (Vgl‘ Abs. 21); es ist zu bemerken, dass beide Forderungen
auf die gleiche Bedingung (10) fiir u fiihren.

17. Definition. Eine geordnete Menge (A, u) heisst diskrete genau dann, wénn jede
beschrinkte Kette in (A4, u) endlich ist*).

*) Wenn (4, u) eine Kette ist, dann (4, ») ist diskret genau dann, wenn (A4, ) zu einer auf
natiirliche Weise geordneten Menge ganzer Zahlen isoton isomorph ist.
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18. Satz. (HasumMoto, JAKUBIK) Es sei (A, u) ein distributiver Verband,;
(I{4, u), <) ist genau dann eine Boolesche Algebra, wenn der Verband (A, u)
diskret ist.

Beweis. Siche [6], Satz 8.4, oder [5], § 2, Corollary 2. Siehe auch [10], Veta 4.

19. Folgerung. Es sei (A, u) eine geordnete, mindestens drei Elemente enthaltende
Menge. Dann sind die folgenden Behauptungen dquivalent.

(10) (A, u) ist eine Kette, die zu einer auf natiirliche Weise geordneten Menge
ganzer Zahlen isoton isomorph ist.

(11) (G(4, u), <) ist eine Boolesche Algebra.

(12) (K(A, u), <) ist eine Boolesche Algebra.

Beweis. Gilt (10), dann ist nach Abs. 9 L{4, u) = K(A4, u) = G(4, u), und nach
Satz 18 gilt also (10) = (11), (10) = (12) (eine Kette ist ein distributiver Verband).
Gilt (11) bzw. (12), dann ist (4, u) eine Kette nach Abs. 14 bzw. Abs. 15; aus Abs. 18
und 9 folgt also (11) = (10) und (12) = (10).

20. Satz. (GRATZER, SCHMIDT) Es sei (A, u) ein distributiver Verband. Der voll-
stindige Verband (L{A, u), ) ist genau dann unendlich-vereinigungsdistributiv*),
wenn (A, u) ein diskreter Verband ist.

Beweis. Siehe [5], Satz 12.

21. Folgerung. Es sei (A, u) eine geordnete, mindestens drei Elemente enthaltende
Menge. Dann sind die folgenden Behauptungen dquivalent.

(10) (A, u) ist eine Kette, die zu einer auf natiirliche Weise geordneten Menge
ganzer Zahlen isoton isomorph ist.

(13) Der volistindige Verband (G(A4, u), <) ist unendlich-vereinigungsdistributiv.
(14) Der volistindige Verband (K(A, u), <) ist unendlich-vereinigungsdistributiv.

Beweis. Gilt (10), dann ist nach Abs. 9 L(4, u) = K(4, u) = G(4, u), und deshalb
gilt nach Satz 20 (10) = (13) und (10) = (14) (eine Kette ist ein distributiver Verband).
Gilt (13) bzw. (14), dann ist (4, u) eine Kette nach Abs. 14 bzw. abs.15; aus Abs. 20
und 9 folgt also (13) = (10) und (14) = (10).

22. Lemma. Es sei (4, u) eine geordnete Menge, die die Bedingung (10) erfiillt.
Dann gelten die folgenden Behauptungen. ‘

*) D.h. in (L(4, w), <) gilt fiir ein beliebiges ¢ € L(4, u) und fiir eine beliebige Menge M,
M < L(A, w
eV(ADd=AkVoa.

oeM oeM
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(15) DerVerband (K(A, u), <) ist zu dem Verband aller Teilmengen einer Menge
B = B(A, u) isomorph (die entsprechende Verbandsordnung ist die Inklusion 2).

(16) Der Verband (G(A, u), <) ist zu dem Verband aller Teilmengen einer Menge
C = C(A, u) isomorph (die entsprechende Verbandsordnung ist die Inklusion 2).

Beweis. Falls (10) gilt, ist fiir die Kette (4, u) nach Satz 9 G(A4, u) = K(4, u).
Darum geniigt es zu zeigen, dass z.B. (10) = (15) gilt. Es-sei 4 + 0 (fir 4 = 0
ist die Behauptung trivial — es geniigt B = @ zu wihlen).

Nach (10) hat jedes Element in (4, u) ~ eine Ausnahme bilden eventuell das
kleinste und grosste Element — einen oberen und einen unteren Nachbar. Fiir alle
0 € K(A, u) und fiir alle X € Af¢ — eine Ausnahme bilden eventuell das grésste und
Kleinste Element X in (Afo, u4,,) — existieren dass ay, by € 4, so dann X = {ay, byx)>
ist. Fiir o€ K(4, u) bezeichne i(g) =p {ax | X € Afo} — {inf A}; falls inf A4 nicht

(A,u (A,u)
existiert, ist natiirlich {inf A} = 0. Die auf diese Weise dei)inierte Abbildung i:
A,u
K(4,u) —> B(A — {inf f;}) )(vgl. [7], Abs. 1:ist X eine Menge, bezeichnet B(X) das
(4,u)

System aller Teilmengen von X) ist offenbar der gesuchte Isomorphismus.

23. Satz. Es sei (A, u) eine geordnete, mindestens drei Elemente enthaltende
Menge. Dann ist die Bedingung (10) mit den folgenden Behauptungen dquivalent:

(17) (G(A4, u), <) ist eine vollstindige Boolesche Algebra.
(18) (K(A, u), ) ist eine vollstindige Boolesche Algebra.
(15) (Siehe Abs. 22.)
(16) (Siehe Abs. 22)

f2

B

R

?’ Abb. 3.

Beweis. Die Implikationen (10) = (15) und (10) = (16) gelten nach Abs. 22,
die Implikationen (16)=>(17) und (15)=>(18) sind trivial. Die Implikationen
(18) = (10) und (17) = (10) gelten nach Abs. 21, denn eine vollstindige Boolesche
Algebra ist auch unendlich-vereinigungsdistributiv (vgl. z.B. [9], Satz 43, S. 137).
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24. Bemerkung. Nach Abs. 19, 21, 23 sind fiir die mindestens dreielementige geord-
nete Menge (4, u) die Behauptungen (10) — (18) dquivalent. Es ist beachtenswert, dass
die Verbande (G(4, u), <) und (K(4, u), =) keine Booleschen Algebren sein konnen,
ohne vollstindige Boolesche Algebren zu sein, u.i.

Auf die Verbinde (F(A4,u), <) konnen die Behauptungen der Abs. 19, 21,23
allgemein nicht iibertragen werden; dies zeigt z.B. die folgende Behauptung.

a. Es sei (A, u) eine mindestens drei Elemente enthaltende Kette. Dann ist der
Verband (F(A, u), <) nicht modular; er enthdlt einen Teilverband, dessen Has-
sesches Diagramm auf Abb. 3 dargestellt ist.

Beweis. Wir wihlen dreielementige Menge {a, b, ¢} < 4, so dass (a, b)eu — id,,
(b, c)eu — id, gilt. Weliter wihlen wir g, = {¢}?, ¢, = {a, ¢}*, 0, = {a, b, c}?,
03 = {b,c}?, 04 = {b}* U {c}*. Dann ist ({go, 01, €2, 03, 04}, <) ein Teilverband
von (F(4, u), <) mit dem auf Abb. 3 dargestellten Hasseschen Diagramm; speziell
ist also (F(A4, u), <) kein modularer Verband (nach [7], Abs. 36, ist vor allem
{a, c}* U {b}* ¢ F(A, u) und die Relationen g; € F(A4, u) fir i =0, 1, 2, 3, 4 folgen
direkt z.B. aus [7], Abs. 19 u. 17).

25. Bemerkung. Auf geordneten Mengen (A4, u) definierte isotone Abbildungen —
und also auch ihre Kerne — sind ,,natiirliche Gebilde** auf (4, u). Man kann also
eine enge Verwandtschaft der geordneten Menge (4, u) mit (G(4, u), =) voraussetzen
(weniger wahrscheinlich schon bei (4, u) und (K(4,u), <)). Es wire also nicht
ohne Interesse diese Aufgaben zu untersuchen:

a. Welche ,,Verbandsbedingung* induziert in (G(4, u), <) die in der Theorie
der geordneten Mengen iibliche und in (4, u) geforderte Bedingung?

b. Welche auf die geordnete Menge (A, u) gestellte Bedingung induziert die in der
Verbandstheorie iibliche und auf den Verband (G(4, u), <) gestellte Bedingung?

Man kann sicher allgemein nicht voraussetzen, dass die ,,natiirliche Bedingung*
in einer Theorie die iibliche Bedingung der anderen Theorie induzieren wird — hier
aber ist es uns gelungen, vor allem im Abs. 14. Nach Abs. 24/a sind die vollstindigen
Verbinde (F(4, u), <) zu diesem Zweck etwa weniger geeignet.

26. Bemerkung. Der folgende zweite Teil dieser Arbeit hat einen erginzenden
Charakter. Es werden vollstindig dienigen Probleme geldst, die durch den Satz 9
induziert sind (d.h. diejenigen u € %(A4) zu charakterisieren, fiir die gilt: K(4, u) =
= E(A) — Abs. 27, L(A4, u) = E(4) — Abs. 28, G(4, u) = E(A) — Abs. 30, und
endlich G(4, u) = K(4, u) — Abs. 35) und auch durch den Satz 3 (d.h. diejenigen
Ordnungen u auf 4 zu charakterisiren, fiir die der vollstindige Verband (K(A, u), <
bzw. (G(4, u), <) im vollstindigen Verband (E(4), <) angeschlossen ist — Abs. 40
bzw. 43).
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27. Satz. Es sei (4, u) eine geordnete Menge. Es ist K(A, u) = E(A) genau dann,
wenn jede Kette in (A, u) hochstens zwei Elemente enthdlt.

Beweis. Es sei {a, b, c} < A4, (a, b), (b, ¢) e u — id,. Wiahlen wir ¢ =p; {a, ¢c}* U
v id,, dann ist offenbar o e E(4) — K(A4, u) (vgl. die Definition der u-konvexen
Aquivalenz auf 4 in Abs. 4). Aus der Gleichheit E(A) = K(4, u) folgt also, dass
jede Kette in (4, u) hochstens zwei Elemente enthilt.

Es sei nun vorausgesetzt, dass jede Kette in (A, u) hochstens zwei Elemente enthilt.
Nach Abs. 6 ist K(4, u) = E(A4); es geniigt also, die Umkehrung dieser Inklusion
zu beweisen. Es sei ¢ € E(A), X € Ao und x, y € X. Ist (x, y) ¢ u, dann ist {x, y> =
= @ < X. Es sei also vorausgesetzt, dass (x, y) € u ist. Nach Voraussetzung ist dann
{x, ¥> = {x, y} in (4, u) und deshalb ist (x, y» < X. Das Element X € 4/¢ wurde
in Afg beliebig gewihlt, und nach den obigen Uberlegungen ist X eine u-konvexe
Teilmenge in A. Also ist ¢ € K(4, u).

28. Folgerung. Es sei (A,u) eine geordnete Menge. Es ist L(A,u) = E(A)
genau dann, wenn (A, u) eine Kette von hiochstens zwei Elementen ist.

Beweis. Ist L{4, u) = E(4), dann ist nach Abs. 6 L(A4,u) = K(4, u) = E(A).
Nach Satz 9 ist (4, u) eine Kette, und diese Kette enthilt nach Satz 27 hochstens
zwei Elemente.

Die umgekehrte Behauptung folgt direkt aus Abs. 9 u. 27.

29. Definition. (4, u) wird genau dann eine fast-triviale geordnete Menge genannt,
wenn jede Kette in (A, u) aus hochstens zwei Elementen besteht und wenn jede
zwei Ketten von zwei Elementen einen nichtleeren Durchschnitt besitzen.

30. Satz. Es sei (A, u) eine geordnete Menge. Es ist G(A, u) = E(A) genau dann,
wenn (4,u) eine fast-trivial geordnete Menge ist.

Beweis. Es sei G(4, u) = E(A). Nach Abs. 6 u. 27 besteht dann jede Kette in
{4, u) aus hdchstens zwei Elementen. Es seien {a, b}, {c, d}. Teilmengen von A,
fiir die gilt

{a,b} n{c,d} =0, (a,b),(c,d)eu —idy:

Wiihlen wir o =p; {a, d}? U {b, c}* U id; ist o € E(A). Dabei gelten die Bezichungen
{a,d},{b,c} edlo, {a,d}n{b,c} =0,
({a,d}, {b,cH)eun(@)™?

{vgl. [7], Abs. 17 und [8], Abs. 1). Die Relation i n (4/c)? ist also nicht antisym-
metrisch auf A4/o, und umsomehr gilt dies fiir ihre transitive Hiille u ;. Dann:ist
jedoch nach [7], Abs. 19, 6 ¢ G(4, u). Dieser Widerspruch und die obigen Erwagun-
gen implizieren, dass (4, u) eine fast-trivial geordnete Menge ist.
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Nun sei umgekehrt (A4, u) eine fast-trivial geordnete Menge. Nach Abs. 6 ist
G(A, u) < E(4); wir werden die Umkehrung dieser Inklusion beweisen. Es sei
¢ € E(A). Wir wahlen X, Y, Z e Afo, so dass (X,Y)eu und (¥, Z)€u. ist Dann
existieren Elemente x€ X, y, €Y, y, e Yund z € Z, fiir die (x, y,) e u und (y,, z) e u
ist. Ist {x, y1} 0 {y,, z} = 0, ist — in Bezug auf die Fast-Trivialitéit der Ordnung von
(4, u) — entweder x = y; oder y, = z, d.h. entweder X = Yoder Y = Z. Ist y, =
= y,, dann ist — in Bezug auf die Tatsache, das jede Kette in (4, u) aus hochstens
zwei Elementen besteht — entweder x = y, — dh. X =Y, oder y, = z — d.h.
Y=Z, oder x =z dh. X =Y = Z Fiir X, Y, Ze Afp folgen aus den Relationen
(X, Y), (Y, Z) € i die Bezichungen X = Y oder Y = Z, und deshalb ist die Beziehung
it N (Afg)* antisymmetrisch und transitiv, d.h. u,, = @ N (4/0)* € %(Ao). Nach
[7], Abs. 19 ist also ¢ € G(A4, u). Fiir eine fast-trivial geordnete Menge (4, u) ist
demnach G(4, u) = E(A).

31. Bezeichnung. Es sei (4, u) eine geordnete Menge. Fiir x, y € A bezeichnen wir
[, ¥] =pe <%, 3> U (s XD U {x, ¥}

32. Definition. Es sei (4, u) eine geordnete Menge. Wir sagen, dass in (4, u) die
Bedingung (a) erfiillt ist, wenn fiir jede Teilmenge {a, b, ¢, d} in 4 aus den Relationen

(a,b)eu —id,, (c,d)e‘u —id,, (@e)¢uvu™, (byd)¢uuvu™!
die Beziehung [a, d] n [b, c] # @ folgt.

33. Lemma. Es sei u € %(A). Fiir beliebige Elemente x, y e A ist dann [x, y]
eine u-konvexe Teilmenge in A.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Abs. 31.

34. Lemma. Es sei u € %(A) und es sei in (A4, u) die Bedingung (a) erfiillt. Ist nun
oceK(A,u), n 0 natiirlich, X, ..., X,€ Alo, (X;, X+ )eu fir alle i =0,...
con —1lund (X, Xo)eu, ist Xo =X, =... =X,

Beweis wird durch Induktion gefiihrt. Es sei n = 1. Ist X, = X, gilt die Be-
hauptung. Es sei deshalb vorausgesetzt, dass X, + X ist; wir werden zeigen, dass
diese Voraussetzung zu einem Widerspruch fiihrt. Aus den Beziehungen (X, X,) € 1,
(X 1 XO) € u folgt die Existenz von Elementen a, d € X, und b, ¢ € X, fiir die gilt:
(a,b)eu —id,, (c,d)eu — id,. Es ist (c,d)eu; ist auch (a, c)eu, dann folgt
aus der u-Konvexitat der Aquivalenz ¢ auf A, dass c € X, ist, d.h. es ist X, = X;.
Die Beziehung (a, ¢) € u ist hiermit ausgeschlossen. Es ist (a, b) € u; ist auch (c, a) € u,
folgt aus der u-Konvexitit der Aquivalenz ¢ auf 4 wieder a € X, d.h. wieder ist
X, = Xy Es ist also (a, ¢) ¢ u U ™%, und dhnlicherweise kann man herleiten, dass.
(b,d)¢uwu~" ist. Nach Bedingung (a) existiert ein Element ee [a, d] n [b, c]-
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Aus der Voraussetzung o € K(4, u) folgt [a, d] = X,, [b, ¢] = X, und deshalb
ist ee Xon X, dh. X, = X,. Im Widerspruch zur Voraussetzung X, + X ist also
X, = X,, wodurch die Behauptung fiir n = 1 bewiesen ist.

Die Behauptung gelte nun fiir eine natiirliche Zahl n, n = 1, und es sei X, ..., X,»
KXp+1 € A/O's

(Xo» X 1)y (X1, X2)s ves (X Xt 1)s (X 15 Xo) € -

Ist Xo = X, oder X,+; = X, gelten die Gleichheiten X, = X, = ... = X, = X1
nach Induktionsvoraussetzung. Es sei X, #+ X, X,., #+ X,; wir werden zeigen,
dass dies ausgeschlossen ist. Es existieren a, d € X, be X, c€ X,,, ¢, so dass (a, b) €
eu —id,, (¢,d)eu — id, gilt. Die Ungleichungen (b, d)eu und (a,c)eu sind
ausgeschlossen, da die Aquivalenz ¢ u-konvex auf A ist und X,,, = X, + X ist. Ist
(d, b) € u, dann ist (X4, X,) € # und nach Induktionsvoraussetzung ist Xo = ... =
= X,+,. Ahnlicherweise wird die Ungleichung (c, a) € u ausgeschlossen. Es ist also
(a,c)¢uvu™, (b,d)¢uvu~" und nach Bedingung (a) existiert deshalb ein
Element ¢, e€ [a, d] n [b, c] < [a, d] = X,. Alle Moglichkeiten sind im folgenden
zusammengefasst:

a = e. Im Falle e € )¢, b{ ist (X,44, X{) € 22 und dann ist laut Induktionsvoraus-
setzung Xo = ... = X, ;. Der Fall e € )b, c{ ist ausgeschlossen, da (a, b) e u — id4
ist. Durch die Bezichungen X,.; # X, + X, ist die Eventualitit e e {b, c} aus-
geschlossen. Fiir g = e ist also e¢ »b, ¢ U )¢, b{ U {b, ¢} = [b, c] — das ist
ein Widerspruch.

d = e. Hier ist alles wie im vorhergehenden Fall, mit Austausch von g und d.

ec da, d{. Aus der u-Konvexitit von ¢ auf 4 und aus der Relation ee[b, c]
folgt e e »b, c{ U D¢, b{. Ist e € >b, ¢{, folgt aus den Ungleichungen (e, c), (¢, d)eu
und aus der u-Konvexitit von ¢ auf A die Bezichung ce X,, d.h. X, = X, 4. Ist
e € ¢, b{, dann ist (¢, b) € u und also (X, 4, X,) € #; nach Induktionsvoraussetzung
gilt dann Xy = ... = X, 4.

e >d, al. Dieser Fall wird wieder analogisch untersucht.

Hiermit ist die Behauptung durch Induktion bewiesen.

35. Satz. Es sei (A, u) eine geordnete Menge. Es ist K(4, u) = G(4, u) genau
dann, wenn in (A, u) die Bedingung (a) erfiillt ist (vgl. Abs. 32).

Beweis. Falls (a) in (4, u) erfiillt ist, ist K(4, u) = G(4, u) nach Lemma 34
und [7], Abs. 17, 19. Die Inklusion G(4, u) < K(4, u) gilt nach Lemma 6, und die
Bedingung (a) in (4, u) impliziert also die Gleichheit G(4, u) = K(4, u).

Es sei nun vorausgesetzt, dass (a) in (4, u) nicht gilt. Dann existieren Elemente
a, b, ¢, d e A, fir die gilt: ?

(a,b), (c,d)eu —id,, (a,c),(b,d)¢uvu, [a,d]n[bc]=0.
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Wir setzen ¢ =y [a,d]? U [b,c]* uid,. Nach Lemma 33 ist o€ K(4, u). Die
Mengen [a, d], [b, c] sind verschiedene Elemente der Zerlegung Afs. Dabei ist
([a, d], [b,c])eu n(i)~" (denn (a, b)eu und (c, d) e u) und nach [7], Abs. 17
u. 19, ist o ¢ G(4, u). Aus der Ungiiltigkeit von (a) in (4, u) folgt also die scharfe
Inklusion G(4, u) = K(4, u) (vgl. Abs. 6).

36. Definition. Es sei (4, u) eine geordnete Menge. Wir sagen, dass in (4, u) die
Bedingung (b) erfiillt ist, wenn in A4 keine Teilmenge {a, b, c, d} existiert, deren
Elemente den Relationen :

(a,b)eu —id,, (b,c)eu —id,, (b,d)¢uvu™'.

geniligen.

37. Lemma. Es sei u € %(A). Die Bedingung (b) ist in (4, u) genau dann erfillt,
wenn iii (4, u) mindestens eine von den folgenden Behauptungen gilt.

(19) Jede Kette in (A, u) besteht aus hichstens zwei Elementen (vgl. Abs. 27).

(20) (4, u) kann als Ordinalsumme (A, u) ® (A4,, u) ® (A3, u) ausgedriickt wer-
den, wo (Ay, u) und (A, u) trivial geordnete Mengen sind und (A,, u) eine nicht-
leere Kette ist und wobei kein Element in A, maximal oder minimal in (A, u) ist.

Beweis. Falls (19) oder (20) gilt, gilt offenbar auch (b).

Es sei nun in (4, u) die Bedingung (b) erfiillt und (19) gelte nicht. Dann existiert
in (4, u) eine aus mindestens drei Elementen bestehende Kette X. Nach dem Haus-
dorffschen Satz ist X eine u-Teilkette der maximalen u-Kette Y in 4 im Sinne der
Inklusion. Wir bezeichnen

A, =Y —({supY} u{infY}),
(4. (4,4)

wo natiirlich {sup Y} = @ bzw. { inf Y} = Qist, falls sup Y bzw. inf ¥ nicht existiert.
(A,u) (A,u) (A4,u) (4,u)
Nach den Voraussetzungen tber X und Yist 4, % 0, kein Element aus A4, ist maxi-

mal oder minimal in (4, u) und (4,, u) ist eine Kette. Es existiere ein Element
be A — Y, so dass b weder maximal noch minimal in (A, u) ist; wir zeigen, dass
diese Voraussetzung mit (b) im Widerspruch steht: Dann existieren Elemente a,
ce A, so dass (a,b)eu —idy, (b,c)eu —id, ist. Es ist be A ~— Yund Yist die
maximale u-Kette in 4; deshalb existiert ein Element d € Y, fiir das (b, d) ¢u v u™t
ist. Aus der Existenz einer solchen Menge {a, b, ¢, d} aber folgt, dass (4, u) die
Bedingung (b) nicht erfiillt. Jedes Element in A4 — A, ist also maximal oder mi-
nimal in (4, u). 4; bzw. A, definieren wir als Menge aller minimalen bzw. maxi-
malen Elemente in (4, u); die Mengen (A, u) und (4,,u) sind ex definitione
trivial geordnet.

Es sei x€ Ay, y€ A, und ze 4;. Ist (x, y) ¢ u bzw. (y, z) ¢ u, kann man wieder
leicht (aus der Definition der Menge A,) herleiten, dass in (4, u) die Bedingung (b)
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nicht erfillt ist. Es ist also (4, u) = (4;, u) ® (4, u) @ (43, u), d.h. in (4, u) gilt
Behauptung (20).

38. Lemma. Die geordnete Menge (A, u) erfiille (20). Ist n = 1 eine natiirliche
Zahl und ist fir allei =0,..,nundj=0,...,n — 1, 6;€ K(4, u), X; € Afo; und
X;nX;11 ¥ 0, dann ist | X, eine u-konvexe Teilmenge in A.

i=0 :

Beweis. Fiirn =1 nehmenwira, ce Xo U Xy, bed, (a,byeu—id,, (b,c)eu—id,.
Dann ist b € 4, (siche (20) in Abs. 37). Wir wihlen d € X, n X, und setzen voraus,
dass (d, b) e u ist. Aus der u-Konvexitit von o, auf A folgt die Relation be X;
S Xo v X, (ie{0, 1}, X, ist diejenige Menge, fir die ¢ € X ist). Analogischerweise
zeigt man beX; < X, U X, im Falle (b, d)eu (esist ae X}, j€ {0, 1}).

Bei n = 1 nehmen wir an, dass die Behauptung gilt; nun soll man beweisen,

dass dieses Lemma auch fiir n + 1 giiltig ist. Wir bezeichnen ¢ = ( UX )P uidy;
i=0

nach der Induktionvoraussetzung ist aber o € K(A4, u) und nach der Auswall o gill

(U X)) e Ao. Aus der Voraussetzung X, ,, N X, + 0 folgt X,., 0 (U X;) + 0und
i=0

n+1l .
deswegen (s. den Fall n = 1) ist die Menge X, U ( U X)) = U X; u-konvex in A.

- 39. Lemma. Die geordnete Menge (A, u) erfiille (20). Fiir jede Teilmenge Z in

K(A, u) ist dann  sup % = sup Z.
(R(4.0),5) (E(4),£)

Beweis. Der vollstindige Verband (K(4,u), <) ist eine geordnete Teilmenge
im vollstindigen Verband (E(A4), ). Um das Lemma zu beweisen, geniigt es zu

zeigen, dass a =pe( sup %)eK(4,u) ist.
(E(4),)

Es sei (x,y)ea, ze A und (x, z), (z,y)eu — id,. Dann existieren natiirliche
Zahl n 2 1, Aquivalenzen o, ...,0,€ & < K(4,u) und Mengen X,e A/ao,
. X, € Afa,, so dass x € X,, y € X, ist und dass fiir alle Indices j, j = 0, ...,n —~ 1

gilt: X; n X, +0. Nach Lemma 38 ist UX eine u-konvexe Teilmenge in A,
und deshalb ist auch z e U X, d.h. es ist (x, z) €. Also ist a e K(4, u).

40. Satz. Es sei (A,u) eine geordnete Menge. Der vollstindige Verband
(R(A4, u), <) ist genau dann abgeschlossen im vollstindigen Verband (E(4), <),
wenn in (A, u) die Bedingung (b) erfillt ist (siehe Abs. 36).

Beweis. Es gelte (b) in (4, u) nicht, d.h. es existiere eine Teilmenge {a, b, ¢, d}
deren Elemente den Relationen (a, b)eu — id,, (b,c)eu ~ idy, (b, d)¢u v u™?
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geniigen. Wir setzen dann ¢ =p[a, d]> Uid,, o = [d, c]* Uid,. Nach Abs. 33
u. 7 ¢, o € K(4, u). Im Verband (E(4), <) ist

¢ =pre v o = ([ d] U [d, €] Uid) e E(4) ;

die Aquivalenz t ist dabei auf A nicht u-konvex, da (a, b) ¢ t auch wenn (a, b) € u,
(b, ¢) e u. Wenn also (b) nicht erfiiltt ist, (K(A4, u), <) im vollstindigen Verband
(E(A), <) nicht abgeschlossen.

Es sei nun vorausgesetzt, dass (b) in (4, u) erfillt ist. Nach Lemma 37 gilt dann
fiir die geordnete Menge (4, u) die Behauptung (19) oder (20). Gilt in (4, u) (19),
ist laut Abs. 27 K(A4, u) = E(A) und der vollstindige Verband (K(4, u), <) ist also
abgeschlossen im vollstindigen Verband (E(A), ). Gilt in (A4, u) (19) nicht, gilt
nach Abs. 37 in (4, u) die Behauptung (20). Dann ist nach Lemma 39 der voll-
stindige Vereinigungshalbverband (K(4, u), <) abgeschlossen im vollstandigen
Vereinigungshalbverband (E(4), <). Nach Abs. 5 ist auch der vollstindige Durch-
schnittshalbverband (K(4, u), <) abgeschlossen im vollstindigen Durchschnitts-
halbverband (E(A4); <); der vollstandige Verband (K(4, u), <) ist also abgeschlossen
im vollstandigen Verband (E(A4), <).

41. Lemma. Es sei (A, u) eine geordnete Menge, in der jede Kette hichstens zwei
Elemente enthdlt, und weiter seien a, b, ¢, d Elemente aus A, fiir die gilt:

(a,b), (c,d)eu —idy, (a,c),(b,d)¢uvu’.

Dann ist der Vereinigungshalbverband (G(4,u), <) kein Vereinigungsteilhalb-
verband im Vereinigungshalbverband (E(A), <).

Beweis. Wir setzen ¢ =p¢[a, d]? uid,, ¢ =p [b, ¢]* U id,. Nach Abs. 33 u. 7
ist o, 6 € G(A, u). Aus den Voraussetzungen und aus der Wahl von g, ¢ folgt

([a, d], [b,cPean(@)™", [a,d]n[bc]=9
[a,d] e Ao, [b, c]e Afo,

und deshalb (vgl. [7], Abs. 17 u. 19) ist

sup ){g, o} = ([a,d]? v [b,c]* vid,) ¢ G(4, u).

(E(4),=

42. Lemma. Es sei (A, u) eine geordnete Menge und B sei die maximale Kette
in (A, u). Falls Elemente ac A und b e B existieren, so dass b weder maximal
noch minimal in (B, u) und (a,b)¢u U u™" ist, dann ist der Vereinigungshalb-
verband (G(A, u), =) kein Vereinigungsteilhalbverband im Vereinigungshalb-
verband (E(4), <).
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Beweis. Laut Voraussetzungen iiber b existieren Elemente ¢, d € B mit (¢, b),
(b, d)eu — id,. Wir wahlen

¢ =pc[a, P vidy, o =pc[a,d? vidy;
es ist
b¢la,c]ufad],

und

[a.clele, [adlea, swp {eo} = ([ac] olad])? vid,.
(E(4),£)
Nach Abs. 33 und 7 ist g, o € G(4, u), und dabei ist nach Abs. 36 in [7]

sup {Q, o} ¢ G(4, u)

(E(4), €

(denn  sup {g, o} liegt laut Eigenschaften von b, c, d sogar nicht in (K(4, u), <)).
(E(4), )

43. Satz. Es sei (A, u) eine geordnete Menge. Der wvollstindige Verband
(G(4, u), <) ist genau dann abgeschlossen im vollstindigen Verband (E(A), <),
wenn (A, u) eine fast-trivial geordnete Menge ist (vgl. Abs. 29) oder wenn in (A, u)
Behauptung (20) gilt (vgl. Abs. 37). ’

Beweis. Ist (4, u) eine fast-trivial geordnete Menge, ist (siche Abs. 30) E(4)=
= G(A4, u), und deshalb ist der vollstindige Verband (G(4, u), <) abgeschlossen
im vollstindigen Verband (E(A), <). Falls in (A4, u) (20) gilt, gilt offenbar in (4, u)
auch (a) (siehe Abs. 32), und deshalb ist K(A4, u) = G(4, u) (siche Abs. 35). Nach
Abs. 40 ist unter Voraussetzung (b) (K(4, u), <) abgeschlossen in (E(A4), <), aber
nach Abs. 37 ist (b) durch Voraussetzung (20) impliziert. Aus (20) folgt also, dass
(G(4, u), =) in (E(A), <) abgeschlossen ist.

Zum Gegenteil gelte nun in (A, u) weder (20), noch die Forderung der Fast-Trivia-
litdt. Wenn in (A, u) jede Kette hochstens zwei Elemente besitzt, ist nach Abs. 41
{dessen Voraussetzungen in diesem Fall offensichtlich erfiillt sind) der vollstindige
Verband (G(A, u), ) nicht abgeschlossen im vollstindigen Verband (E(A4), <).
Es existiere nun in (A u) eine Kette, die mindestens drei Elemente enthilt. Da in
(4, u) (20) nicht gilt, folgt, dass (4, u) die Voraussetzungen von Lemma 42 erfiillt,
und auch in diesem Fall ist also (G(4, u), <) nicht abgeschlossen in (E(4), <).
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