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Einleitung.

Aus neueren Untersuchungen iiber die Wertverteilung analytischer Funk-
tionen, welche in der Umgebung einer isolierten, wesentlich singuliren Stelle
x=ux, eindeutig und meromorph sind, ist hervorgegangen, dass die asymptotischen
Eigenschaften einer derartigen Funktion f(z) mit erheblicher Genauigkeit bestimmt
sind, wenn die Verteilungen dreierlez Stellen der Funktion in der Umgebung des
singuliren Punktes bekannt sind; so fithrt z. B. die Angabe der Dichtigkeiten,
mit welchen die Wurzeln der Gleichung f(x)=z fiir drei verschiedene Werte 2 in
der Umgebung von x, auftreten, zu ziemlich scharfen Aussagen iiber die Wurzel-
dichtigkeit fiir simtliche iibrigen Werte 2. Andererseits zeigt eine einfache Be-
trachtung, dass die Wurzeln fiir drei Werte 2z noch nicht geniigen um die be-
betreffende Funktion eindeutzg zu bestimmen; man kann Fille angeben, wo sogar
unendlich viele verschiedene Funktionen existieren, welche dreierlei Stellen ge-
meinsam haben. Was ldsst sich nun allgemein iiber zwei analytische Funktionen
aussagen, welche in der Umgebung einer singuliren Stelle mebrere Werte z in
genau denselben Punkten annehmen®! In der vorliegenden Arbeit werden einige
Beitriige zu dieser Frage gegeben.

! Diese Ausdrucksweise benutzen wir im folgenden auch dann, wenn die Funktionen den be-
treffenden Wert 2z iiberhaupt nicht annehmen, was nach dem Picardschen Satz hochstens fiir zwet
Werte z moglich ist.
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Im ersten Paragraphen wird ein allgemeiner Satz iiber die gemeinsamen
Stellen meromorpher Funktionen bewiesen. Als Korollar dieses Satzes ergibt sich
u. a., dass zwei meromorphe Funktionen, welche fiinf verschiedene Werte 2 in
denselben Punkten annehmen, notwendigerweise identisch sind. Im speziellen Fall
ganzer Funktionen von endlichem Geschlecht (einer der fiinf Werte ist dann unend-
lich) wurde dieser Satz frither von Herrn Pérya' gefunden, allerdings unter der
einschrinkenden Annahme, dass die gemeinsamen Stellen auch mit gleichen Mul-
tiplizititen auftreten. Herr Pérnva leitete dieses Ergebnis als unmittelbares
Korollar aus einem priizieseren Satz ab: er zeigte, dass eine ganze Funktion von
endlichem Geschlecht schon durch ihre z-Stellen fiir dres endliche Werte ¢ ein-
deutig bestimmt ist, ausser in einem ganz besonderen Ausnahmefall (hierbei wer-
den auch die Multiplizititen der genannten Stellen beriicksichtigt). Als Verall-
gemeinerung dieses Ergebnisses beweisen wir im zweiten Paragraphen, dass zwei
in der Umgebung eines wesentlich singuliren Punktes meromorphe Funktionen,
welche fiir vier Werte 2 gemeinsame z-Stellen (von denselben Multiplizititen) haben,
notwendig identisch sind, ausser wieder in einem besonderen Ausnahmefall. Im
dritten Paragraphen geben wir schliesslich einige Siitze iiber meromorphe Funk-
tionen, welche in der Umgebung eines singuliren Punktes dres verschiedene Werte
in denselben Punkten annehmen.

Im folgenden werden wir von einigen Sitzen Gebrauch machen, welche wir
in der Arbeit »Zur Theorie der meromorphen Funktionen> (Acta mathematica, B.
46, 1925) gegeben haben. Wenn f(x) eine in der Umgebung |x| =7, des unend-
lich fernen Punktes eindeutige und meromorphe Funktion ist, so setze man:

b1

mir, === f1oglsenliy,

0

,
n(t;

N(r, f)=N(r; «)= fhhtw)dt’

%o

wo h(r; «) die Anzahl der im Kreisring 7,=< |z | <r gelegenen, ihrer Multiplizitit
gemiss gezihlten Pole von f(x) bezeichnet, -und weiter fiir ein endliches z:

! G. POLYA: Bestimmung einer ganzen Funktion endlichen Geschlechts durch viererlei Stellen
(Matematisk Tidsskrift B, Kebenhavn 1921, p. 16—21).
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m(f",f{;)=m(r; z),’N(r,fi—Z)=N(r; z).

Es gelten nun nachstehende Siitze:

I. (Erster Hauptsatz). — Zu jeder nichtkonstanten Funktion f(x), die in der
Umgebung des unendlich fernen Punktes eindeutig wnd meromorph ist, gehort eine bis
auf eine additive Grosse O(log r) wohlbestimmte, von einem gewissen Wert r ab
wachsende Funktion T(r,f) derart, dass eine Beziehung der Form

(D m(r; &)+ N(r; 2)=T(r, f)+ O(log r)

Siir jedes endliche oder unendliche z besteht.
Wenn der Unendlichkeitspunkt eine wesentlich singuldre Stelle der Funktion
Slx) ist, so gilt

Iy Jim L)

= lOg? o
II. (Zweiter Hauptsatz). — Wenn 2y, 2, . . ., 2,(q=3) unter einander ver-
scheedene, endliche oder unendliche komplexe Zahlen bezeichnen, so ist

(I1) g—2)T0, f)< iN(f”; 2)—N'(r,f)+ O0(log T(r,f)+ O(logr),

1

ausser moglicherweise, im Falle unendlicher Ordnungen, fiir eine Wertmenge r von
endlichem Gesamtmass. Hierber ist

N = ["Far,

To

wo w' (r) die Anzahl der mehrfuchen Stellen von f(x) im Kreisring ro < | x| <r angibt,
doch so, dass jede m-fache Stelle nur (m—1)mal gezdhlt wird.

Bezeichnet man, insbesondere mit %z (v; z)=n (r, L) die Anzahl der einfach

J—z

gezdhlten z-Stellen von f(x) im Kreisring 7,< || <r und setzt man weiter

W(;",},—_I_—Z)E_N(r;z)=f§%ﬁ)dt,

To

so folgt aus (II) die speziellere Ungleichung
47—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 12 mars 1926.
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Q
(Iny (g—2) Z ; 2,)+ O (log T(r, f))+ O (log 7).
1
IIT. — Die logarithmische Ableitung einer in der Umgebung des wnendlich
Jernen Punktes meromorphensFunktion f(x) geniigt der Bedingung

m(r, J}) <O(log T(r, f))+ O(log 7),
ausser mbglicherweise, tm Falle einer Funktion von unendlicher Ordnung, fiir eine
Wertmenge r von endlichem Mass.

§ 1..

Ein allgemeiner Satz iiber die gemeinsamen Stellen analytischer Funktionen
und einige Anwendungen desselben.

1. Im folgenden betrachten wir zwei verschiedene, fiir 7,< || < c eindeu-
tige und meromorphe Funktionen f;(x) und f,(x), die in dem unendlich fernen
‘Punkt eine wesentliche Singularitit haben. Neben den in der Einleitung be-
sprochenen Hilfsgrossen ist es zweckmiissig, noch folgende Bezeichnungen ein-
zufiihren.

Es bezeichne n,(r; o) die Anzahl der gemeinsamen Pole, n,(r;«) und
ny(r; ©) die Anzahl der 4ibrigen Pole von f, (x) bzw. f; (x) im Kreisring r,< |z|<r;
jeder Pol soll hierbei einfach gezihlt werden, so dass also (vgl. S. 369)

n(r, f)=ne(r; ©)+n,(r; ) (=1, 2).

Ferner sei

go dass

N(r, f)=N,(r; )+ N, (r; ©)  (v=1, 2).
In analoger Weise sollen, fiir ein endliches z, die Grossen

n,(r; 2), N,(r; 2) (v=o, 1, 2)

mittels der Pole der Funktionen -——- und erklirt werden.

I
J“l Sz
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Aus den in der Einleitung erwihnten Hauptsiitzen I und II werden wir nun
nachstehenden Satz herleiten:

Satz 1. — FEs seien 2, 2y, . .., 29 unter esnander verschiedene, endliche oder
unendliche komplexe Zahlen und f,(x), f(x) zwei in der Umgebung des Unendiich-
kevtspunktes meromorphe Funktionen, die nicht tdentisch sind. Dann gilt die Un-
gletchung

(1) (q—4) (T, L)+ Tlr, )< (N, (r; 2)+ Ny r; 2.)) +

uMe

O(log T'(r, f)))+ Olog T(r, f3))+ O(log ),

ausser moglicherweise, wenn eine der Funktionen f,, f, von unendlicher Ordnung ist,
fiir esne Wertmenge r von endlichem Mass.

’ Beweis. — Wir nehmen zuniichst die Werte 2, (v=1, 2, ..., ¢) siimtlich end-
lich an. Gemiss dem Hauptsatz IT ist dann

(q—2) T, fi)< Zq ﬁ(r’j;—iz_ﬂ) + Of{log T'(r, )+ O (log r) (v=1, 2)

ausser in einer Intefva,llfolge I der r-Achse von entlichem Gesamtmass. Setzt

man hier KT(T, JTI_—Z) =N,{r; 2+ N, (r; 2), so ergibt sich durch Addition

(@D (Tl )+ Tl <2 X Nylrs e+ S (M, (5 20+ Nl 20) +

O(log T(r, f))+ O(log T(r, f2)+ O (log 7),

ausser moglicherweise innerhalb I,
In jeder gemeinsamen z,-Stelle der Funktionen f, und f, wird offenbar die

Funktion L unendlich und man findet also, wenn man den Hauptsatz I auf

Ji— /e

die Funktion f,—f, anwendet, dass

(1)” éN{,(r; 5v)§N(9‘ ) <T{r, fi—fs)+ Ollog 7).

_r
Si— S

+ + + +
Weiter ist log |fi—f;] = log (IA] + ) =log /i + log|fa] + log 2, also
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m(r, fi—fo) < m(r, f)+m(r, f) +log 2,

und, da jeder Pol von (f;—f,) in den Polen von entweder f; oder f, enthalten ist,

N, fi—fo) SN, f)+ N, fo).

Durch Addition der letzten Ungleichungen erhiilt man unter Beachtung des ersten
Hauptsatzes

(1) T, f—fI<Tr, )+ T(r, f)+ O(log 7).

Die zu beweisende Ungleichung (1) folgt nunmehr durch Zusammenfassung
der drei Beziehungen (1), (1)” und (1)”’. Unser Satz ist damit fiir den Fall nach-
gewiesen, dass simtliche Zahlen 2, endlich sind. Ist dagegen eine dieser Zahlen
unendlich, so ergibt sich die Beziehung (1), wenn man die obige Uberlegung auf

die Funktionen f—— und —— 7 ! (a2, v=1,...,q) anwendet und bemerkt, dass
— \—a

die Fundamentalgrosse T nach dem ersten Hauptsatz gegeniiber einer Inversion

(von einem additiven Glied O(log T') abgesehen) invariant bleibt.

2. Als erste Anwendung des Satzes 1 beweisen wir den

Satz 2. — Wenn die Funktionen f,(x) und f,(x) in der Umgebung des wesent-
luch singuldren Unendlichkeitspunktes eindeutig wnd meromorph sind und wenn, fir
Siinf verschiedene Werte z, die Gleichungen

(2) : . fil@)=2z, f;(x)=¢

in denselben Punkten z erfillt sind, so sind die gegebenen Funktionen unter einan-
der identisch. ‘

Die Annahme, dass die Differenz f;—f; nicht identisch verschwinde, fiihrt
in der Tat zu einem unmittelbaren Widerspruch. Sind nimlich &, ..., z; die in
dem Satze genannten fiinf Werte, so ist nach Voraussetzung N, (r; z,)=N, (r; 2,)=0
(»=1,...,5). Nach Ungleichung (1) wire also fiir ¢g=5

T, f))+Tr, f)<O(log T(r, f,))+ O(log T(r, f3))+ O(log r)

ausser hochstens fiir eine Wertmenge # von endlichem Mass. Hiernach wiren die
Avusdriicke
T(r.f)

lim 5 (v=1, 2) endlich,
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was nach dem ersten Hauptsatz (vgl (I)) nur dann moglich ist, wenn die Funk-
tionen f; und f,, im Widerspruch zu der Voraussetzung, in dem unendlich fernen
Punkt von rationalem Charakter wiiren.

Wenn die Anzahl der Werte 2z, fiir welche die Gleichungen (2) gleichzeitig
befriedigt sind, vier betrigt, so kann man nicht mehr allgemein auf die Identitét
der betreffenden meromorphen Funktionen schliessen. So haben z. B. die Funk-
tionen ¢* und ¢ * gemeinsame Stellen fiir die vier Werte z=1,—1, 0 und . Die
Ungleichung (1) gestattet uns indessen auch in bezug auf derartige Funktionen
gewisse Schliisse zu ziehen; es gilt nidmlich folgender Satz, der bedeutend schiirfer
als der obige Satz 2 ist und diesen als unmittelbares Korollar enthilt:

Satz 3. — Wenn die Gleichungen (2) fiir vier Werte 2=z, (v=1, 2, 3, 4) in
denselben Punkten x erfillt sind, so ist

4
2 (r; 2,)
1

9 tim Sy =2 e, Jim g,
und weiter

(4) T/ 1T BN LT JE
* r=w T(T, fM) j— T(?‘,’ fﬂ) # ’
Jiir jedes 2=z, fv=1,..., 4).

Hierbei hat man, im Falle unendlicher Ordnungen, zunichst eine eventuelle
Wertmenge r von endlichem Mass auszuschliessen.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit koénnen die vier Werte 2, endlich
angenommen werden. Zum Beweise bemerke man zunichst, dass nach dem Haupt-
satz 11 (fiir g=14)

5y < LS N (s 2+ Ollog 7o, i)+ Ollog r)  (u=1,2)

N

ausserhalb der eventuellen Ausnahmeintervalle I von endlicher Gesamtlinge.!
Andererseits folgt aus den Ungleichungen (1)’ und (1)’ fiir ¢g=4, wenn man be-
merkt, dass nach der Voraussetzung N (r; 2,)=N,(r; 2,) (=1, ..., 4), dass

! In der folgenden Uberlegung denken wir uns diese Intervalle ausgeschlossen.
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4
Z (r; 2)<T(r, f)+ T(r, fy)+O(log »).
1

Durch Verbindung dieser Ungleichungen ergibt sich die ausserhalb I giiltige
Beziehung

B T, f)+T, f)= 2 (r; 2,)+ O(log T (r, £))+ O(log T (r, f))+ O (log 7),

oder also

Beachtet man noch, dass nach (3)

Yim T, fu) <!
r=w er z) 2

so erhilt man die Gleichheiten (3).

(=1, 2),

Um die Beziehungen (4) herzuleiten, machen wir von der Ungleichung (1)
Gebrauch, indem wir ¢=5 und z=z, setzen. Wir finden so:

IO, f)+T0, fi) < N (r; 2)+ Ny (r; 2)+ O(log T(r, f))+ O(log T(r, )+ O(log #).

Andererseits ist nach Hauptsatz I

N, (r; 2)+ N, (r; z)=—'l\_7(1-,f7i—_—z)<T(r,fy)+ O (log 7) (u=1, 2),

und man schliesst also, dass

No(r; 2)=0(log T'(r, fi))+ O(log T'(r, f3)) + O (log 1),
Nu(r; 2)=T(r, fu)+ Olog T(r, fi))+ Olog I'(r, )+ O(logr)  (u=1,2),

(4)

woraus die Richtigkeit der Gleichungen (4) hervorgeht.
Wenn f; und f; insbesondere von endlicher Ordnung sind, 4. h. wenn die
oberen Grenzen

l——-lOgT( Ju)
rew - logr
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endlich sind’, so ist, nach der ersten der Beziehungen (4),

Ny (r; 2)=0(log 7)

fiir jedes £z, (v=1,...,4). Dies ist gemiiss der Definition der Grosse N, (vgl.
S. 370) nur dann moglich, wenn die Anzahl n, der gemeinsamen Wurzeln der

Gleichungen (2} endlich ist. Es gilt also der

Zusatz. — Wenn die Funktionen f, und f, von endlicher Ordnung sind, so
sind die Gleichungen (2) unter den Voraussetzungen des letzten Satzes fiir jedes
z4z,(v=1,...,4) in einer gewissen Umgebung des unendlich fernen Punktes ohne
gemeznsame Wurzeln.

Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, die im Satz 3 enthaltenen Aussagen
iiber die Verteilung der z-Stellen analytischer Funktionen mit einigen allgemeinen
Sitzen iiber die Wertverteilung meromorpher Funktionen zu vergleichen, welche
ich in der in der Einleitung zitierten Arbeit gegeben habe.

Wenn f(z) eine in der Umgebung des wesentlich singuldren, unendlich fer-
nen Punktes meromorphe Funktion bezeichnet, so kann die Dichtigkeit ihrer
z-Stellen durch die Zahl

~—-N(r; 2
0(2)21_}1_12 1('(1) )
charakterisiert werden. Es lisst sich zeigen, dass diese Grosse, welche nach dem
ersten Hauptsatz im Intervall 0=60(z)=1 liegt, fiir die grosse Mehrzahl der Werte
z gleich Null ist: es existiert hochstens eine abzdhlbare Menge z, fiir welche 6 (2)
positiv ist. Ein solcher Wert wird als ein Awusnahmewert definiert, und die zu-
gehorige Zahl 0, welche fiir die »Stirke» des Ausnahmewertes massgebend ist,
das Gewicht des Ausnahmewertés genannt. Die Ausnahmewerte einer meromor-
phen Funktion haben ferner folgende fundamentale Eigenschaft:
Die qiber samtliche Ausnahmewerte erstreckte Gewichissumme = 6(2) ust endlich
und hochstens gleich 2.

'L e 8. 23 Wenn f. in der Umgebung von x=o reguliir ist, so ist diese Bedingung
damit gleichbedeutend, dass

— loglog M (r, fu)
lim —————

o log r

endlich ist, wobei M (r, fi) den Maximalmodul von f. bezeichnet.



376 Rolf Nevanlinna.

Man kennt Beispiele von meromorphen Funktionen mit einer beliebig gros-
sen (endlichen) Anzahl von Ausnahmewerten.

Aus dem oben bewiesenen Satz 3 geht hervor, dass wenn zwei verschiedene
analytische Funktionen fiir vier Werte 2z (2, ..., 2,) gemeinsame 2z-Stellen haben,
simtliche iibrigen z normale Werte beider Funktionen sind: in der Tat ist ja nach
den Gleichungen (4) 6 (z)=o0 fiir jedes z42, (v=1,...,4). Die »gemeinsamen»
Werte 2z,,...,2, konnen dagegen, wie aus (3) zu ersehen ist, sehr wohl Aus-
nahmewerte der betreffenden Funktionen sein. Bei den oben betrachteten Funk-
tionen fij—e®* und f;—e*, welche vier gemeinsame Werte (0, %, 1, —1) haben,
sind z. B. die beiden Werte o und o sogar Picardsche Ausnahmewerte mit den
extremen (tewichten Eins.

3. Wir wollen schliesslich, als letzte Anwendung des Satzes 1, einen Satz
iilber die gemeinsamen Stellen von zwei analytischen Funktionen beweiéen, wel-
cher in nahem Zusammenhang mit dem oben besprochenen Satz iiber die Ge-
wichtssumme 36 (z) steht. ' .

Die Ungleichung (1) legt es nahe, die relative Dichtigkeit der gemeinsamen
z-Stellen von zwei meromorphen Funktionen f; und f; durch die Grisse

N, (5 2)+ N, (r; 2)

5) he)=1— Lim S

zu charakterisieren. Nach dem ersten Hauptsatz variiert 4(z) zwischen den
Grenzen

Wenn A (2) fiir einen gegebenen Wert 2z positiv ausfillt, kann dies von zwei ver-
schiedenen Ursachen abhingen: entweder treten die gemernsamen z-Stellen mit
einer mit den Verteilungsdichten der normalen Werte vergleichbaren Dichtigkeit
auf, so dass also die Grosse N, (r;z) von derselben Grossenordnung wie 7'(r, f;)
und T (r, f;) ist, oder ist dieser Wert z ein Ausnahmewert (in dem oben angege-
benen genauen Sinn), welcher von f; oder f, iiberhaupt in einer verhiltnismissig
geringen Anzahl von Punkten angenommen wird.

Dividiert man beide Seiten der Ungleichung (1) durch T (r, £})+ T (r, f;), so

ergibt sich fiir r— o, dass

q

- Dr(z)=4.

1
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Diese Beziehung gilt nun, wie gross immer die Anzahl ¢ auch gewiihlt werden

mag, und man schliesst demnach:

Satz 4. — Die Menge der Werte 2, fiir welche die durch (5) definierte Zahl
A(2) positiv ust, st abzihlbar. Die iiber diese Werte crstreckte Summe

= (z)

st konvergent und hiochstens gleich 4.

8 2.

Uber meromorphe Funktionen, welche vier Werte in denselben Punkten und
mit gleichen Multiplizititen annehmen.

4. In den im ersten Paragraphen bewiesenen Sitzen wurde auf die even-
tuelle Mehrfachheit der gemeinsamen Stellen der betrachteten analytischen Funk-
tionen keine Riicksicht genommen. Zu vollstindigeren Ergebnissen gelangt man,
wenn man annimmt, dass die gemeinsamen Stellen auch in Bezug auf Multiplizi-
tit ibereinstimmen. In der Theorie der ganzen Funktionen von endlichem Ge-
schlecht ist diese Frage frilher von Herrn Pérva untersucht worden’; ihm ver-
dankt man folgendes interessante Resultat:

Satz von Pélya. — Wenn zwer ganze Funktionen f,(x) und f,(x) von end-
lichem Geschlecht drei wverschiedene endliche Werte a,b und ¢ in genau denselben
‘Punkten und mit gleichen Multiplizitaten annehmen, so ist im allgemeinen fi=f,.

Eine Ausnahme kann nur dann eintreffen, wenn einer dieser dres Werte (z. B. a)
ein Picardscher Ausnahmewert der Funktionen f; und fy ist, und dieser Wert (a)

gleich dem Mittelwert (9—;—(—') der zwez iibrigen Werte ist. In diesem besonderen Fall

st, falls nicht fi=f,, notwendigerweise

(a—b) (c—a)

f=at Si—a

L

48—25389. Acta mathematica. 48. Tmprimé le 12 mars 1926,
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Zweck des vorliegenden Paragraphen ist, den Pélyaschen Satz auf beliebige
meromorphe Funktionen zu erweitern. Wir werden niimlich folgenden Satz be-
weisen: |

Satz 5. — Wenn zwei meromorphe Funktionen f,(x) und fy{(x) vier verschie-
dene (endliche oder unendlz'che) Werte a,b, ¢ und d in genaw denselben Punkten und
met gleichen Multiplizititen annehmen, so ist «m allgemeinen fi=f,.

Eine Ausnahme kann nur dann eintreffen, wenn zwei dieser vier Werte, 2. B.
b wnd d, Picardsche Ausnahmewerte der Funktionen f, und f, sind, und die Punkte
a,b,c,d eime harmonische Punktrethe bilden. In diesem Fall st entweder fi=f;
oder

Sr=8(A),

wo S(2) diejenige lineare Transformation von z bezeichnet, welche die Punkte r=a
und z=c invariant lisst und die Punkte z—b, z=d vertauscht."

5. Durch eine geeignete Inversion kann man erreichen, dass einer der be-
trachteten vier Werte unendlich wird; im folgenden soll d= angenommen wer-
den. Zum Beweise bilden wir dann mit Herrn Pérva die Ausdriicke

fi—a Simb h—e_ .
(6) _fg—(lﬂwh m_wm f2_0—¢37

die so definierten analytischen Funktionen ¢,, @, und ¢, sind nach der Voraus-
setzung von Null und Unendlich verschieden. Durch Elimination der Funktionen
J1 und f; findet man, dass sie der Identitiit

(7) (e—b) @, +(a—0) @+ (b—a) g5+ (c—b) P2 @s+(a—c) p; @y +(b—a) @, ;=0

geniigen. - Nun kann eine derartige lineare, homogene Beziehung zwischen den
sechs von Null verschiedenen ganzen Funktionen ¢, @, @5, @2 @5, @5 ¢, und @; @,
nur dann bestehen, wenn diese Funktionen gewisse speziellere Bedingungen er-
fiillen. Dies geht aus nachstehendem Hilfssatz hervor, dessen Beweis wir, um
den Gedankengang nicht zu unterbrechen, erst in N:o 7 folgen lassen.

! Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Funktionen f, und f, die vorausgesetzten Eigen-
schaften nur in einer gewissen Umgebung des wesentlich singuliiren Unendlichkeitspunktes be-
sitzen. Um ihn in dieser allgemeineren Fassung zu beweisen, hat man in dem nachfolgenden Be-
weis einige Modifikationen vorzunehmen.
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Hilfssatz. — Es seien F,(x), Fy(x),..., Fy(x) (n=3) ganze Funktionen, wel-
che in jedem endlichen Punkt der FEbene von Null verschieden sind. Wenn diese
Funktionen von einander linear abhingig sind, d. h. wenn es eine Identitit

8) ﬁ e F, (x)=0

gtbt, wo ¢,,...,cn Konstanten sind, die wicht sdmilich verschwinden, so existiert
eine Identitdt derselben Form ewischen gewissen n—1 wunter den gegebenen Funk-
tionen.

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes schliesst man zuniichst, dass
unter den Funktionen F, wenigstens zwei, z. B. F; und F}, existieren, deren
Verhiiltnis konstant ist. Ausser F, kann es noch einzelne Funktionen F), geben,
welche ebenfalls von F| linear abhiingig sind; seien diese z. B. F;,..., F,. Is
existiert dann eine Konstante £, derart, dass

Z Cy ["v (x)Ekl F"'l (x)a
1

und also nach (8)

n
(8) ke B+ Z e Fy=o0,
v +1
wo die einzelnen Funktionen F, i,...,JF, von F, linear unabhingig sind.

Wird nun die obige Uberlegung auf die Identitit (8) angewandt, so folgt,
dass unter den Funktionen F, i1,...,F, zwei oder mehrere, z. B. Fy 41,..., I,
vorhanden sind, welche paarweise linear von einander abhingig sind, so dass also

Z ¢ F, (x)=k, F,, (x) (ky==const.),

v;+1

und gemiiss (8)’

by Fo+k Fy+ e, Fo=o.

vy +1

! Dieser Satz ist zuerst von BOREL gegeben worden (Vgl. BOREL: - Sur les zéros des fonc-
tions entiéres, Acta math.,, B. XX, 1897). Fiir n=3 ist er mit dem speziellen Picardschen Satz
gleichbedeutend.
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Die fortgesetzte Wiederholung dieser Betrachtung fiihrt schliesslich zu fol-
gendem Resultat:

Die Funktionen Fy, Fy,..., F, lassen sich in eine gewisse Anzahl von Grup-
pen einterlen derart, dass je zwei dieser Funktionen von einander linear abhingig
oder unabhdngig - sind, je nachdem sie zu derselben oder zu verschiedenen Gruppen
gehoren,

Ferner sieht man sofort ein, dass die Partialsummen links in (8), welche
den verschiedenen Gruppen entsprechen, identisch verschwinden. Seien nimlich die
Elemente der i:ten Gruppe F,.l._l;l,...,F,.l. und die.Anzahl der Gruppen gleich
m, so wird nach (8) .

D o=k F, (k=const) und Nk Fyy=o0.
1

ri-1tl

Weil je zwei der Funktionen F,, von einander linear unabhingig sind, so muss
nach dem Hilfssatz k= - =Fkn =0 sein, woraus die Behauptung folgt.

6. Dieses Ergebnis wenden wir nun auf die Beziehung (7) an. Die sechs
Funktionen @, @s, @3, @s @5, Ps@,, ¢, p, lassen sich also in Gruppen der oben
charakterisierten Art einteilen. Da die entsprechenden Glieder links in (7) simt-
lich von Null verschieden sind, so kommen als mégliche Einteilungen hierbei fol-
gende in Betracht:

1:0. — Eine einzige Gruppe mit sechs Elementen.

2:0. — Zwei Gruppen mit bzw. vier und zwei Elementen.
3:0. — Zwei Gruppen mit drei Elementen.

4:0. — Drei Gruppen mit zwei Elementen.

Jeder dieser vier Fille fithrt unmittelbar zu dem Ergebnis, dass entweder zwei
der Funktionen ¢,, s, s von einander linear abhiingig sind, oder eine unter
diesen Funktionen sich auf eine Konstante reduziert. Ein Blick auf die Formeln
(6) zeigt dann weiter, dass die Funktion f, (x) jedenfalls eine lineare Transfor-
mation
() Si=8(f)
von der Funktion f; ist.

Bs eriibrigt noch nachzuweisen, dass diese lineare Transformation die im
Satz 5 behaupteten Eigenschaften hat. Dies konnte direkt mittels der Beziehung
(7) bewiesen werden, wird aber am einfachsten durch folgende Ub,erlegﬁng ein-
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gesehen: Da eine analytische Funktion in der Umgebung eines wesentlich singu-
liren Punktes hochstens zwe: Picardsche Ausnahmewerte haben kann, so existie-
ren unter den vier Werten a, b, ¢, d wenigstens zwes, welche die Funktionen f;
und f; in der Umgebung des Unendlichkeitspunktes tatsichlich annehmen; sei a
ein solcher Wert. Nach Voraussetzung ist dann in jedem Punkt, wo f,=a, auch
fo=a, und nach () also S(a)=a. Jeder der Werte a, b, ¢, d, welcher kein Pi-
cardscher Ausnahmewert der Funktionen f; und f; ist, ist also ein Fixpunkt der
Transformation S. Nun reduziert sich eine lineare Transformation, welche drei
Punkte invariant lisst, auf die identische Substitution, und man schliesst also,
dass fi=f,, ausser moglicherweise in dem Falle, wo zwei der betrachteten Werte,
2. B. b und d, Picardsche Ausnahmewerte beider Funktionen sind.

Liegt nun dieser Ausnahmefall vor, so schliesst man zuniichst, dass die
Transformation S die Werte @ und ¢ invariant lisst. Da weiter b ein Picard-
scher Ausnahmewert von f; ist, so folgt aus (g), dass der Wert S(b) notwendig
ein Picardscher Ausnahmewert der Funktion f, sein muss. Nun hat diese letzte
Funktion schon nach Voraussetzung die Ausnahmewerte b und d, und es muss
also nach dem Picardschen Satz entweder

(10) S(b)=b oder S(b)=d
sein. - In derselben Weise findet man von dem Werte d ausgehend, dass weiter
(10) S{d)=d oder S(d)=b

sein muss. Die ersten der Bezichungen (10) und (ro) fiihren wieder zu der iden-
tischen Substitution: f,=8(f1)=f,. "Es bleibt also nur der Fall iibrig, wo
S(b)=d und S(d)=b. Diese zwei Bedingungen sind aber nur dann vertriiglich,
wenn das Doppelverhiltnis (a, b, ¢, d)=—1 ist, d. h. wenn die Punkte a, b, ¢, d
eine harmonische Punktreihe bilden. Unser Satz ist hiermit bewiesen.

7. Wir kommen jetzt zum Beweise des oben benutzten Hilfssatzes. Es seien
also Fy, Fy,..., Fata{n=2) von Null und Unendlich verschiedene meromorphe
Funktionen, welche einer linearen homogenen Identitit

n+1

(1) e, Fi=o

geniigen; es gilt zu zeigen, dass ein System von #» dieser Funktionen existiert,
welche von einander linear abhiingig sind. Diese Behauptung ist evident, wenn
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eine der Zahlen ¢, verschwindet; im folgenden konnen wir deshalb simtliche
Koeffizienten ¢, als von Null verschieden annehmen. Durch Division mit
cny1 Fayy geht die Beziehung (11) dann iber in

(12) So@=r,

1

wo die Funktionen

e F
(I)T:_»—V ¥

- =1I,...
Cn+1 I'Yn+1 (’V ' ’ ")

ebenfalls von o und « verschiedene meromorphe Funktionen sind. Um nun

zu zeigen, dass zwischen den » Funktionen F), ..., F, eine lineare homogene
Relation besteht, geniigt es offenbar zu beweisen, dass die Funktionen @,, ..., @,

von einander linear abhingig sind. Dies ist wieder bekanntlich dann und nur
dann der Fall, wenn die Determinante D:

lDl q)n
Do @ (148
oy L @i

identisch gleich Null ist. Von der Voraussetzung ausgehend, dass die Determi-
nante D nicht identisch verschwinde, soll im folgenden ein Widerspruch her-
geleitet werden.

Durch (n—1)malige Differentiation erhalten wir aus der Beziehung (12)
die Identititen

n

n
Y D, =1, o,
1

n

0,..., RQPr M=o,

v

Il

1

o®

Schreibt man hier @¥' =@, - q;_ (k=1,...,n—1), so stellen sie ein System von

n linearen (leichungen zwischen den n Funktionen @, (v==1, ..., n) dar, wobei die
oW

Determinante der Koeffizienten ~(—£—:

v
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1 1
@', @,
D, Dy, D
A(x) = =—_
(13) () p—
(D(ln—l) (Dgu—- 1)
o, o

nach der Antithese nicht identisch verschwindet. Bezeichnet man mit 4.(x)
(v=1,...,n) die Unterdeterminanten der successiven Elemente der ersten Zeile
von A, so findet man also fiir die Funktionen @, die Darstellung

A.(x)

(14) O, (x) = d(x)

r=1,..., n).

Diese Formel werden wir nun anwenden, um die zu der Funktion @, ge-
horige Fundamentalgrosse 7T (r, @,) abzuschitzen. Da @,(x) eine ganze Funktion
ist, so ist N(r, ®,)=o0, und man findet gemiiss des ersten Hauptsatzes (vgl. Ein-
leitung), dass

(14) : T (r, @,)=m(r, @,)+ O(log 7).

Aus (14) folgt weiter, dass

+ +
log | @, | = log

I + +
4,,-2—|§10g|4y| + log

L
4

und somit auch:

(14)" m(r, @,) < m(r, 4,)+m (9', ZII_) .

Der letzte Mittelwert wird weiter mittels des ersten Hauptsatzes abgeschiitzt.
Bemerkt man, dass die Elemente der Determinante 4, und daher auch diese
Determinante selbst ganzen Charakter hat, so folgt, dass N(r, #/)=o0, und
demnach:

(14)" m(;', 5) =m(r, J)—N(r, é—) + O(log 7) < m(r, 4)+ O(log 7).

Zusammenfassend ergibt sich aus (14), (14)” und (14)"”, dass

(15) T (r, @) <m(r, 4)+m(r, 4,)+ O(log 7).
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Wir machen nun von folgender einfachen Bemerkung Gebrauch: Es seien
Ju S - <, fm meromorphe Funktionen und R(f}, /5, ..., fm) eine ganze rationale

+
Funktion dieser Funktionen. Nach der Definition des Zeichens log ist of-
fenbar

m{r, fulo) S mlr, fu)+m(r, £,), m(r, futfr) Emlr, fu) +mir, f,)+1log 2,

und man findet durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichheiten, dass

m(r, R) < i O[m(r, f.)] + O(1).

Schreibt man nun in der Determinante .7:

oy o o oy

T Tmik—1) (H':Iv"" n)
a),t q),, a)# o

so wird 4 eine ganze rationale Funktion der logarithmischen Ableitungen der
Funktionen @, @', ..., (DI(Z'_‘) (u==1,...n), und es ist also gemiss der obigen
Ungleichung

b3 3ol )] oo

=1 k—1

Zur weiteren Abschiitzung der letzten Mittelwerte benutzen wir nun den in
der Einleitung angegebenen fundamentalen Satz II1 iiber die logarithmische
Ableitung einer meromorphen Funktion. Bemerkt man, dass simtliche @* ganze

Funktionen sind und dass also, nach dem ersten Hauptsatz,
T (r, @%V)=m(r, ®¥ )+ Ollog 7),
go folgt aus dem genannten Satz III, dass
g u=1,...,n
(16) m(r, W“_l)) < Ollog m(r, ®@E)] + O(log 7) (k=1, - n——I)’
ausser moglicherweise in einer Intervallfolge I von endlicher Gesamtlinge. Es

(k— 1)

o2

ist nun (D“‘—l) = (D‘(f"” und also
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k-1
m(r, (Dif_”) = mlr (D{f N+ m (7 (D("—Q_))'
7

Unter Beachtung der Ungleichung (16) (wo man % durch k—1 zu ersetzen hat)
folgt weiter, dass
m(r, @) <mlr, @)+ Ollog m(r, @¢~2)|+ O(log )
= Olm(r, @)+ O(log 7)

ausserhalb der Intervalle I. Wird nun diese Ungleichung successiv fiir £—1,
k—2z,... angewandt, so ergibt sich dass

m(r, (D(L_ )< Ofmfr, @,)} + O(log 7),

woraus nach (16)" die ausserhalb der Intervalle I giiltige Ungleichung

o (%) ’
(16)" m (7 '(D(k 1)) < Oflog m(r, @,)] + O(log )
folgt.

Fiithrt man nun diese Schranke in die Beziehung (16) ein, so wird
(16)” : m(r, 4) < 3, Ollog m(r, @)+ Olog 7).
n=l1

Durch eine vollkommen analoge Uberlegung sieht man ferner ein, dass auch

n

mr, 4,) < Z Ollog m(r, @,)] + O(log 7).

Unter Beachtung dieser letzten Ungleichungen folgt schliesslich aus (15), dass
fiir jedes  ausserhalb der Intervalle I:

D.) 2 Ollog m(r, @,)] + O(log 7) (v=r1,..., %)
1

Bemerkt man nun, dass die Grosse m(r, @®,) nach dem ersten Hauptsatz mit
T(r, @)+ O(log r) vertauscht werden kann, so folgt durch Addition, dass die
Ungleichung

49—25389. Acte mathematica. 48. Imprimé lo 12 mers 1926.
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n

(17) NI @) < é Ollog T(r, @,)]+ O(log )

1

ausserhalb der Intervalle I gelten muss.
Diese letzte Beziehung fithrt nun unmittelbar zu dem in Aussicht gestellten
Widerspruch. In der Tat kann die Ungleichung (17) nur dann bestehen, wenn

die untere (Grenze
T (r, @)
log

lim (v=1,...,m)

r=o

endlich ist. Nach dem ersten Hauptsatz muss die ganze Funktion @,(x) sich
dann auf ein Polynom reduzieren; andererseits ist aber @,=0 in der ganzen
endlichen Ebene und man schliesst also, dass @,(x) (v=1,..., n) gleich einer
(von Null verschiedenen) Konstante sein muss. Dann wire aber die Determi-
nante 4 und somit auch D, im Widerspruch mit der Antithese, identisch gleich
Null. Unser Hilfssatz ist somit erwiesen.

Wir haben in diesem Paragraphen gefunden, dass eine meromorphe
Funktion, ausser in einem evidenten Auspahmefall, durch viererlei Stellen ein-
deutig bestimmt ist. Es wire nun interessant zu wissen, ob dieses Ergebnis
auch dann besteht, wenn die Multiplizititen der betreffenden Stellen nicht be-
riicksichtigt werden. Finige im ersten Paragraphen gewonnene Resultate (Satz 3
nebst Zusatz) sprechen vielleicht fiir die Vermutung, dass Satz 5 tatsichlich in der
angedeuteten allgemeinen Fassung giiltig sei. Wenn dem so wire, so wiirde
dieser Satz die in den Sitzen 2 und 3 enthaltenen Aussagen als unmittelbare

Folgerungen ergeben.

§ 3.

Uber meromorphe Funktionen, welche drei verschiedene Werte in
denselben Punkten annehmen.

8. Wir betrachten in diesem Paragraphen zwei meromorphe Funktionen
Ji1 und f; derart, dass die Gleichungen

fiir drei Werte z=a, z=0b, z=c gleichzeitig befriedigt sind. Ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir wieder einen dieser Werte, z. B. ¢, unendlich
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annehmen. Unter der Voraussetzung, dass die a-, b und oo-Stellen auch in
Bezug auf Mehrfachheit iibereinstimmen, stellen die Quotienten

1 1_b
(18) fLiza und ¢, 22— 1

ganze Funktionen dar, welche den Wert Null als Picardschen Ausnahmewert haben.
Sind umgekehrt ¢, und ¢, zwei beliebige, von Null verschiedene ganze Funk-
tionen, so haben offenbar die durch*Auflésung der Gleichungen (18) erhaltenen
meromorphen Funktionen (vgl. hieriiber Pérya, 1. c¢.)

1—@, I—¢s
I =a+(a—bjp, — =, =a-+{a—b
( 9) S ( )?1 Pa—P1 J2 ( )¢2_"¢1

gemeinsame g-, - und oo -Stellen.

9. Obgleich also eine meromorphe Funktion durch dreierlei Stellen nicht
allgemein eindeutig bestimmt ist, kann man doch weite Funktionsklassen angeben,
welche diese Eigenschaft besitzen. Wir beweisen in dieser Hinsicht den

Satz 6. — Wenn zwei meromorphe Funktionen f, und f, von endlicher, nicht-
ganzzahliger Ordnung drei verschiedene Werte a, b und ¢ in denselben Punkten und
mat denselben Multiplizititen annehmen, so st identisch Ji=fe

Bewers. — Wir zeigen zunichst dass die Funktionen f; und f; von der-
selben Ordnung sind. Nach den Hauptsitzen I und II ist fiir jedes z:

N(r, j—’i—}) < T(r, fo)+ O(og 7)< N(r; a}+ N(r; b)+ N(r; ¢)+ O(log 7) (r=1, 2).
Setzt man hier der Reihe nach z=a, b, ¢, so ergibt sich (wenn man von dem
trivialen Fall absieht, wo 7'(r, f,)=0(log r), und f, also eine rationale Funktion
ist), dass

1 < lim T(?‘, fv) < H T(n fv)
37— N5 a)+N@; b)+ N(r; ¢) = r—w N(r; a)+ N(r; b)+ N(r; ¢)

A

I.

Da der Quotient der Grossen T'(r, f;) und T'(r,f;) hiernach fiir r— o die Unbe-
stimmtheitsgrenzen ;; und 3 hat, so sind die Ordnungen der Funktionen f; und

Jay d. h, die oberen Grenzen
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lim log 1'(r, f3) (v=1, 2),
r—co log »
einander gleich.

Wir nehmen nun wieder ¢= an und bilden die Quotienten (18). Um
nun zu zeigen, dass f,=J,, geniigt es offenbar zu beweisen, dass die Differenz
@s—@, identisch verschwindet. Dies geht wiedernm aus folgender Uberlegung
hervor: Eine leichte Folgerung aus dem ersten Hauptsatz ist, dass die Ordnung
einer meromorphen Funktion, welche rational von zwei gegebenen meromorphen
Funktionen v, und 1y, abhingt, nicht die (.)rdnungen beider letztgenannten Funk-
tionen iibersteigen kann.! Man schliesst hiernach aus den Formeln (18), dass
die Ordnungen von ¢, und @, hochstens gleich der Ordnung von f; und f; sind.
Nimmt man nun weiter an, dass die Differenz @, —g, nicht identisch verschwinde,
so erhiilt man fiir f; und f; die Darstellungen (19), woraus umgekehrt folgt, dass
die Ordnung von f; und f, auch nicht hoher als die hohere der Ordnungen von
¢; und @, sein kann. REine dieser letzten Funktionen, z. B. ¢, miisste dem-
nach von genau derselben Ordnung, wie f; und f,, also von nichiganzzahliger
Ordnung sein. Dies steht aber im Widerspruch mit der bekannten Tatsache,
dass eine ganze Funktion endlicher Ordnung ¢,, welche einen endlichen Picard-
schen Ausnahmewert (o) besitzt, von ganzeahliger Ordnung ist. Es ist also
@,—@s=o0, und somit fj=f, w. z. b. w.

10. Wir beweisen schliesslich nachstehenden Satz, der im Falle endlicher
Ordnungen frither von Herrn PéLya gegeben worden ist (vgl. G. P6rya: Deutsche
Math.-Ver., Bd. 32, 8. 16, 1923).

Satz 7. — FEs seien fi(x) und f,(x) meromorphe Funktionen, welche zwer
Picardsche Ausnahmewerte a und b besitzen. Wenn sie einen dritten Wert ¢ in
genau denselben Punkten und mit gleichen Multiplizititen annehmen, so vst entweder

! In der Tat ist
mr, Y P 2 mly, wo+mr, wy), mir, v +y) = mir, w)+mlr, vs)+log 2,
N, wywe) s Nir, w)+ N(r, wy), Nir, w+9,) = N, )+ N, wa),
und also nach dem Hauptsatz 1:

T, wiwy) = Tlr, w)+ T, o)+ Olog v), T, v, + e = T, w)+ T, wy)+ OQlog 7).

1
Ferner ist, ebenfalls nach dem Hauptsatz I, T(r, w)=T(r, E)?“O(Iog 7). Aus diesen Beziehungen

geht hervor, dass die Ordnung durch rationale Operationen nicht erhtoht werden kann.
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Si=/s oder fi=S8(1;), wo S diejenige wohlbestimmte lineare Transformation bezeich-
net, welche den Wert ¢ invariant ldsst und die Werte a und b vertauscht.
Beweis. — Durch eine lineare Transformation der Funktionen f; und f;

kann man erreichen, dass a=o0, b= und ¢=1. Setzt man dann
(20) = Ja

so besteht zwischen den drei Funktionen f;, f; und f;, welche gemiiss der Vor-
aussetzung simtlich von Null und Unendlich verschieden sind, die identische

Beziehung

(21) Sh—Lefstfo=1.

Unter Anwendung des obigen Hilfssatzes (S. 379} schliesst man hieraus durch
eine Uberlegung, welche der in Nr. 6 durchgefiihrten vollkommen analog ist,
dass die Funktion f; eine lineare Transformation S(f;) von f, ist. Man sieht
ferner unmittelbar ein, dass diese Transformation, falls sie sich nicht auf die
identische Substitution reduziert, notwendigerweise erstens den Wert ¢ invariant
lassen und zweitens die Werte a und b vertauschen muss, denn sonst wiirde eine
der Funktionen f, und f, drei Picardsche Ausnahmewerte besitzen (vgl. S. 381).

Es ist vielleicht von Interesse zu bemerken, dass das obige Ergebnis sogar
unter folgenden allgemeineren Voraussetzungen besteht:

Zusatz. — Satz 7 gilt auch dann, wenn man die Annahme iiber die Uber-
ernstimmung der Multiplizitdten der c-Stellen fallen ldsst.

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, wollen wir in aller Kiirze den Gang
des Beweises andeuten:

Der Quotient f; ist im allgemeinen unter den vorliegenden Bedingungen
nicht mehr von Null und Unendlich verschieden. Seine eventuellen Nullstellen
und Pole befinden sich unter den mehrfachen c¢-Stellen der Funktionen f; und
Jfo und zwar ist jede u-fache Nullstelle bzw. Pol von f; wenigstens eine (u+ 1)-
fache Stelle von f; bzw. f;. Hieraus folgt, dass

(22) N (r, ;;) +N(r, f)SN'(r, )+ N'(r, f5),

wo die Grossen N in der in der Einleitung (Satz II) angegebenen Weise mittels
der mehrfachen Stellen von f; und f, gebildet werden.
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Nun ist gemiss dem zweiten Hauptsatz (II), wenn dort g=3 und z,=a,
23=0b, z;==¢ gesetzt wird,

T(r, i)+ N'(r, £2) < N(r; ¢)+ Oflog T'(r, f,)]+ O(log ») (v=1, 2)

ausser moglicherweise fiir eine Wertmenge I von endlichem Mass, und weiter
nach dem ersten Hauptsatz

N o)< T'(r, f.) + Olog 7),
also schliesslich
N'(r, f3) < Ollog T(r, fs)] + O(log 7) (=1, 2)

ausserhalb 1. Wird diese Wertmenge ausgeschlossen, so gilt folglich nach (22):

(23) N(r,‘;—s) + N(r, ;) < Ollog T(r, f)l+ Ollog T(r, f)]+ O(log r).

Nach dieser Vorbereitung kann man nun die in Nr. 7 angestellten Uber-
legungen auf die Identitit (21) anwenden um zu zeigen, dass die Funktionen
Ji. fofs und f; zunichst linear von einander abhiingig sind, und dass weiter f;
und f, die im Satz 7 angegebenen Eigenschaften besitzen. In den Beziehungen
(14) bis (17) S. 383—386 erscheinen allerdings jetzt gewisse neue, von den Null-
stellen und Polen der Funktion f; herrithrende Glieder, welche in einfacher Weise

mittels der Grosse N(», f;) und N (r, J;) gebildet sind.” Da diese letzten Grossen
3

aber gemiiss (23) von niedrigerer Grossenordnung als die Hauptglieder T(r, f;)
und 7'(r, ;) sind, so haben sie keinen wesentlichen Einfluss auf die Folgerungen,
‘welche S. 386 aus den genannten Beziehungen gezogen wurden.

11. Herr Pérya hat den Satz 7 (unter der allgemeineren, in dem letzten
Zusatz gegebenen Voraussetzung) fiir den besonderen Fall bewiesen, dass die
betrachteten Funktionen von endlicher Ordnung sind, und als Anwendung dieses
Ergebnisses folgendes gezeigt:

Wenn zwei Polynome P(x) und Q(x) in denselben Punkten ganzzahlige Werte
annehmen, so ist enweder P+ @ oder P—Q konstant.

Dies ergibt sich als eine unmittelbare Folgerung des obigen Satzes, wenn
man fi=e*"F, f;=e*"? getzt. Da nun dieser Satz 7 auch fiir meromorphe Funk-
tionen f; und f, von unendlicher Ordnung gilt, so folgt, dass das Pdlyasche
Resultat nicht nur fiir Polynome, sondern fiir beliebige ganze Funktionen besteht.
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§ 4.

Schlussbemerkung.

13. Die Beweise simtlicher obigen Sitze griinden sich auf die drei funda-
mentalen, in der Einleitung angegebenen Sitze. In der 8. 368 zitierten Arbeit
habe ich gezeigt, dass diese drei Sitze, in unwesentlich fnqdiﬁzierter Form, fiir
eine weite Klasse analytischer Funktionen bestehen, welche innerhalb des Fznherts-
kreises meromorph sind; diese Klasse ist durch die Eigenschaft

(24) Ew>o

r=1

I—7r

charakterisiert. Die obigen Beweismethoden sind daher, mit einigen Modifika-
tionen, aunf diese Funktionen anwendbar, und man schliesst also, dass sdmtliche
obigen Ergebnisse auch fiir meromorphe Funktionen giltig sind, welche ¢m Einheits-
kreise der Bedimgung (24) gewiigen. Fir den Fall einer im Einheitskreise regu-
ldren Funktion ist fiir das Bestehen dieser Bedingung hinreichend, dass

i 22
r=1

I—7r

ist, wobei M den Maximalmodul bezeichnet. Durch Beispiele lisst sich ferner
zeigen, dass die Sitze 1—7 nicht mehr ausnahmslos fiir Funktionen gelten,

bei denen

Tm Jog T _ e g logloe M
™ log ! =1 log !
I—7r S 1—7

Durch eine einfache Variabelsubstitution kann man diese letzten Sitze auf
den Fall iibertragen, wo die betrachteten Funktionen in einem Winkelraum W
eindeutig und meromorph sind. Man gelangt so zu dem Ergebnis, dass die
obigen Eindeutigkeitssiitze fiir Funktionen bestehen, welche in W wvon hoherer
7

% die Offnung des Winkels W angibt.’

Ordnung als k sind, wobei

! Uber den Ordnungsbegriff vgl. meine Arbeit: U'ber die Eigenschaften meromorpher Funk-
tionen in einem Winkelraum (Acta Soc. Sc. Fennicae, T. L, N:o 12, 1925).
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