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Einleitung. 

Aus neueren Untersuchungen fiber die Wertverteilung analytischer Funk- 

tionen, welche in der Umgebung einer isolier~en, wesentlich singul~ren S~elle 

x = x  o eindeutig und meromorph sind, ist hervorgegangen, dass die asymptotischeu 

Eigenscha~en einer derartigen Funktion f (x )  mit erheblicher Genauigkeit bestimmt 

sind, wenn die Verteilungen dreierlei Stellen der Funl~ion in der Umgebung des 

singul~ren Punktes bekannt sind; so ffihr~ z. B. die Angabe der Dich~igkeiten, 

mit welchen die Wurzeln der Gleichung f (x ) -~z  ffir drei verschiedene Werte z in 

der Umgebung yon x 0 auftreten, zu ziemlich scharfen Aussagen fiber die Wurzel- 

dichtigkeit ffir s~mtliche iibrigen Werte  z. Andererseits zeigt eine einfache Be- 

trachtung, dass die Wurzetn fiir drei Werte z noch nicht geniigen um die be- 

betreffende Funktion eindeutig zu bestimmen; man kann F~lle angeben, wo sogar 

unendlich viele verschiedene Funktionen existieren, welche dreierlei Stellen ge- 

meinsam haben. Was l ~ s t  sich nun allgemein fiber zwei analytische Funlr~ionen 

aussagen, welche in der Umgebung einer singul~ren Stelle mehrere Werte z in 

genau denselben Punkten annehmen ?1 In der vorliegenden Arbeit werden einige 

Beitr~ge zu dieser Frage gegeben: 

t Diese A u s d r u c k s w e i s e  b e n u t z e n  wir  im fo lgenden a u c h  dann ,  wenn  die F u n k t i o n e n  den  be- 

t re i tenden W e r t  z i i be rhaup t  n i ch t  a n n e h m e n ,  was  nach  dem P ica rdschen  Satz  hScl is tens  fiir zwei 

Wer te  z mSgl ich  ist .  
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Im ersten Paragruphen wird ein allgemeiner Satz fiber die gemeinsamen 

Stellen meromorpher Funl~ionen bewiesen. Als Korollar dieses Satzes ergibt sich 

u. a., dass zwei meromorphe Funktionen, welche fiinf verschiedene Werte  z in 

denselben Punkten annehmen, notwendigerweise identisch sind. Im speziellen Fall 

ganzer Funktionen yon endlichem Geschlecht (einer der ffinf Werte  ist dann unend- 

lich) wurde dieser Satz frfiher yon Herrn P6LYA 1 gefunden, allerdings unter der 

einschr~nkenden Annahme, dass die gemeinsamen Stellen auch mit gleichen Mul- 

tiplizit~tten auftreten. Herr  P6T,YA leRete dieses Ergebnis als unmittelbares 

KoroUar aus einem priizieseren Satz ab: er zeig4e, dass eine ganze Funl~ion yon 

endlichem Geschlecht schon durch ihre z-Stellen ffir drei endliche Werte z ein- 

deutig bestimmt ist, ausser in einem ganz besonderen Ausnahmefall (hierbei wer- 

den auch die Multipliziti~ten der genannten Stellen berficksichtigt). Als u 

gemeinerung dieses Ergebnisses beweisen wir im zweiten Paragruphen, dass zwei 

in der Umgebung eines wesentlieh singuli~ren Punktes meromorphe Funktionen, 

welche fiir vier Werte z gemeinsame z-Stellen (yon denselben Multipliziti~ten) haben, 

notwendig identisch sind, ausser wieder in einem besonderen Ausnahmefall. Im 

dritten Pamgraphen geben wir schliesslich einige Sgtze fiber meromorphe Funk- 

tionen, welehe in der Umgebung eines singuli~ren Punktes drei verschiedene Werte 

in denselben Punl~en annehmen. 

Im folgenden werden wir yon einigen Siitzen Gebrauch maehen, welche wir 

in der Arbeit >~Zur Theorie der meromorphen Funktionen,> (Aeta mathematiea, B. 

46, 1925) gegeben haben. Wenn f(x) eine in der Umgebung Ix] ~ r  0 des unend- 

lieh fernen Punktes eindeutige und meromorphe FunkCion ist, So seize man: 

2 ~  

m(r,f)=--m(r; ~ ) =  2-Z l~ 
0 

r 

N(r,f)~--N(r; ~ )=  f -n-(-ti~) dr, 

ro 

WO n (r; 0o ) die Anzahl der im Kreisring ro =< Ix] < r  gelegenen, ihrer Multipliziti~t 

gemiiss gezi~hlten Pole yon f(x) bezeichnet, .und weiter ffir ein endliches z: 

t G. I~6LYA: Bestimmung einer ganzen Funktion endlichen Geschlechts dutch viererlei Stellen 
(Matematisk Tidsskrift B, Kgbenhavn I92X , p. I6---2I). 
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I ' I 

Es gel~en nun nachs~ehende S~ze:  

I. (Ers ter  Haup t sa t z ) .  - -  Zujeder nichtkonstanten Funktion f (x ) ,  die in der 

Umgebung des unendlich fernen Punktes eindeutig und ~neromo~Th ist , geh6rt eine his 

auf  eine additive GrSsse O(log r) wohlbestimmte, von einem gewissen Weft  r ab 

waehsende Funktion T ( r , f )  derart, dass eine Beziehung der Form 

(I) m (r; z) + N(r ;  z )=  T (r, f )  + 0 (log r )  

f i ir  jedes endliehe oder unendliehe z besteht. 

Unendliehkeitspunkt eine wesentlich singuldre Stelle der Funktion Wenn der 

f (x)  ist, so gilt 

(I)' lim T (r, f )  ~ .  
r=~ log r 

II.  (Zwe i t e r  Haup t sa t z ) .  - -  Wenn zl, z~ , . . . ,  zq(q>=3) unter einanderver- 

schiedene, endliehe oder unendliche komplexe Zahlen bezeichnen, so ist 

(II) 
q 

(q-  2) T (r, f)  < ~ N(r; ~,)-- N' (r, f )  + 0 0og r (r, f)) + 0 (log r), 
1 

ausser mSglicherweise, im Falle unendlieher Ordnungen, f i ir  eine Wertmenge r yon 

endliehem Gesamtmc~es. Hierbei ist 

r 

N'(,. ,f)= dr, 
tO 

w o n '  (r) die Anzahl der meh~fachen Stellen yon f (x)  im Krei~ing r o < ] x ] < r angibt, 

doeh so, dass jecle mfache SteUe nur (m--I)-mal gezdhlt wird. 

( A) Bezeiehne~ man insbesondere mi~ ~(r; z)~-~- r, die Anzahl der einfaeh 

gezdhlten z-S~ellen yon f (x )  im Kreisring ro<=]x I < r  lind se~zt man weiter 

r 
- 

- -  I N(r; z)= d t ,  

~'0 

so folgt aus (II) die speziellere Ungleichung 

4 7 - - 2 5 3 8 9 .  Acta mathematica. 48. I m p r i m 6  le  12 m a r s  1926. 
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q 

(II)' (q--2) T (r, f ) <  ~ ,  h r (r; z,)+ 0 (log T (r, f ) ) +  0 (log r). 
1 

I I I .  - -  Die logarithmisehe Ableitung einer in der Umgebung des unendlich 

fernen Punktes meromorphen~Funktion f(x) geniigt der Bedingung 

m(r,~f ) <O(log T(r,f))+ O(logr), 

ausser mb'glieherweise, im Falle einer Funktion von unendlicher Ordnung, fiir eine 

Wertmenge r von endlichem Mass. 

Ein allgemeiner Satz fiber die gemeinsamen Stellen analytiseher Funktionen 

und einige Anwendungen desselben. 

I. Im  folgenden betrachten wir zwei versehiedene, fiir ro=< I x I < ~r eindeu- 

tige und meromorphe FunkCionen f l  (x) und f~ (x), d i e  in dem unendlieh fernen 

Punkt  eine wesentliehe Singularitgt haben. Neben den in der Einleitung be- 

sproehenen HilfsgrSssen ist es zweekmgssig, noeh folgende Bezeiehnungen ein- 

zufiihren. 

Es bezeiehne no(r; or die Anzahl der gemeinsamen Pole, nl(r; ~) und 

n~(r; ar die Anzahl der iibrigen Pole yon f l  (x) bzw. f~ (x)im Kreisring ro<--_lx I < r ;  

jeder Pol soil hierbei einfach gezghlt werden, so dass also (vgl. S. 369) 

Ferner sei 

so dass 

2). 

r 

r o 

(Y=O~ I, 2), 

N(r,f )=lVo(r; 2). 

In analoger Weise sollen, fiir ein endliehes z, die GrSssen 

I I 
mittels der Pole der Funkt ionen o - ]1 z und =---z]2 erklgrt werden. 
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Aus den in der Einleitung erwghn~en ttaup~sgtzen I und I I  werden wir nun 

nachstehenden Satz herlei~en: 

Bat~ 

unendliche 

keitspunktes meromorphe Funktionen, die nicht identisch sind. 

gleiehung 

q 

(I) (q - -4) ( r ( r , f , )+T(r , f2 ) )< ~(N~(r;z . )+N~(r;z , ))+ 
1 

1. - -  Es 8eien zl, z , , . . . ,  zq unter eina,nder verschiedene, endliche oder 

komplexe Zahlen und f l  (x), f~ (x) zwei in der Umgebung des Unendlich- 

Dann gilt die Un- 

0 (log T (r, fi)) + 0 log T (77, f~)) + 0 (tog r), 

ausser mSglicherweise, wenn eine der Funktionen f l , f ,  yon unendlicher Ordnung ist, 

fiir eine Wertmenge r yon endlichem Mass. 

Beweis. - -  Wir nehmen zunitchst die Werte z , ( v = I ,  2 , . . . ,  q)si~mtlich end- 

l ich an. Gem~ss dem Hauptsatz I I  ist dann 

(q-2) r(,-,f,) < NL-, - - ~  + O(lo~ T(,.,f,))+ O(log r) 
g.=l ~ f~--zfl 

( ~ " - -  I ~ 2 )  

ausser in einer In~ervaiifolge I der r-Achse yon entlichem Gesam~mass. 

- - (  f ~ z )  =No(r; z)+ N~(r; z), so ergibt sich durch Addition man hier N r, 

Setzt 

q q 

(I)' (q--2)(T(r, f l )+T(r, f~))<2~,No(r;  z~)+ ~,(N1 {r; z,)+N~(r; z,))+ 
1 1 

0 (log T(r,  All + 0 (log T(r,  f~))+ 0 (log r), 

ausser mSgticherweise innerhalb I .  

In jeder gemeinsamen z,-Stelle der Funktionen f ,  und f~ wird offenbar die 

I 
F u n l ~ i o n f ~  unendlich trod man finder also, wenn man den Haup~sa~z I auf 

die Funktion f l--f~ anwende~, dass 

(')" ~ N o ( r ;  z.)<=N r, 
1 

< r (~-, A--f~) + 0 (log r). 

+ + + + 

Wei~er ist log [f~--f~ I ----< log ([ft[ + If21) ----< log [f~[ + log [f~ [ + log 2, also 
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m (r, fl--f.~) < m (r, fl) + m (r, f~)+ log 2, 

und, da ]eder Pol yon (fl--f~) in den Polen yon en~wederf~ oderf~ enthal~en is~, 

N(r, fl--f ) <= iV(,., :V(r, A). 

Dureh Addigioi1 der legz~en Ungleiehungen erhiiR man unter  Beaehgung des ers~ei1 

Haup~satzes 

(I)'" T (r, f l - - fs)  < T (r, f,) + T (r, re) + 0 (log r). 

Die zu beweisende Ungleiehung (I) folgt I1unmehr durch Zusammei1fassung 

der drei Beziehungen (i)', (i)" und (I)'". Unser Satz ist damit fiir den Fall nach- 

gewiesen, dass si~mtliehe Zahlen z~ endlich sind. Is t  dagegei1 eine dieser Zahlen 

unei1dlieh, so ergibt sich die Beziehung (i), wenn man die obige 13berlegung auf 

I I (a ~= z,, v =  I . q) ai1wendet und bemerkt, dass d i e  Funkt ionen ~ _ a  u n d f ~ _ a  '" "' 

die FundamentalgrSsse T nach dem ersten Hauptsatz gegeniiber einer Inversion 

(yon eii1em additiven Glied 0 (log T) abgesehen) ii1variant bleibk 

2. Als ersr Ai1wendung des Satzes i beweisen wir den 

Satz 2. - -  Wenn die Funktionen f l  (x) und f,~ (x) in der Umgebung des wesent- 

lieh singuldren Unendlichkeitspunktes eindeutig und meromorph sind und wenn, fiir 

f i i n f  verschiedene Werte z, die Gleichungen 

(2) A A 

in denselben Punkten x erfiillt sind, so sind die gegebenen Funktionen unter einan- 

der identisch. 

Die Ai1nahme, dass die Differenz fx--fg. I1ich~ identiseh verschwinde, fiihr~ 

in der Tat zu einem unmit~elbaren Widersprueh: Sii1d nitmlich z l , . . . ,  z5 die in 

dem Satze gei1ann~en fiinf Wer~e, so is~ naeh Voraussetzung _At1 (r; z~)=2V, (r; z~)--=o 

( v = ! , . . . ,  5). Nach Ungleiehung (I) wi~re also fiir q = 5  

T (r, fl) + T (r, f.~)< 0 (log T (r, fl)) + 0 (log T (r, f~)) + 0 (log r) 

ausser hSehs~ens fiir eine Wel~mellge r von ei1diiehem Mass. Hierllaeh ws die 

Ausdriieke 

lim T(r,f~) (v= I, 2) endlich, 
r=| log r 
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was nach dem ersten t{auptsatz (vgl (I)') nur dann mSglich ist, wenn die Funk- 

tionen f~ und f~, im Widerspruch zu der Voraussetzung, in dem unendlich fernen 

Punkt  yon rationalem Charakter w~iren. 

Wenn die AnzahI der Werte  z, fiir welche die Gleichungen (2) gleichzeitig 

befriedigt sind, vier betrggt, so kann man nicht mehr allgemein auf die Iden~itgt 

der betreffenden meromorphen Funk~ionen schliessen. So haben z. B. die Funk- 

tionen e * und e -* gemeinsame Stellen fiir die vier Werte  z =  i , - -  i, o und r162 Die 

Ungleichung (I) ges~attet uns indessen auch in bezug auf derartige Funk~ionen 

gewisse Schliisse zu ziehen; es gilt ngmlich folgender Satz, der bedeutend sch~rfer 

als der obige Satz 2 ist und diesen als unmi~telbares Korollar enth~lt: 

Satz  3. - -  Wenn die Gleichungen (2) f i ir  v ier  Werte z = z ,  (v=i ,  2, 3, 4) in 

denselben Punkten x e~fiillt sin& so ist 

(3) 

und welter 

(4) 

N ( r ;  **) 

lira 1 
~=,, T(r , f i , )  

T ( r ,A )  _ 
= 2  ( /~= I, 2), l im - -  = 

N o (r; z) N~ (r; z) 
li=m T(r,f~) = ~  r = ~ l i m ~ - - I  ( # = I ,  2) 

fiir jedes z + z , ( ~ = I , . . . ,  4)- 

Hierbei hat man, im Falte unendlicher Ordnungen, zungchst  eine eventuelle 

Wer~menge r yon endlichem Mass auszuschliessen. 

Ohne Einschr~nkung der Allgemeinheit kSnnen die vier Werte  z,  endlich 

angenommen werden. Zum Beweise bemerke man zungchst, dass nach dem Haupt- 

sa~z I I  (fiir q=4) 

4 

(3)' r ( r , A ) <  i - Z / V  (r; z,) + 0 (log T (r, f~)) + 0 (log r) (/z = I, 2) 
1 

ausserhalb der eventuellen Ausnahmeintervalle [ yon endlicher Gesamtlgnge. 1 

Andererseits folgt aus den Ungleichungen (I)' und (I)'" fiir q = 4 ,  wenn man be- 

merkr dass nach der u N(r ;  z,)=No(r; z~) ( ~ = I , . . . ,  4), dass 

1 In der folgenden Uberlegung denken wir uns diese Intervalle ausgeschlossen. 
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4 

~, ~(,.; ~,) < r ( , . , / i ) *  I'(,., f~) + o (log ,-). 
1 

Durch Verbindung dieser Ungleichungen ergibt sich die ausserhalb I giil~ige 

Beziehung 

4 

(3)" T(r, fi)+ T ( r , f ~ ) = ~ ,  5r(r; z,)+ 0(log 1'(r,fl))+ 0(log 1'(r,f~))+ 0(logr) ,  

oder Mso 
r T  . 

lim T ("2 .f_l) + I (~ ,.re) = I .  
4 r=~ ~N(, . ;  ~,) 

1 

Beaehtet man noeh, dass nach (3)' 

lira T(r,.f~,)_ =<! (l~_~l, z), 
r=| ~ N ( r ;  z.) 2 

so erh~lt man die Gleichheiten (3). 

Um die Beziehungen (4) herzulei~en, machen wir yon der Ungleichung (I) 

Gebrauch, indem wir q~-5 und z~-z5 setzen. Wir  finden so: 

T(r,  J~)+ T(r ,  f2) < Nl (r; z)+ Nz (r; z) + 0 (log T(r, fi))+ 0 (log T(r, f~))+ 0 (log r). 

AndererseRs ist nach Hauptsatz I 

) < T(r, f~) + - -  i N~(r; z ) + N  o (r; z)=N r , ~  z 0(log r) (~--I,  2), 

und man schliesst also, dass 

(4)' 
No(r; z )=0( log  T(r,A))+ 0(log 7'(r, f2))+ 0(log r), 

N.(r;  z)= T (r, f .)  + 0 (log r (r, fi)) + 0 (log 7' (r, f~)) + 0 (log r) ( ,u  =- :  I, 2), 

woraus die Richtigkei~ der Gleichungen (4) hervorgeht. 

Wenn f l  und f~ insbesondere yon endlicher Ordnung sind, d. h. wenn die 

oberen Grenzen 

i{~ i-og-~_(r,.f,.) 
, . = |  log r 
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endlieh sind 1, so ist, nach der ersten der Beziehungen (4)', 

No (,'; z ) =  0 (log r) 

375 

fiir jedes z~=z , (~ - -~ , . . . , 4 ) .  Dies ist gemi~ss der Definition der GrSsse N o (vgl. 

S. 370) nur  dann mSglich, wenn die Anzahl n o der gemeinsamen Wurzeln der 

Gleiehungen (2) endlich ist. Es gilt also der 

Zusatz.  - -  Wenn die Funktionen ./~ und f ,  yon endlicher Ordnung sind, so 

sind die Gleichungen (2) u~,ter den Voraussetzungen des letzten Satzes J~ir jedes 

z=Vz, (~= I , . . .  ,4) in einer gewissen Umgebu~2g des unendlich ferneu Punktes ohne 

9emeinsame Wurzeln. 

Es ist vielleicht nicht  ohne Interesse, die im Satz 5 enthal tenen Aussagcn 

fiber die Ver~eilung der z-Stellen analytischer Funkt ionen mit  einigen allgemeinen 

Siitzen fiber die Wertver te i lung meromorpher Funkt ionen zu vergleichen, welche 

ich in der in der Einlei tung zitier~en Arbeit gegeben habe. 

Wenn  f ( x )  eine in der Umgebung des wesentlich singul~ren, unendlieh fer- 

nen Punl~es meromorphe Funkt ion  bezeichnet, so kann die Dichtigkeit  ihrer 

z-Stellen durch die Zahl 

0 (Z) -"  I - -  l i I n  N (r;  z )  
r(, ')  

charal~erisier~ werden. Es l~sst sieh zeigen, dass diese GrSsse, welche nach dem 

ersten Hauptsatz  im Interval l  o ~ O (z)~ I liegt, fiir die grosse Mehrzahl der Wer te  

z gleich Null  ist: es existiert hSchstens eine abzh'hlbare Menge z, ffir welche O (z) 

positiv ist. Ein solcher Werfl wii'd als ein Ausnahrnewert definiert, und die zu- 

gehSrige Zahl O, Welche fiir die *Sti~rke>> des AusnahmewerCes massgebend ist, 

das Gewicht des Ausnahmewertes genannt.  Die Ausnahmewerte  einer meromor- 

phen Funkt ion haben s folgende fundamentale  Eigenschaft :  

Die iiber sh'mtliche Aus~ahmewerte ersh'eckte Gewichtssurnme ~ O (z) ist endlich 

und hb'chster~s gleich 2. 

1 1. c. S. 23 . Wenn fi~ in der Umgebung yon x----oo regul~ir ist, so ist diese Bedingung 
damit gleichbedeutend, dasa 

li--m loglog M(r, f~) 
�9 r ~  log r 

endlich ist, wobei M(r, ft~ ) den Maximalmodul yon f/, bezeichnet. 
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~ a n  kennt Beispiele yon meromorphen Funktionen mit einer beliebig gros- 

sen (endlichen) Anzahl yon Ausnahmewerten. 

Aus dem oben bewiesenen Satz 3 geht hervor, dass wenn zwei verschiedene 

analy~ische Funktionen ffir vier Werte z ( z l , . . . ,  z4) gemeinsame z-Stellen haben, 

s~mtliche fibrigen z normale Werte beider Funl~ionen sind: in der Tat ist ja nach 

den Gleichungen (4) O(z)=o ffir jedes z:Vz, ( ~ = I , . . . ,  4). Die ~,gemeinsamem) 

Werte z l , . . .  ,z4 k5nnen dagegen, wie aus (3) zu ersehen ist, sehr wohl Aus- 

nahmewerte der betreffenden Funktionen sein. Bei den oben betrachteten Funk- 

tionen f l = e  �9 und f ~ = e  -~, welche vier gemeinsame Wer~e (o, ~ ,  I , - -1 )  haben, 

sind z. B. die beiden Werte o und ~ sogar Picardsche Ausnahmewer~e mi~ den 

extremen Gewichten Eins. 

3. Wir  wollen sehliesslieh, als le~zte Anwendung des Sa~zes I, einen Satz 

fiber die gemeinsamen Stellen yon zwei analytischen Funktionen beweisen, wel- 

cher in nahem Zusammenhang mit dem oben besprochenen Satz fiber die G e -  

wichtssumme S0(z) steht. 

Die Ungleichung (I) leg~ es nahe, die relative Dichtigkeit der gemeinsamen 

z-S~ellen yon zwei meromorphen Funk~ionen f l  und f~ durch die GrSsse 

(5) Z I -  lira N1 (r; z)+N_o (r; z) 
T(r,A)+ 

zu charakterisieren. Nach dem ersten Hauptsatz variiert Z(z) zwischen den 

Grenzen 
o__<Z (z)__< i. 

Wenn )~ (z) ffir einen gegebenen Wer t  z positiv ausf~llt, kann dies yon zwei ver- 

sehiedenen Ursachen abh~ngen: entweder treten die gemeinsamen z-Stellen mit 

einer mit den Verteilungsdichten der normalen Werte vergleichbaren Dichtigkeit 

auf, so dass also die Gr5sse ]go (r; z) yon derselben GrSssenordnung wie I '  (r, f l  ) 

und T(r,f~) ist, oder ist dieser Wer t  z ein Ausnahmewert (in dem oben angege- 

benen genauen Sinn), welcher yon f l  oder f2 fiberhaup~ in einer verh~ltnism~ssig 

geringen Anzahl yon Punkten angenommen wird. 

Dividier~ man beide Seiten der Ungleichung (I) durch T (r, f l  ) + T (r,f~), so 

ergibt sich ffir r - * ~ ,  dass 

q 

1 
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Diese Beziehung gilt nan, wie gross immer die Anzahl q auch gew~hlt werden 

mag, und man schliesst demnach: 

Satz 4. - -  Die Menge der Werte z, fiir welche die durch (5) definierte Zahl 

(z) positiv ist, ist abzShlbar. Die iiber diese Werte crstreckte Summe 

ist konvergent und hb'chstens gleich 4. 

2 .  

l~ber meromorphe Funktionen, welche vier Werte in denselben Punkten und 

mit gleichen lul t ipl iz i t l ten annehmen. 

4. In den im ersten Paragraphen bewiesenen S~tzen wurde auf die even- 

tuelle Mehrfachheit der gemeinsamen Stellen der betrachteten analytischen Funk- 

tionen keine Riicksicht genommen. Zu vollst~ndigeren Ergebnissen gelangt man, 

wenn man annimmt, dass die gemeinsamen SteUen auch in Bezug auf Multiplizi- 

t~t iibereinstimmen. In der Theorie der ganzen FunkCionen yon endlichem Ge- 

schlecht ist diese Frage friiher yon t /errn PST.YA untersucht wordenl; ihm ver- 

danlr~ man folgendes interessante Resultat: 

Satz yon P61ya. - -  Wenn zwei ganze Funktionen f l  (x) und f~ (x) von e~d- 

lichem Geschlecht drei  verschiedeue endliche Werte a, b u n d c  in genau denselben 

Punkten und mit gleichen Multiplizith'ten annehmen, so ist im allgemeinen f1~f~. 

Fine Ausnahme kann uur dann eintreffen, wenn einer dieser drei Werte (z. B. a) 

ein Picardscher Ausnahmewert der Funktionen f l  und f2 ist, und dieser Weft (a) 

dem Mittelwert(b---: -~) derzweiiibrigen Werteist. IndiesembesonderenFall gleich 

ist, falls nicht f l--f~,  notwendigerweise 

(a--b) (c--a) 
f ~ a  § 

f~--a 

~1.  c. 

4 8 - - 2 5 3 8 9 ~  Acta  maghemaJ/ca.  48. Tmprim6 le 12 m a r s  1926. 
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Zweck des vorl iegenden Pa ragraphen  ist, den P61yaschen Satz auf beliebige 

meromorphe  Funk t ionen  zu erweitern.  Wi r  werden nfimlich folgenden Satz be- 

weisen: 

Satz  5. - -  Wenn zwei meromorphe Funktionen f l  (x) und f~ (x) v ier  verschie- 

dene (endliche oder unendliche) Werte a, b, c und d in genau denselben _Punkten und 

mit gleichen Multiplizitdten annehmen, so ist im allgemeinen fl~-f2. 

Eine Ausnahme kann nur dann eintreffen, wenn zwei dieser vier Werte, z. B. 

b und d, t)icardsche Ausnahmewerte der Funktionen f l  und f~ sind, und die Pu~kte 

a, b, c, d eiue harmonische Punktreihe bilden. In  diesem Fall ist entweder f v~ f~  

oder 

A ~ S ( A ) ,  

wo S(z) diejenige iineare Transformation yon z bezeichnet, welehe die Punkte z =  a 

und z = c  invariant ldsst und die Punkte z=b ,  z = d  vertauscht. ~ 

5- D u r c h  eine geeignete Invers ion kann man erreichen, dass einer der be- 

t raeh te ten  vier Wer t e  unendl ich wird; im folgenden soll d = o o  angenommen wer- 

den. Z u m  Beweise bilden wir dann mit  H e r r n  PdLYA die Ausdriieke 

f l  - - a  f l  - -b  A - -e  _ 
(6) f2 - -a  -- qh, ?,--b = qD,, f~--c q~'~; 

die so definier~en analyt ischen Funkt ionen  ~01, ~ und ~3 sind nach der Voraus- 

setzung yon s und Unendlich verschieden. Durch  El iminat ion der Funk t ionen  

f l  und  f~ finder man, dr~ss sie der Iden~it~t 

(7) (c--b) q91+(a--c ) q~,+(b--a) q~3+(c--b) ~ q~a+(a'c) q~.~ q~l+(b--a) qp, 992~o 

geniigen. Nun  kann  eine derar t ige lineare, homogene Bez iehung  zwischen den 

sechs yon Null  verschiedenen ganzen Funk~ionen ~0~, ~ ,  ~ ,  q~ q~a, q~3 q~l und ~1 ~ 

nur  dann bestehen, wenn diese Funk~ionen gewisse speziellere Bedingungen er- 

fiillen. Dies geht  aus nachs tehendem Hilfssatz hervor,  dessen Beweis w i r ,  um 

den Gedankengang  nich~ zu unterbrechen,  erst  in N:o 7 folgen lassen. 

1 Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Funktionen f l  und f~ die vorausgesetzten Eigen- 
schaften nur in einer gewissen Umgebung des wesentlich singul~ren Unendlichkeitspunktes be- 
sitzen. Um ihn in dieser allgemeineren Fassung zu beweisen, hat man in dem nachfolgenden Be- 
weis einige Modifikationen vorzunehmen. 
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Hilfssatz. - -  Es seien F 1 (x), F~(x ) , . . . ,  F~ (x) (n>=3) ganze Funktionen, wel- 

che in jedem endlichen t)unkt der Ebene yon Null verschieden sin& Wenn diese 

Funktionen yon einander linear abhdngig sind, d. h. wenn es eine Identitdt 

(s) ++ F+ ( x ) - o  
1 

gibt, wo cl, . . . ,  c~ Konstanten sin& die nicht sh'mtlich verschwinden, so existiert 

eine Identitgt derselben Form zwischen gewissen n- - I  unter den gegebene n Funk- 

tio~en. 1 

Dutch wiederholte Anwendung dieses Satzes schliesst man zungchst, dass 

unter den Funktionen F ,  wenigstens zwei, z. B. F 1 und F2, existieren, deren 

Verhgltnis konstant ist. Ausser F 2 kann es noch einzelne Funktionen T', geben, 

welche ebenfalls yon F 1 linear abhgngig sind; seien diese z. B. F a , . . . ,  F,,,. Es 

existier~ dann eine Konstante k, derart, dass 

und also nach (8) 

(8)' 

,i, 1 

(x), 
1 

k ,  i%,+ ~ c ,  F , ~ o ,  
% + 1  

wo die einzelnen Funktionen F,,+I, . . . ,  F,~ yon 2'~, linear unabhgngig sind. 

Wird nun die obige {Jberlegung auf die Identitgt (8)' angewandt, so folgt, 

dass unter den Funkt ionen F , I + I , . . . , F n  zwei oder mehrere, z. B. F~1+1,..., F, , ,  

vorhanden sind, welche paarweise linear yon einander abhgngig sind, so dass also 

und gem~ss (8)' 

~2 

~ + 1  

%-,+1 

Dieser Satz is t  zuerst  yon BOREL gegeben worden (Vgl. BOREL: Sur les z&os des fonc- 

tions enti&es, Acta math.,  B. KX, I897 ). Fiir n =  3 is t  er mi t  dem speziellen Picardschen Satz 

gleichbedeutend. 



380 Rolf Nevanlinna. 

Die fortgesetzte Wiederholung dieser Betracbtung fiihrt schliesslieh zu fol- 

gendem Resultat: 
"4T 

Die Funktionen F~, 1 ~ , . . . ,  F,, lassen sich in eine gewisse Anzahl yon GrulJ- 

pen ei,nteilen derart, dass je zwei dieser Funktionen yon einander li~war abhh'ngig 

oder unabhSngig sind, je nachdem sie zu derselben oder zu verschiedeneu Gruppen 

geh&'en. 

Ferner sieh~ man sofort ein, dass die Partialsummen lines in (8), welche 

den verschiedenen Gruppen entsprechen, identiseh verschwinden. Seien nfimlich die 

Elemente der /:ten Gruppe F,i_~+~ . . . .  ,F,. i und die.Anzahl der Gruppen gleich 

m, so wird nach (8) 

~,  c,. ~ ; . - -  ki F ,  i (k~--~ const.) und k, , i /~ ; i  ~ o .  

r i . _ l +  1 1 

Weil je zwei der Funktionen F,.~ yon einander linear unabhi~ngig sind, so muss 

nach dem Hilfssatz k 1 . . . . .  k m = o  sein, woraus die Behauptung folgt. 

5. Dieses Ergebnis wenden wir nun auf die Beziehung (7) an. Die sechs 

Funktionen q~l, ~.~, ~ ,  ~ 8 ,  ~s~l ,  ~ ~ lassen sich also in Gruppen der oben 

charakterisierten Art einteilen. Da die entsprechenden Glieder links in (7)s~mt- 

lieh yon Null versehieden sind, so kommen als mSgliche Einteilungen hierbei fol- 

gende in Betracht: 

I:O. - -  Eine einzige Gruppe mit sechs Elementen. 

2:o. - -  Zwei Gruppen mit bzw. vier und zwei Elementen. 

yo.  - -  Zwei Gruppen mi~ drei Elementen. 

4:o. - -  Drei Gruppen mit zwei Elementen. 

Jeder dieser vicr Fglle fiihrt unmittelbar zu dem Ergebnis, dass entweder zwei 

der Funktionen q~1, q~, ~8 yon einander linear abhiingig sind, oder eine unter 

diesen Funktionen sich auf eine Konstante reduziert. Ein Blick auf die Formeln 

(6) zeig~ dann welter, dass die FunkCion f~ (x) jedenfalls eine lineare Transfor- 

mation 

(9) " f ~ =  S (f,) 

yon dex" Funktion f~ ist. 

Es eriibrigt noeh nachzuweisen, dass diese lineare Transformation die im 

Satz 5 behaupteten Eigenschaften hat. Dies kSnnte direkt mittels der Beziehung 

(7) bewiesen werden, wird abet am einfachsten durch folgende ~berlegung ein- 
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gesehen: Da eine analytische Funl~ion in der Umgebung eines wesentlich singu- 

li~ren Punktes hSchstens zwei Picardsche Ausnahmewerte haben kann, so existie- 

ten unter den vier Werten a, b; e, d wenigstens zwei, welche die Funktionen f l  

und f~ in der Umgebung des Unendlichkeitspuuktes tats~chlich annehmen; sei a 

ein solcher Wert.  Nach Voraussetzung ist dann in jedem Punkt, wo f l = a ,  auch 

f2=a, und nach (9) also S (a)=a. Jeder der Werte  a, b, c, d, welcher kein Pi- 

cardscher Ausnahmewert der Funktionen f l  und f~ ist, ist also ein Fixpunkt  der 

T.ransformation S. Nun reduziert sich eine lineare Transformation, welche drei 

Punkte invariant l~Lsst, auf die identische Substitution, und man schliesst also, 

dass fl=--fe, ausser mSglicherweise in dem Falle, wo zwei der betrachteten Werte, 

z. B. b und d, Picardsche Ausnahmewerte beider Funlctionen sind. 

Liegt nun dieser Ausnahmefall vor, so schliesst man zun~chst, class die 

Transformation S die Wer~e a und c invariant l~sst. Da weiter b ein Picard- 

scher Ausnahmewert yon f l  ist, so folgt aus (9), dass der Wer t  S (b) notwendig 

ein Picardscher Ausnahmewert der Funktion f~ sein muss. Nun hat diese letzte 

Funktion schon nach Voraussetzung die Ausnahmewerte b und d, und es muss 

also nach dem Picardschen Satz entweder 

(io) s (b)=b oaer S(b)=d 

sein. In derselben Weise finder man yon dem Werte  d ausgehend, dass weiter 

(m)' S (d)=d oder S (d)=b 

sein muss. Die ersten der Beziehungen (IO) und (IO)' fiihren wieder zu der iden- 

tischen Substitution: f ~ S ( f l ) ~ f l .  Es bleibt also nur der Fall iibrig, wo 

S(b)-=d und S(d)=b. Diese zwei Bedingungen sind aber nur dann vertri~glich, 

wenn das Doppelverh~ltnis (a, b, e, d ) - = ~ I  ist, d. h. wenn die Punkte a, b, e, d 

eine harmonische Punktreihe bilden. Unser Satz ist hiermit bewiesen. 

7. Wir kommen jetzg zum Beweise des oben. benutzten Hilfssatzes. Es seien 

also F1, Fe, . . . ,F~+~(u_>2)  yon Null und Unendlich verschiedene meromorphe 

Funktionen, welche einer linearen homogenen Identit~Lt 

n+l 
(II)  Z C, y . ~  O 

1 

geniigen; es gilt zu zeigen, dass ein System yon n dieser Funktionen existiert, 

welche yon einander linear abhi~ngig sin& Diese Behauptung ist ev.ident, wenn 
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eine der Zahlen c, verschwindet; im folgenden kSnnen wir deshalb s~mtliche 

Koeffizienten c, als yon Null versehieden annehmen. Durch Division mit 

c~+1 ~'~+~ geht die Beziehung (~ I) dann fiber in 

(I2) ~ (Z),(X) ~ I, 
1 

wo die Funk~ionen 

(/),'-- C, ~',. (Y= I, . . . ,  '~) 
Cn+l 1' n+ 1 

ebenfalls yon o und o0 verschiedene meromorphe Funktionen sind. Um nun 

zu zeigen, dass zwischen den n Funktionen F~ , . . . ,  F,, eine lineare homogene 

Relation besteht, geniigt es offenbar zu beweisen, dass die Funktionen (Pl . . . .  , ~P,~ 

yon einander linear abhi~ngig sin& Dies is~ wieder bekanntlich dann und nut  

dann der Fall, wenn die Determinante D: 

D =  
0'~ . . . .  0'~ 

identisch gleich Null is~. 

nante D nicht identisch 

geleRet werden. 

Durch (n-- 1)-malige 

die Identit~ten 

Von der Voranssetzung ausgehend, dass die Determi- 

verschwinde, soll im folgenden ein Widersprueh her- 

Differentiation erhalten wit aus der Beziehung (12) 

e ,  -= I ,  e ' .  o , . . . ,  _-- o .  

1 1 1 

~)(k) 
Sehreibt man hier O~ k)~ q),. ~ -  (k= I , . . . ,  n--I) ,  so stellen sie ein System yon 

n linearen Gleichungen zwischen den n Funl~ionen ~ ,  ( v - - I , . . . ,  n) dar, wobei die 
q)l~) 

Determinan~e der Koeffizient, en -~-~- : 
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(I3) d(x) --= 

I ~ I 

{~(n--1)  (~(u- 11 
1 u 

(D 1 (~)71 

D 
~1"'"  ~,~ 

nach der hnti these nicht identisch verschwindet. Bezeichnet man mit d,(x)  

( v ~ I , . . . ,  n) die Un~erdeterminanten der successiven Elemente der ersten Zeile 

yon J ,  so finder man also fiir die Funktionen q), die Darstellung 

(I4) O, (x) - -  z/,(x) (~= I, n). 
~ (x)  " ' 

Diese Formel werden wir nun anwenden, um die zu der Funktion q), ge-  

hSrige FundamentalgrSsse T(r, q~,) abzusch&tzen. Da q),(x) eine ganze Funktion 

ist, so ist N(~, (P,)~o,  und man finder gem~ss des ersten Hauptsatzes (vgl. Ein- 

leitung), dass 

(14)' l ' (r ,  ~ , ) = m ( r ,  ~D,)+ O(log r). 

Aus (14) folg4 weiter, dass 

log ] ~ ,  ] = log J,.- 

und somi~ auch: 

(u ) "  

=_< log J J ,  J + log 

Der letzte Mit~elwert wird weiter mittels des ersten Hauptsatzes abgesch:s 

Bemerkt man, dass die Elemente der Determinante d ,  und daher auch diese 

Determinante selbst ganzen Charakter hat, so folgt, dass N(r, z / ) - - o ,  und 

demnach: 

(uY"  

Zusammenfassend ergibt sich aus (14)', (14)" und (14)"', dass 

(I s) T (,-, ~,) < ,,(,-, d) + , ,  (,', ~,.) + O(log ,.). 
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Wir machen nun yon folgender einfachen Bemerkung Gebrauch: Es seien 

.fl, f2,. �9 f~  meromorphe Funktionen und R (fl, f.2,- �9 fro) eine ganze rationale 
+ 

Funktion dieser FunkCionen. Nach der Definition des Zeichens log ist of- 

fenbar 

m (r, f ~ f , )  <= m (r, f~) + m (r, f ,) ,  m (,', f~  +f , )  <= m (r, ft*) + m (r, f~) + log 2, 

und man finder durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichheiten, dass 

~/(r ,  ~ )  <: Z 0 I ra ( r ,  f/t)] + 0 ( I ) .  
1 

Schreib~ man nun in der Determinante z/: 

O(k) (p' q)~ (p(~) 
- - ~  . . . . .  r ( / ~ =  I n) -o: -  a,' " - "  

so wird J eine ganze rationale Funktion der logarithmischen Ableitungen der 

Funl~ionen Or, O't , , . . . ,  ~I, n-l) ( u~  I . . . .  n), und es ist also gem~ss der obigen 

Ungleichung 

[( (i6) ,~(,., ~) < ~ ~ o ~ ,-, ~ - ' 7_1  + o(,). 
, u= l  k ~ l  

Zur weiteren Absch~tzung der letzten Mittelwer~e benutzen wir nun den in 

der Einleitung angegebenen fundamentalen Satz II1 iiber die logari~hmische 

Ableitung einer meromorphen Funktion. Bemerlc~ man, dass s~mtliche ~ )  ganze 

Funktionen sind uud dass also, nach dem ersten Hauptsatz, 

T (,., O(~-')) = ~(r ,  ~?- ' ) )  + 0( log ~), t ~e m 

so folgt aus dem genannten Satz I I I ,  dass 

( p=,, ) 
(t6)' m r, ~ l  <: O[log re(r, q)(~-l))]u + O(log r) ~k-~I, n - - I  ' 

ausser mSglicherweise in einer In~ervallfolge I yon endlicher Gesamtl~Lnge. 

i s t  n u n  (p(k-1)~_ (p(k-2) " u n d  a lso  

It 

Es 
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f/2 (r, (k--l) < ~n (1', . . . . . .  % ) = ~I~-~) + ,n ,., ~ _ ~ !  

Unter Beaehtung der Ungleiehung ([6)' (wo man k dureh k-- I  zu ersetzen hat) 

folgt weiter, dass 

f/~(,', ~Ik  :-1)) < .m,(r, {~(/z k- 2))-t- O [ l o g  fn,(r, ~lek--2))]-~ O ( l o g  1") 

= Olin(r, @I~-2))1 + O(log r) 

ausserhaib der In{ervalle 1. Wird nun diese Ungleichtmg suecessiv fiir ]r 

k~2,.., angewandt, so ergibt sich da~s 

m(r, r O(log r), % ) < o Ira(,', ~,,)] + 

woraus naeh (16)' die ausserhalb der Intervalle I giiltige Ungleiehung 

(  J't (16)" m r, ~ - ~ ) l  < O[Iog re(r, ~ ) ]  + O(log r) 

folgt. 
Fiihrt man nun diese Sehranke in die Beziehung (t6) ein, so wird 

?~ 

(~ 6)'" m (r, J )  < ~ 0 [log m (r, ~.)] + 0 (log r). 
l t=l 

Durch eine vollkommen analoge Uberlegung sieht man ferner ein, dass auch 

n 

re(r, z/,) < ~ O[log re(r, &~)] + O(log r). 
1 

Unter Beachtung dieser letzten Ungleichungen folgt schliesslich aus (I5), dass 

fiir jedes r ausserhalb der Intervalle [: 

I '  (r, @,.) < ~ O[log rn(r, @n)] + O(log r) (~ - - I , . . . ,  n). 
1 

Bemerkt man nun, dass die OrSsse re(r, ~ )  nach dem ersten Hauptsatz mi~ 

T(r, l/),) + 0 (log r) vertauscht werden kann, so folgt dureh Addition, dass die 

Ungleichung 
49--g5389. Acta mathematC~a. 48. Imprim~ le 12 mars 1926. 
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(I7) T (r, ~ , ) <  ~, O[log T(r, 09,)] + O(log r) 
1 1 

ausserhalb der Intervalle I gelten muss. 

Diese letzte Beziehung fiihrt nun unmittelbar zu dem in Aussicht gestellten 

Widerspruch. In der Tat kann die Ungieichung (I7) nur dann bestehen, wenn 

die untere Grenze 

lira 1'(r, O,.) (~= I , . . . ,  n) 
r=| log r 

endlich ist. Nach dem ersten Hauptsatz muss die ganze Funktion @,(x)sich 

dann auf ein Polynom reduzieren; andererseits ist aber q L ~ o  in der ganzen 

endlichen Ebene and man schliesst also, dass q) , (x)(~-~I , . . . ,  n )g le ich  einer 

(yon Null verschiedenen) Konstante sein muss. Dann w~re aber die Determi- 

nant~ J und somit auch D, im Widerspruch mit der Antithese, identisch gleich 

Null. Unser Hilfssatz ist somit erwiesen. 

Wir  haben in diesem Pal~gTaphen gefunden, dass eine meromorphe 

Funktion, ausser in einem evidenten Ausnahmefall, durch viererlei Stellen ein- 

deutig bestimmt ist. Es w~ire nun interessant zu wissen, ob dieses Ergebnis 

auch dann besteht, wenn die Multiplizith'ten der betreffenden S~ellen nicht be- 

riicksichtigt werden. Einige im ersten Paragraphen gewonnene Resultate (Satz 3 

nebst Zusatz) sprechen vielleicht fiir die Vermutung, dass Satz 5 tats~chlich in der 

angedeuteten allgemeinen Fassung giiltig sei. Wenn dem so w~re, so wiirde 

dieser Satz die in den S~tzen 2 und 3 enthaltenen Aussagen als unmittelbare 

Folgerungen ergeben. 

w  

~ber meromorphe Funktionen, welche drei verschiedene Werte in 

denselben Punkten annehmen. 

8. Wir  betrachten in diesem Paragraphen zwei meromorphe Funktionen 

f l  und f~ derart, dass die Gleichungen 

A (x) ---- z, f~ (x) = z 

fiir drei Werte z~-a, z ~ b ,  z : c  gleichzeitig befriedigt sin& Ohne Einschr~nkung 

der Allgemeinheit kSnnen wir wieder einen dieser Werte, z. B. c, unendlich 
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annehmen. Unter  der Voraussetzung, dass die a-, b- und m-Stellen auch in 

Bezug auf Mehrfachheit fibereins~immen, stellen die Quotienten 

A - - a  und ~ = f A - - b  
(18) ~Px --f__ a f~ 

ganze FunkCionen dar, welche den Wert  Null als Picardschen Ausnahmewert  haben. 

Sind umgekehrt  ~ und ~02 zwei beliebige, you Null verschiedene ganze Funk- 

%ionen, so haben offenbar die durch 'AuflSsung der Gleichungen (I8) erhaltenen 

meromorphen Funktionen (vgl. hieriiber P6LYX, 1. C.) 

(19) A=a+(a--b)qg, ~--9%, f~-~a+(a--b) [--qD~ 
~s--~t 

gemeinsame a-, b- und ~-Stellen. 

9. Obgleich also eine meromorphe Funktion durch dreierlei Stellen nich% 

allgemein eindeu~ig beStimm~ ist, kann man doch wei~e Funktionsklassen angeben, 

welche diese Eigenschaft besitzen. Wir  beweisen in dieser Hinsicht den 

Satz 6. - -  Wenn zwei meq'omorlohe Funktionen f l  und f~ yon endlicher, nicht- 

ganzzahliger Ordnung drei verschiedene Werte a, b u n d c  in denselben Punkten und 

mit denselben Multiplizitdten annehmen, so ist identisch f l=fa .  

Beweis. - -  Wir zeigen zuniichst dass die Funktionen f l  und f~ yon der- 

selben Ordnung sin& Nach den Hauptss162 I und I I  ist fiir jedes z: 

( i )  
N r,f~7~z < T(r,f , ,)+ 0(log r ) <  N(r; a )+N(r ;  b)+N(r;  c)+ 0(log r) (VzI,  2). 

Setzt man hier der Reihe nach z=a ,  b, c, so ergibt sich (wenn man yon dem 

trivialen Fall absieht,  wo T(r ,f~)-~0(log r), und f ,  also eine rationale Funktion 

is~), dass 

T(r, I T(r, f,) < lira = 
~ lim N(r; a)+ N(r; b)+ N(r; c) = N(r; a)+ N(r; b)+ N(r; c) < I. 

Da der Quo%ien~ der GrSssen T(r,f~) und r(r ,f~) hiernach fiir r -~  ~ die Unbe- 

I 
stimmtheitsgTenzen - und 3 hat; so sind die Ordnungen der Funk%ionen f l  und 

3 

f2, d. h. die oberen Grenzen 
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lira log T(r, fi) ( v :x ,  2), 
,.=~ l og  r 

einander gleich. 

Wir nehmen nun wieder c - ~  an und bilden die Quotienten (I8). Um 

nun zu zeigen, dass f~-~f , ,  geniigt es offenbar zu beweisen, d~,ss die Differenz 

9 ~ - - ~  identisch verschwindet. Dies geht wiederum aus folgender tJberlegung 

hervor: Eine leichte Folgerung aus dem ersten t tauptsatz ist, dass die 0rdnung 

einer meromorphen Funktion, welche rational yon zwei gegebenen meromorphen 
s 

Funktionen ~p~ und ~p~ abh~ngt, nicht die Ordnungen beider letztgenannten Funk- 

tionen fibersteigen kann. 1 Man schliesst hiernach aus den Formeln (~8), dass 

die Ordnungen yon ~0~ und ~o, hSehstens gleich der Ordnung yon f~ und f~ sin& 

Nimmt man nun welter an, duss die Differenz 90~--T~ nicht identisch verschwinde, 

so erh~lt man fiir f t  und fs die Darstellungen (I9), woraus umgekehrt folg~, dass 

die Ordnung yon f~ und f~ auch nicht hSher Ms die hShere der Ordnungen yon 

~0~ und 9% sein kann. Eine dieser letzten FunkCionen, z. B. ~0~, miisste dem- 

nach yon genau derselben Ordnung, wie f~ und fe, also yon nichtganzzahliger 

Ordnung sein. Dies steht aber im Widerspruch mit der bekannten Tatsache, 

dass eine ganze Funl~ion end].icher Ordnung q~, welche einen endlichen Picard- 

sehen Ausnahmewer~ (o) besitz~, yon ganzzahliger Ordnung ist. Es ist also 

~ - - T ~  o, und somit f~ ~f~,  w. z. b. w. 

IO. Wir beweisen schliesslich nachstehenden Satz, der im Falle endlicher 

Ordnungen friiher yon Herrn P6LVA gegeben worden ist (vgl. G. P&,YA: Deutsche 

Math.-Ver., Bd. 32, S. I6, I923). 

Sat~ 7. - -  l~'s seien fl(x) und f2(x) meromorphe Funktionen, welche zwei 

t)icardsche Ausnahmewerte a und b besitzen. Wenn sie einen dritten Weft  c in 

genau denselben Punkten und mit gleiehen Multiplizith'ten annehmen, so ist entweder 

i In der Tat ist 

m(r, ~p, ~P2) <= re(r, yJ~)+m(r, tp2) , re(r, g)~ + ~P2) <= re(r, ~pz)+ re(r, ~ ) + l o g  2, 

N(r, ~Pl~P2) ~ N(r, ~p,)+ N(r, ~p,), N(r, ~pl +1p2) <= N(~, lpa)+ N(r, ~p,), 

und also nach dem Hauptsatz l :  

T(r, y~p2)=<._ T(r, ~p~)+T(r, ~p2)+ 0(log r), T(r, ~P,+~P2)~ T(~, W,)+ T(r, y~2)+ O(log r). 

Ferner ist, ebenfalls nach dem Hauptsatz I, T(r, ~p)=T r, + O(log r). Aus diesen Beziehungen 

geht hervor, dass die Ordnung durch rationale Operationen nicht erhSht werden kann. 
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f t - - f s  oder f l  ~--S(f2), wo S diejenige wohlbestimmte lineare Transformation bezeich- 

net, welche den Wert c invariant lYsst und die Werte a und b verlauscht. 

Beweis. - -  Dureh eine lineare Transformation der Funktionen f l  und f2 

kann man erreichen, dass a : o ,  b : o o  und c-~I. Setzt man dann 

(20) 34;-- I - ' A ,  

so besteht 

aussetzung 

Beziehung 

(2i) 

Unter Anwendung des 

zwischen den drei Funktionen fl ,  f~. und fs, welche gemiiss der Vor- 

sitmtlich yon Null und Unendlich versehieden sind, die identisehe 

,~-- f2fs  +.fs = I. 

obigen Hilfssatzes (S. 379) schliesst man hieruus durch 

eine t~berlegung, welehe der in Nr. 6 durchgefiihrten vollkommen analog ist, 

dass die Funktion f l  eine lineare Transformation S(f~) yon f~ ist. Man sieht 

ferner unmittelbar ein, dass diese Transformation, falls sie sich nicht auf die 

identische Substitution reduziert, notwendigerweise ers~ens den Wert  c invariant 

lassen und zweitens die Werte a und b vert~uschen muss, denn sonst wiirde eine 

der Funlr~ionen f l  und f~ drei Picardsche husnahmewerte besitzen (vgl. S. 381). 

Es ist vielleicht yon In~eresse zu bemerken, dass das obige Ergebnis sogar 

uuter folgenden allgemeineren Voraussetzungen besteht: 

Zusatz. - -  Satz 7 gilt auch dann, wenn man die Annahme iiber die (7ber- 

einstimmung der Multiplizitdten der c-Stellen fallen ldsst. 

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, woUen wir in aller Kiirze den Gang 

des Beweises andeuten: 

Der Quotient fs ist im allgemeinen unter den vorliegenden Bedingungen 

nieht mehr yon Null und Unendlich versehieden. Seine event-uellen Nullstellen 

und Pole befinden sich under den mehrfaehen e-SteUen der Funk~ionen f l  und 

.f~, u n d  zwar ist jede /z-fache :Nullstelle bzw. Pol yon fs  wenigstens eine (/~ + 1)- 

fache Stelle yon f l  bzw. f2. Hieruus folgt, dass 

(22) N r, +iV(r, f3 )~N ' ( r ,  f t )+N' (r , f , ) ,  

wo die GrSssen iV" in der in der Einleitung (Satz II) angegebenen Weise mittels 

der mehrfachen Stellen yon f l  und f~ gebildet werden. 
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Nun ist. gemi~ss d e m  zweiten Hauptsatz (II), wenn dort q = 3  und zl=a, 

z,=b, z3=c gesetzt wird, 

1'(r, f,.)+ N'(r, 9r < N(,'; c) + 0 [log T(r, f,)] + O(log r) (Y~ I ~ 2) 

ausser mSglieherweise fiir eine Wertmenge I yon endlichem 3/Iass, und weiter 

nach dem ersten Haup~sat.z 

also sehliesslich 
N(,'; c) < T(r, f,,) + O(log r), 

N'(r,f ,) < 0[log T(r,f,)] + O(log r) (~=I ,  2) 

ausserhalb L Wird diese Wertmenge ausgesehlossen, so gilt. folglich naeh (22): 

(23) 
(i) 

N , ' , f  +N(r ,  f3 )<  0[log T(,',f~)]+O[log l'(r, f2)]+ 0(log ,'). 

Naeh dieser Vorbereit.ung kann man nun die in Nr. 7 angestellten lJber- 

legungen auf die Ident.ititt. (2I)  anwenden um zu zeigen, dass die Funkt ionen 

ft ,  f~f3 und f3 zungchst, linear yon einander abhiingig sind, und dass weRer f l  

und f~ die im Satz 7 angegebenen Eigenschaften besitzen. In den Beziehungen 

(14) bis (17) S. 383--386 erscheinen allerdings jetzt, gewisse neue, yon den Null- 

stellen u n d  Polen der Funlrtion fa herriihrende Glieder, welehe in einfaeher Weise 

mRt;els der GrSsse N(r, fs) Und N r, gebildet~ s ind.  Da diese letzt~en GrSssen 

aber gemiiss (23) yon niedrigerer GrSssenordnung als die ftaupt.glieder T(r , j ; )  

und T(r, f~) sind, so haben sie keinen wesenfliehen Einfluss auf die Folgerungen, 

welehe S. 386 aus den genannt.en Beziehtmgen gezogen wurden. 

Ix. Herr  P6LYA hat  den Satz 7 (unter der allgemeineren, in dem letzfen 

Zusatz gegebenen Voraussetzung) fiir den besonderen Fall bewiesen, class die 

betrach~eten PunkIionen yon endlicher Ordnung sind, und als Anwendung dieses 

Ergebnisses folgendes gezeig~: 

Wenn zwei Polynome P(x) und Q(x) in denselben P, unkten ganzzahlige Werte 

annehmen, so ist enweder P q- Q ode," P - Q  Iconstant. 

Dies ergibt, sich als eine unmRtelbare Folgerung des obigen Sat.zes, wenn 

man f , : e  ~€ f ~ : e  2"~e setz~. Da nun dieser Satz 7 auch fiir meromorphe Funk- 

t.ionen f t  und f~ yon unendlicher Ordnung gilt, so folgt, dass das P61yasche 

Resultat. nicht nur fiir Polynome, sondern fiir beliebige ganze Funktionen best.eh~. 
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w 

S c h l u s s b e m e r k u n g .  

13. Die Beweise s~imtlicher obigen S~tze griinden sich auf die drei funda- 

mentalen, in der EinleRung angegebenen Siitze. In der S. 368 zitier~en Arbeit 

habe ich gezeigt, dass diese drei S~tze, in unwesentlich modifizierter Form, fiir 

eine were  Klasse analytischer Funktionen bestehen, welche innerhalb des I,~u 

kreises meromorph sind; diese Klasse ist durch die Eigenschaft 

(24) lim log T(r) > o 

r=l log I / _ _  
1 - - r  

charal~erisiert. Die obigen Beweismethoden sind daher, mit einigen Modifika- 

tionen, auf diese Funl~ionen anwendbar, und man schliess~ also, dass sdmtliche 

obigen E~yebnisse auch fiir meromo~The Funktionen g~ltig sind, welche im Einheits- 

kreise der Bedingung (24) gem~gen. Ffir den Fall einer im Einheitskreise regu- 

ldren Funktion ist fiir das Bestehen dieser Bedingung hinreichend, dass 

lira log log M. > I 

,=1 log I 
I - - ? "  

is t ,  

zeigen, dass die S~tze 1--7 

bei denen 

lira log T 

r=l log 
I - - r  

wobei M den Maximalmodul bezeichnet. Dutch Beispiele l~isst s ich ferner 

nicht mehr ausnahmslos ffir Funktionen gelten, 

- -  o bzw. lira log log M -- I. 

~=1 log ~ 
I - - r  

Durch eine einfache VariabelsubstRution kann man diese letzten S~tze auf 

den Fall iiberCragen, wo die be~r~chteten Funktionen in einem Winkelruum W 

eindeutig und meromorph sind. Man gelangt so zu dem Ergebnis, dass die 

obigen Eindeu~igkeitss~tze fiir Funktionen bestehen, welche in W yon hb'herer 

Ordnung als k sind, wobei ~ die 0ffnung des Winkels W angibt. 1 

~lber den Ordnungsbegriff vgl. meine Arbeit: ~ber die Eigenschaften meromorpher Funk- 

tionen in einem Winkelraum (Acta Soc. So. Fennicae, T. L, N:o I2, I925). 


