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Einzelschrittverfahren zur Lsung konvexer und dual-konvexer

Minimierungsprobleme

W. Oettli

Wir untersuchen im folgenden die Verwendung von Einzelschrittverfahren
zur'Minimierung einer konvexen Funktion F(X1’°"’xn) auf einem cartesi--
schen Produkt konvexer Mengen Xi:
min { F(xl,...,xh)Ixiin,i=l,...,n }:
Als‘Einzelschrittverfahren bezeichnen wir solche Verfahren, die bei jedem
Schritt nur ein; Komponénte<xi abdndern, wihrend alle iibrigen Komponenten .
‘auf ihrem‘zuietzt bekaqgteﬁ'Wert festgehalten werden. Die Reihenfolge, in
der die Komponenten beﬁandélt werden, sei dabei fest vorgegeben. Bekann-
- ter Vertreter dieser Verfahrensklasse ist das Verfahren der komponenten-—

weisen Minimierung, bei dem die Funktion in jedem Einzelschritt beziiglich
einer Komponente minimiert wird. Wenn die Komponenten x; selbst wieder

. mehrdimensional sind, so ist die komponentenweise Minimierung,grundsﬁtz—
‘lich von gleicher Schwiériékeit wie daé Ausgangﬁproblem. Es liegt daher
nahe, die komponentenweise Minimierung zu ersetzen durch leichter zu hand-
habende Rechenvorschriften. Dies fiihrt uns zum Mbdell_eines allgemeinen
Einzelschrittverfahrens, das wir im ersten Abschnitt fiir dié zyklische
Reihenfblge und im zweiten Abschnitt fiir eine beliebige Reihenfolge der

zu behandelnden Komponenten diskutieren. Das allgemeine Modell wird durch
einige Beispiele illustriert. Die Minimierung einer konvexen Funktion auf
einem konvexen cartesischen Produkt ist ein spezieller Fall eines konvexen
Programms. Allgemeiﬁefe“kopvexe Programme lassen sich iber die Dualitdts-
theorie auf diesen Fall.éﬁrﬁckfﬁhren. Im dritten Abschnitt untersuchen wir -
daher die Bedingungen, unter dénen ein konvexes Programm auf dem Umweg

iber das duale Programm mittels des zyklischen Einzelschrittverfahrens ge-

16st werden kann. Im vierten Abschnitt behandeln wir den Fall einer quadra-
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tischen Zielfunktion mit linearen Nebenbedingungen. Wir interessieren
uns hier insbesondere fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des Hildreth-

Verfahrens zur LOsung quadratischer Programme.

1. Das zyklische Einzelschrittverfahren

Wir betrachten das folgende Minimierungsproblem:

min {F(x)lxeX},
®

X = (xl,...,xn), X = XIX...XXn, xieXi(i=l,...,n).

: n.
. . . i . ' .
Hierbel ist xig;:R . Wir nennen die X, Komponenten von Xx. Im welte-

ren soll stets die folgende Voraussetaung erfiillt sein:

Die Mengen Xi seien konvex und abgeschlossen; F sei auf X
‘ . . ' ) . - (o) )
) konvex und differenzierbar . Die Menge S =v{xeXIF(x) < F®x )}
sei kompakt.
- qu- wird der Startpunkt des Verfahrens sein. Wegen der Stetigkeit von F
~und der Kompaktheit von s° hat (P) eine Losung. Unter den getroffenen
Konvexitidts— und Differenzierbarkeitsannahmen gelten die folgenden beiden
Hilfssitze, die wohl aus der konvexen Analysis bekannt sind. Wir geben der

_Vollstﬁndigkeit>ha1ber-den Beweis im Anhang.

Hil fssatz 1: Es gilt

) F(£)-F(R) > 0 ¥EeX
genau dann, wenn

(2) e-2) TP () = 0 VeeX.

. . . . n oo . . .
- ﬁ) F ist differenzierbar in &%eX <R, wenn mit einem geeignet gewihlten

*X (5_2) V€€X, 1im€+gx (E—g) =0 .

Den (von & abhingigen und nicht ohne weiteres eindeutigen) Vektor t

n-Vektor t gilt F(g)=F(2)+(g—2)Tt+[g—ﬁ

bezeichnen wir mit VF(R) ("Gradient"). Wenn x=(x1,...,xn), so zer-

~legen wir entsprechend VF=(Vx F,...,Vx F).
“n

1




Fir x = (xl,...,xi,...,xn) setzen wir zur Abkiirzung

1), X, = (Xi+l""’xn)’ X = (xi_,xi,xi+).

X, = (xl,...,x.

Hil fssatz 2: Aus der Giltigkeit von

3) "F(R) < F(gi—’gi’ﬁi*') Vgisxi,
fir alle i folgt

%) " F(R) < F(E) VEeX.
Wir sagen, es sei ein Punkt feX
minimal beziiglich der 1i-ten Komponenten (kurz: i-minimal),

wenn fiir diesen Index 1 Bedingung (3) erfiillt ist. Der Hilfssatz be-
sagt also, daB unter den angegebenen Voraussetzungen ein Punk;, der mini-
mal beziiglich aller Komponenten ist, das globale Minimum von F diiber X -
-liefert, d.h. eine L3sung von (P) darstellt. (Man iiberlegt sich leicht,
daB der Hilfssatz nicﬁt mehr gelten muB, wenn man auf Konvexitdt oder

Differenzierbarkeit verzichtet.)

Um das allgemeine Modell eines zyklischen.Einzelschrittverfahrens
fiir (P) zu formuliereﬁ, benStigen wir mengenwertige Abbildungenuwg(x);
durch die jedem xeX nichtleere TeilmengenNAQ(x)gg Xi (i=1,...,n) zuge-
" ordnet werden. Die Abbildungen;Ag(x) seien abgeschlossen (a) und mono-

ton (B) im folgenden Sinne:

,

f\

Aus xveX, xv+§eX, E;euai(xv), gi»éiexi. soll folgen

(o) 3 - i =
- Ee VCOPR

F(xi:,gi,xi+) = F(x) VEiE\NZ(g) genau dann, wenn

" x i-minimal ist;
(B) 1

F(xi_,gi,xi+) < F(x) Vgiev&/;(x) genau dann, wenn

x niceht i-minimal ist.




Das zyklische Einzelschriffverfahren verlduft dann mit beliebigem
Stérﬁpunkt xéeX _wie folgﬁ: Wenn xksx vorliegt, so bestimmt man der
Reihe naéh (zyklisch) die‘Komponenten von xk+1, und zwar.so, dag |
x§+]e\AC(xg+l, k x&

i it

Xi’xi+) beliebig.

)

Hierbei werden also fir alle Komponenten die zuletzt bekannten Werte
| zugrunde gelegt. Nach Beendigung eines Zyklus, bestehend aus n Einzel-

. .- . k+1
schritten, liegen alle Komponenten des neuen Iterationspunktes X vor.

Offenbar giit

.(6) F(xk+1) < F(xgtl;xg+l, k

k¥l k k
i i i+ 1’71

) S F(x;_ »x.,% ) < F(xk),

i+? °
da wegen (B) in jedem Einzélschritt der Wert von F nicht zunimmt. Die

Folge {xk} hat aus Kompaktheitsgrﬁnden mindestens einen Hdufungspunkt.

"Satz 1: Jeder Hiufungspunkt % der Folge {xk} ist Losung
von (P). |

Beweis: Da die Folge.“{xk,xk+l}' in der kompakten Menge $%xs°

1iegt,.k6nnen wir eine Teilfolge so auswdhlen, daB (komponentenweise)

k _ k, +1 _
X > xeX, X -+ yeX. |

" Aus (6) folgt dann im limes fiir die Teilfolge

() F(7) € FG_y;%,) S FOx.x;,) < F(E).

Da die gesamte Folge {F(xk)} monoton nicht wachsend ist, haben |

k_+1 k
F(x ) und F(x 2) den gleichen Grenzwert, d.h. es ist

(® . FO) = FX).
Damit erhilt man aus (7)“1nsb¢sondefe

) - F(yi_’Yi,Xi+) = F(Yi_,xi,xi+)-

Wegen (a)'gilt

- - - -
'(10) yie\}\i(yi"’?{i’xii')'




Dies, zusammen mit (9), liefert wegen (B), daR (§i-’ ;i’ ;i+)

i-minimal ist. Wegen (9) ist dann auch (§i~’ §i’ ;i+) i-minimal,

d.h., es gilt

(ll)‘ ‘ F(yi—’ yi’ xi+) < F(yi_s Ei’ Xi+) Vgisxi'

Aussagen (9) und (11) gelten fiir i=1,...,n. Wir zeigen, daB fir

j=l,...,n gilt

'(12) | . F(yl,..., yj, xj+],..., xn) S-F(gl,..., gj, xj+1f"" xn)

V(gl,...,gj?exlf..fxxg.

(12) ist richtig flir j=1, denn dann ist die Aussage die gleiche, wie

(11) fir i=1. Sei (12) richtig fir j=i-1, d.h.

FOjoe %y %p,) ST Xp0 %500 Ve, eX;

Aus (11) und (9) folgt

- - — < ’ —’ - -
F(yi_a xi’ xi+),e F(yi_: Ei’ Xi+) ygiexi‘

Aus diesen beiden Aussagen folgt entsprechend Hilfssatz 2, daf

F(y;_» %;5 %;,) SFE;, & ).

. X.
i i+ i? Ti+

Hieraus wieder wegen (9)

F(y; s 50 X3,) SFG L, Ep % ).

Dies ist aber (12) fiir j=i. Somit gilt (12) fiir alle j. Setzen wir

insbesondere j=n, so liefert (12)
F(y) < F(§) ¥EeX.
Damit, wegen (8),

(13) . F(x)

IA

F(E) VeeX,

und ; 16st (P). q.e.d.




In gleicher Weise, wie der SchluB von (9) und (10) auf (13), er-

gibt sich das

Corollar 1: -xk is8t L¥sung von (P) genau dann, wenn
F(xk+l) = F(xk).
Ist F zusitzlich streng konvex ip jeder Kompomente X5 SO ist das
Minimum beziiglich einer Komponente eindeutig, und es ergibt sich in

diesem Fall, daR xk Ldsung von (P) genau dann iét, wenn .xk+l=xk.

Wenn uv:(x)_= {Ni(x)} eineiementig ist, und wenn Ni(x) stetig
von X ébhﬁngt;.so ist' (o) automatisch erfiillt, und man hat nur (B)

zu verifizieren.

Man kann die Monotonieforderung (B) dahingehend verschdrfen, daR

man zusitzlich verlangt
\A/;(x) = {xi}, wenn x i-minimal ist

(Eindeutigkeit des komponentenweisen Minimums). Unter dieser verschirf-
ten Voraussetzung gilt auch ohne Konvexitidts— und Differenzierbarkeits-
aﬁnahmen, daB der Hiufungspunkt %X minimal beziiglich jeder Komponente

ist. Aus (9) und (10) folgt dann nimlich §i=;i ¥i; substituiert man

dies in (1), so hat man bereits das gewilinschte Resultat.

Beispiele

K

Wir illustrieren noch kurz das allgemeine Modell durch einige Bei-

épiele. Hierbei isind von Fall zu Fall zusdtzliche Voraussetzungen nétig.

1. Zyklische Minimierung [ 1] . “A/;(x): sei die Menge aller £;»

die Ldsungen sind von

a4 0 min {FGxy,E]

X.
i’ 1+

)|£iexi}.




+ . . . .
Der Punkt x? ! ist also so zu bestimmen, daB er die Funktion

F(x?tl,gi,x?+) {iber Xi minimiert. Man Uberzeugt sich leicht, daB

(a) und (B) erfiillt sind.

2. Zyklische Linearisierung. Zusdtzlich zu (V) seien die Mengen

_Xi kompakt, und F sei stetig differenzierbar.u&pi(x) sei die Menge
aller Ei’ die sich durch die folgende Konstruktion erhalten lassen:

. Man bestimmt zuerst ein nieXi als Ldsung von

(15) N min {(ni xi) inF(x) | nieXi}?
und hierauf einen Punkt gi auf [:xi,rk.] -.der Verbindungsstrecke

zwischen X und n; als Lsung von
(16) . min {F(Xi_:gi:xi_'_)’ l gie [xi’ni]}.
‘Die Forderungen (a), (B) sind in diesem Fall erfiillt. Um (a) zu verifi-

zieren, beniitzt man im wesentlichen, daR die Aussagen
v__v,T v viT ..,V \Y ‘ \
(=) TvrE") < (nmx") 'VE(x") ¥nex, F(£¥) < F(8) ¥ge [x',n

auch im limes giiltig bleiben, wenn nv *’ﬁ, €v-* E, x’ + x. Die Monotonie

(B) folgt mittels Hilfssatz l: Wenn x nicht i-minimal ist, so gilt nach
. T . v '

Konstruktion (ni Xi) Vx‘F(x) < 0; hieraus folgt F(xi_,gi,xi+) < F(x).

_ i
Die Beweistechnik ist die gleiche wie in [2,p.90-91 ], [:3,p.158-62 ] .

3. Zyklische Projektion. Es bezeichne die euklidische Norm, P

X,
1

die euklidische Projektion -auf Xi' Zusitzlich zu (V) sei F stetig dif-

ferenzierbar mit | VF(x) - VF(y) | < Me} x-y | ¥x,yeX. \fVE(x) bestehe

nur aus einem Element Ni(x) gemiR

. . “ . = L, o
(17) : Ni(x) = Pxi(xi—AiVXiF(x)), Aie( Ofﬁ ) fest. S

Aus der Stetigkeit des Gradienten und des Projektionsoperators folgt die

Stetigkeit von Ni; damit ist (a) erfiillt. Man zeigt nun wie in [:4,p.l23 ],




daB (bei variablem Ai) X i-minimal ist, wenn xi=Ni(x) in>0,
wéhrend_ x nicht i-minimal ist, wenn xi*Ni(x) Vli>0. Im letzteren

Fall gilt ausserdem

>|—
!
=
——

Fx, N, (0,%;,) S FG) =[x, N, (0 |+ (

=~

< F(x), wenn O < Ai <

(dies zeigt man wie in [:4,p.124:]; daselbst allerdings der Faktor 2
fiir die maximale Schrittweite Ai verschenkt). Damit ist auch (B)

erfille.

4, Zyklische Relaxation. Es sei X der ganze RP, und F sei
zweimal stetig differenzierbar. H(x) reSp. Hi(x) bezeichne die
Matrix der zweiten Ableitungen beziiglich x resp. X, . Fiir alle

xe8° gelte mit m > O: m|y|2 < yTH(x)y ¥y. Wir setzen

Ny () = %A G G,

i B
V Fx), ArA.(x)=
*i ! 1+ &--

W

OB @ o= (160 )

wobei we(0,2) fest, u > O fest.

Ni(x) ist stetig; damit ist (a) erfiillt. Um (B) zu verifizieren,
- miissen wir weiterhin voraussetzen, daB lH(z)-H(x)| < u-lti(x)| gelten

. Offenbar ist x genau dann i-minimal,

soll, wenn |z—x].5 2
wenn ti(x)=0, d.h. wenn Ni(x)=xi. Sei nun ti(x)¢0. Mit ti=ti(x)’ f

X =(xi_,Ni(x),xi+),‘Xi(x)=kis(0,2) beliebig erhalten wir dann

FGRI-F(x) = -A+t1V F(x) + 7Ais el @y (zelxk] )
1 .
T , L2, T
= —A 1Hl(x)t1 + EAi 1H1(z)t |
= (At %x ) terl(}.)t + %Af T( H, (z) H, (x) ).
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1

: (-1 a0+ 2] D)
< 0, wenﬁ A < 2 .

g 1+—It|

Damit ist fiir (18) Forderung (B) erfiillt. Bestimmt man Xi(x) durch

die Vorschrift

}, we (1,2) feét,

A ) =min {1, 5 o]
m i
so sind (a¢) und (B) immer noch erfiillt. AuBerdem wird dann automatisch
Ai(x) = | 1in der Umgebung eines Punktes 2 mit‘ VF(®) = 0, d.h. Ni(x) o
fdllt in der Umgebung,gineévMinimalpunkts mit dem Newton-Operator zu-
sammen. Wirde x- nurrausréiner Komponente bestehén, so hidtte man also B
'eine global konVergente.Variante des Newtﬁn—Verfahrens. Man vergleiche =

‘hierzu auch [ 5,p.92-94 ], [6].

2. Finzelschrittverfahren mit beliebiger Ordnung

Wir betrachten nﬁn'dén.Fall, daB die Reihenfolge, in der die Kom-—
ponénten abgeéhdert werden (auch Ordnung des Vérfahrens genannt), nicht
mehr zyklisch ist, sondern beliebig vorgegebeﬁ. Da es keine Zyklen mehr
vgibt, ist es sinnvoller, die Iterationspunkte nach den Einéelschritten
zu numerieren. Wenn 1i(k)e {1,...;i,...,n} (k.= 0,1,....) eineAbeliebig
vofgegebene Ordnung ist, so wird im k-ten Einzelschritt, der von xk
- zu xk+1 filhrt, die 1i(k)~te Komponente abgeindert; alle ilibrigen Kompo-
nenten bleiben unverindert. Damit werden wir auf die folgende Iterations-—

vorschrift fiir das Eipzelschrittverfahren mit der Ordnung 1i(k) gefiihrt:

- (19) ‘x?+l = x?A fiir J#l(k), X. (k)e\/vp(k)(x ) belleblg,

wobelev\(x) wieder den Bedlngungen (o) und (B) geniigt. Wenn 1(k) =i,

so werden wir dafiir kurz sagen, daBR in xk die i-te Komponente behandelt
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werde. Fiir das Einzelschrittverfahren mit Ordnung 1i(k) gilt

Satz 2: Zusitzlich zu (V) sei F streng konvex. Wenn x
ein Hiaufungspunkt der Folge f.xk} ist, so ist x minimal beziiglich
aller Komponenten, die auf der Folge {xk} unendlich oft behandelt

werden.
Wir skizzieren die einzelnen Beweisschritte:

—— X ist minimal beziiglich aller Komponenten, die auf einer gegen x

konvergenten Teilfolge unendlich oft behandelt werden. Sei nimlich.
k k

x ¥ eine Teilfolge derart, daB x L, x und i(kz) = i fiir alle

kg._Aus-Kompaktheitsgrﬁnden kdnnen wir die Teilfolge sogar so wihlen, .
k,+1 '

dag x S y. Aus (19) folgt im limes unter Verwendung von

FC) = FG) - vergl.(8) . st 5.e M@, FG. 5.5 ) = FG
F(y) = F(x) vergl.(8) -, daB y;€ v&i(x), F(Xi-’yi’xi+) = F(x).

x 1ist also irminimal.

—— Wir zerlegen x=(xA,xB), wobel X, (xB) diejenigen Komponenten

umfaBt, bezliglich derer x minimal (nicht minimal) ist. Analog X=XA*XB.'

Nach deh Hilfssdtzen 1 und 2 gilt

(20) (x,- ;A)Tvx F(x) 2 0 ¥x

eX, .
A A - ‘

A™TA

—— Es gibt eine Umgebung U von x in X, derart, daB in U nur
solche Komponenten behandelt werden, die zugleich auch auf einer gegen
X konvergenten Teilfolge behandelt werden. Beziiglich dieser Kpmponenten
ist aber x minimal. Somit werden in U nur‘kémpéneﬁten aus j#A be-
.handelt, d.h.

‘ k C k+l _ k
(21) x €U = Xg = Xpo

—— Es sel fiir 0 =20

Vg = {xeX | F()-FG) <o, (x-%) V(%) 2




o SR S

_ll_

Vo besteht wegen der strengen Konvexitdt von F nur aus x. Die

Mengen V, sind flir 6 > 0 Umgebungen von x in X, die mit 6 >0

0

gegen V_ = {x} kontrahieren. Wir wihlen 6 > O so klein, daB

Vv, = U

—— Wir wihlen K so groB, daB fiir alle k = K gilt
. ) v
(22) F(x') - F(x) <8

(dies ist mdglich, weil F(xk) monoton fallend gegen F(x) strebt).

Wir wihlen ein k 2 K derart, daf

(23) eV s
- 6
(24) -3 F&) 2 - 6.
B B XB
— Aus xkeveg; U folgt mach (21) x§+l = xi. Somit folgt aus (24)
(25) G- Z) FE 2 - e,
B B xB

und aus (20)

k+l -, - -
- >
(x A X A) VXAF (x)

[
Qo

Addition dieser beiden Ungleichungen liefert

! - DEG 2 - 6.

Aus (22) folgt
Ft - F ) <6
e k+1 k+1 .. . -
Somit ist auch x eVe, und x erfiillt die gleichen Voraussetzungen

(23), (24), vie x~.

. . . . ‘ +h
——— Wiederholung dieses Arguments liefert insbesondere, daB xk heveg; U

¥ h 2 0. Da aber in U nur Komponenten aus X, behandelt werden diirfen,

miissen alle Komponenten, die unendlich oft behandelt werden, in X, ent-

halten sein; beziiglich dieser Komponenten ist also x minimal. q.e.d.
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3. Anwendung auf duale Probleme

Wir untersuchen nun die Anwendbarkeit des zyklischen Einzel-
schrittverfahrens auf duale Programme. Gegeben sei eine reellwertige
Funktion

$(x,u): X x U->R:

Mittels der beiden erweitert-reellwertigen Funktionen

M(#) = sup ¢(x,u), m(u) = inf ¢ (x,u)
uel . xeX

bildet man das duale Programmpaar
P:min {M(x) ] xeX, M(xj < w}, D: max {m(u) | uelU, m(u) >-w}.
‘Offensichtlich gilt stets

M(x) = ¢ (x,u) 2 m(u) ¥xeX, Vuel.
Aus ‘
(26) ‘$eX, GeU, M@) < m(Q)

folgt daher

(27) 2 16st P, @ 18st D,
sowie
(28) ‘% 16st min {¢(x,ﬁ) l xeX}.

Wir fragen nach Annahmen, die sicherstellen, daB D  durch das
zyklische Einzelschrittverfahren gelﬁst werden kann (d.h; daB:(V) er-
fiillt ist, wobei -m die Rolle von F {iibernimmt), und daB man mittels

einer L8sung von D eine Losung von P konstruieren kann.

Wir nehmen im folgenden an, daR X bzw. U im R® bzw. R®
liegen, und daB U =»>§( Ui ein cartesisches Produkt ist. Bedingung (V),

iibertragen auf D, lautet




_13..

U sei abgeschlossen und konvex. m(u) sei auf U endlichwer-

) tig, konkav und differenzierbar. $° = {ueU I m(u) 2 a} sei

vy

nichtleer und kompakt fiir geeignetes GER;

Wir zeigen, daB die folgenden Annahmén (A) - (C) sicherstellen, daR (Y )

erfiillt ist. | |

(A): U und X seien konvex und abgeschlossen. ¢(x,u) sei stetig
in (i,u); konkav in u, streng konvex in x. Fiir alle wuel
existiere x(u)eX derart, daR m(u) = ¢(x(u),u).

x(u), die Ldsung von min {¢(x,u) l xeX},.ist wegen der strengen Konvexi-

tit von ¢ eindeutig. Aus (A) folgt, wie im Anhang bewiesen,

Hilfssatz 3: x(u) kingt stetig von u ab.

Damit ist m(u)‘ stetig auf ganz U. m(u) ist ferner konkav, als In-
fimum einer Familie konkaver Funktionen (entsprechend ist M(x). konvex;_
als Supremum einer Familie konvexer Funktiomen).

(B): Vu¢(x,u) existiere und sei stetig auf XxU.

Aus (A) und (B) folgt, wie im Anhang bewiesen,

-

Hilfssatz 4: m() ist auf U stetig differenaierbar, wnd

es ist m(u) = V ¢ (x(w),u).
Die folgende.Bedingung (C) wollen wir die verallgemeinerte Slater—Bedin-

gung nennen.

©): Es existiere (xo,uo)eXXU sowie PBeR derart, daB
{ueu I:ulto > g}l fiir t° = Vu¢(x0,u°) nichtleer und beschridnkt
ist.

Wenn (C) fiir einen speziellen Wert B=B° erfiillt ist, so auch fiir belie- -
biges B < Bo; dies folgt aus einem Satz von Fenchel [7], l:8,p.l39:|

tiber die Niveaumengen konkaver Funktionen. Aus (C) folgt wegen

m(u) < ¢(x0,u) < ¢(x0,uo) + (u-uo)Tto (Stiitzungleichung),

daB S° beschrinkt ist fiir alle a = ¢(x°,u°) - (uo)Tto + B.
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Damit ist gezeigt, daB die Annahmen (A) - (C) hinreichend sind fiir
.die Gﬁltigkeit von <VD)' D hat mindestens eiﬁe Optimallﬁsung{ und das
zyklische Einzelschrittverfahren kann zum Auffinden einer Ldsung von D
beniitzt werden. Es ergibt sich nun ohne weitere Annahmen, daf P ‘eine
eindeutige Optimalldsung besitzt, und daB diese sehr einfach zu charak-

terisieren ist.

Sei @ eine beliebige OptimallBsung von D. Nach Hilfssatz 1, iiber-

tragen auf das Maximumproblem D, gilt

(u—ﬁ)TVm(ﬁ) < 0 ¥uel,

somit ‘ A
$(x(@),0) < (x(0),0) + @)V ¢(x(0),0)
=@ + (u-0) V(D)
< m(3) ¥uel,

somit

M) = sup ¢(x(@),u) £ m(Qd).
uel '

Nach (26), (27) ist also =x(4) Optimalldsung von P. Fiir alle Optimal-
163ﬁngen & von P und eine feste Optimalldsung @ von D gilt dann
M(R) = m(4d), d.h, nach (28) £ = x(4). Fir festes ﬁl ist aber 'x(ﬁ)
eindeutig. Somit hat P eine eindeutige OptimallBsung %. wéﬁn'

m(un) + max m(u) fir eine Folge {un}SEIL so konvergiert, wie man
uel

lei¢ht sieht, x(un) > R,

Wir fassen zusammen.

Satz 3: Unter den Annahmen (A), (B), (C) hat D Optimalié—
sungen. Das zyklische Einzelschrittverfahren.ist auf D amendbar.
P hat eine eindeutige Optimalldsung £ = x(Q), wo @ <rgendeine Opti—

malldsung von D <st.
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Wir spezialisieren nun die vorangehenden Ergebnisse auf den Fall, daB
T
(29) ¢ (x,u) = F(x)+u £(x),

U ein abgeschlossener, konvexer Kegel mit Scheitel im Nullpunkt. Hierbei

ist f: R® > R". Mit dieser Festsetzung gilt offenbar fiir xeX

F(x), wenn f(x)eU—,
M(x) =
+ sonst,

wobei U = {t | tlu <0 YueU}. P hat damn die Form

(30) P: min {F(x) | xeX, £(x)eU }.

Forderung (A) ist offenbar erfiillt, wenn wir annehmen

(A"): - X sei konvex und kompakt. f sei auf X komponentenweise kon~—
vex und stetig.' F sei auf X streng konvex und stetig.

F-Forderung (B) ist automatisch erfiillt, Vu¢(x,u) = f(x). Forderung (C) be-

sagt dann, daf mit t° = f(xo) die Menge {ueU I uTto > 0} kompakt sein

soll, d.h. nur aus dem Nullpunkt bestehen darf. Dies ist, wie aus der Theo-

. rie der konvexen Kegel bekannt, gleichwertig damit, daB t® ein innerer

Punkt von U ist. Forderung (C) erhélt.alsp folgende Form:

(Ci):' Eé existiere xCeX derart, daB f(xo)e int U-.

Dies ist die iibliche Slater—Bedingung fiir (30), die auch bei anderen Frage-

stellungen in der konvexen Optimierung eine wichtige Rolle spieit. Unter

(A'), (C') kdnnen wir (30) 1l6sen, indem wir.éuf das Duale von (30) das zy-

klische Einzelschrittverfahren anwenden.

Ein Teil der Fragestellungen dieses Abschnitts findet sich auch in

Co ] behandelt.

4. Der quadratische Fall

Das Verfahren der zyklischen Minimierung zur Bestimmung des freien Minimums,

TG X + th fillt zu-

der streng konvexen quadratischen Funktion Q(x) = %—x
sammen mit dem GauBR-Seidel-Verfahren zur Losung des linearen Gleichungssy-

stems ﬁQ(x) = Gx + h =0, Wir betrachten nun das eingeschrinkte GauR-

.
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Seidel-Verfahren [ H)], d.h. die Anwendung der zyklischen Minimiefung
zur LOsung von

T

31 . min {Q(x) = %—x G x + th < x}.

Hierbei sei x = (xl,...,xn)eiRn, G = GT positiv-semidefinit. Die Menge
{xzu ] ex < Q(xo)} sei beschrédnkt. Fir die Diagonalelemente von G
+-gelte auBerdem noch g5 > 0. Aus Hilfssatz 1 folgt leicht als notwendige

. und hinreichende Bedingung dafiir, daB x 2 p i-minimal ist, die Giiltig-

keit von :
= 0, wenn X > My
(32) 9Q(x) = Z g..x . +h
ox; j 3 t >0, wenn x, = M
- ] i i‘
. Das Verfahren der zyklischen Minimierung bestimmt x§+l so, da8
k+l _k+l _k ... \
(33) (xi_ s X7 xi+) i-minimal ist.
Das ergibt
| k+1 k¢l k _k
X TN Gy s Xy, X))
mit
>'__ : _ -1
(34) N, ) = max {u;, p; )}, o, x) = - (g, (jzigijxj+hi).

. 3 _ . .
Es ist nidmlich skiQ(xi-’ pi(x), xi+) = 0, Ist nun .pi(x) < ui,vso gilt

3Q

} . d .
. —_— —_— A > - -
M%weggp der Monotonie von . * daR BxiQ(Xi-’ Ni(x), Xi+) 2 0. Damit er

v ' I . k+
xvfu}lt (Xi—’ Ni(x), xi+) die Bedingung (32), xi‘1

also (33). Setzen wir
noch voraus, daB (31) eine eindeutige Optimallasung 2 hat, so gilt fﬁr .
. dieses Verfahren

Satz 4: Es gibt eine Konstante p < 1 derart, daB

ey - @) <00 () - Q@) k.

Wir skizzieren den Beweis:

. —— Durch eine Translation und Addition einer Konstanten zur Zielfunktion
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kdnnen wir, ohne das Konvergenzverhalten zu 4ndern, erreichen, daf
£ = 0, Q(®) = 0. Die Optimalitdt von & = O bedingt nach (32), daB
-_(35): »ui <0, Hi 2 O,-ui'hi =0 (1 =1,00.,n).

. —— Fiir digilenigen i mit hi > 0, My = 0 gilt pi(O)'< 0, somit aus

. Stetigkeitsgriinden Ni(x) = = 0 fiir alle x in einer gewissen Um-

lli .
.. gebung des Nullpunkts. Da xk gegen & = 0 konvergiert, folgt fiir diese
Komponenten x? = 0 ¥k = K. Wir kdnnen uns diejenigen Komponenten, die
fiir k = K stets den Wert Null haben, von vornherein ausgeschieden den-

.. ken. In den verbleibenden Komponenten ist wegen hi'= 0 die Funktion Q

: quadratisch-homogen um R:Q‘O:
Q(At) = A°Q(t) ¥a.

Ferner ist pi(x) rein linear.
P e— Fﬁr.diejenigen i mit hi = 0, Wy < 0 gilt pi(O) =0 >'ui, somit

. ags Stetigkeitsgriinden ‘Ni(x) = pi(x) fﬁr‘alle x in einer_géwissen Um~-
..gebung des Nullpunktsleie Nebenbedingung X b4 My kommt also fiir k 2 K
. gar nicht mehr zum Tragéﬁ;lwir kdnnen uns daher fiir diese i von vornherein

Sy = gesetzt denken. Sei i der derart erweiterte zuldssige Bereich;.
Fiir diejenigen 1 mit hi = 0, Wy = 0 gilt Ni(x) = max {O,pikx)}. Somit

. gilt fiir die verbleibenden Komponenten entweder Ni(x) = pi(x) oder -

V.Ni(x) = max {O,pikx)}, wobei s rein linear. Hieraus folgp Ni(At).= ANi(;)
¥A 2 0.

—— Es ;ei Ti(x) = (xi_, Ni(x), xi+), T = TnTn—l...Ti' Dann ist

Mﬁka+1 = T(xk), und es gilt auch

. T(t) = AT(t) ¥ 2 0.

" Entsprechend Corollar | gilt.,Q(T(x)) < Qx) ¥x # %. : .

— Sei

s = {teX | Q(t) = 1}.
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Es gilt, weil S nicht die Optimalldsung £ enthdlt, und weil T

stetig und S kompakt ist,
QT(t)) < p < b ¥ees.
Jedes xeX 148t sich in der Form x = At, teS, A 2 0 darstellen. Damit

Q(x) = Q(At) = A Q(t) A2 VXEX,

Q(T(x)) = Q(T(At)) = A Q(T(t)) 2% Vxex,
Q(T(x)) < p*Q(x) vXeit,
QX! < 0.,

"Wegen Q(R) = 0 folgt die Behauptung des Satzes. q.e.d.

Wir wollen nun Satz 4 auf das Hildreth-Verfahren der quadratischen

Programmierung anwenden. Dazu setzen wir in (29)

n T

X=R, U= {ue-R? I u 2 0}, ¢ (x,u) = %-x Cx + de + uT(Ax+b),

wobei C = CT positiv definit. (30) wird dann zu
' T
(36) P: min {F(x) = —-x Cx + d"x | Ax+b < o}.
Forderung (A) des vorangehenden Abschnitts ist- erfiillt; x(u) existiert

fiir alle u = 0 und wird durch Nullsetzen des Gradienten gefunden,

‘ Vx¢(x,u) = Cx+d+ATu = 0. Das ergibt

x@) = - ¢V @aTura).
Einsetzen liefert
o m(u) = ¢(x(u),u) = -'%—uTGu - hTu — 0
wobei
¢=acaT, n=acla-b, a=1dcla.

2
Somit lautet D, bis auf eine additive Konstante in der Zielfunktionm,

(37) D: max {Q(u) = - %-uTGu - hTu ] u > O}.
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Die Matrix G ist positiv semidefinit, mit gii = azc-lai > 0. Bedingung
(C') fordert die Existenz von x° derart, daf Ax®+b < 0. Wenn sie er-
fiillt ist, so gilt Satz 3, d.h. man kann auf (37) das Verfahren der éykli-
_schen Maximierung anwenden (das in diesem Fall das eingeschrédnkte GauB-
Seidel-Verfahren ist), und x(uk) konvergiert gegen die LOsung von (36).
Dies ist das Verfahren von Hildreth und D'Esopo zur Ldsung von (36)
[ll,p.73—77:]. Ist ( eindeutig, so gilt auch Satz 4, und das Verfahren
konvergiert linear. Damit haben wir eine Antwort auf die Frage nach der
‘.Konvergenzgeschwindigkeit des Hildreth-Verfahrens, die in [:12:] nur nid-
herungsweise beantwoftet wurde. (i 1ist iibrigens eindeutig, wenn diejenigen

Zeilen von A, fiir die a;.I:ﬁ'*bi =0 gilt, linear unabhingig sind.




- 20 -~

Anhang

Beweis von Hilfssatz 1: a) Sei (2) erfiillt. Wemn F(§)-F(R) <
< -g < 0, so folgt hieraus mit X, = £+1(5-8) (0 < A £1) unter Ver~

wendung der Konvexitdt von F, der Differenzierbarkeit von F, und wegen (25

- A€

Ri%

A (FG) - F®))2 F(x) - FR) = A - ) IYF@) + Aex (V)

= Asx(A).

" Damit ergibt sich x(A) < -e, ein Widerspruch fiir geniigend kleines ~
A > 0. Somit gilt (1). b) Sei (1) erfiillt. Wenn (E*R)TVF(R) < - <0,

so folgt unter Verwendung der Differenzierbarkeit von F

0 s’F(ix) - F(®) = A(E-2)TVE@) + Aex (V)

< - e + AxQA).

" Damit ergibt sich x(\) = &, ein Widerspruch fiir geniigend kleines X > O.

Somit gilt (2).

Beweis von Hilfssatz 2: Aus (3) folgt nach Hilfssatz 1 als notwen-
dige Bedingung (gi - ﬁi)TVX F(®) 20 Vgisxi fiir alle i. Addition die-
i

ser Ungleichungen liefert (g—ﬁ)TVF(ﬁ) > 0 ¥EcX, und dies ist nach Hilfs-

. satz | hinreichend fiir (4).

Beweis von Hilfssatz 3: Sei uel, x = x(u), 6 > O beliebig. Wir

definieren
: 8§ = {xeX |x—§| < 6}, 3as = {xeX |X‘;l = 6}.

3S sei zunichst nicht leer. Wegen der Abgeschlossenheit von X ist 23S
kompakt. Wegen der Eindeutigkeit von x(u), der Stetigkeit von ¢, und

der Kompaktheit von 8§‘ffolgt

$(E,u) - ¢(x, u) = n > O ¥EeIS.
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" Die Funktion ¢(u) = min (¢(£,u) - ¢(§,u)) ist stetig auf U. Wegen
: EedS : :

' w(ﬁ) Zn >0 gibt es eine Umgebung V(u) derart, daﬁ, yQ@) 20 VueV(Gf..,_;r
“éﬁr beliebiges ueV(G) gilt also ¢(E,u) = ¢(;,u) ¥Ee2Ss. Higfaﬁs folgt

aber

(38) ¢ (x,u) > ¢(;,u) ¥xeX\S.

Gidbe es ndmlich ein xeX\S‘ mit ¢(x,u) < ¢(§,u), so wére, wegen der
strengen Kohvexitét von ¢, ¢(E,u) < ¢(§,u) flir alle & auf der offenen
Strecké (g,x), insbesondere also fiir ein § aus 3S. Aus (38) folgt, daB
x(u)sS. Wenn also ueV(G), so gilt [x(u) - x(ﬁ)| < 8. Das gléiche Resultat::.
ergibt sich, wenn 23S 1leer ist; dann ist ndmlich X & S. Somit ist  x(u)

stetig.

Bewets von:Hilfssatz 4: Wegen der Konkavitidt von ¢ in u gilt diewv:i: ..

~ Stiitzungleichung
' T
¢ (x,n) = ¢ (xyu) < (nmu)'V ¢ (x,u) ¥nel.

Hieraus folgt fiir beliebiges ueU

]

inf ¢(x,n) - ¢ (x(u),u) < ¢ x,n) - ¢(x(u),u)

m(n) - m(u)
. xeX

< (n-u)TVu¢(x(u),u) ¥nel.
Wir setzen zur Abkiirzung t(u) = Vu¢(x(u),u). Dann gilt alse
(39) m(n) - m(u) < (n-u) t(u) ¥nel.
Vertauschung voi n und u und Anwendung der Schwarz'schen Ungleichung :x

liefert hieraus

m(u) - m(ﬁ) < (u—n)Tt(n)

< (u-n)Tt(u) + [u;ﬁ

lem-tw |, fo s

“d.h.

(40) m(n) - m) = (n-u) t@u) + |n-u

°x (n-u),

wobei lim x(n“u) = 0 wegen der Stetigkeit von t. Aus (39) und (40) folgt,
n*u .

daB m differenzierbar ist, und Vm(u) = t(u). -
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