
❊❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r

❆♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ P②r❡♥❡

❙✉✈❛♠ ❙✐♥❣❤1∗ ❛♥❞ ❉❤❛♥♦❥ ●✉♣t❛2,3✱ ❇♦❜❜② ❆♥t♦♥②1✱ ▼❛r✐❛ ❚✉❞♦r♦✈s❦❛②❛4,❛❛♥❞

❏♦♥❛t❤❛♥ ❚❡♥♥②s♦♥4

1❆t♦♠✐❝ ❛♥❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r P❤②s✐❝s ▲❛❜✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ■♥❞✐❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②

✭■♥❞✐❛♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼✐♥❡s✮✱ ❉❤❛♥❜❛❞✱ ❏❍ ✽✷✻✵✵✹✱ ■♥❞✐❛

2P❧❛s♠❛ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❋✉s✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡✱ ✸✼

❉♦♥❣❥❛♥❣s❛♥✲r♦✱ ●✉♥s❛♥✱ ❏❡♦❧❧❛❜✉❦✲❞♦ ✺✹✵✵✹✱ ❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛

3 ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ❲❡✐③♠❛♥♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱

❘❡❤♦✈♦t ✼✻✶✵✵✶✵✱ ■sr❛❡❧

4 ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥♦♠②✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥✱ ●♦✇❡r ❙tr❡❡t✱ ▲♦♥❞♦♥

❲❈✶❊ ✻❇❚✱ ❯❑

❊✲♠❛✐❧✿ s✉✈❛♠s✐♥❣❤✶✽s❡♣❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❛P❡r♠❛♥❡♥t ❛❞❞r❡ss✿ ◗✉❛♥t❡♠♦❧ ▲t❞✳✱ ✸✷✵ ❈✐t② ❘❞✱ ❚❤❡ ❆♥❣❡❧✱ ▲♦♥❞♦♥ ❊❈✶❱ ✷◆❩✱ ❯❑

✶



❆❜str❛❝t

❯❑ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❘✲♠❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣

❢r♦♠ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣♦❧②❝②❝❧✐❝ ❤②❞r♦✲

❝❛r❜♦♥s ✭P❆❍s✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ♥❡❜✉❧❛ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❘❡❞ ❘❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❙t❛t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡

✭❙❊✮✱ st❛t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❧✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❙❊P✮ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❈❈✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✳✶ t♦ ✶✺ ❡❱✳ ❉✐ss♦❝✐❛t✐✈❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❱❛r✐♦✉s

s❤❛♣❡✱ ❋❡s❤❜❛❝❤✴❝♦r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ ♠✐①❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❜❡❧♦✇ ✶✵ ❡❱✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤

t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

t❛r❣❡ts✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐s ❛ tr❡♥❞✐♥❣ t♦♣✐❝✱✶✕✻ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣♦❧②✲

❝②❝❧✐❝ ❛r♦♠❛t✐❝ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s ✭P❆❍s✮ ❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s❡t ♦❢ t❛r❣❡ts t♦ st✉❞② ❡❧❡❝tr♦♥

s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ♦❢ ✐♥❢r❛r❡❞ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ P❆❍s ❛r❡ s❤r❡❞s ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤

✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❞❡❡♣ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞

❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❣❡t ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❡❧❧❛r ✇✐♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❜❧♦✇♥ ♦✉t t♦

❢♦r♠ t❤❡ ♥❡❜✉❧❛✳ ❚❤❡s❡ ❣❛s❡s ❝♦♦❧ ❞♦✇♥ t♦ ❢♦r♠ ❜✐❣❣❡r ❛♥❞ ❜✐❣❣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ✐♥ P❆❍s✳

❆♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡❜✉❧❛ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❘❡❞ ❘❡❝t❛♥❣❧❡✱✼

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ❛ t❤♦✉s❛♥❞ ❧✐❣❤t ②❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❝✲

t✉❛❧❧② ♦♣❡r❛t❡s✳ ❆♥t❤r❛❝❡♥❡ ✐s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ t❤✐❝❦ ❝❧♦✉❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ st❛r ❈❡r♥✐s ✺✷ ✐♥

P❡rs❡✉s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s❡✈❡♥ ❤✉♥❞r❡❞ ❧✐❣❤t ②❡❛rs ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♥✳✽ P❆❍s ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ ❜❡❡♥

s✉❣❣❡st❡❞ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❜❛♥❞s ✭❉■❇❙✮✾ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ P❆❍s ✐♥ s♣❛❝❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s q✉✐t❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡② ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♣❧❛②❡❞ ❛

✷



r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣r❡s❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙♦❧❛r

s②st❡♠✳ ❖r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❧✐❦❡ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ❛r❡ ♣r❡❜✐♦t✐❝ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♦r❣❛♥✐❝

♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ ❛♠♠♦♥✐❛ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡② t❡♥❞

t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r

t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❧✐❢❡✳✶✵ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦r❣❛♥✐❝

♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❊❛rt❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ❤❡❧♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❧✐❢❡✳ ❚❤❡ ♦①✐❞✐③❡❞ ❢♦r♠s ♦❢

❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛r❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❧✐✈✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ ♣②r❡♥❡ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts ✺✲✼ ♠❡♠❜❡r r✐♥❣ ❞❡❢❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s

❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛r♦♠❛t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲

st❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ✭■❙▼✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥✲r✐❝❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❣✐❛♥t ❜r❛♥❝❤ st❛rs✳✶✶ P❆❍s

❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❜❡♥③❡♥♦✐❞ r✐♥❣s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♣2✲❤②❜r✐❞✐③❡❞ ❈ ❛t♦♠s

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ❛t t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❜♦♥❞s ❣❡t

t❡r♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦❣❡t❤❡r ❢♦r♠ π✲❜♦♥❞s ♦✈❡r t❤❡ ❈ ❛t♦♠s✳✶✷

❚❤❡s❡ π✲❜♦♥❞s ♠❛❦❡ t❤❡ P❆❍s ❧❡ss ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❜② ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t r❛②s ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs

t❤❡♠ ❡ss❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② t♦ s✉r✈✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧②

t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳✶✸ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♠❛❧❧ P❆❍s ❧✐❦❡ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❞✐sr✉♣✲

t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r P❆❍ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡ ❤❛rs❤ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢

P❆❍s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r

♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥✳✶✹

❚❤❡ ❛❧❧♦tr♦♣❡s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡② ❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s✉♣♣❧✐❡rs ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❝❧♦✉❞s✳✶✸ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡

st✉❞② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ P❆❍ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♠❛♥② ❛s✲

tr♦♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■♥t❡rst❡❧❧❛r r✉♠✐♥❛♥ts ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ■❙▼ s❤♦❝❦s ♣r♦❞✉❝❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝

❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ❡❱ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ●❡❱✳✶✷ ❚❤❡s❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡❧❡❝✲

tr♦♥s ❢♦r♠ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦❢ ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠s ✐s ♥♦t ✈✐❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❢❛r✲r❛♥❣✐♥❣

s♣❛❝❡❝r❛❢t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❜② s♦❧❛r ✇✐♥❞s✳ ❆s t❤❡ ❡♥❡r❣②

✸



♦❢ t❤❡s❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❧❧s ♦✛ r❛t❤❡r s❤❛r♣❧②✳ ❚❤✉s t❤❡ st✉❞②

♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❙✉❝❤ ❛ st✉❞② ❝♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❤❡r❡

P❆❍ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥♣✉ts t♦ ✈❛r✐♦✉s ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❘✲♠❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✹✱✶✺✱✶✻ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t✇♦ P❆❍s✲

❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ❛r❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❛s♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠

t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❜✐❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s

q✉✐t❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜✲✐♥✐t✐♦ ❘✲♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡

♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛♥② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s t❛r❣❡t ♠♦❞❡❧s t♦ ❣❡t ❛♥

✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡st

t❛r❣❡t ♠♦❞❡❧✳ ❊❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t♦t❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✭◗el✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s

❢♦r ✐ts s②♠♠❡tr② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t✱ ❡❧❡❝tr♦♥

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✭◗exc✮ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛

❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ✐s ❛❧s♦ ❞♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ✭❉❊❆✮ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥t❤r❛❝❡♥❡

❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ❛r❡ s♦❧✐❞s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦

♣❡r❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ✇❡❧❧ ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❞✉❡ t♦ ❇✉rr♦✇ ❡t ❛❧✳✶✼✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠

❛♥t❤r❛❝❡♥❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ t♦✇❛r❞s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❙❛♥③

❡t ❛❧✳✶✽✱✶✾ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❣r♦✉♣ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠

❛♥t❤r❛❝❡♥❡✳ ■♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛rt✐❝❧❡s✱✶✽ t❤❡② ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝r♦ss

s❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✵✳✵✵✵✵✶ t♦ ✶✵✱✵✵✵ ❡❱✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡✐r ♦t❤❡r✶✾ t❤❡② ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ✈❛r✐♦✉s r❡s♦♥❛♥t

st❛t❡s ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❡✲P❖▲❨❙❈❆❚ ❛♥❞ ■❆▼✲❙❈❆❘ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛t♦♠

♠♦❞❡❧✲s❝r❡❡♥✐♥❣✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈✐t② r✉❧❡✮ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡✐r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r

r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✱✶✽✱✶✾ ❛♥❞ ✜♥❞ ♠♦❞❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ ♠♦st ♦❢ ❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❛♥② ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ st✉❞② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣②r❡♥❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ r❡♣♦rts
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❞❛t❛ ♦♥ t❤✐s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② st❛t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭❙❊✮✱ st❛t✐❝

❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❧✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❙❊P✮ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❈❈✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❙❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❣✐st ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞

t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✳

❚❤❡♦r②

❚❤❡ ❯❑ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❘✲♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞✹✱✶✺✱✶✻ ❞r✐✈❡♥ ❜② ◗✉❛♥t❡♠♦❧✲◆ ♣❛❝❦❛❣❡✷✵ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡ ❜② ❚❡♥♥②s♦♥✶✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❯❑ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❘✲♠❛tr✐① ❝♦❞❡s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t❤❡♦r② ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❛r❣❡t ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❆❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✜①❡❞✲♥✉❝❧❡✐ ✭❋◆✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

✇❤❡r❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

s♣❛❝❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ r❡❣✐♦♥s✿ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞

❜② ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ❵r✬ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛

❣♦♦❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❘✲♠❛tr✐① s♣❤❡r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧

t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ L2 ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❘✲♠❛tr✐① r❛❞✐✉s

♦❢ ✶✸ ❛0 ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✉♣

t♦ ✶✵✵ ❛0✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧

♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r

r❡❣✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❈ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦

t❡r♠s✱

ψN+1
k = A

∑

ij

Φi(xN ; r̂N+1; σN+1)
uij(rN+1)

rN+1

aijk +
∑

i

χi(xN+1)bik. ✭✶✮

✺



❍❡r❡✱ A st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ Φi ❣✐✈❡s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ith st❛t❡ ♦❢ t❤❡ N ✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✳ xN ❛♥❞ xN+1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s♣✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢

t❤❡N ❛♥❞N+1 ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❧❡ r̂N+1 ❛♥❞ rN+1 ❛r❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ t❤❡ (N+1)t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✳ σN+1 ❣✐✈❡s t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✳
uij(rN+1)

rN+1

✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ χi✬s ❛r❡ s❤♦rt✲

r❛♥❣❡ L2✲✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡s ❛ t❛r❣❡t ♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❡s❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛s♦♥s ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❤❡❧♣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛

❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ♠♦❞❡❧s✳ aijk ❛♥❞ bik ❛r❡

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡

♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ (N + 1)✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✳

■♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡✲❝❡♥tr❡

♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ψN+1
k

❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✲♠❛tr✐① ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s✳

❚❤✐s ❘✲♠❛tr✐① ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❑✲♠❛tr✐① ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣

❛s②♠♣t♦t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ●❛✐❧✐t✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥✳✷✶ ❋r♦♠ ❑✲♠❛tr✐❝❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❚✲♠❛tr✐❝❡s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞t❤

♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐❢ ❛♥②✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❘❊❙❖◆✷✷ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ✐t ✜ts t♦

❛ ❇r❡✐t✲❲✐❣♥❡r ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ P❖▲❨❉❈❙ ❝♦❞❡ ♦❢ ❙❛♥♥❛ ❛♥❞ ●✐❛♥t✉r❝♦✷✸ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❇✐♥❛r②✲❊♥❝♦✉♥t❡r✲❇❡t❤❡ ✭❇❊❇✮ ♠♦❞❡❧✷✹ ✐s

✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡

❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥✲t②♣❡ ♦r❜✐t❛❧s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋❛✉r❡ ❡t ❛❧✳✷✺ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✈❡s ✉♣ t♦ g ✇❛✈❡s ✭l = 4✮ ✇❤✐❝❤ ✐s

s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ❛♥❞ L2

❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✮✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❙❊✱ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❙❊ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❛r❣❡t ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦③❡♥ ✐♥ ✐ts ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮

✻



❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞

✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✇❡❧❧

s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t✐♥❣ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s t❡♠♣♦r❛r✐❧② tr❛♣♣❡❞

❜❡❤✐♥❞ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ❙❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡❝t

❋❡s❤❜❛❝❤✴❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ ♦r ♠✐①❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡

❙❊P ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ❙❊ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

L2 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❍❋ t❛r❣❡t ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❊P

♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❣♦♦❞ ❛t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s❀ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥

❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s s✉❝❤ ❛s ❋❡s❤❜❛❝❤ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

s✐♥❣❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜✉t ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❢❛❧s❡ ✭♣s❡✉❞♦✮ r❡s♦♥❛♥❝❡s

❛t ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✜rst ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ r❡s♦♥❛♥❝❡s

✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❤❛♣❡ ♦♥❡s✮ ❛t ❙❊ ❛♥❞ ❙❊P ❧❡✈❡❧s ✐♥ ❘✲♠❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ L2 ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳✷✻ ❚❤❡ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✐s ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♠❛♥② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t

❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛❧❧♦✇s ❢♦r

❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✢✉① ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡❀ t❤✐s ♠❛❦❡s

t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❈❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐❢② ❜♦t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞

❋❡s❤❜❛❝❤✴❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss

s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❚❛r❣❡t ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✭❈14❍10✮ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ✭❈16❍10✮

❋✐❣✉r❡s ✶✭❛✮ ❛♥❞ ✶✭❜✮ s❤♦✇ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥t❤r❛❝❡♥❡

✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❝♦♥❞❡♥s❡❞ r✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤r❡❡ ❢✉s❡❞ ❜❡♥③❡♥❡ r✐♥❣s✱

✇❤❡r❡❛s ♣②r❡♥❡ ✐s ❛♥ ❛r♦♠❛t✐❝ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢♦✉r ❢✉s❡❞ ❜❡♥③❡♥❡ r✐♥❣s✱ ❜♦t❤

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉2h ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✾✹ ❛♥❞ ✶✵✻ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡

❛♥❞ ♣②r❡♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ st❛t❡ ✇❛s t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❈❈❇❉❇ ✭❈♦♠♣✉t❛✲

✼



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ✭❛✮ ❆♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ✭❜✮ P②r❡♥❡

t✐♦♥❛❧ ❈❤❡♠✐str② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❉❛t❛❇❛s❡✮✷✼ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐♥❣❧❡s ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡s ✭❈■❙❉✮ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❝✲♣❱❉❩✳ ❲❡ ❤❛✈❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✭❍❋✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✭❈❆❙✲❈■✮

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❝✲♣❱❉❩ ❜❛s✐s s❡t ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛❧✲

❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ❍❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✇❡❧❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❈❆❙✲❈■ ♠♦❞❡❧ tr❡❛ts t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❆❙✲❈■ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

❍❋ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✐♥ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❣✐✈❡♥
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❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡r❡ ❦❡♣t ❢r♦③❡♥ ✐♥ t❤❡ ✶❛g✱ ✷❛g✱ ✸❛g✱ ✹❛g✱ ✺❛g✱ ✻❛g✱ ✼❛g✱ ✽❛g✱ ✾❛g✱ ✶✵❛g✱ ✶✶❛g✱ ✶✷❛g✱

✶❜3u✱ ✷❜3u✱ ✶❜2u✱ ✷❜2u✱ ✸❜2u✱ ✹❜2u✱ ✺❜2u✱ ✻❜2u✱ ✼❜2u✱ ✽❜2u✱ ✾❜2u✱ ✶✵❜2u✱ ✶❜1g✱ ✶❜1u✱ ✷❜1u✱ ✸❜1u✱

✹❜1u✱ ✺❜1u✱ ✻❜1u✱ ✼❜1u✱ ✽❜1u✱ ✾❜1u✱ ✶✵❜1u✱ ✶❜3g✱ ✷❜3g✱ ✸❜3g✱ ✹❜3g✱ ✺❜3g✱ ✻❜3g✱ ✼❜3g✱ ✽❜3g ❛♥❞ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✽ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡r❡ ❦❡♣t ✐♥ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ✶✸❛g✱ ✸❜3u✱ ✹❜3u✱ ✶✶❜2u✱ ✷❜1g✱ ✸❜1g✱ ✶❜2g✱

✽



✷❜2g✱ ✶❛u✱ ✷❛u ♦r❜✐t❛❧s✳ ❋♦r ♣②r❡♥❡✱ ♦✉t ♦❢ ✶✵✻ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✾✽ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡r❡ ❦❡♣t

❢r♦③❡♥ ✐♥ ✶❛g✱ ✷❛g✱ ✸❛g✱ ✹❛g✱ ✺❛g✱ ✻❛g✱ ✼❛g✱ ✽❛g✱ ✾❛g✱ ✶✵❛g✱ ✶✶❛g✱ ✶✷❛g✱ ✶✸❛g✱ ✶✹❛g✱ ✶❜3u✱ ✷❜3u✱

✶❜2u✱ ✷❜2u✱ ✸❜2u✱ ✹❜2u✱ ✺❜2u✱ ✻❜2u✱ ✼❜2u✱ ✽❜2u✱ ✾❜2u✱ ✶✵❜2u✱ ✶❜1g✱ ✶❜1u✱ ✷❜1u✱ ✸❜1u✱ ✹❜1u✱ ✺❜1u✱

✻❜1u✱ ✼❜1u✱ ✽❜1u✱ ✾❜1u✱ ✶✵❜1u✱ ✶✶❜1u✱ ✶✷❜1u✱ ✶❜2g✱ ✶❜3g✱ ✷❜3g✱ ✸❜3g✱ ✹❜3g✱ ✺❜3g✱ ✻❜3g✱ ✼❜3g✱ ✽❜3g✱

✾❜3g ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✽ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡r❡ ❦❡♣t ✐♥ ❛❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ✶✺❛g✱ ✸❜3u✱ ✹❜3u✱ ✷❜1g✱ ✸❜1g✱

✶✸❜1u✱ ✷❜2g✱ ✸❜2g✱ ✶❛u✱ ✷❛u ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇❡♥t② t❛r❣❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡

❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❙❊✱ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡♥❞❡❛✈♦✉r✱ ✈❛r✐♦✉s

t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❡st ✇❛s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✈❛r✐♦✉s t❛r❣❡t ♠♦❞❡❧s ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❘✲♠❛tr✐①

r❛❞✐✉s✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ❛♥❞ ❛❧s♦ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛r❣❡t st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❈❈ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s✉❝❤ st✉❞② ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡

✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❝❤♦s❡ t❤❡ ❜❡st t❛r❣❡t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❝✲♣❱❉❩

❜❛s✐s s❡t ✇✐t❤ ❘✲♠❛tr✐① r❛❞✐✉s ♦❢ ✶✸ a0 ❛♥❞ ✹✺ t❛r❣❡t st❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr② ❛♥❞

❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❢♦r ♣②r❡♥❡ ✇✐t❤ ❝❝✲♣❱❉❩ ❜❛s✐s s❡t ✇✐t❤

✶✸ a0 r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✹✽ t❛r❣❡t st❛t❡s✳ ❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

st❛t❡s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❈❙❋✬s✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛s ✶✽✻✵✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶✽✺ ❛♥❞

✶✼✸ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❛r❣❡t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❈
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❝✲♣❱❉❩ ❜❛s✐s s❡t✳

❚❛r❣❡t ▼❡t❤♦❞ ●r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥✲
❡r❣② ✭❍❛rtr❡❡✮

■♦♥✐③❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ✭❡❱✮

❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✲
st❛♥t ✭❝♠−1✮

❆♥t❤r❛❝❡♥❡ ❍❋ ✲✺✸✹✳✼✹✶ ✼✳✸✷ ✵✳✵✼✸
❈❆❙✲❈■ ✲✺✸✹✳✼✾✹

P②r❡♥❡ ❍❋ ✲✻✶✶✳✽✶✷ ✼✳✶✹ ✵✳✵✸✹
❈❆❙✲❈■ ✲✻✶✶✳✽✺✽

✾



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✭✐♥ ❡❱✮ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❆❙✲❈■ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝❝✲♣❱❉❩ ❜❛s✐s s❡t ❢♦r t❤❡ ✷✵ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡s✳

❆♥t❤r❛❝❡♥❡ P②r❡♥❡
❙t❛t❡ ❊♥❡r❣② ❙t❛t❡ ❊♥❡r❣② ❙t❛t❡ ❊♥❡r❣② ❙t❛t❡ ❊♥❡r❣②
1❆g ✵ 3❇3g ✻✳✾✸✻ 1❆g ✵ 1❆g ✻✳✹✼✾
3❇1u ✷✳✾✻✻ 1❇3g ✻✳✾✼✹ 3❇1u ✸✳✸✽✷ 1❇3g ✻✳✺✸✾
3❇3g ✹✳✺✶✼ 1❆g ✻✳✾✾✽ 3❇2u ✹✳✾✷✽ 3❇3g ✻✳✺✹✹
3❇2u ✺✳✵✼✼ 3❆g ✼✳✷✺✼ 3❇2u ✺✳✷✼✻ 3❆g ✻✳✻✵✹
1❇1u ✺✳✵✾✾ 1❇2u ✼✳✹✻✻ 3❇3g ✺✳✷✼✽ 1❇2u ✻✳✼✺✸
3❇1u ✺✳✸✷✷ 1❇1u ✼✳✻✸✷ 3❆g ✺✳✸✷✵ 3❇1u ✻✳✾✶✹
3❇2u ✺✳✺✸✷ 3❇1u ✼✳✼✷✼ 1❇2u ✺✳✸✹✹ 3❆g ✼✳✵✷✵
1❇2u ✺✳✻✹✾ 1❆g ✼✳✼✼✹ 1❇1u ✺✳✹✶✺ 3❇3g ✼✳✵✼✷
3❇1u ✻✳✷✷✵ 3❆g ✼✳✽✶✷ 3❇1u ✺✳✺✹✺ 1❆g ✼✳✸✶✶
1❇3g ✻✳✼✶✺ 3❇2u ✼✳✽✼✼ 1❇3g ✻✳✶✸✸ 3❆g ✼✳✹✹✷

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ✭✐♥ ❡❱✮ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛t t❤❡ ❙❊✱ ❙❊P
❛♥❞ ❈❈ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❙❛♥③ ❡t ❛❧ ✶✾✳

❙t❛t❡ Pr❡s❡♥t ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✾ ❇✉rr♦✇
❙❊ ❙❊P ❈❈ ❊♥❡r❣② ❲✐❞t❤ ❡t ❛❧✳✶✼

❊♥❡r❣② ❲✐❞t❤ ❊♥❡r❣② ❲✐❞t❤ ❊♥❡r❣② ❲✐❞t❤
2❇3u ✶✳✸✷✶ ✵✳✵✹✺ ✵✳✹✸✸ ✵✳✵✵✽ ✵✳✾✶✵ ✵✳✵✷✺ ✶✳✶✻ ✵✳✵✸✺ ✵✳✻
2❆u ✷✳✺✻✻ ✵✳✵✻✹ ✶✳✻✺✼ ✵✳✵✹✺ ✷✳✶✽✵ ✵✳✵✻✷ ✷✳✹✻ ✵✳✵✾✽ ✶✳✺
2❇1g ✸✳✹✻✷ ✵✳✻✹✾ ✷✳✸✹✸ ✵✳✷✵✽ ✷✳✽✹✼ ✵✳✹✵✷ ✷✳✾✶ ✵✳✺✶ ✶✳✻✼
2❇3u ✕ ✕ ✸✳✶✺✶ ✶✳✶✾✾ ✸✳✻✻✷ ✶✳✻✵✼ ✸✳✼✻ ✶✳✾✼✹ ✶✳✽
2❇2g ✕ ✕ ✸✳✽✷✽ ✵✳✵✽✶✹ ✹✳✷✺✽ ✵✳✶✹✸ ✹✳✽✶ ✵✳✸✻ ✷✳✻✼
2❇2g ✕ ✕ ✹✳✼✹✸ ✵✳✵✼✽ ✺✳✷✸✹ ✵✳✶✷✼ ✕ ✕ ✕
2❇2u ✕ ✕ ✺✳✷✺✶ ✵✳✸✽✷ ✕ ✕
2❇1g ✕ ✕ ✺✳✼✺✺ ✵✳✵✶✾ ✻✳✶✽✼ ✵✳✶✸✻

❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❱❛r✐♦✉s ✐♥♣✉t ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❘✲♠❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✈❛r✐❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡✐r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆t ✜rst t❤❡ ❘✲♠❛tr✐① r❛❞✐✉s ✐s ♦♣t✐♠✐s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷❛✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝

❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❘✲♠❛tr✐① r❛❞✐✉s ✇✐t❤ ❝❝✲♣❱❉❩ ❜❛s✐s

✶✵



❚❛❜❧❡ ✹✿ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ✭✐♥ ❡❱✮ ❢♦r ♣②r❡♥❡ ❛t t❤❡ ❙❊✱ ❙❊P ❛♥❞
❈❈ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❙t❛t❡ Pr❡s❡♥t ✭✐♥ ❡❱✮
❙❊ ❙❊P ❈❈

❊♥❡r❣② ❲✐❞t❤ ❊♥❡r❣② ❲✐❞t❤ ❊♥❡r❣② ❲✐❞t❤
2❆u ✶✳✼✾✼ ✵✳✵✷✽ ✶✳✵✺✹ ✵✳✵✵✾ ✶✳✹✶✵ ✵✳✵✷✷
2❇3u ✷✳✻✻✺ ✵✳✵✽✵ ✶✳✾✵✸ ✵✳✵✺✽ ✷✳✷✸✼ ✵✳✵✼✺
2❇2g ✸✳✷✾✷ ✵✳✺✼✻ ✷✳✹✹✾ ✵✳✷✽✸ ✷✳✼✺✶ ✵✳✹✷✺
2❇1g ✕ ✕ ✸✳✵✸✺ ✵✳✻✷✻ ✸✳✺✼✽ ✵✳✼✼✻
2❇2g ✕ ✕ ✹✳✺✵✶ ✵✳✶✸✽ ✺✳✵✾✼ ✵✳✶✽✸
2❇1g ✕ ✕ ✺✳✸✻✽ ✵✳✵✻✸ ✕ ✕
2❇2u ✕ ✕ ✕ ✕ ✽✳✸✻✵ ✵✳✺✷✽
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(b) r=13 a0, 45 states
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(a) cc-pVDZ, 45 states

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✇✐t❤ ✭❛✮ r❛❞✐✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✭❜✮ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐s
s❡ts✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛r❣❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✐♥ ❛ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✶✶



s❡t ❛♥❞ ✹✺ t❛r❣❡t st❛t❡s✳ ❆s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❝✉r✈❡ r❡tr❛❝❡s ❡❛❝❤

♦t❤❡r ❢♦r ❘✲♠❛tr✐① r❛❞✐✉s ♦❢ a = 13 ❛0 ❛♥❞ ✶✹ ❛0✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✶✵ ❛0 ❘✲♠❛tr✐① r❛❞✐✉s

❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✷❜ s❤♦✇s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s s❡ts ✇✐t❤

❛ ✜①❡❞ ❘✲♠❛tr✐① r❛❞✐✉s ♦❢ ✶✸ ❛0 ❛♥❞ ✹✺ t❛r❣❡t st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝❝✲♣❱❉❩ ❜❛s✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝ts

t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❉❩P

❛♥❞ ✻✲✸✶✶●✯ ❜❛s✐s s❡ts✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷❝✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s s❡❡♠

t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r t❛r❣❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❝✲♣❱❉❩ ❜❛s✐s s❡t ✇✐t❤ ❛

r❛❞✐✉s ♦❢ ✶✸ ❛0✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❡sts✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❝❝✲♣❱❉❩ ❜❛s✐s s❡t ❛t ✶✸ ❛0 ❘✲♠❛tr✐① r❛❞✐✉s ❤❛✈✐♥❣ ✹✺ t❛r❣❡t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣②r❡♥❡ ❛s ✇❡❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ♣r❡s❡♥ts ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ◗el ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❞✉❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ◗el ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✽ ❚❤❡

❘✲♠❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❙❊✱ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ◗el ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❢r♦♠ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ✵✳✾✶✵ ❡❱ ❞✉❡ t♦ 2❇3u s②♠♠❡tr②✳

❋✉rt❤❡r r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✶✽✵✱ ✷✳✽✹✼✱ ✸✳✻✻✷✱ ✹✳✷✺✽✱ ✺✳✷✸✹ ❡❱ ❛♥❞ ✻✳✶✽✼

❞✉❡ t♦ s②♠♠❡tr② st❛t❡s 2❆u✱ 2❇1g✱ 2❇3u✱ 2❇2g✱ 2❇2g ❛♥❞ 2❇1g r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡

r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✸ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s♦♥❛♥❝❡ ❞❛t❛

❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✾ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢

❇✉rr♦✇ ❡t ❛❧✳✶✼ ■t ✐s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡✐r r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ❜② s②♠♠❡tr②

❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✾ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳ ✶✽✱ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ❛❜♦✉t ± ✵✳✺✺ ❡❱ ✭∼ ✶✸✪✮ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❛r♦✉♥❞ ± ✶✳✽✻ ❡❱ ✭∼ ✺✵✪✮ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❛t❛ ♦❢ ❇✉rr♦✇ ❡t ❛❧✳ ✶✼✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡

r❡s♦♥❛♥❝❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳ ✶✽ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡✐r st✉❞②✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ ✶✵✪ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙②♠♠❡tr② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✳
❇♦tt♦♠ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t♦t❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t ❙❊ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥❀ ❉❛s❤❡❞ ❞♦t ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t ❙❊P ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀
❉❛s❤❡❞ ❞♦t ❞♦t ❧✐♥❡✿ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✽✳

✐♥ t❤❡✐r r❡♣♦rt❡❞ ❞❛t❛✳ ❇✉rr♦✇ ❡t ❛❧✳ ✶✼ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✐♥ t❤❡✐r st✉❞② ✐s ❛❜♦✉t ✵✳✶ ❡❱✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❛❧ r❡❛s♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥✳

❘❡s♦♥❛♥❝❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥t ❈❈ st✉❞② ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠♠❡tr✐❡s s❤♦✇s ❣♦♦❞ ❝♦♠✲

♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✾ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s

❛r❡ ❛t s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✾ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❊P ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❧❧ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❈ ❛♥❞ ❙❊ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❇✉rr♦✇ ❡t ❛❧✳✶✼ ❛r❡ ✐♥ ❝❧♦s❡r

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❙❊P r❡s✉❧ts t❤❛♥ ♦✉r ❈❈ ❛♥❞ ❙❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❛♥③
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❡t ❛❧✳✶✾✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❙❊P ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❡✛❡❝ts ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦✇❡r❡❞✳

❆❧❧ t❤❡ ✜✈❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❇✉rr♦✇ ❡t ❛❧✳✶✼ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❈ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❙❊ ❛♥❞

❙❊P ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✢✉① ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥

✈❛r✐♦✉s ♠✉❧t✐st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❈❈ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉✲

s✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ❈❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❋❡s❤❜❛❝❤ ❛♥❞ ❝♦r❡ ❡①❝✐t❡❞

r❡s♦♥❛♥❝❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② s✉❝❤ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♥❡❛r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✺✱ ✇❤❡r❡ ♠❛♥② s❤❛r♣ ♣❡❛❦s ❛r❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❡①❝✐t❡❞

st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s②♠♠❡tr✐❡s ♣❧♦tt❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✐♥ t❤❡ ❈❈ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❙❊✱ ❙❊P

❛♥❞ ❈❈ ♠♦❞❡❧s ♣❧♦tt❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✾ t♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❙❊P ♠♦❞❡❧ ❞❡t❡❝ts r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡

❞❛t❛✳ ❚❤r❡❡ π✯ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥t st✉❞② ❞✉❡ t♦ 2❇3u✱ 2❆u ❛♥❞ 2❇1g st❛t❡s✳ ❙❊P ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❡✐❣❤t r❡s♦♥❛♥❝❡s

✐♥ t♦t❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❜❡❧♦✇ ✻ ❡❱✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss

s❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✻ ❡❱ ♠❛② ❜❡ ♣s❡✉❞♦ r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❊P ♠♦❞❡❧

❛r❡ ❛t ✵✳✹✸✸✱ ✶✳✻✺✼✱ ✷✳✸✹✸✱ ✸✳✶✺✶✱ ✸✳✽✷✽✱ ✹✳✼✹✸✱ ✺✳✷✺✶ ❛♥❞ ✺✳✼✺✺ ❡❱✳ ❙❊P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ N+1 ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡

❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s✷✽✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❙❊P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡st

t❤r❡❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡

♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦r❡ ❡①❝✐t❡❞ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ r❛t❤❡r ✭✈❡r②✮

❜r♦❛❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❜r♦❛❞ t♦ ❜❡ str❛✐❣❤t ❋❡s❤❜❛❝❤✳ ❚❤❡ ❋❡s❤❜❛❝❤✴❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞

r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❧② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
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t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡

❤❛✈❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s❡✈❡♥ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛t ✵✳✾✶✵✱ ✷✳✶✽✵✱ ✷✳✽✹✼✱ ✸✳✻✻✷✱ ✹✳✷✺✽✱ ✺✳✷✸✹✱ ❛♥❞ ✻✳✶✽✼ ❡❱✱

♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❛r❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✳ ❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡♥❡r❣②✮ ❛r❡ t♦♦

❜r♦❛❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❋❡s❤❜❛❝❤ t②♣❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♦❢ ❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳

❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ♦❢ ❋❡s❤❜❛❝❤✴❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ t②♣❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s

❛r❡ ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡

♣❛r❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❋❡s❤❜❛❝❤ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡

r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ s✐tt✐♥❣ ❥✉st ❜❡❧♦✇ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❝❧❛ss✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❛ ❋❡s❤❜❛❝❤

r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥ts✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r❡♥ts

✷✾✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❤❡r❡✱ ❜✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s✳ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s

❛❜♦✈❡ ✻ ❡❱ ✐♥ t❤❡ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞

t♦ ❜❡ ♣s❡✉❞♦ r❡s♦♥❛♥❝❡s t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢

t❛r❣❡t st❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❈❈ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✶✮✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞

❛t ✺✳✷✺✶ ❡❱ ✐♥ ❙❊P ❝✉r✈❡ ❢♦r 2❇2u s②♠♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✐t❤❡r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❊ ♥♦r ✐♥ ❈❈

❤❡♥❝❡ t❤✐s r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ s❤❛♣❡✲❝♦r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✳ π✯✲t②♣❡ s❤❛♣❡ r❡s♦✲

♥❛♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s str♦♥❣❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❜♦♥❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜♦♥❞s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♣❛✉❝✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❤②❞r♦❣❡♥

❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦♥ ❍ ❛t♦♠ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐t ♠❛② ❜❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤ ♦❢

❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛r♦♠❛t✐❝ s②st❡♠s✳ ◆♦✇✱ ✐❢ ♦♥❡ ❍ ❛t♦♠ ❞❡t❛❝❤❡s

❢r♦♠ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✱ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♦❢ ❞❡❤②❞r♦❣❡♥❛t❡❞ ❛♥✐♦♥✐❝ r❛❞✐❝❛❧ ❈14❍−

9 ♦❢ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✐s ❧❡❢t✳

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡ π✯✲ t②♣❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱

✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ r✐♥❣✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ π✯✲t②♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣❛rt♥❡r ✐♥ ♣♦❧②❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❛r♦♠❛t✐❝ r✐♥❣s t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t s✉❝❤ t②♣❡

♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛✉s❡ ❡♥❡r❣② r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❜❡❢♦r❡

❣❡tt✐♥❣ ❛✉t♦❞❡t❛❝❤❡❞✳ ❚♦ st✉❞② t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❛ ❜r✐❡❢ ❉❊❆ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s

✶✺



♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳

❉❈❙s ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛t ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✶✱ ✸✱ ✺✱ ✼✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✺ ❡❱ ❛r❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❊✱ ❙❊P✱ ❛♥❞ ❈❈✳ ❚❤❡ ❙❊ ❛♥❞ ❙❊P ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s

✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❙❊ ❛♥❞ ❙❊P ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡

s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❈ ♠♦❞❡❧

❣✐✈❡ ❤✐❣❤❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢

♣♦t❡♥t✐❛❧s ✉s❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❙❊ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❤❛s t❤❡ st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ♠♦❞❡❧

❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s r❡♣✉❧s✐✈❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ s♦ t❤❡② ♣❛rt✐❛❧❧② ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ s♠❛❧❧❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ s❡❡♠s ♥♦t

t♦ ❜❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧❛r❣❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r

❈❈✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♦❢

❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✽ ❛t ✺ ❡❱ ❛♥❞ ✶✺ ❡❱✳ ❆t ✺ ❡❱✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❈❈ r❡s✉❧ts s❤♦✇ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ❡✲P❖▲❨❙❈❆❚ ❞❛t❛ ♦❢ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✽ ❢♦r ❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛t

t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s s✉❣❣❡sts s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤

✇♦r❦s✳ ❆t ✶✺ ❡❱✱ ♦✉r ❈❈ ❉❈❙ ❛❧s♦ ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✲P❖▲❨❙❈❆❚ ❞❛t❛ ♦❢ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✽✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♠❛♥② ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♦♣❡♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝♦rr❡❝t r❡s✉❧ts

❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❑✲♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ t❤❛t ❤❡❛✈② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞

❛t ✶✵ ❛♥❞ ✶✺ ❡❱✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❉❈❙ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❊ ❛♥❞ ❙❊P ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳

❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣

✈❛r✐♦✉s ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺ ❞❡♣✐❝ts ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ◗exc ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡✐❣❤t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✳

❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ◗exc✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✈❡rt✐❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

✐s ❛t ✷✳✾✻✻ ❡❱ ❢♦r t❤❡ 3❇1u s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡✳ ❚❤✐s st❛t❡ ✐s ❛❧s♦ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ◗exc ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✷✳✽✻ ➴2✳ ❚❤❡ ✜rst t✇❡♥t②
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❉❈❙ ❢♦r ❡✲❆♥t❤r❛❝❡♥❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ✶✱ ✸✱ ✺✱ ✼✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✺ ❡❱✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿
♣r❡s❡♥t ❙❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❉❛s❤❡❞ ❞♦t ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t ❙❊P ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t
❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡✿ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳ P❖▲❨❙❈❆❚✶✽❀ ❉❛s❤❡❞ ❞♦t ❞♦t ❧✐♥❡✿ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳
■❆▼✲❙❈❆❘✶✽✳

✈❡rt✐❝❛❧ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡❛❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧

◗exc ♣❧♦t❀ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♣❡❛❦s ❛t ✹✳✷✺✽✱ ✺✳✷✶✻✱ ✻✳✶✾✵ ❡❱ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s

❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❈❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❛t✐♦♥

t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♦❢ ❋❡s❤❜❛❝❤✴❈♦r❡ ❡①❝✐t❡❞ ♥❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
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Energy (eV)

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❢♦r ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡s✳ ❇♦tt♦♠ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

♥♦t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❙❊ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❛t ✹✳✷✺✽ ❡❱ ❤❛s ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠

3❇1u s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s ♣❡❛❦s ❛t ✺✳✷✶✻ ❛♥❞ ✻✳✶✽✹ ❡❱ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ s❝❛tt❡r✐♥❣

st❛t❡s 3❇1u✱ 3❇3g ❛♥❞ 3❇1u✱ 3❇2u r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✻ ♣r❡s❡♥ts ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ ◗el✱ ❢♦r ♣②r❡♥❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s②♠♠❡tr②

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ◗el ✉s✐♥❣ ❙❊✱ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦

❛♥t❤r❛❝❡♥❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❙❊P

♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❊ ❛♥❞ ❈❈ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈❈

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❙❊ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙②♠♠❡tr② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣②r❡♥❡✳ ❇♦tt♦♠
r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t♦t❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t ❙❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀
❉❛s❤❡❞ ❞♦t ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t ❙❊P ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✐s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✭❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✐♥❝❧✉❞❡s ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❙❊ ❛♥❞ ❙❊P ♠♦❞❡❧✱ ✐t ♠♦❞❡❧s ❋❡s❤✲

❜❛❝❤✴❝♦r❡ ❡①❝✐t❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s q✉✐t❡ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❜❡✐♥❣ ♦❢ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡

t②♣❡ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐✳❡✳✱ ❙❊✱ ❙❊P✱ ❛♥❞ ❈❈✳ ■♥ ❈❈ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s

❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ✶✳✹✶✵✱ ✷✳✷✸✼ ❛♥❞ ✷✳✼✺✶ ❡❱ ❤❛✈✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ ✵✳✵✷✷✱ ✵✳✵✼✺ ❛♥❞ ✵✳✹✷✺

❡❱✳ ■♥ ❙❊P ♠♦❞❡❧✱ t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✶✳✵✺✹✱ ✶✳✾✵✸ ❛♥❞ ✷✳✹✹✾ ❡❱ ❤❛✈✐♥❣ ❛

✇✐❞t❤ ♦❢ ✵✳✵✵✾✱ ✵✳✵✺✽ ❛♥❞ ✵✳✷✽✸ ❡❱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❙❊ ♠♦❞❡❧ t❤❡② ❛r❡ s❡❡♥ ❛t ✶✳✼✾✼✱

✷✳✻✻✺ ❛♥❞ ✸✳✷✾✷ ❡❱ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✵✳✵✷✽✱ ✵✳✵✽✵ ❛♥❞ ✵✳✺✼✻ ❡❱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡

✶✾



♠♦❞❡❧✱ t❤❡s❡ π✯ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ 2❆u✱ 2❇3u ❛♥❞ 2❇2g s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❈❈ ❛♥❞ ❙❊P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t

❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❊ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❈❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❛t ✸✳✺✼✽✱ ✺✳✵✾✼

❛♥❞ ✽✳✸✻ ❡❱ ❢♦r 2❇1g ✱ 2❇2g ❛♥❞ 2❇2u s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❙❊P ❝❛❧❝✉❧❛✲

t✐♦♥ t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ✸✳✵✸✺✱ ✹✳✺✵✶ ❛♥❞ ✺✳✸✻✽ ❡❱ ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡s

2❇1g ✱ 2❇2g ❛♥❞ 2❇1g r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ♦❢ ❝♦r❡ ❡①❝✐t❡❞ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡

t②♣❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♦❢ str❛✐❣❤t

❋❡s❤❜❛❝❤ t②♣❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ◗exc ♦❢ ♣②r❡♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞

❜❡❧♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ 2❇1g r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ✺✳✸✻✽ ❡❱ ✐♥ t❤❡ ❙❊P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❡❡♥

✐♥ t❤❡ ❈❈ ♦r ❙❊ ♠♦❞❡❧s✱ ❤❡♥❝❡ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ r❡s✲

♦♥❛♥❝❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❙❊ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ r❡s♦♥❛♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❋❡s❤❜❛❝❤✴❝♦r❡ ❡①❝✐t❡❞ t②♣❡

♦r ♠✐①❡❞ s❤❛♣❡ ❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ t②♣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ♣②r❡♥❡ ✐s ❛ ♣♦❧②❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❛r♦♠❛t✐❝

r✐♥❣ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ✉♥❞❡r❣♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✳ ❚❤❡

π✯✲t②♣❡ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜r✐♥❣s ❛❜♦✉t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥

❛t♦♠ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❤❡r❡ ♣②r❡♥❡✮ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❞❡❤②❞r♦❣❡♥❛t❡❞ ❛♥✐♦♥✐❝ r❛❞✐❝❛❧

♦❢ ♣②r❡♥❡ ✭❈16❍−

9 ✮✳ ❙t✉❞✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡s❡ ❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

♣②r❡♥❡ ❛♥✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✳

❉❈❙s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♣②r❡♥❡ ❛t ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✶✱ ✸✱ ✺✱ ✼✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✺ ❡❱

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❢♦r ❙❊✱ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❈❙ ✐s ❛ str✐♥❣❡♥t

t❡st ❢♦r ❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ❛s ✐t ✐s ✈❡r② ♠✉❝❤ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞

♦✉t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❉❈❙ ❢♦r ♣②r❡♥❡ ✇✐t❤ ❙❊ ❛♥❞ ❙❊P ♠♦❞❡❧s

♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❈❈ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❙❊ ❛♥❞

❙❊P ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ ❉❈❙ ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✇✐t❤ ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✽ s✉❣❣❡st

t❤❛t t❤❡ ❉❈❙ ❢♦r ♣②r❡♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r

❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s ❡✐t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✳ ❆s t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝❧♦s❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❉❈❙ ❢♦r ❡✲♣②r❡♥❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ✶✱ ✸✱ ✺✱ ✼✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✺ ❡❱✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿
♣r❡s❡♥t ❙❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❉❛s❤❡❞ ❞♦t ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t ❙❊P ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ♣r❡s❡♥t
❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

♦❢ ❤✐❣❤❡r ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ ❤❡❛✈✐❡r ✐♥♥❡r ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❝❤

s♦♠❡t✐♠❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ✇❤✐❝❤

✐s ✇❤② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ◗exc ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡✐❣❤t ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ♣②r❡♥❡✳ ❚❤❡

❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ s✉♠ t♦t❛❧ ◗exc✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣②r❡♥❡ ❢♦r ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❇♦tt♦♠
r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

❢♦r t❤❡ ✜rst t✇❡♥t② st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✈❡rt✐❝❛❧

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣②r❡♥❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✸✳✸✽✷ ❡❱ ❢♦r 3❇1u s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛t❡✳ ❚❤✐s s❝❛tt❡r✐♥❣

st❛t❡ ❤❛s ♣r♦♠✐♥❡♥t ♣❡❛❦s ❛t ✺✳✵✾✼ ❛♥❞ ✺✳✻✵✻ ❡❱ ✇✐t❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ✵✳✹✽✺ ❛♥❞ ✷✳✶✹✶ ➴2

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❛t ✺✳✵✾✼ ❡❱ ❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ❛ 2❇2g r❡s♦♥❛♥❝❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡

❈❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s s❡❡♥ ✐♥ 3❇2u ❛♥❞ 1❇1u ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❇♦t❤

t❤❡s❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ♣❡❛❦ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✽✳✸✻✵ ❡❱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛

1❇1u r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❈❈ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❛❜♦✈❡

t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❤❛r♣ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s

✷✷



❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❋❡s❤❜❛❝❤✴❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ ♥❛t✉r❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s

❤❛✈❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ 3❇1u ❛♥❞ 1❇1u ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t✐♦♥ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ◗ion✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❊❇ ♠❡t❤♦❞✳

❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s t❤❡ ◗ion ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❊❇ ♠♦❞❡❧✷✹ ❢r♦♠

t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ✽ ❡❱ t♦ ✺✵✵✵ ❡❱✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣②r❡♥❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡

♣r❡s✉♠❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡r s✐③❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝r♦ss

s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵❛✱ ✶✵❜ ❛♥❞ ✶✵❝ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ◗el ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡

❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❊✱ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧

❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣②r❡♥❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡r s✐③❡✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ π ❜♦♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ P❆❍s r❡s✐st❛♥t t♦

❞✐sr✉♣t✐♦♥s✳ P②r❡♥❡ ❤❛s ♠♦r❡ π ❜♦♥❞s t❤❛♥ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡

r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥ ♣②r❡♥❡ ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✳ ❆❧❧ t❤❡ s❤❛♣❡

r❡s♦♥❛♥❝❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❙❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈

♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❊P ❛♥❞ ❈❈ ♠♦❞❡❧s ❢♦r

❜♦t❤ t❛r❣❡ts✳ ▼❛♥② ♣s❡✉❞♦✲r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡②♦♥❞ ✻ ❡❱✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❙❊P

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❈❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦

r❡s♦♥❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ❜❡②♦♥❞ ✻ ❡❱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❊P ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
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(a)

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡✳
✭❛✮ ◗el ✉s✐♥❣ ❙❊ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✭❜✮ ◗el ✉s✐♥❣ ❙❊P ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✭❝✮ ◗el ✉s✐♥❣ ❈❈ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❜♦t❤ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❉✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡
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❇② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❉❊❆ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣

t❤❡ ❉❊❆ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ ▼✉♥r♦ ❡t ❛❧✳✸✵ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s♣❧✐ts ✐♥t♦

❛ ♥❡✉tr❛❧ ❢r❛❣♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❢r❛❣♠❡♥t ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t② ✭❊❆✮

❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜♦♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭❇❉❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧

❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♠♦❞❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t✇♦ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿ ✭✶✮ ❈n❍10 ✰ ❡ →

❈n❍9 ✰ ❍− ♦r ✭✷✮ ❈n❍10 ✰ ❡ → ❈n❍−

9 ✰ ❍✱ ✇❤❡r❡ n = 14 ♦r n = 16✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r

❉❊❆ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t②✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❊❆ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ✭✵✳✼✺ ❡❱✸✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❆ ♦❢ ❈n❍10 ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❋♦r

❧❛r❣❡ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛✣♥✐t✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡✐t❤❡r r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♦r

✐♥❞❡❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t✳✸✷✱✸✸ ❲❡ ✉s❡❞ ▼♦❧♣r♦✸✹ t♦

❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡✳ ❆♥ ❍❋ ❙❈❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳✷✽ ❡❱ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞

❛♥t❤r❛❝❡♥✐❞❡ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ✭✶✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❍− ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❈ ✕ ❍ ❜♦♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② q✉♦t❡❞ ❜② ❇❛r❝❦❤♦❧t③ ❡t ❛❧✳✸✺ ✐s ✶✶✶ ❦❝❛❧✴♠♦❧ ♦r

✹✳✽ ❡❱✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❈ ✕ ❍ str❡t❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✸✵✵✵ ❝♠−1✳✸✻

❉❊❆ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣② ✐❢ ❇❉❊ > ❊❆✳ ❋♦r t❤❡ P❆❍ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ✹✳✽ ✲ ✵✳✼✺ ❂ ✹✳✵✺ ❡❱✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♥s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛s s❤♦✇♥

❛❜♦✈❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣② ♠❛② ❜❡ ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧♦✇ ❦❡②

r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ✈❡r② ♥❡❛r t♦ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ ❝♦♠♣❛r❡s r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣

❜♦t❤ ❙❊P ✭❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡s✮ ❛♥❞ ❈■ ✭s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡s✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❋♦r ❜♦t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡ ❈■ ♠❡t❤♦❞ ❢♦❧❧♦✇ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r q✉✐t❡ ❝❧♦s❡❧②✱ ❛♥❞ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t

t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❢♦✉♥❞ ❛t ✸✳✻✻✷ ❡❱ ✐♥ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ❛t

✸✳✺✼✽ ❡❱ ❢♦r ♣②r❡♥❡ ✭❚❛❜❧❡ ✸ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✹✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❙❊P

❣✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ❛❜♦✉t ✵✳✺ ❡❱ ❧♦✇❡r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✐s ❧❡ss

s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❙❊P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡

♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲❧②✐♥❣ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❝❧❡❛r❧② ❣✐✈❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t
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✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❉❊❆ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ P❆❍s ❛♥❞ ❛ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠

✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙❊P ♠❡t❤♦❞

✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ■t ✇♦✉❧❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❡❛r ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❙❊P

❉❊❆ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❯❑ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❘✲♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❙❊✱ ❙❊P✱ ❛♥❞ ❈❈ ♠♦❞❡❧s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s

✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣

❢r♦♠ ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡✳ ❆ ❝♦♥❝✐s❡ st✉❞② ♦♥ ❉❊❆ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡s❡

❛str♦♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ P❆❍s✳ ❊❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ st✉❞✲

✐❡s ♦♥ s✉❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❛r❣❡ts ❣✐✈❡ ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✉t t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ■❙▼✳

▼❛♥② π✯ s❤❛♣❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s✱ ❋❡s❤❜❛❝❤✴❝♦r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ ♠✐①❡❞ s❤❛♣❡ ❝♦r❡✲❡①❝✐t❡❞ t②♣❡ r❡s♦✲

♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋♦r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥t st✉❞② s❤♦✇ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✶✼ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❧② ♣r❡✈✐♦✉s

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❙❛♥③ ❡t ❛❧✳✶✾ ▼❛♥② r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ♣②r❡♥❡✳ ❚❤❡s❡

r❡s♦♥❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ✭❉❊❆✮

st✉❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❜♦♥❞ ❜r❡❛❦❛❣❡s

❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s q✉✐t❡

❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡t ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡s❡ ❛r❡

✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ♠❛♥② ✇♦r❦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♣②r❡♥❡✱ ♥❡✇ st✉❞✐❡s ✭❜♦t❤

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✮ ❛r❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❛✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t

❉✳●✳ ✐s ♣❧❡❛s❡❞ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ t♦ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❋✉s✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤

■♥st✐t✉t❡ ✭◆❋❘■✮✱ ❑♦r❡❛ ❢♦r t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❣r❛♥t ❛♥❞ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣✳

✷✻



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✭✶✮ ❇❛r❜♦s❛✱ ❆✳ ❙✳❀ ❋r❡✐t❛s✱ ❚✳ ❈✳❀ ❇❡tt❡❣❛✱ ▼✳ ❍✳ ❋✳ ▲♦✇✲❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤

♣r♦❧✐♥❡ ❛♥❞ ♣②rr♦❧✐❞✐♥❡✿ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞②✳ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✷✵✶✽✱ ✶✹✽✱ ✵✼✹✸✵✹✳

✭✷✮ ❏♦♥❡s✱ ❉✳ ❇✳❀ ❞❛ ❈♦st❛✱ ❘✳ ❋✳❀ ❑♦ss♦s❦✐✱ ❋✳❀ ❱❛r❡❧❧❛✱ ▼✳ ❚✳ ❞✳ ◆✳❀ ❇❡tt❡❣❛✱ ▼✳ ❍✳ ❋✳❀

❋❡rr❡✐r❛ ❞❛ ❙✐❧✈❛✱ ❋✳❀ ▲✐♠ã♦✲❱✐❡✐r❛✱ P✳❀ ●❛r❝í❛✱ ●✳❀ ▲✐♠❛✱ ▼✳ ❆✳ P✳❀ ❲❤✐t❡✱ ❘✳ ❉✳

❡t ❛❧✳ ❊❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✲st❛t❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛✲❜❡♥③♦q✉✐♥♦♥❡✳ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳

✷✵✶✽✱ ✶✹✽✱ ✶✷✹✸✶✷✳

✭✸✮ ❏♦♥❡s✱ ❉✳ ❇✳❀ ❞❛ ❈♦st❛✱ ❘✳ ❋✳❀ ❑♦ss♦s❦✐✱ ❋✳❀ ❱❛r❡❧❧❛✱ ▼✳ ❚✳ ❞✳ ◆✳❀ ❇❡tt❡❣❛✱ ▼✳ ❍✳ ❋✳❀

●❛r❝í❛✱ ●✳❀ ❇❧❛♥❝♦✱ ❋✳❀ ❲❤✐t❡✱ ❘✳ ❉✳❀ ▲✐♠❛✱ ▼✳ ❆✳ P✳❀ ❇r✉♥❣❡r✱ ▼✳ ❏✳ ■♥t❡❣r❛❧ ❡❧❛st✐❝✱

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✲st❛t❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦t❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s

❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛r❛✲❜❡♥③♦q✉✐♥♦♥❡✳ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✷✵✶✽✱ ✶✹✽✱ ✷✵✹✸✵✺✳

✭✹✮ ▲♦✉♣❛s✱ ❆✳❀ ▲♦③❛♥♦✱ ❆✳ ■✳❀ ❇❧❛♥❝♦✱ ❋✳❀ ●♦r✜♥❦✐❡❧✱ ❏✳ ❉✳❀ ●❛r❝í❛✱ ●✳ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r

❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐♦♣❤❡♥❡ ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✷✵✶✽✱ ✶✹✾✱

✵✸✹✸✵✹✳

✭✺✮ ❙✐♥❣❤✱ ❙✳❀ ◆❛❣❤♠❛✱ ❘✳❀ ❑❛✉r✱ ❏✳❀ ❆♥t♦♥②✱ ❇✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝r♦ss

s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② ♣r✐♠❛r② ❜❡♥③❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✷✵✶✻✱

✶✹✺✱ ✵✸✹✸✵✾✳

✭✻✮ ❙✐❡r❛❞③❦❛✱ ❆✳❀ ❇❧❛♥❝♦✱ ❋✳❀ ❋✉ss✱ ▼✳❀ ▼❛s✐♥✱ ❩✳❀ ●♦r✜♥❦✐❡❧✱ ❏✳❀ ●❛r❝í❛✱ ●✳ ❊❧❡❝tr♦♥

s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♣②r✐❞✐♥❡✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str② ❆ ✷✵✶✹✱ ✶✶✽✱ ✻✻✺✼✕✻✻✻✸✳

✭✼✮ ❱✐❥❤✱ ❯✳ P✳❀ ❲✐tt✱ ❆✳ ◆✳❀ ●♦r❞♦♥✱ ❑✳ ❉✳ ❙♠❛❧❧ P♦❧②❝②❝❧✐❝ ❆r♦♠❛t✐❝ ❍②❞r♦❝❛r❜♦♥s ✐♥

t❤❡ ❘❡❞ ❘❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❆str♦♣❤②s✳ ❏✳ ✷✵✵✺✱ ✻✶✾✱ ✸✻✽✳

✭✽✮ ■❣❧❡s✐❛s✲●r♦t❤✱ ❙✳❀ ▼❛♥❝❤❛❞♦✱ ❆✳❀ ❘❡❜♦❧♦✱ ❘✳❀ ●♦♥③á❧❡③ ❍❡r♥á♥❞❡③✱ ❏✳ ■✳❀ ●❛r❝í❛✲

❍❡r♥á♥❞❡③✱ ❉✳ ❆✳❀ ▲❛♠❜❡rt✱ ❉✳ ▲✳ ❆ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❛♥t❤r❛❝❡♥❡ t♦✇❛r❞s t❤❡

✷✼



P❡rs❡✉s ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ▼♦♥✳ ◆♦t✳ ❘✳ ❆str♦♥✳ ❙♦❝✳ ✷✵✶✵✱ ✹✵✼✱

✷✶✺✼✕✷✶✻✺✳

✭✾✮ ❖♠♦♥t✱ ❆✳❀ ❇❡tt✐♥❣❡r✱ ❍✳ ❋✳❀ ❚♦❡♥s❤♦✛✱ ❈✳ P♦❧②❛❝❡♥❡s ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❜❛♥❞s✳

❆str♦♥✳ ❆str♦♣❤②s✳ ✷✵✶✾✱ ✻✷✺✱ ❆✹✶✳

✭✶✵✮ ▲❛❧✱ ❆✳ ❑✳ ❖r✐❣✐♥ ♦❢ ▲✐❢❡✳ ❆str♦♣❤②s✳ ❙♣❛❝❡ ❙❝✐✳ ✷✵✵✽✱ ✸✶✼✱ ✷✻✼✕✷✼✽✳

✭✶✶✮ ❖❡tt❧✱ ❙✳❀ ❍✉❜❡r✱ ❙✳ ❊✳❀ ❑✐♠❡s✇❡♥❣❡r✱ ❙✳❀ Pr♦❜st✱ ▼✳ ❈♦r♦♥❡♥❡ ❛♥❞ ♣②r❡♥❡ ✭✺✱ ✼✮✲

♠❡♠❜❡r r✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✲■♥❢r❛r❡❞ s♣❡❝tr❛✱ ❡♥❡r❣❡t✐❝s✱ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s✳

❆str♦♥✳ ❆str♦♣❤②s✳ ✷✵✶✹✱ ✺✻✽✱ ❆✾✺✳

✭✶✷✮ ❇✐s✇❛s✱ ❙✳❀ ❈❤❛♠♣✐♦♥✱ ❈✳❀ ❲❡❝❦✱ P✳ ❋✳❀ ❚r✐❜❡❞✐✱ ▲✳ ❈✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠

♣♦❧②❝②❝❧✐❝ ❛r♦♠❛t✐❝ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉♥❞❡r ❢❛st ✐♦♥ ✐♠♣❛❝t✳ ❙❝✐✳ ❘❡♣✳ ✷✵✶✼✱ ✼✱

✺✺✻✵✳

✭✶✸✮ ❍❡♥♥✐♥❣✱ ❚✳❀ ❙❛❧❛♠❛✱ ❋✳ ❈❛r❜♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✾✾✽✱ ✷✽✷✱ ✷✷✵✹✕✷✷✶✵✳

✭✶✹✮ ❇❛❦❡s✱ ❊✳ ▲✳ ❖✳❀ ❚✐❡❧❡♥s✱ ❆✳ ●✳ ●✳ ▼✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❡❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ✈❡r②

s♠❛❧❧ ❣r❛♣❤✐t✐❝ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ♣♦❧②❝②❝❧✐❝ ❛r♦♠❛t✐❝ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s✳ ❆str♦♣❤②s✳ ❏✳ ✶✾✾✹✱ ✹✷✼✱

✽✷✷✕✽✸✽✳

✭✶✺✮ ❇✉r❦❡✱ ✳ P✳ ●✳❀ ❇❡rr✐♥❣t♦♥✱ ❑✳ ❆✳ ❆t♦♠✐❝ ❛♥❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r Pr♦❝❡ss❡s✖❆♥ ❘✲♠❛tr✐① ❆♣✲

♣r♦❛❝❤✳ ❇r✐st♦❧✿ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ✶✾✾✸✱

✭✶✻✮ ❚❡♥♥②s♦♥✱ ❏✳ ❊❧❡❝tr♦♥✕♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘✲♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞✳ P❤②s✳

❘❡♣✳ ✷✵✶✵✱ ✹✾✶✱ ✷✾ ✕ ✼✻✳

✭✶✼✮ ❇✉rr♦✇✱ P✳ ❉✳❀ ▼✐❝❤❡❥❞❛✱ ❏✳ ❆✳❀ ❏♦r❞❛♥✱ ❑✳ ❉✳ ❊❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st✉❞② ♦❢ t❤❡ t❡♠✲

♣♦r❛r② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♦♥ st❛t❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡♥③❡♥♦✐❞ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❛r♦♠❛t✐❝ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥s✳
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◆❡✇ ❏✳ P❤②s✳ ✷✵✶✸✱ ✶✺✱ ✵✶✸✵✶✽✳

✭✷✵✮ ❚❡♥♥②s♦♥✱ ❏✳❀ ❇r♦✇♥✱ ❉✳ ❇✳❀ ▼✉♥r♦✱ ❏✳ ❏✳❀ ❘♦③✉♠✱ ■✳❀ ❱❛r❛♠❜❤✐❛✱ ❍✳ ◆✳❀ ❱✐♥❝✐✱ ◆✳
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