
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES DE L’I.H.É.S.

JEAN-PIERRE SERRE

Endomorphismes complètement continus des espaces
de Banach p-adiques

Publications mathématiques de l’I.H.É.S., tome 12 (1962), p. 69-85

<http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1962__12__69_0>

© Publications mathématiques de l’I.H.É.S., 1962, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Publications mathématiques de l’I.H.É.S. » (http://

www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html) implique l’accord avec les conditions géné-
rales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1962__12__69_0
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


ENDOMORPHISMES COMPLfiTEMENT CONTINUS

DES ESPACES DE BANACH ^-ADIQUES

par JEAN-PIERRE SERRE

Dans Ie memoire de Dwork [3] sur la rationalite des fonctions zeta, un role essentiel

est joue par la fonction analytique j&'adique det (i—^), ou u est une certaine matrice

infinie. Cette fonction analytique est une fonction entiere, exactement comme dans la

theorie classique de Fredholm. II etait naturel de poursuivre cette analogic et d'etendre

a u la theorie spectrale de F. Riesz; c'est ce que vient de faire Dwork ([4], § 2). Dans

ce qui suit, je montre que ces resultats proviennent simplement du fait que u est la matrice

d'un endomorphisme compUtement continu d'un espace de Banach; il se trouve en efFet

que, en analyse j&-adique, les theories de Riesz et de Fredholm ont Ie meme domaine de

validite : il n'y a pas a distinguer entre applications nucleaires (ou « a trace ») et appli-

cations completement continues.

i« Espaces de Banach.

Dans tout ce qui suit, K designe un corps value complet, non archimedien; on

note A Panneau de valuation de K (c'est-a-dire P ensemble des xeK. tels que \x\^ i),

m son ideal maximal, k Ie corps residuel A/m, et G Pimage de K* dans R^ par P application

A:—^|.y|. On suppose en outre que K n'est pas discret, c'est-a-dire que G^i}.

Nous appellerons espace de Banach sur K un espace vectoriel norm6 complet sur K

dont la norme v^rifie Pinegalite ultrametrique

|^+j|^Sup(|.c|,b|).

Si E est un tel espace, et si E^ designe Pensemble des xeE tels que \x\ ̂  i, il est clair

que EQ est un A-module, et que la topologie de E est definie par les sous-modules ^E(),

ou c^ est une suite d'elements de A tendant vers o.

Nous aurons a considerer la propriete suivante :

(N) — Pour tout A-eE, \x\ appartient a V adherence G de G.

On observera que cette propriete est automatiquement verifiee lorsque G n'est

pas discret, c'est-a-dire lorsque la valuation de K n'est pas une « valuation discrete ».

De plus, toute norme est equivalente a une norme verifiant (N). En effet, si \x\ est

la norme donnee, on definit \x\' comme la borne inferieure des elements reG qui

sont ^|^"|, et Pon obtient ainsi une norme equivalente a Pancienne et verifiant (N).
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70 J E A N - P I E R R E S E R R E

Exemple. — Soit I un ensemble, et soit c[I) Pensemble des families x= (^)^i, ^.eK,

telles que ^ tende vers o suivant Ie filtre des complementaires des parties finies (ce que

nous ecrirons ^->o pour i—>co). Posons \x\ =Sup \xA. On definit ainsi sur c{I)
IEI

une structure d'espace de Banach verifiant la condition (N). Le module E^ correspondant

est Pensemble des x=={x^) tels que x^eA pour tout zei, et x^->o.

Proposition i (cf. Monna [8] et Fleischer [5]). — Supposons que la valuation de K

soit discrete. Alors tout espace de Banach E sur K qui uerifie la condition (N) est isomorphe (avec

sa norme) a un espace c(T).

Tout revient a trouver dans E une famille (^)^i jouissant de la propriete suivante :

(B) — Tout xeE s'ecrit de fagon unique comme somme d'une serie

x==TiX^y avec x^->o et |;v|=Sup|^
^ei I'ei

Une telle famille sera appelee une base orthonormale de E. I/existence de bases ortho-

normales resulte du lemme suivant :

Lemme i. — Soit EQ U ensemble des xeE tels que x\^\, et soit E==EjTnEQ. Pour

qu'une famille (^)^i d'''elements de E soit une base orthonormale de E, il faut et il suffit que les ^

appartiennent a E(), et que leurs images ^ dans E forment une base (au sens algebrique) du

k-espace vectoriel E.

La necessite est evidente (elle est vraie meme si la valuation de K n'est pas discrete).

Montrons la suffisance. Soit TT une uniformisante de K (c'est-a-dire un generateur de m).

Si ^eEo, soit ^ Pimage de x dans E; on a ~x =S^^, ^ek, et en relevant les ^ dans A,

on obtient des elements x}eA, nuls saufun nombre fini d'entre eux, tels que

A:==S^^+7^^19 avec ^eEo.

En recommen^ant la meme operation sur x
1, et en iterant, on obtient

x==^x^y avec ^^A, et x^->o,

cette decomposition etant unique. De plus, si x | == i, on a necessairement

\x\ ==Sup|^[, et par homothetie (ce qui est possible a cause de la condition (N)),

on en deduit le meme resultat pour tout ^eE, cqfd.

Corollaire. — Si la valuation de K est discrete, tout espace de Banach sur K est isomorphe

comme espace vectoriel topologique a un espace c(I).

En effet, on a vu que Ron peut remplacer toute norme par une norme equivalente

verifiant la propriete (N), ce qui permet d'appliquer la proposition i.

Ainsi, lorsque la valuation de K est discrete, on peut se borner a considerer les espaces

du type c(l). C'est ce que nous ferons le plus souvent dans ce qui suit.

Proposition 2. — Soit F un sous-espace vectoriel ferme d^un espace de Banach E verifiant

la condition (N). Si la valuation de K est discrete, il existe un projecteur continu de E sur F de

norme ^i.
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ENDOMORPHISMES COMPLETEMENT CONTINUS DES ESPACES DE BANACH P-ADIQUES 71

Soit E'==E/F. D'apres la proposition i, il existe une base orthonormale (^) de E';

si Ron choisit dans E des representants ^ des e[ tels que [ ^ l ^ i , P application e\->e^

se prolonge en une application lineaire continue s : E'->E de norme ^i (cf. n° 2).

L'espace de Banach E s'identifie alors, avec sa norme, au produit F x E', d'ou la

proposition.

Remarques. — i) D'apres Monna [8], la prop. 2 et Ie cor. a la prop. i sont encore

vrais lorsque K est « maximalement complet » au sens de Kaplansky.

2) Soit E ==<:(!), et soit F un sous-espace vectoriel ferme de dimension finie de E.

Alors, meme si la valuation de K n'est pas discrete, il existe un projecteur continu de E

sur F de norme ^i , et Pespace E/F est isomorphe a un espace ^(J). Cela se voit par

recurrence sur la dimension de F, en se ramenant au cas dim F = i, qui est immediat.

2. Applications lineaires continues.

Soient E et F deux espaces de Banach, et soit oS^(E, F) Pespace vectoriel des

applications lineaires continues de E dans F. On munit oSf(E, F) de la norme habituelle

1 1 o \ux\\u\ =Sup-—-.
I I V

a;+0 1 - ^ 1

Lorsque E verifie la condition (N), on a \u\= Sup \ux\. On sait que cJSf(E, F) est
M^i

un espace de Banach. Lorsque E et F verifient la condition (N), il en est de meme

de JSf(E,F).

Supposons maintenant que E==c(I) , et soit (^)^i la base orthonormale canonique

de E. Si ^eJSf(E, F), posons f^==ue^. Les^ forment une famille bornee d'elements de F.

Proposition 3. — ^application qui associe a un element z/eJS^E, F) la famille (ue^^

est un isomorphisme de I''espace de Banach ̂ (E, F) sur I"''espace des families bornees (^)^i d''elements

de F, muni de la norme Sup | f^ \.
iei

Soit &i(F) Pespace de Banach forme par ces families bornees, et soit

TT:^(E,F)->^(F)

Papplication lineaire definie dans Penonce. Si (^)e&i(F), on definit un element

z/eoSf(E, F) en posant

u{x)==^x,f, si A:=(^)eE.
iei

On obtient ainsi une application lineaire co : &i(F) — oSf(E, F). II est immediat que

TTO(O = i, (OOTT= i, et que | 7 r | ^ i , [ c o [ ^ i , d'ou la proposition.

Corollaire. — Le dual E' de E est isomorphe a I''espace de Banach b{l) des families bornees

d'elements de K.

On applique la proposition avec F == K.
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72 J E A N - P I E R R E S E R R E

Explicitons la proposition 3 lorsque F a une base orthonormale, autrement dit

s'identifie a un espace c(J). Les elements f,eF s'ecrivent alors sous la forme (^•)^j,

avec T^-eK, \n^ borne, et ^->o pour i fixe etj->oo. On a :

M-Supi^. i .
(1,?)

Si x= (^) est un element de c(I), on a M^= (j^.), avec

y-^.

Nous dirons que (^) est la matrice de M relativement aux bases orthonormales donnees

de E et de F.

3. Applications lineaires completement continues.

Soient E et F deux espaces de Banach, et soit ^eoS^(E,F). On dit que u est

completement continu s'il est adherent dans JSf(E,F) au sous-espace des applications lineaires

continues de rang fini', on notera ^(E, F) Ie sous-espace de oSf(E, F) forme des elements u

completement continus. Si E' est un espace de Banach, et si yeJ?(F, E'), Ie compose vou

est completement continu si u ou v est completement continu; en particulier, ^(E, E)

est un ideal bilatere ferme de Palgebre »§f(E, E).

Supposons maintenant que F==^(J). Si z/EoSf(E, F), on a, pour tout xeE,

UX==(WjX),

ou les Wy sont des elements du dual E' de E. On posera :

r,(^)==[^.|.

On a \u\ =Supr(z/) =Sup[w.[.
?eJ yeJ '

Si E==^(I) et si la matrice de u est (^), on a :

w,= (^)zei et ^(^ = Sup [ ̂ .|.

Proposition 4. — 60^ F=c(J). U application qui, a tout ue^{E, F), a^ori^ /^

famille {Wy)^j definie comme ci-dessus, est un isomorphisme de Uespace de Banach ^(E, F) sur

U espace ^E'(J) des families (^)^j d
9
 elements de E' tendant vers o, 7m/m rf^ /a yzorw^ Sup \w-\,

Montrons d'abord que, si u est de rang fini, les w.^ tendent vers o. II suffit de Ie verifier

lorsque u est de rang i, done de la forme x—v{x)f, avec yeE',/eF; dans ce cas, on

a Wy=XjV, ou Xy est la j® coordonnee de /, d'ou Wy->o. Supposons maintenant que

z<e^(E, F), et soit u^ une suite d'applications de rang fini convergeant vers u. Si

^^(re^), les ^n) tendent uniformement vers les Wy, d'ou Ie fait que w^->o. Reste a

montrer que, pour tout element (^^^'(J)? il existe un ue^(E, F) avec Wy==u^ On
definit ^ par la formule

ux={VjX), xeE.

II est clair que u est lineaire et continue. Si s>o, il existe une partie finie T de J telle

que y j^£ pour jeJ—T. Soit M'=(^) , avec ^ = ^ si jeT et ^==0 si jeJ—T.
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L'application u' est de rang fini, et 1'on a [u—u^^z. Done u est limite d'applications

de rang fini, ce qui acheve la demonstration.

Corollaire. — Soil u== {Wy) un element de oSf(E, F). Pour quo u soit completement continu,

il faut et il suffit quo Wj->o, c " est-a-dire que r^{u)—^o.

C'est clair.

Proposition 5. — Supposons que K soit localement compact. Soient E et F deux espaces

de Banach sur K, et soit MeJS^(E, F). Pour que u soit completement continu, il faut et il suffit

que I9 image par u de toute partie bornee de E soit relativement compacte dans F.

La demonstration est la meme que dans Ie cas classique. Si u est completement

continu, et si B est borne dans E, en utilisant Ie fait que u est limite d5 applications de rang

fini, on voit que M(B) est precompact, done relativement compact puisque F est complet.

Inversement, si 1'image par u de la boule unite B^ de E est precompacte, pour tout s>o,

il existe un sous-espace V de F de dimension finie tel que la distance de u(K^j a V soit ^s.

Supposons que E et F verifient (N), ce qui est loisible, et soit p : F->V un projecteur

de norme ^ i (cf. prop. 2); on a [ u—pou\ ̂ s, et comme pou est de rang fini, cela montre

bien que u est completement continu.

4. Le point de vue des produits tensoriels topologiques.

Soient E, F, X trois espaces de Banach. Notons ^(E, F; X) P espace de Banach

des applications bilineaires continues de E x F dans X, muni de la norme usuelle.

On appelle produit tensoriel topologique de E et de F un espace de Banach E®F, muni

d'une application bilineaire continue ExF->E®F, notee {x,jy)^x®y, qui verifie la

propriete suivante :

(PTT) — Pour tout espace de Banach X, ^application naturelle de J§f(E0F, X) dans

^(E, F; X) est un isomorphisme.

[Cette application fait correspondre a weJSf(E®F, X) 1'element W de ^(E, F; X)

defini par la formule W(;v,^) =w{x®y}.\

L'unicite, a isomorphisme unique pres, de E®F est claire : il « represente » le

foncteur X->^(E, F; X). L'existence se demontre en introduisant sur E®F la « semi-

norme »
H=Inf(Sup(|^|.|^|)), ^E®F,

la borne inferieure etant prise sur tous les systemes finis (^3^), ^^E, J^F, tels que

^=S^®^. En separant EOF pour cette semi-norme, et en completant 1'espace norme

ainsi obtenu, on obtient E®F. La verification est analogue a celle du cas classique

(cf. Grothendieck [6]) et ne presente aucune difficulte. On peut d'ailleurs montrer

(mats c'est plus delicat) que ^—^] est en fait une norme : Papplication canonique

E®F-^E®F est done une injection. Nous ne donnerons pas la demonstration, car ce

resultat est evident dans les cas particuliers que nous aurons a considerer.

73
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74 J E A N - P I E R R E S E R R E

Proposition 6. — Pour tout espace de Banach L, Ie produit tensoriel complete L®^(J)

s^identifie a V espace c^(J) des families (^)^j d''elements de L tendant vers o, muni de la

norme Sup|^|.

Soit (£y) la base orthonormale canonique de c { J ) . Si ^==(^.) est un element

de ^i/J)? posons

^)=s//§)^yeJ

la serie ^tant convergente dans L®<:(J), puisque [^®£,|^|^|- On obtient ainsi une

application lineaire

n : c^J) -> L®c(J),

et 1'on a | TT \ ̂  i. D'autre part, P application lineaire evidente L®<:(J) ->^(J) se prolonge

par continuite en une application lineaire

o) : L®,(J)-^CD-

Id encore, on a |co|^i. Comme on verifie que 0)07^=1, 7rocx)==i , cela acheve la

demonstration.

En appliquant la proposition precedente au dual E' d'un espace de Banach E,

et en comparant avec la proposition 4, on obtient :

Corollaire. — Soit F=c(J). Pour tout espace de Banach E, Ie produit tensoriel complete

E'0F s^identifie a ^espace ^(E, F) des applications lineaires completement continues de E dans F.

Bien entendu, cette identification transforme E'®F en I3 espace des applications

lineaires continues de rang fini de E dans F.

Remarque. — Dans la terminologie de la these de Grothendieck [6], Ie corollaire

ci-dessus revient a dire qu'il y a identite entre applications nucleaires et applications

completement continues^ et que la norme nucleaire coincide avec la norme usuelle.

5. Le determinant de Fredholm.

Soit tout d'abord L un module libre sur un anneau commutatif R, et soit f un

endomorphisme de L tel quey(L) soit contenu dans un sous-module de type fini de L. Soit M

un sous-module libre de type fini de L, contenant^L), et facteur direct dans L (on peut

prendre, par exemple, le sous-module engendre par une partie d'une base de L).

Soit^ : M->M la restriction de^a M. Le polynome det(i-—^) est bien defini, et Ron

verifie aisement qu'il ne depend pas du choix de M; on le note det(i—^). Le coefficient

de —t dans det(i—tf) coincide avec la trace de y, definie directement en considerant^

comme un element de L'(x)L. Plus generalement, on a :

det{i-tf) = i +c,t+ ... +c^m+ ...,

avec c^== (—1)^ T^A^/), A^f designant la puissance exterieure m
6
 de f. Soit (^)^i une

base de L, et soit (n^ la matrice dej^par rapport a cette base. On peut expliciter c^ de
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ENDOMORPHISMES COMPLfiTEMENT CONTINUS DES ESPACES DE BANACH P-ADIQUES 75

la maniere suivante : si S est une partie finie de I, et si a est une permutation de S, de

signature s^, on pose

^o^n^ , et ^=S£^s^,
zGS o

la somme etant etendue a toutes les permutations cr de S. On a alors :

^=(-1)^,

la somme etant cette fois etendue a toutes les parties S a m elements de I.

Apres ces preliminaires algebriques, revenons aux applications completement

continues. Soit E un espace de Banach, que nous supposerons isomorphe a un espace c(I),

et soit u un endomorphisme completement continu de E. Nous nous proposons de definir

Ie determinant de Fredholm det{i—tu) de u, Supposons d'abord que |^ |^i . Soit E^

Pensemble des ^eE tels que \x\ ̂  i ; on a z/(EJcEo. Soit a un ideal non nul de A,

contenu dans m. L5 endomorphisme u deflnit par passage au quotient un endomorphisme u^

de E^ == Eo/aEo; si (^)^i est une base orthonormale de E, les images des ̂  dans E^ forment

une base (au sens algebrique) de E^ considere comme A/a-module. Si (^) designe la

matrice de u par rapport a (^), et si r^(u) ==Sup[n^|, on a ry{u)->o, d'ou Pexistence
zGl

d'une partie finie T(a) de I telle que n^ea si jeI~T(a). II s'ensuit que 1'image de u^

est contenue dans un sous-module de type fini de E^, et Ie polynome def^i—tu^) est

bien defini; ses coefficients appartiennent a A/a. Lorsque a varie, ces polynomes forment

un systeme projectif, et leur limite est une serie formelle, notee det(i— tu), dont les

coefficients tendent vers o; elle ne depend que du produit tu. Si maintenant u est un

endomorphisme completement continu quelconque de E, on choisit un scalaire c non

nul tel que \cu\ ̂  i ; alors det(i— tcu) est defini, d'ou aussi det ( i— tu) .

Proposition 7. — a) Si la matrice de u par rapport a la base orthonormale (^),^i est

egale a (^), on a

det(i -tu) = S V" ^ ^ = (-1)^^^. a
w==0

les notations etant les memes que ci-dessus.

b) La serie det(i—^) est une fonction entiere de t (autrement dit, son rayon de

convergence est infini).

c) Si u^->u, avec z^e^E, E), alors det(i—^J tend vers det(i—^) pour la topologie

de la convergence simple des coefficients.

d) Si u est de rang fini, det(i—^) coincide avec Ie polynome defini plus haut.

Lorsque | u \ ̂  i, la fbrmule a) se deduit par passage a la limite de la formule

ecrite plus haut (dans Ie cas algebrique); Ie cas general en resulte par homothetie. Pour

demontrer b ) , notons ^ , ^5 .. . , la famille des nombres reels positifs r^(u) ==Sup|^-[,
iGl
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76 J E A N - P I E R R E S E R R E

ranges par ordre decroissant. Si S est une partie a m elements de I, chaque produit n^ y

fait intervenir m indices j distincts, d'ou

I^J^r ••^ et km ^r-^m-

Si M est un nombre positif quelconque, on a

|.JMm^M)(r,M)...(r,M)

et comme les r,M tendent vers o, on en deduit \c^\M
m
->o, ce qui demontre b ) .

L'assertion c ) resulte trivialement de a ) , Enfin, supposons que u soit de rang fini; quitte

a remplacer u par un multiple, on peut supposer que | u \ < i. Soit V un sous-espace

vectoriel de dimension finie de E contenant w(E), et soient

Vo=EonV, V,=Vo/aVo.

Comme V^ est facteur direct dans Eg, V^ est facteur direct dans E^, et c'est un sous-

module libre de E^; Ie determinant det(i-—^J Peut done se calculer dans V^,, et

comme det(i—^)==lim.det(i—^J, on voit que det( i—^)==det( i—^v)? ou ^v

designe la restriction de u a V, d'ou d).

Le fait que det(i—^) soit une fonction endere permet de substituer a t n'importe

quelle valeur dans K (ou dans une extension complete de K). En particulier, det(i -}-u)

est d^fini pour tout ue^(E, E).

Corollaire i. — Si u et v appartiennent a ^(E, E), on a

det(i +u+v-{-uv) =det(i +^).det(i +v).

On a plus generalement

det((i—tu){i—tv)) =det(i—^).det(i—^),

comme on le voit en se ramenant au cas ou | u \ < i, [ v \ ̂  i, et en r^duisant modulo a.

Corollaire 2. — Soit F un espace de Banach isomorphe a un espace c(J). Si ue^^E, F)

et yeJS^F, E), on a

det(i-tuov) ==det{i—tvou).

[Cette formule a un sens, puisque uove^(F, F) et yo^e^E, E).]

Grace a c ) et d ) , on peut supposer que u est de rang fini, et la formule est alors

bien connue : elle resulte par exemple des egalites

Tr(A^oy) ̂ T^A^oA^) ̂ T^A^oA^) =^r(/\mvou).

La trace Tr{u) d'un element u de ^(E, E) est definie comme le coefficient de —t

dans det(i-tu), c'est-a-dire comme S ̂ . On a |Tr(z/) |^|^|. L'isomorphisme
<ei

^(E, E)->E /®E transforme la trace en Papplication lineaire canonique de E'®E dans K.
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ENDOMORPHISMES COMPLETEMENT CONTINUS DES ESPACES DE BANACH P-ADIQUES 77

Corollaire 3. — Soit ^e^E, E). Si la caracteristique du corps K est nulle, on a

det(i-^)=exp(- 2; Tr^r/m).
\ m = i /

Ici encore, cela se voit par passage a la limite a partir du cas des endomorphismes de

rang fini.

Remarques. — i) Les proprietes c ) et d ) montrent que det(i-tu) ne depend

pas de la norme de E, mais seulement de sa topologie.

2) On peut definir les puissances exterieures completees de E, et associer a tout MeJS?(E, E)

des endomorphismes ^u de ces puissances exterieures. Si u est completement continu,

il en est de meme des A^M, et Ron a c^= (—i^T^A^); ce n'est qu'une autre fa^on

d'exprimer a ) .

3) La partie c ) de la proposition 7 peut se preciser de la maniere suivante :

Proposition 8. — Soit (u^) une suite d" elements de ^(E, E) convergeant vers un element u.

Alors det(i—^J ->det(i—tu) pour la topologie de la convergence uniforme sur toute partie

bornee de la cloture algebrique K de K.

Soient (^) et (^l)) les matrices de u et de u^\ posons :

det(i-^) =S^r, det(i-^J =2:4^^.

Soit £ un nombre reel tel que o<e<i. Soient r^, . .., ^ ceux des r^(u) qui sont >i,

et soit T] un nombre >o tel que
^...r^s.

Soit n un entier tel que \u—u^ ^T]. On a \n^—n^
}
\^^ pour tout couple (i,j); on

en deduit que r^u^)=-r^(u) si r^{u)>f\ et que r^u^)^f\ sinon. Consid^rons alors un

terme de la forme
„ y,(n) —T}n —Tin^
^c^'^o— lln

i,ai
 117^t,o^•

tGS ieS

En Fecrivant comme somme de produits de differences, on obtient I'in^galit^

l^o-^'ol^^-Sup.nSup^^.r,^)).
ies ?es

y+z

En tenant compte des inegalites ecrites plus haut, et du fait que -^<i, on voit que

1^,0—^o I est majore par Y)^ . . . r^, done par s. En sommant, on en deduit

1^—c^l^s pour tout m.

II resulte de ce qui precede que det(i—^J tend uniformement vers det(i—^) sur

Ie disque unite de K. Par homothetie, on en deduit Ie meme resultat pour toute partie

bornee de K, cqfd.

Lemme 2. — Soit I^EuI" une partition de I. Soit u un endomorphisme completement

continu de E ==c(I) qui applique E' ==c(I') dans lui-meme. Soit u' la restriction de u a E' et soit u"
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Vendomorphisme de E" ==^(r') defini par passage au quotient par u. Alors u' et u" sont completement

continuSy et Fon a

det^—^^de^i—^.det^—^").

Cela resulte im.m6diatem.ent de la definition.

Proposition 9. — Supposons quo la valuation de K soit discrete. Soit

o -> EQ -> Ei -> . . . -> E^ -^ o,

MW suite exacte d^espaces de Banach, les applications d etant lineaires et continues. Pour tout i, soit u^ un

endomorphisme complement continu de E^; supposons que dou^==u^^od pour o^i<n. On a alors

^det(I-^)(- l)^=I.
i=0

Soit V, = rf(EJ ; puisque V, est Ie noyau de d : E^->E^a, c'est un sous-espace ferme

de E^^, et en particulier c'est un espace de Banach. On a des suites exactes :

. -. ; o-^V,_^E^V,->o.

D'apres la proposition 2 (applicable puisque la valuation de K est discrete), V,_^ est

facteur direct dans E,, et chacun des espaces E,, V, est de la forme c(I). On peut done

appliquer Ie lemme 2 a I5 endomorphisme ^ de E^ et aux endomorphismes ^_^ et ^

definis par^ surV,_i et sur V,. On en deduit que det(i—^) ===det( i—^) .det( i—^_i)

d'ou aussitot la fbrmule a demontrer.

6. La resolvante de Fredholm.

Nous conservons les notations et hypotheses du numero precedent : E designe

1'espace de Banach c(I), u un element de ^(E, E), (^.) la matrice de u, et Ron pose

det(i—^) - i—Tr{u)t+ ...=!; ̂ m.
w==0

La resolvante de Fredholm de u est par definition la serie formelle

det(i—^) w
TO/A ,.\ v / ^' f.m
r[v9 u) ==————T————~h,———=: 2J v^ •

I—tU m=o

Les v^ sont des elements de oSf(E, E). On les calcule au moyen des formules de recurrence

^o^^ ^=^+^^-1-

Ces formules montrent en particulier que les v^ sont des polynomes en u.

Proposition 10. — La resolvante de Fredholm P(^ u) est une fonction entiere de i a valeurs

dans JSf(E, E). De fafon plus precise^ pour tout nombre reel M, on a lim. | v^ \ W == o.

II s'agit de majorer \v^\. Pour cela, soit r^ ..., r^, ..., la suite decroissante

de nombres reels introduite dans la demonstration de la proposition 7. Nous allons

demontrer Ie resultat suivant :
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Lemme 3. — On a \ v^\ ̂ ... r^.

Cette majoradon suffit pour la demonstration de la proposition 10. En effet, les r^M

tendent vers o, et il en est done de meme de leurs produits (r^M). . . (r^M).

Reste a d^montrer Ie lemme 3, ce que nous ferons en trois etapes :

a) Uespace E est de dimension finie. — Soit n = dim E. Les formules de Cramer

montrent que la resolvante de Fredholm P(^, u) a pour matrice la matrice adjointe de i —tu :

les coefficients de cette matrice sont egaux, au signe pres, aux mineurs d'ordre n—i de

la matrice

(V-^).

Le coefficient de t
171 dans un tel terme est une combinaison lineaire, a coefficients ±i ,

de mineurs d'ordre m de la matrice (^), done aussi une combinaison lineaire, a

coefficients =t:i, de produits

^•••^5

ou les indices ji, . . .,j^ sont deux a deux distincts. La valeur absolue d'un tel produit est

done ^...r^, d'ou le meme resultat pour tous les coefficients de la matrice de v^y

ce qui signifie bien que | v^\ ̂ r^. . . r^.

b) // existe une partiefinie J de I telle que n^==-o sij n^appartient pas a J. — Soit EJ le

sous-espace de E engendre par les (^)^j; Phypothese faite sur u signifie que ^(E^E'1.

Notons u
3 la restriction de u a E^ on a det^—^) =det(i—^), ce qui montre que

la resolvante de Fredholm 2^^ de u
3 a pour coefficients les restrictions v^ des v^ a E

3
.

En appliquant a) a u
3

 y on obtient

l^l^i^)...^^)^^...^.

D'autre part, il est clair que \v^\ est la borne superieure des \v^\ quand J varie. D'ou

1'inegalite cherchee.

c) Cos general. — Soit J une partie finie de I, et soit u{J) 1'endomorphisme de E

dont la matrice (^) est donnee par les formules :

^•=^ si J^J. ^•==0 si J61-^

L'endomorphisme u{J) verifie la condition b); si Ron note Sy^J)^ sa resolvante de

Fredholm, on a done :

|^(J)l^iW))...^(J))^^r--^-

Quand J varie, les u{J) tendent vers u, de meme, les formules de recurrence definissant

les v^ montrent que ^(J)->^. On en deduit bien

l^ l^^---^. ^f^

Remarque. — La demonstration ci-dessus etablit en fait les inegalites

|^1^|A^|, |^1^|A^| et |A^|^r,...^.
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7. La theorie de Riesz.

Soit, comme ci-dessus, u un endomorphisme completement continu de Fespace

de Banach E =<:(!), soit H(t) ==det{i—tu) son determinant de Fredholm, et soit
P(^ u) sa resolvante de Fredholm. On a tout d'abord :

Proposition n. — Soit a un element du corps K. Pour que i—au soit inversible dans

JS?(E, E), il faut et il suffit que H{a) ={= o.

Si H(fl)=t=o, la relation

H(fl) = (l-^/) .P(fl, M) = P(a, !/) . (l-^)

montre que i—au est inversible. Reciproquement, supposons que i—au soit inversible,

et ecrivons son inverse sous la forme i—v. En ecrivant que {i—au)(i—v)=i on

trouve v=—au+auv, ce qui montre que v est completement continu. Le determinant

det(i-y) est done defini, et le corollaire i a la proposition 7 montre que

det( i—^).det( i—y) == i

ce qui demontre que det {i—au)+o.

Proposition 12. — Soil aeKun ^ero d'ordre h du determinant de Fredholm H(^). Uespace E

sedecompose de fafon unique en somme directe topologique de sous-espaces fermes stables par u

E=N(a)+F(a)

jouissant des proprietes suivantes :

(i) i—au est nilpotent sur N(a).

(ii) i—au est inversible sur F(<z).

De plus, la dimension de N(fl) est finie et egale a A.
00

Si f==- S e^ est une serie formelle, et si s est un entier ^o, nous poserons
m=0

Ay= s m^r.
w==0

Si K est de caracteristique zero, on a A y = 1 7 . Les« derivees divisees » A5 transforment
<y • at

une fonction entiere en une fonction entiere. Dire que a est un zero d'ordre h de H{t)

signifie que 1'on a

A^a^o pour s<h et A^H(a) =c^o.\

Considerons alors Pidentite :

{i-tu).P(t,u)=H{t).

En lui appliquant Foperateur A8, on trouve :

{i-tu)^P{t, u^^u^-1?^ u)=^H{t).
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Posons v^=^P{a,u), En faisant t==a dans les identites prec^dentes, on obrient les
relations :

{i—au).VQ==o

{i—au).v^—u,VQ==o

(i~-^).^_i—M.%_2==o

{i—au).v^—u.v^_^==c, avec c^o.

On en deduit, par recurrence sur s, que (I—au)
s+l

v^=o pour s<h. D'autre part, si

Ron pose :

^==^~ l ( I—fl^ / ) .% et f=—c~
l
u.v^_^

la derniere equation montre que e -{-f= i. De plus, on a :

fe
h
=o, puisque (i—^)^_^==o.

[Noter que, puisque les v, sont des series de puissances de u, tous les endomorphismes
consideres commutent entre eux.]

En developpant Fequation (e+f)
h
=I, on trouve :

Posons alors :

^ + (^-y+ ... + hef^-1 +fh) = i.

p^^ q==heh-lf+ ... +hefh-l+f\

On a ^ + ^ = = i et pq=o puisque /^=o. II s'ensuit que p
2
=p, q^^q : les endo-

morphismes p et q sont des projecteurs et si Ron pose N(<z) =KerQ&) =Im(y),

F(a) ==Ker(^) =Im(j&), Pespace E se decompose en somme directe

E=N(^)+F(a).

On a (i —aufq == o, ce qui montre que i —au est nilpotent sur N(^); de meme, la formule

{i—auY^v^^c^p montre que i—au est inversible sur F(a), son inverse etant

^{i—au)
11

'
1
^^. On a done demontre 1'existence de la decomposition cherchee;

son unicite est immediate. Reste a montrer que dimN(a)=A. Soit W un sous-

espace de dimension finie de N(a), stable par u. D'apres la remarque 2 du n° i, Ie

sous-espace W est facteur direct dans E, et E/W est de la forme c{J). On peut

appliquer Ie lemme 2 du n° 6, et I'on en deduit que det(i—^) est divisible par

det(i—^) = (i—to-y1^. II s^nsuit que dimW^A, et ceci etant vrai pour tout W,

on voit que Ron a necessairement dimN(a)^A. Appliquant encore Ie lemme 2, on

obtient det(i-/^) == [i-ta-^^H^t), ou H'(^) est Ie determinant de Fredholm

de la restriction de u a F(<3). D'apres la proposition n, on a H'(<2) =)=o, et comme a est

zero d'ordre h de H(^), on en deduit finalement que dimN(a) ==h, cqfd.
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Corollaire (« alternative de Fredholm »). — Pour tout aeK, U image de i—au est

un sous-espace ferme de codimension finie de E; cette codimension est egale a la dimension du noyau
de i—au.

C'est evident sur la decomposition E==E(a)+F(<z).

Remarques. — i) Lorsque K est localement compact, P existence de la decomposition

E==N(a) +F(<z) peut aussi se demontrer, sans faire intervenir la theorie de Fredholm,

en procedant exactement comme Riesz (cf. par exemple Dieudonne [2], Chap. XI, §§ 3, 4,
dont les demonstrations s'appliquent sans changement).

2) La theorie classique de Fredholm fournit des formules explicites (a la Cramer)
pour la resolution des equations du type

x—a.u{x)==jy, jyeE

cf. par exemple Pexpose de Sikorski [9]. II est tres probable que ces formules restent

valables dans Ie cas considere ici. (Par centre, on ne peut pas suivre la presentation

de la theorie donnee par Grothendieck [7], ne serait-ce qu'a cause des nombreuses
factorielles qu'il a introduites en denominateur.)

3) Ce qui precede ne concerne qu'une racine a de H{t) qui appartient au corps K.

Plus generalement, soit a une racine quelconque de H(^), soient a^ ses conjugutes, et
formons Ie polynome

0^)=n(i-^),

chaque a^ etant repete un nombre de fois egal a sa multiplicite. Les coefficients de Q

appartiennent a K. On a alors une decomposition analogue a celle de la proposition 12 :

E=N(QJ+F(QJ,

avec Q^(u) nilpotent (resp. inversible) sur N(QJ (resp. surF(QJ). Cela se voit en ecrivant

Q^) sous la forme i—u', avec ^^^(E, E), et en appliquant la proposition 12 a u'

et a a= i. On obtient ainsi une theorie en tout point analogue a celle de Riesz.

Signalons une application simple de ce qui precede :

Proposition 13. — Supposons que la valuation de K soit discrete. Soient E et F deux espaces

de Banach sur K, soient z/e^(E, F), yeJSf(E, F), et supposons que v soit surjectif. Alors Fimage

de u + v est un sous-espace ferme de codimension finie de F.

(Dans Ie cas classique, c'est un resultat de Schwartz, cf. [i], expose 16.)

Soit N Ie noyau de v, d'apres Ie theoreme de Banach, v definit par passage au

quotient un isomorphisme de E/N sur F. D'apres la proposition 2 du n° i, il existe dans E

un supplementaire ferme F' de F. Comme (u+v){E) contient (M+Z^F'), il suffit

de prouver que (M+Z/)(F') est un sous-espace ferme de codimension finie de F; on

est done ramene au cas ou v est un isomorphisme, done aussi au cas ou v == i; en appliquant

alors Ie corollaire a la proposition 12 avec a = — i , on obtient Ie resultat cherche.
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Corollaire. — Soient C = (C^ rfj et C' = (G^ <) deux complexes. Us C^ €!„ etant des

espaces de Banach, et Us applications bords

dn
 : C^+l -> ^n? n̂ :

 ̂ 'n+1
 ->

 ^n

etant lineaires et continues. Soil u : C'—^G une application lineaire completement continue commutant

avec Us applications bords, Supposons quo la valuation de K soil discrete. Soil n un entier tel quo u

applique HJC') sur H^(G); alors H^(C) est de dimension finie.

Soit Z^ (resp. Z^) Ie sous-espace des cycles de degre n de C (resp. C'); P application u

definit une application lineaire

u : Z^Z,

qui est completement continue. L'hypothese faite sur les H^ equivaut a dire que

I5 application
{d^u) : G^iXZ^Z^

est surjective. D'apres la proposition 13, Fimage de (d^~u)—(o,'u) est un sous-espace

de codimension finie de Z^; comme cette image est egale a ^(C^+i), cela signine bien que

H^(C) est de dimension finie.

8. Dualite.

Soit E (resp. F) un espace de Banach, et soit E' (resp. F') son dual. Si ^eJSf(E, F),

Ie transpose u' de u est defini; c'est un element de ^(F', E').

Proposition 14. — Si u est completement continue il en est de meme de son transpose.

Si u est completement continu, il existe une suite u^ d5 applications continues de rang

fini tendant vers u. Comme \u'—u^\ ̂  \u—u^\, la suite des ^ tend vers u ' , et les < sont

de rang fini. Done u' est completement continu.

Exemple. — Soil E=^(I), soit F=<J). On a E'=6(1), F'=6(J). Soit (^) une

matrice bornee telle que ^ tende vers o quand J-^oo, la convergence etant uniforme

par rapport a z. Si j;==(^.)^j appartient a 6(J), posons

u'y = (^)iei. avec ^ = s ̂  •
?'eJ

On definit ainsi une application lineaire u' : F'-^E' qui est completement continue. En effet,

c'est la transposee d'une application MCJS^(E, F) qui est completement continue en vertu

du cor. a la prop. 4.

Proposition 15. — Supposons que la valuation de K soit discrete. Soit ue
(
^{E, E). Alors

det(i—^) ==det(i—^') et, pour tout aeK, la decomposition de Ries^ de E' est duale de celle

de E.
(Noter que, puisque la valuation de K est discrete, E et E' sont isomorphes a des

espaces c(I) et ^(F); en particulier, det(i—^) et det(i—^') sont bien d^finis.)
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Soit E==E(a) +F(^) la decomposition de Riesz de E; par dualite, on obtient une

decomposition E'=E(a)' - ^ - ' F ^ a ) ' de E', et comme i—^ est nilpotent (resp. inversible)

sur E(a) (resp. sur F(a)), son transpose i—^' est nilpotent (resp. inversible) sur E(fl)'

(resp. sur F(a)'). Done E' = E(a) / + F(a)' est la decomposition de Riesz de E' relative a a.

On a un resultat analogue pour les racines de det(i—^) qui ne sont pas dans

Ie corps K (cf. remarque 3 du n° 7). On en deduit que det(i—^) et det(i—^) ont

les memes racines, avec les memes multiplicites. D'apres la theorie des fonctions

entieres j^-adiques (cf. Dwork [4], § i) cela entraine que det(i—^)=det(i—^).

[On peut aussi commencer par montrer que det( I—^)=det(I—^ / ) quand u

est de rang fini, et passer a la limite.]

9. Exemples tires de [4].

Nous supposerons dans ce numero que la valuation de K est discrete; on a done

x^a^, avec <z<i , u etant un homomorphisme de K* sur un sous-groupe discret de R.

Soient n et d deux entiers ^ i, et soit X== (X^, .. .5 X^i) un systeme de n + 2

indeterminees; soit T la partie de N^2 forme des u== {u^, .. .3 ^+1) tels • que

duQ==u^+ ... +^n+i (nous suivons ici les conventions du § 3 de [4], plutot que celles

du § 2). Si ueT on note X" Ie monome X^0... X^1. Soit b un element de R tel qu'il

existe TTGK avec u^n) == b, Soit L(6) Pensemble des series

f= S a^, a^K
MET

telles que v(a^) + bu^ soit borne inferieurement, ou, ce qui revient au meme, telles que

\a^K "^l soit borne. On munit L(6) de la norme

l/I^Supi^-"!.
MGT

C'est un espace de Banach, isomorphe a 1'espace b(T). Soit &'==y(7i'), et supposons que

&'>&; alors L(^') est un sous-espace de L(&). Uinjection i : L(&')-^L(6) est completement

continue (« critere de normalite de Montel»); en effet, si Pon identifie L(&) et L(^) a A(T),

I5 application i transforme (^) en (^), avec

^-(^W0^;

elle est done definie par une matrice diagonale a termes tendant vers o ce qui suffit a

etablir sa complete continuite (cf. n° 8).

On a deux autres types d'applications Uneaires a considerer :

(i) On se donne un element ^S^X" de L(6), avec b>o. L'application f—fg

est un endomorphisme continu de L(6), que I'on note encore g.

(ii) Soit q un entier fixe >2. Si /^S^X1' est une serie formelle, on pose

^(/)==S^XM; si/eL(&), on a ^(/)eL(y6), et ^ est une application lineaire continue
de L(A) dans L(y6).
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Gomme &>o, on a qb>b, et Finjection L(^)-">L(&) est d6finie. En composant

L{qb) -I L(A) ̂  L(&) -^ L(^),

on obtient un endomorphisme a de L{qb), note ^og par abus d'ecriture. Puisque i est

completement continu et que g et 4' sont continus, a est completement continue son
determinant de Fredholm se calcule en remarquant que c'est Ie transpose de Fendo-

morphisme completement continu defini par la matrice (^_J; en appliquant a a les

theories de Riesz et de Fredholm, on retrouve les resultats du § 2 de [4].

L'un des resultats principaux du § 3 de [4] est la construction d'une suite exacte

o_E ̂  E^1 ̂  ... ̂  E^1) 4. E^ ^ E->W->o,

ou E est un espace de Banach du type L(6), ou W est un espace vectoriel de dimension

finie, et ou les operateurs d sont construits par un precede standard (« complexe de

Falgebre exterieure ») a partir des operateurs differentiels Di, . . . .D^^r Si Fon
/'n4-l\

munit E^ i
 ' de Fendomorphisme Ui==q\^og), les ^ commutent aux operateurs d,

et la proposition 9 montre que Fon a :

i = = n + l i / r/^+ l^
I! det(i-^o^~1) ^ i 1 =det(i-^a),

i=o<

ou ~aL est Fendomorphisme de W defini par ^og. On obtient ainsi directement la formule

du theoreme 4.2 de [4], formule quijoue un role essentiel dans Ie calcul de la fonction

zeta d'une hypersurface.
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