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1.  Introduction  and  statement  of  results.  In  Nishimori  [2]  the
author  began  the  study  of  the limit  sets  of  ends of  leaves of  codimension-
one  foliations  and  obtained  the  necessary  and  sufficient  condition  under
which  the  limit  set  of  an  isolated  end  becomes  a  compact  leaf.  The
purpose  of  this  paper  is  to strengthen and generalize  the result mentioned
above.  The  main  theme  is  the  study  of  the  situation  where  the  limit
set  of  an  end  becomes  the closure  of  a leaf  and consists  of  a finite number
of  leaves.

In  this  paperzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  M  is  always  a  closed  orientable  C°°  manifold,  and  ^
is  a  transversely  orientable  codimension- one  Cr  foliation  on  M  where
r  ^  1.  Note  that  there  is  a  C°°  flow  <p: M  x  R-  ̂ M  transverse  to

REMARK  1.  The  reason  for  the  Cr(r  ^  1)  assumption  is  that  we  use
Thorn's  theorem  guaranteeing  the  existence  of  a  compact  submanifold
whose  fundamental  class  coincides with  a given codimension- one homology
class  of  a  compact  manifold,  see  Thorn [6].

REMARK  2.  In  the  case  of  non- orientable  manifolds  or  transversely
non- orientable  codimension- one  foliations,  we  obtain  similar  results  by
considering,  as  usual,  the  two- fold  or  four- fold  covering  space  and  the
induced  foliation.

Now  we  recall  the  definition  of  ends  of  non- compact  manifolds.

DEFINITION   1.  Let  F  be  a  non- compact  manifold.  A  family  ε  of
non- empty  connected  open  subsets  of  F  is  called  an end  of  F  if  ε satisfies
the  following  conditions  (l)- (4).

( 1)  dU  = G\F(U)— U  is  compact  for  all  Ueε  where  Cl*.(  )  means
the  closure  with  respect  to  the  topology  of  F.

( 2)  If  U, U' e ε,  then  there  is  U" e ε  with  U"  c  U n  U'.
( 3)  0(^66}=   0.
( 4)  ε  is  a  maximal  family  satisfying  (1), (2)  and  (3).

REMARK  3.  I t  is  very  useful  to  consider  a  Morse  function  f:F—>
[0,  oo)  such  that  (1)  if  if  is  a  compact  subset  of  [0, oo)  then  f~~\K)  is
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compact and (2) the singular  points of /   are contained inzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f~\ {l/ 2,1  +  1/2, 2 +
1/2,  • • • }).  Each  end  ε  of  F  contains  uniquely  a  sequence  E7Ί  Z) U2 Z)
such  that Ui is  a connected component of  f~\ (i,  °°)).  We  call  the  sequence
{Ut}T=1  the  cofinal  sequence  of  ε with  respect  to / .  Conversely  given such
a  sequence  {£7jr=i,  we  see  that  ε =  {?7|Ϊ7 is  a  non- empty  connected  open
subset  of  F,dU  is  compact  and  E/ ΊDZ/ ,  for  some  i)  is  an  end  of  F.

DEFINITION   2.  For  a  subset  A  of  a  non- compact  leaf  F  of  J?~, let
L(A)  =  {y e M\  There  is  a  sequence  xίf  x2,  e A  such  that  (1) {»i}r=i does
not  have  any  accumulation  point  in  F  with  respect  to  the  topology  of
F  and  (2)  lim xi  =  7/  with  respect  to  the  topology  of  ikf}.  We  call
the  limit  set  of  A.  Let  ε  be  an  end  of  a  non- compact  leaf  F  of
Let  Lβ(F) =  Π {Cljf(U)\Ueε}  and  call  it  the  ε  limit  set  of  F  or the Zimiί
seί  of  ε.

REMARK  4.  By  using  the  cofinal  sequence  {Ut}T=i   of  ε  in  Remark  3,
we  can  write  Lε(F)  =  Γlΐ=1ClM(Ut).

The  fundamental  properties  of  L(F)  and  Lε(F)  are  as  follows.  See
Nishimori  [2], [4].

PROPOSITION   1.  (1)  L(F)  and  Lε(F)  are  non- empty,  closed  and
saturated  subsets  of  M.  (2)  L(F)  =   \J {L ε(F)\ε  is  an  end  of  F}.  (3)
L ε(F)  is connected.

REMARK  5.  In  the  previous  papers  [2], [3]  and  [4], we  used  the term
"invariant"  instead  of  the  term  "saturated".

DEFINITION   3.  Let  F  be  a  leaf  of  _^7  Let  d(F)  =  Sup {k \  There  is
a  sequence  Fί9  , Fk  of  leaves  such  that  Ft  c  ClM(Fi+1),  Ft  Φ Fi+1  and
Fk  = F).  We  call  d(F)  or  d{^)  the  depth  of  F  or  ^  respectively.

DEFINITION   4.  Let  ε  be  an  end  of  a  non- compact  manifold  F.  We
define  d(e) by  induction  as  follows  and  call  it  the  depth  of  ε.

( 1)  d(έ) =  1  if  there  is  U e ε  such  that  if  an  end  s'  of  F  contains
U  then  ε'  =  ε.  If  d(ε) =  1, ε  is  called  isolated.

(2)  d(ε) =  cί >  1  if  (a)  there  is  U e ε  such  that  if  an  end  ε' ^  ε
contains  U  then  d(e') <  c£  and  (b)  for  all  Ueε  there  is  an  end  s'  Φ ε
containing  U  such  that  d{ε') = d  — 1.

DEFINITION   5.  An  end  ε  of  a  leaf  F  is  called pseudotame if  d(e) <  ^
and  there  is  Ueε  such  that,  for  any  end  ε'  containing  U,  if  F'aLε,(F)
then  ^(ί7')  <̂  d(e').  If  an  end  ε  is  not  pseudotame,  we  call  it  wild.

DEFINITION   6.  Let  ε  be  an  end  of  a  leaf  F  of  ^  with  d{ε) <
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LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Lf{F)   -   Lε{F)   -   Πueε(\Jueε^εLAF)).  We  call  Lΐ(F)  the  principal
part  of  Lε(F).

We  define  tame  ends  with  respect  to  ^  by  induction  on  the depth.
We  fix  a  metric  d  on  M  throughout  this  paper.

DEFINITION   7.  Let  ε  be  an  end  of  a  leaf  F  of  ^ .  (1)  ε  is  a  tame
end  of  depth  1  if  (a)  d(ε) =  1,  (b)  Lε{F)   Γi F  =  0  and  (c)  ε approaches
L ε(F)  from  one  side,  that  is,  for  all  xeLε(F)  there  are  δ >  0  and  C/eε
such  that  φ({x} x  ( - 3, 0)) Π  U =   0 ,  or  for  all  xeLε(F)  there  are  <5 >  0
and  Ueε  such  that  φ({x) x  (0, δ)) Π  U =   0 .  For  a  tame  end  ε  of  depth
1,  let  α(ε) =  Sup {diβU, Lε{F))  \ Ue  ε and if  an end ε' contains £/  then ε' =  ε}.

( 2 )  ε  is  a  ίαme  end  of  depth d > 1 if  (a) d(ε) =  d,  (b) Lβ(F)  0 ^ = 0 ,
(c)  ε  approaches  Lf(F)  from  one  side,  and  (d)  there  are  Ueε  and  a >  0
such  that  if  an  end  ε' Φ ε  contains  U  then  ε'  is  a  tame end of  depth < d
and  a(e') >  a.  For  a  tame  end  ε  of  depth <  d,  let  α(ε) =  Sup {d(β U,
L ε(F))\Ueε  and  if  ε Φ ε'θ  £/  then  ε'  is  a  tame  end  of  depth <  d}.

(3)  ε  is  called  tame  if  ε  is  a  tame  end of  depth d for  some  positive
integer  d.

REMARK  6.  The  term  "tame  end",  which  depends  on  the  foliation,
is  clearly  different  from  that  in  Siebenmann  [5].

Now  we  can  state  the  results.  Theorem  1 is  stronger  than Theorem
B  of  Nishimori  [2].

THEOREM  1.  Let  ε  be an  end  of  a leaf F  of  JK  Then Lε(F)  consists
of  just  one  leaf  if  and  only  if  ε  is  a  tame  end  of  depth  1.

COROLLARY  1.  Let  ε  be an  isolated end.  Then ε is  tame  if  and only
if  ε  is  pseudotame.

The  limit  sets  of  tame  ends  have  the  following  property.

THEOREM  2.  Let  ε  be a  tame  end  of  a  leaf  F  of  ^ 7  Then we have
the  following.

( 1)  The  limit  set  Lε(F)  of  ε  consists  of  a  finite  number  of  proper
leaves of  depth ^  d(ε).

( 2)  The principal  part  L*(F)   of  Lε(F)  is  the  unique  leaf of depth
d{ε) in  Lε(F)  and  Lε{F)   -   ClM(L?(F)).

(3)  If  a  leaf  F'  is  contained  in  Lε(F),  then  all  ends  of  F'  are
tame  ends of depth<d{F')  and F'  has  at  least one and  only a  finite  number
of  ends  of  depth  d(Fr)  -   1.

COROLLARY  2.  A  tame  end  is  pseudotame.
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A  pseudotame  end  is  not  necessarily  tame,  as  the  following  theorem
shows.

THEOREM  3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  There  is  a  C°  foliation  &~  on  S2  x  [0,1]  satisfying
the  following  conditions,  where  S2  is  the  closed surface  of  genus  2.

( 1)  All  leaves of  ά?"  are  C°° submanifolds  and  transverse  to  {x} x
[0, 1] for  all  x e S2.

( 2 )  d(J^)  — 3  and  each leaf of  depth 3 has  a pseudotame end which
is  not  tame.

Theorem  2  and  the  following  theorem  may  be  considered  as  gen-
eralizations  of  Theorem  1.

THEOREM  4.  (1)  Let  Fo  be  a  leaf  of  J^~ such  that  2 ^  d  = d(F0) < oo
and  all  ends  of  Fo  are  tame.  Then  all  ends  of  FQ  have  depth  <  d,  and
Fo  has  at  least  one  and  at  most  a  finte  number  of  ends  of  depth  d  — 1.
Fo  is  proper.

( 2 )  Furthermore,  suppose  that  ^  is  of  class  C2  and  all  leaves
contained  in  ClM(FQ)  — FQ  have  abelian  holonomy  and  that  C\M(FQ) =  Lε(Fj)
for  an  end  ε  of  some  leaf  F1  of  ^ 7  Then  ε  is  a  tame  end  of  depth  d
and  L*(F,)  =  Fo.

2.  Preliminary.  In  the  proof  of  the  theorems,  we  often  consider
foliations  of  the  following  type.  Let  X  be  a  compact  manifold  with
corner  on  the  boundary  such  that  the  corner  divides  the  boundary  dX
of  X  into  two  submanifolds  Y19  Y2,  that  is,  dX  =  Y1  U  Y2  and  Yx  Π  Y2  =
dYλ  = dYΛ  is  the  corner.  Then  we  can  consider  a foliation  J  ̂ on X  such
that  the  connected  components  of  Yλ  are  leaves  of  ^  and  J^~ is  trans-
verse to  Y2.  We  introduce  some  notations.  Let  A  be  a compact  manifold
with  or  without  boundary,  and  B  &  transversely  oriented  codimension-
one  compact  submanifold  of  A  such  that  dB = B  Π  SA.  We  denote  by
C(A, B)  the  compact  manifold  obtained  from  A  — B  by  attaching  two
copies  Blf  B2  of  B,  where  the  suffixes  1, 2  depend  on  the  transverse
orientation  of  B.  Let  / :  [0, <5J - »[0,  d2]  be  a  diffeomorphism  such  that
/ (0)  =  0  and  δt  >  δ2.  We  denote  by  X(A,  B9  f)  the  quotient  space  of

C(A,B)  X(Λ,B,f)

FIG URE  1
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C(A, B) x [0, δ j  by  the  equivalence  relation ~ defined  by  (xl9t)  ~ (a?2,  / (£))
for  t 6 [0, δ j  and  â  e 1?!, &a e i?2  such  that xι =  # 2 as elements of  J3.  Then
we  see that X(A,  B, f) is  a compact manifold  with  corner on the boundary.
See  F igure  1.  We  denote by ̂ ~(A,  B, f)  the  foliation  on  X(A,  B, f)
induced  by  that  on  C(A, B) x [0, δ j  with  leaves  C(A, B) x {t},  t e [0, δ j.

DEFINITION  8.  A codimension- zero compact submanifold  S with corner
on  the  boundary of M  is  called a staircase  if  there  are  a codimension-
zero compact submanifold F of  a leaf  of ^  a codimension- one  transversely
oriented  compact  submanifold  N  of F with  3iV = N f) dF and with  F — N
connected, a diίfeomorphism  / : [0, <5J —> [0, <?2] with ^ > <52, and  an  embed-
ding  h: X(F,  N, f) - * M  satisfying  the  following  conditions (l)- (4).

( 1)  h(X(F, N, f))  = S.
( 2 )  h({x} x [0, δj) c φ({x} x Λ)  for  all  a; e  F.
( 3 )  h(x, 0) = x for  all  a e F .
(4 )  ^(CίjF7, iV) x {δl9 / (δ,), A«i),  • }) is contained  in a leaf.
We  call  F,  C = h(C(F, N) x {δj),  ?Γ =  h(N2 x [δ2, δj)  and D  =  ^(aί7 x

[0, δj)  the  ^Zoor, the  ceiling,  the  wαίί  and  the  door of the  staircase S
respectively,  where  N2 is the  copy of N with  suffix  2.  Note  that dS =
F u C u ^ U ΰ .  See  F igure  2.  The  projection of S is  the map p: S- *  F
defined  by  p(h(x, t)) — x for  x e F, t e [0, δ j.  We  say  that S is on  the

door

floor

ceiling

F^S'xS'- lntD2

staircase

FIG URE 2
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d(F*)- th  floorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  where  i*7*  is  the  leaf  of  &~   containing  F.  If
^~(F,  N,  / ) ,  we  call  S  regular.

The  proof  of  the  following  two  lemmas  can be  found  in  N ishimori  [4].

LEMMA  2.1.  A  leaf  F  is  compact  if  and  only  if  d(F)  =   1.

LEMMA  2.2.  Let  Ω  be  a  path- connected  saturated  subset  of  M  con-
taining  no  compact  leaf.  Then  Cl*(i2)  contains  at  most  a  finite  number
of  compact  leaves.

Now  we  recall  the  theory  of  ends.  Let  f b e a  non- compact  manifold.
We  denote  by  F  the  topological  space  whose  underlying  set  is

F  U {ε I ε  is  an  end  of  F]

and  whose  topology  is  as  follows:  F or  xeF,  take  the  fundamental  system
of  neighborhoods  of  x  in F  as  t h a t  in F.  F or  εeF  — F,  take  {U\J  {εf\Ue
ε' e F)  IU e ε}  as  the  fundamental  system  of  neighborhoods  of  ε  in  F.
H ere  is  the  fundamental  property  of  F  with  a  proof.

PROPOSITION   2.  (1)  F  is  a  compact  Hausdorff  space  and  F  satisfies
the  second  countability  axiom.  (2)  For  any  infinite  sequence  {εJJLiC
F  — F,  there  is  a  subsequence  {είv}~=i  which  converges  to  an  end  ε.

PROOF .  We  use  the  notation  of  Remark  3.  F or  x, y  eF  with  x  Φ  y,
there  are  open subsets  U  and  V  of  F  such  t h a t  x e  U, y  e  V,  and  U Π  V =   0
since  F  is  Hausdorff.  F or  xeF  and  εeF  — F}  choose  i  >  f(x)  and  let
U  =  f~1((Q,i))  and  let  V  be  a  connected  component  of  f~X(i,  <*>))  such
t h a t  V6ε.  Then  Uand  V  =  F  U {ε'| Veε'}  are  open in  .F , and  furthermore
x6  Ϊ7, ε 6 V,  and  ί/Π V" =   0 .  F or  εlf  ε2eF  — F  with  εx  =£ ε2,  consider  the
cofinal  sequence  U[ Z) Z7j ID  of  e<, i  =   1, 2.  Since  ex  Φ ε2,  there  is  a
positive  in teger  i  such  t h a t  Ujf]   V)  =   0 .  Then  ε* e  C/j =  Z7} U {s'|  Z7ί e  ε'}
and  t/ i Π ί/y  =   0 .  Thus  F  is  H ausdorίF .

Now  we  show  t h a t  F  satisfies  the  second  countability  axiom.  Let
<%S  — {V\ ]  {ε|ί7eε}|C7  is  a  connected  component of  f~\ i,  ©o) for  a  positive
in teger  i}.  Then  ^  consists  of  a  countable  number  of  open  sets  of  F.
Since  F  satisfies  the  second  countability  axiom,  there  is  a  countable  base
y*  of  open  sets  of  F.  Since  *%έ U  Ψ* is  a  countable  base  of  open  sets  of
JP,  it  follows  t h a t  F  satisfies  the  second  countability  axiom.

F inally  we  show  the  compactness  of  F.  Let  ^  be  an  open  covering
of  F.  Since  F  satisfies  the  second  countability  axiom,  there  is  a  countable
open  covering  ^ '  =   {Ulf  U2,  • • • }.  Let  Vt  — U ί= i^y  N ow  suppose  t h a t
Vt  Φ F  for  all  i,  from  which  we  will  bring  out  a  contradiction.  There
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is  a  sequencezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {xt}ΐ =1 c  F  such  that xi  e F  — V,.  We  consider  the following
two  cases.

( I )  The case where  {xt}T=i   contains an infinite  subsequence  {xiu}?=1 a  F.
Then  the  subset  {xiu \ v >  0}  has  no  accumulation  point  in  F.  Since
f~ι((t,  oo)) consists  of  a  finite  number  of  connected  components  for  all  t,
there  is  a  connected  component  W1  of  / "^((l, <*>)) containing  an  infinite
number  of  xiu'&.   For  the  same  reason,  there  is  a  connected  component
W2  of  / ~1((2, oo)) π TFX which  contains an infinite  number of  xtj&.   Clearly
we  can  repeat  this  process  infinitely  often  and  get  Wι Z) W9 3  of open
sets.  As  in  Remark  3,  there  is  an  end  ε  containing  {TF/}yU.  Since <&'
is  an  open  covering  of  F,  there  is  Vio  B ε.  Since  {Wό  (J {ε' | W3 e e'}}~=1  is
a  fundamental  system  of  neighborhoods  of  ε,  there  is  j0  such  that
Wjo  U {ε'| WJQ e ε'} c  F v  Since  Wio  contains  an  infinite  number  of  xiu'&,
there  is  i*  >  i0  such  that  as,, e Vio,  a  contradiction.

(II)  The  case  where  {xt}T=i   ΓΊ  F  is  a  finite  set.  There  is  k such  that
if  ΐ  ^  ft  then  xteF  — F.  Let  us  write  {6,}?=* instead  of  {xt}?=k.  There
is  a  connected component  H^ of  f~X(l,  °°))  belonging  to an infinite  number
of  ε/ s  There  is  a  connected  component W2  of  T^ Π / - 1((2, co))  belonging
to  an  infinite  number  of  ε/ s.  Thus  we  have  a  sequence  Wι Ό W2i)   .
As  before,  there  is  an  end  ε  containing  {Wt}T=i  and  there  are  i0, j0  such
that  Wjo  U {ε' | Wjo e ε'} c  F ΐ o .  Since  WJQ  belongs  to  an  infinite  number  of
ε/ s,  there  is  iL >  iQ  such  that  Wjo e εh.  Hence  εh  e ViQf a, contradiction.
Note  that  this  argument  also  shows  (2).

By  (I)  and (II), there is  an integer  p  such  that VP = F.  Therefore  F=
C7i U  U  U2 and we  obtain a finite subcovering  of  ^ .  Thus F  is compact.

COROLLARY  3.  If  F  has  an  infinite  number  of  ends of  depth d,  say
{εJΓ=i>  then  F  has  an  end  ε  of  depth >  d  and  there  is  a subsequence
{εiv}Γ=i such  that  for  all  Ueε  there  is  a  positive  integer  N  such  that
U 6 εt  for  all  v^N.

PROOF.  This  follows  from  (2)  of  Proposition  2.

3.  The proof  of  Theorem 1 and Corollary  1.  F irst  we  prove  Corollary
1  by  assuming  Theorem  1.  Let  ε  be  an  isolated  end  of  a  leaf  F.  Then
d(ε) =  1  and  there  is  U e ε  such  that  if  an  end  e'  contains  U  then  ε'  =  ε.
Suppose  that ε is  a tame end and that FxciL ε{F).  By Theorem 1, Fι  — Lε{F)
and  F1  is  compact.  By  Lemma  2.1,  d(Fj)  =  1.  Therefore  d(F  ̂ ^ d(έ)
and  ε  is  pseudotame.  Conversely  suppose  that  ε is  pseudotame.  If  F^ c
L£F)  then  d(F^) <; d(ε) =  1.  Therefore  Lε(F)  consists  of  compact  leaves.
Since  L t(F)  is  connected  by  Proposition  1,  it  is  easy  to  see  that  Lε(F)
consists  of  just  one  leaf.  Therefore  ε is  tame, which  completes  the proof
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of  Corollary  1.
Now  we  prove  Theorem  1.  In  Nishimori  [2], we  have  already  shown

the  following.

THEOREM  5.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Let  ε  be an  isolated end of  F.  Then Lε(F)  is  a compact
leaf  if  and  only  if  Lε{F)   Π  F  =  0  and  ε  approaches  Lε(F)  from  one
side.  In  this  case there  is  a  staircase  whose  floor  is  the  compact  leaf
L ε{F)   and  whose ceiling  is  contained  in  Ueε  such  that  if  an  end  ε'
contains  U  then  ε' =  ε.

REMARK  7.  By  Nakatsuka  [1],  we  can  take  the staircase  in Theorem
5  so  that  the  wall  is  connected  if  dim F  ^  3.  In  this  paper  we  suppose
that  the wall of  any  staircase  is  connected for  simplicity.  When  dim F  — 2,
we  need  a  slight  modification.

Therefore  it  is  sufficient  to  show  that  if  Lε{F)   is  a  compact  leaf
then  ε  is  isolated.

Suppose  that  Lε(F)  is  a  compact  leaf  Fx.  Clearly  F  Φ Fγ.  There
are  a  closed  tubular  neighborhood  T and a projection  p:  T —•  F1  such  that
(M -   T) n F  Φ 0  and  p- \ {x})  c  φ({x} x  R)  for  all  x e F±.

FIRST  STEP.  We  will  prove  that  there  is  Ueε  such  that L(U)  = Fx.

LEMMA  3.1.  Let  U  be a  non- empty  connected open subset of  the leaf
F  such  that  dU  — G\F(U) —U  is  compact, then L{U)  =  U  {L 8'(F)\er  is  an
end  containing  U).

PROOF.  I t  is  clear  that  L(U)z)\J  {L ε,(F)\ε'  is  an  end  containing  U}.
Let  yeL(U).  Then  there  is  a  sequence  {a?<}Π=1cϊ7  without  accumu-
lation  point  with  respect  to  the  topology  of  F,  and  with  lim xt  = y  in
M.  We  use  the  notations  in  Remark  3.  Since  dU  is  compact,  dUd
f~\(0,  N)) for  an integer N.  Clearly  / - 1((iV,  oo)) consists of  a finite number
of connected components.  There is a connected component UN of  f~\ (N,  oo))
containing  an  infinite  number  of  x/ s.  We  can find a connected component
UN+1  of  UN  Π  f~\ (N  +  1,  °°))  containing  an  infinite  number of  aj/ s.  Thus
we  obtain  a  sequence  UN Z) UN+1  Z)  such  that  U5  is  a  connected  com-
ponent  of  f~ι((j,   °°))  containing  an  infinite  number  of  xt'&.   Let ε' be the
end  corresponding  to  the  sequence  UN z) UN+1  z>  .  Then  y e Lε, (F).
Therefore  L{U)  c  U  {L e,(F)\ef  is  an  end  containing  U}.

LEMMA  3.2.  There  is  Ueε  such  that  ί / c ln t  T.

PROOF.  Suppose  that  UΠ(M- IntT)  Φ  0  for  all  Ueε.  In  the
notation of Remark 3, we  can take  x% e  Ut  Π  (M — Int T) where  the  sequence
Uι  3  U2 Z)  corresponds  to  ε.  Then  ΠΓ=i GlM({xιf xt+1,  })  is non- empty
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and  Π?=i C U fe,  *i+ i,  • }) c  (Λf -   Int Γ) Π (ΠΓ=izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ClM(Ut)) =  (Λf -   Int Γ) Π
a  contradiction  since  F1Π(M — Int Γ) =  0 .

Since  t / eε is  connected,  it  follows  that  £7 in  Lemma 3.2 is contained
in  one of  the two connected  components  of  T — Fλ.

LEMMA  3.3.  There  is  Ueε  such  that  if  an end  ε'  contains  U  then
LAF)ΠF=  0 .

PROOF.  Suppose  that for all Ue ε there  is  an end ε' 9 U with  L t,(F) z>
F.  Then  C\M(U) =  C\F(U)l)L(U)i)L t,(F)  => F.  Therefore  L£{F)   =
Γ\ueε ClM(U) Z) i*7,  a  contradiction.

Let  ?72 e ε  satisfy  Lemma  3.2 and Ϊ73 e ε satisfy  Lemma  3.3.  By the
definition  of  ends,  there  is Ueε  such  that  UdU2Π  Z73.  Then U  satisfies
Lemma  3.2 and Lemma  3.3.  From  now on we  consider  such  U.  Since
L(U)ΠF  = (\Jt>auL t,(F))nF=  \Jε>zu(Lε,(F)nF)  =  0 ,  it  follows  that
L{U) = C\M(U) -   ClF(U).  Therefore  ClM(U) -   ClF(U)  is  compact  and satu-
rated.  Since  p~\x)  Π (01^(17)  — ClF(U))  is  compact,  we can consider  the
farthest  point  a(x) e p~\x) Π (C1M( U) -   G\F{ U))  from  xeF,.  By using the
fact  that  GlM(U) -   C\F(U) is  saturated  and that  ClM(U) -   ClF(U)c:T,  we
see  that  the set  {a(x)\xeF1}  is  a  leaf  of  ^  Let JP2 =   {a(x)\xeF1}.

LEMMA  3.4.  Ft  =  Fλ.

PROOF.  Suppose  that  F? Φ Fλ.  Since  ί ί c T  and 01^(17) ZDF, U F 2, U
is  contained  in  the  connected  component  C  of  T — F1  — F2  which  does
not  intersect  dT.  Since  the  component  C  is  saturated,  it  follows  that
FaC,  which  contradicts  the assumption  F  Π  (M — Γ) ̂   0 .

By  Lemma  3.4, L(J7) =  F1  which  finished  the  first  step.
SECOND  STEP.  The following  arguments  are  analogous  to  those  in

Nishimori  [2].  Let x0 e2*\ .  Consider  Ueε  in the first step.  Since L(U) =
Flf  the set U Π  P~\x0) has just one accumulation point xQ.  We can number
the  points  of  U Π  p~\x0)  as ^  in  such  a way  that  y% is  farther  from  x0

than  τ/, if  i < j .  Let φ({̂ 0} x [£*, ί*]) =  p'̂ aJo) and <p(x0, tt) =  2/ t, ί* < ί, < ί*.

LEMMA  3.5.  Lei ω: ([0,1], {0,1}) - > (F l f x0) be a closed path.  Let  ^l
be  the foliation  on  [0, 1] x R  induced  from  ^  by  the  composed map

[0,1]  x R - —•  M x R —̂ - > M.  There  are  an  integer  p  and  a  positive
integer  v  such  that  the  leaf  of  ^  ̂ containing  the  point  (0, t%) con-
tains  (1, ti+p)  for  i > v.  The integer  p  depends  only  on  the homotopy
class  [ω] of  ω and  the  map  u: πγ{F19 x0) —•  Z  defined by u([ω])  =  p  is  a
non- trivial  homomorphism.  There  is  a  positive  integer  a  such  that

^  x0)) =  {ia\ ieZ}.
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We  omit  the  proof  of  Lemma  3.5.
SincezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Z  is  abelian,  there  is  a  homomorphism  v: HX{F19 Z) —> Z  such

that  u  =  v°H,  where  H: π^F  ̂ x0) - > iϊ1(i'71, Z)  is  the  Hurewicz  homomor-
phism.  Let a: Horn (H^F  ̂ Z), Z)- +H\Flf  Z) be  the canonical  isomorphism
and  we  consider  the  homology  class  d°a(v)  e Hn- 2(F?~\  Z)  where
d: H\FΓ\  Z)- +H%- %(Fΐ- \  Z)  is  the  Poincare duality.  By  Thorn's  repre-
sentation  theorem,  there  is  a  closed  submanifold  Nn~2  of  F?'1  containing
x0  such  that  the  fundamental  class  [N]   of  N  coincides  with  d°a{y).  Then
we  see  the  following  as  in  [2].

LEMMA  3.6.  In  the  above situation,  there  are  a  diffeomorphism
f:  [0, <5J - > [0, 82] with  3, >  δ2 and  an embedding h: X(Fί9  N, f)  - •  T  satisfy-
ing  the  following  conditions.

( 1)  S  = h(X(Fl9  N, / ))  is  a  staircase  whose  floor  is  Fλ  and whose
ceiling  is  contained  in  U.

(2)  h((xo)2, δ j  =  yiQ  and  h((xQ) lf  δλ) =  yiQ  + a for  some  i0,  where  (xo),
belongs to  the  copy  N3  of  N  in  the  notations  of  Preliminary.

( 3)  The subsets Vά  =  h(C(Fίf N) x  {yJf  / (τ y) ,  f\ Ί ό\   }), j  =  1,  •  , α,
are  the  connected components  ofUΠS  where  y3  e (δ2, δ j  is  defined  by

We  omit  the  proof  of  Lemma  3.6.
Since  Lβ(F)  = Fίf  there  is  F e s  such  that  VaUnS.  Therefore

VdVJQ  for  some  joe{l9  • • • ,«}•   Since  Vjo  belongs  to  just  one  end  and
VJQ  e ε, it  follows  that ε is  isolated.  This completes  the proof  of Theorem 1.

4.  The proof  of  Theorem 2 and Corollary  2.  F irst  we  prove  Corollary
2 by  assuming  Theorem 2.  Let  ε be a tame end of  a leaf  F.  By  definition,
there  is  Ueε  such  that  if  an  end  ε'  contains  U  then  ε'  is  a  tame  end.
If  a  leaf  F*   is  contained  in Lε,(F)  for  an end ε' containing  Z7, then d(F')<*
d(ε)  by  (1)  of  Theorem  2.  Therefore  ε  is  pseudotame,  which  completes
the  proof  of  Corollary  2.

Now  we  prove  Theorem  2.  Let  ε0  be  a  tame  end  of  a  leaf  Fo  of
^ .  We  prove  Theorem  2  for  ε0  and  Fo.  When  dQ =  d(ε0) =  1,  Theorem
2 follows  from  Theorem 1.  We  consider  the case dQ ^  2.  By  the  definition
of  tame  ends,  there  are  Uo e ε0  and  α0 >  0  such  that  if  an  end  ε Φ ε0

contains  Z70  then  ε  is  a  tame  end  of  depth  <  d0  and  α(e) >  α 0.  Since
L(Z70) =   U U'εCFo) I ί/o e ε}  by  Lemma  3.1  and L e(F 0)Π F 0  =   0  for  any  tame
end  ε  of  Fo,  we  have  L(U0)  Π FQ  =  0.  Let  a1  = d(dUQ, L(UQ)).  Since
L( C/Q) IΊ  3 C/Q =   0 ,  we  have  αx >  0.  Now  we  prove  the following  proposi-
tions  by  induction  on  d.  The propositions  for  d  =  d0 clarify  the  behavior
of  the  end  ε0.
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PROPOSITION  4.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [d](d  <ί d0).  In  the above situation,  there are a number
a{d)  with  0 < a(d) < Min {a0, a  ̂ and  a  finite  set  S^{d) of  staircases  of
the foliated  manifold  (M, ά^)  satisfying  the following  conditions.

(1.1)  The interiors  IntMS  for  S e S^(d) are  disjoint.
(1.2)  Each staircase  S e S^(d) is  contained  in  the a{d)- neighborhood

of  the  floor  F(S)  of  S.
(1.3)  The leaf  F*(S)  of  ^  containing  the  floor  F(S) of a staircase

S e Sf(d)  has  depth ^  d.
(1.4)  The  ceiling  C(S) of  a  staircase  S e S^{d)  is  contained  in  Uo

and  the  leaf  C(S)  of  the  restricted  foliation  ^\  U  {S' e S^(d) \ S' Π
F*(S) Φ 0}  containing  C(S) belongs to only one end, of  leaf Fo, with  depth
d(F*(S)).

(1.5)  Each  connected  component  of  the  door  D(S)  of  a  staircase
S 6 £f(d)  is  contained  in  the  wall  W(S') of  a  staircase  Sf e S^{d)  with
d(F*(S'))  <  d(F*(S)).  For  each  Se^(d)  the  intersection  W(S) Π
(U  {S' IS Φ S' € &*(d)})   is  contained  in  \J {D(S') \ S' e S^(d)}.

(1.6)  For  any  end  e of  depth ^  d  containing  Uo, the limit  set  Lε(F0)
is contained in  \J {F*(S)\Se S^(d)}.  Furthermore,  there isUeε  contained
in  lntM(\J  {S\F*(S)cL.(F0)}).

PROPOSITION   4.2  [d](d  ^  d0).  Let  S^(d)  be  a  finite  set  of  staircases
of  the foliated  manifold  (M, ά^)  satisfying  the  conditions  (1.1)- (1.6) of
Proposition  4.1[d] for  a  number  a(d) with  0 < a{d) < Min {α0, α j.

Then for  any  end ε of  depth < d  containing  Uo, there is  an element
Uεeε  satisfying  the following  condition  (2.1).

(2.1)  UεdUor]   IntM(U {S|F*(S) c  L£F0)})   and  dUε  is  a  compact leaf
of the restricted  foliation  ^\W(Sε),  where  W(Sε) is  the wall  of a staircase
Sε 6  S*(d).

Now  let  Uεeε  satisfy  the  condition  (2.1).  Then
(2.2)  d(ε) =  d(F*(Sε)),  Lε(F0)  =  ClM(F*(S.))  and  L*(F0)  =   F*(Sε).
(2.3)  If  an  end  εf Φ ε contains  Uε,  then  d{ε') < d(ε).
(2.4)  For  any  staircase  S e S^(d)  intersecting  Uε,  the  intersection

Uε Π  W{S) consists  of  compact  leaves of  the restricted  foliation  ^~\W(S).

In  the  proof  of  these  propositions,  the  following  term  "thinning"
will  be  useful.

DEFINITION   9.  Let  S^{d) be  a  finite  set  of  staircases which  satisfies
the  conditions  (1.1)- (1.6).  Let  0 < a < a(d).  A  finite  set  £?(d) of stair-
cases  is  called an  a- thinning  of  £f(d)  if  &*(d)  satisfies  the corresponding
conditions  (1.1)- (1.6) with  a{d) replaced  by  a, and moreover the following
condition (*).
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( * )  For  eachzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Se£S(d),  there  is  Se^(d)  such  that  the  floor  F(S)
of  S  contains  the  floor  F(S)  of  S  and  S  is  contained  in  S U d J fS ' e
S*(d)\F*(S')czClM(F*(S))}).

When  we  are  not  in terested  in  the  number  α, we  call  S^(d)  a  th inning
of

We  omit  the  proof  of  the  following  easy  lemma.

LEMMA  4.0.  Let  S^(d)  be  α  finite  set  of  staircases.  For  any  a >  0,
there  is  an  a- thinning  of  S^{d).

PROOF  OF  PROPOSITION  4.1[d  +   1]  (d  +   1 ^  d0).  We  suppose  Proposition
4.1[d] and  Proposition  4.2[d] as  induction  assumption.  Therefore  we  have
a  finite  set  6^{d)  of  staircases  of  (M, ^ )  satisfying  the  conditions
(1.1)- (1.6)  of  Proposition  4.1[<Z].

LEMMA  4.1.  Lei  Md  =  M  -   I n t ^ U   {S\S  e 6^{d)\ ).  Then  the  intersec-
tion  ClFo(ί7o)  Π  Md  is  not  compact.

PROOF .  Let  εx  be  an  end  of  FQ  such  t h a t  Uo e et  and  d(εj  =   d  +   1.
By  the  choice  of  a(d),  there  is  U1eε1  such  t h a t  if  an  end  e Φ εx  contains
U1  then  d(ε) <  dfo)  and  d(dU19 LBί(F0))  >  a(d).  By  the  definition  of  ends,
there  is  U'  e εx  contained  in  Uo  Π E^.  Let  ί7ί  be  the  connected  component
of  FQ  -   d UQ -   3 U, containing  U1.  Then 3 U[ c  3 UQ (J 3 C^ and  9 C/ί is  compact.
Therefore  d(3 U[,  Lεi(F0))  >  Min {d(3 Uo, L( t/ 0)), d(3 C ,̂ Lεi(F0))}  >  a{d).  F ur -
thermore,  U[ c  C/o Π ETΊ.  Clearly  C/ί e sx.  Since  U[dU0Π  U19  it  follows
th at ,  for  any  end  εφεx  of  FQ  containing  U[,  ε  is  a  tame  end  of  depth  <
d(ex)  =   d  +   1  containing  ί70  and  so  there  is  C7e 6 ε  satisfying  the  condition
(2.1)  of  Proposition  4.2[d].  Since  there  are  an  infinite  number  of  ends
ε  of  depth  d  containing  U[,   there  is  a  staircase  S e S^(d)  such  t h a t
d(F*(S))  =   d  and  the  wall  W(S)  of  S  contains  an  infinite  number  of
3i7ε's.  By  the  condition  (2.1)  of  Proposition  4.2[ώ],  the  in tersection
Cliro(C7o) ΓΊ  W(S)  contains  an  infinite  number  of  leaves  of  the  restricted
foliation  ^\W{S).  By  the  condition  (1.5)  of  Proposition  4.1[d],  the  wall
W(S)  is  contained  in  Md  because  d(F*(S))  =  d.

Now  suppose  t h a t  G\FQ(U0)  Π Md  is  compact.  Then  CIFQ(UQ)  (Ί  W(S)
is  compact.  Choose  a  point  xεedUεc:  C\FQ(U0)  Π  Md  for  each  ε.  Then  we
can  choose  a  converging  infinite  sequence  {yt}  from  a/ s.  The  limit  y —
X\my%  belongs  to  L(U0)  n  C1̂ O(C7O).  Since  L(U0)  =  \J  {L ε(Uo)\Uoeε}  and
since  an  end  ε  containing  Uo  is  tame,  it  follows  t h a t  L(UQ)  ΓΊ  FQ  =
U ίWΛJΓI i^olD Ό eε}  =   0  because  of  the  condition  (lb)  or  (2b)  of  the
definition  of  tame  ends.  Since GlFo(Uo) aFo,  th is  is  a  contradiction,  which
completes  the  proof  of  Lemma  4.1.
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Now  letzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ωd  be  the  connected  component  of

Md- \J{F\F  is  a  compact  leaf  of Md)

containing  Fo  Π  Md.  Let  Ωd  be  the  compact  manifold  obtained  from  Ωd

by  attaching  the  boundary.  This  is  rational  by  Lemma  2.2.  Note  that
there  is  the  canonical  immersion  c: Ωd —> Md.  The  connected  components
G19  , Gk  of  the  attached  part  of  the  boundary  dΩd  are  the  compact
leaves  of  the  induced  foliation  J  ̂ \ Ωd =  c*^.  Let  εx  be  an  end  of  Fo

such  that  UQ e εt  and  d(ε^)  =  d  +  1.  We  take  U[ e e1  as  in  the  proof  of
Lemma  4.1.  Let  S^(d)  be  a  thinning  of  ^ ( d )  such  that  dZ7Jn
(\J{S\SeS?(d)})  =   0 .  By  taking  ^ ( d )  instead  of  ^ ( d )  in  the  above
construction,  we  have  the  compact  manifold  Md,  the canonical  immersion
l\  Md—>M and  the  connected  component  Ωd.

LEMMA 4.2.  For  any  staircase S e &{d),   the  intersection  U[ Π  W(S) Π
Ωd  is  contained  in  the  union  \J {dUε\U[eε  Φ εj  where Uεeε  is  the  one
in  Proposition  4.2[d].  (See Figure  3.)

Pix')

FIG URE  3

PROOF .  N ote  t h a t  L(U[)   = LH(F0)  U (U  {L ε(F0)\U[eeΦ  ej)  by  Lemma
3.1.  Since  U {̂ (^o) I U[ e ε Φ e j  c  U  {F*(S') \ S' e S?(d)}  by  the  condition
(1.6)  and  since  clearly  W(S) Π  Ωd n (U ί^ ^ SO I S ' 6 ^ ( d ) })  =   0 ,  it  follows
t h a t  L(U[)  n  ΐ^(S) Π ^ c L f^ Fo).  N ote  further  t h a t  U[ n ^ ( S ) n ώ d con-
sists  of  leaves  of  ^\W{S)  since  dC/J Π S  =   0 .

( i  )  Z7; n TF(S) ΓΊ  Ωd  does  not contain  a non- compact  leaf  of
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Indeed  ifzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  U[ ΓΊ  W(S) Π  Ωd  contains  a  non- compact leaf, we have  two points
x,yeL(  U[)  Π  W(S) Π ClM(β<i) such that εx approaches x and y  from  different
sides.  This  contradict  the  assumption  that  εx  approaches  the  principal
part  Lf^Fo) from  one  side.

(ii)  U[ ΓΊ  TF(S) ΓΊ  β"  does  not  contain  two  leaves  El9  E2  of  J^\W(S)
which belong to the same leaf  E of &~\  U {S'| S' e ^ ( d )  and S' Π  F*(S) Φ  0}.
Otherwise,  there  is  a  path  ω: [0,1]- +E  such  that  α>(0) 6 Ely  ω(ΐ) e E2 and
p(ω(0)) =  p(α)(l)) where  p: S - + F(S)  is  the  projection  of  the  staircase  S
to  the  floor  F(S).

Now  we  show  that  we  can  extend p  uniquely  to a Cr  map p:S  I) X- ^
F*(S)  where  X  will  be  defined  below.  By  Theorem  2[d],   we  see  that
the  leaf  F*(S)  is  proper  and  the  limit  set  of  F*(S)  consists  of  the floors
of the staircases  intersecting F*(S).  Let x e \J {S; e 3*(d)\ S' Π  F*(S)  ΦQ)}-
GlM(F*(S)).  Then  xeX  if  and  only  if  we  have  the  first  intersection
point  p{x)  with  F*(S)  when  we  trace  the  orbit  of  the  transversal  flow
φ  starting  from  x  in  the  same  direction  as  the  points of  S going  to F(S)
along  φ.

Let  Φ: p~\(t)(0)) —> p~\ (o(0)) be  the  holonomy  map  with  respect  to the
closed  path  p<>ω  in  F*(S).  Then  it  follows  that  Φ(W(S) Π  Ωd) =   TF(S) Π
β d .  Therefore  there  exist  the  limits  a  =  limn^ooΦ

n(ω(0))  and  β  =
lim^- ^ ΦΛ(α>(0)).  Since  a,βeL(U[)  Π TΓ(iS) Π 01^(0*)  and  ex  approaches  α
and  /3 from  different  sides,  this  is  a  contradiction.  Then  (ii)  follows.

Let  A  be  a  connected  component of  U[ Π  W(S) Π β d .  Clearly  A  is  a
leaf  of  JTI W(S).  Let  β  be the leaf  of  ^  \  U  {S' e S>(d) \ S'  Π  F*(S) Φ  0}
containing  A.  By  (i)  and  (ii)  we  see  that  B Π  W(S) Π  Ωd = A  and  dB =
ClFo(J5)  -   £  =  A  is  a  compact  leaf  of  ^\W(S).  Let  C  be  the  leaf  of
J^WJiS'e  S>(d)\S' f)F*(S)Φ  0}  containing  the ceiling  C(S) of  S.  Then
there  exists  uniquely  a  Cr  diffeomorphism  f:C- *B  such  that  p°f  = p
where p  S u I -   F*(S), I c | J | S ' e  ^ ( d ) |S ' n F*(S)  Φ 0}  -   C U F F S') ) ,
is  the  map  in  the  proof  of  (ii).  Therefore  B  and  C  behave  in  the same
way  and  L(B) =  L(C).  By  (1.5)  of  Proposition  4.1[<2],  C belongs  to only
one  end  ε  of  depth  d(F*(S)).  Then  B  also  belongs  to  only  one  end  e'
of  depth  d(F*(S)).  Clearly  C/J 6 ε' Φ eίf  lntFo(B)  = Uε, and  A = dUε,.  Thus
Lemma  4.2  is  proved.

Let  V^U'!  — \J{Uε\U[eε  Φ ε j.  Then  F t  belongs  to  an isolated end
ε, of  the  leaf  Fo  Π  Ωd  of  the  foliation  Jr\Ωd.

LEMMA  4.3.  Consider  the  leaf  Fo  Π  Ωd  as  a  leaf  of  the  induced
foliation  ^\Ωd  = ϊ*^r.   Then  LΓl(F0  Π  Ωd) = Lεi{FQ)  Π  Ωd = L*(FQ) Π  Ωd.

PROOF.  Note that L( 7X)= L Γl(FQ  n β d) andL( 17J) -   L t l(
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εzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Φ  εj)  by  Lemma  3.1.  Since  U   {L ε(F0)\U[eε  Φ  ej  c  U   {F*(S')\S'  e
&{d))   and  (U   {F*(S')\Sr  e ^(d)})  Π  Ωd  =   0 ,  it  follows  that L(J7J) Π £ d  =
L εi(FQ)ΠΩd.  Clearly  L ( 7J  =   L(Uΐ)  Π £ d .  Therefore  we  see  that
Lε - (F 0  n  £ d)  =  Lεί(FQ)  Π  fl'.

Lemma  4.2  implies  that,  for  a  staircase  S'  e «5^(d), JF *(S') C L tι(FQ)  if
and  only  if,  for  all  Uee19  there  is  an  end  S3  U  such  that  Lε(F0)  =
GlM(F*(S')).  On  the  other  hand,  by  Theorem  2[d']  (where  d'  ^  d)  it  is
clear  that  ^(iSOcΓl^β.^U ^e.^L.ίF o))  if  and  only  if,  for  all  Ueεlf  there
is  an  end  ε 3  U such that LAF0) = G\M(F*(S')).  Thus  the  condition  F *(S')c
L tι(F0)  is  equivalent  to  F t S ' J c n . e . d J . e ^ ^ . W ) .  Note  that
Πue.1(\JuetφtιL t(F0))(z\J{F*(S')\S'  e^(d)}  by  Proposition  4.1[d](1.6).
Therefore  L tί  (Fo)  -   (U ί̂ 7*  OS') IS'  e ^ ( d ) }) =  L.*(F 0).  Then  it  follows  t h a t
L £ l(F 0)  n  Ωd  =   L*(F 0)  ΓΊ  β d ,  which  completes  the  proof  of  Lemma  4.3.

Since  εx  approaches  Lf^Fo)  from  one  side,  Lemma  4.3  implies  t h a t  the
isolated  end  έt  of  JP 0 Π  Ωd  approaches  L£l(F0  Π  Ωd)  from  one  side.  Clearly
L tι(F0  Π  ̂ d )  Π (F o IΊ  Ωd)  =   0 .  Although  the  manifolds  F o Π J?d and  ώ d  have
boundaries,  Theorem  5  is  still  valid.  Then  Lεi(FQ  Π i?d)  is  a  compact  leaf
of  ^  I Ωd  and  I/ e - (F 0 Π  Ωd)  coincides  with  one of  the  connected  components
G19  • • • , Gk  of  the  boundary  of  Ω f.  Since  Giz>Gι  for  any  thinning <9*(d),
Lr^Fo ΓΊ  ̂ d )  contains  one  of  Glf  ,  Gk.

Now  consider  G / s  which  are  contained  in  L^FQ  Π  Ωd)'s  for  some  ends
εx  of  FQ  such  t h a t  E/Q 6 εx  and  d(εθ  =   d  +   1  and  for  some  thinnings <9*(d)
of  ^ ( d ) .  We  rename  them  F[,   "'fF[.   F or  each  F'if  take  one  end  eu

and  one  thinning  £*(d)x  of  ^ ( d )  such  t h a t  F\   c  L 7 l. (F 0 Π β^) .  Let  &(d)
be  a  common  thinning  of  S^(d)19  • • ^,&*(d)ι.  By  Theorem  5,  we  have
disjoint  staircases  SI,  , S[  of  a?"  \ Ωd  whose  leaves  are  compact  leaves
of  ^"\Ωd  containing  F[,   • •  , F I ' ,  respectively,  and  whose  ceilings  are
contained  in  U[ l9  • • • , U'n  of  Lemma  4.2,  respectively.  Let  a(d  +   1)  be  a
number  with  0  <  α(d +   1 ) <  Min {a(d), d(dU[u  L(U'n)),  , d(3?7ύ, £(17!,))}.
We  may  suppose  t h a t  th e  staircase  SΊ  is  contained  in  the  a{d  +   1)-
neighborhood  of  the  floor  F(β\ )  of  SI  and  t h a t  £?(d)  is  an  a(d  +   1)-
th inn ing.  F urtherm ore  by  choosing  Si  small  enough,  we  may  suppose
th a t ,  if  F(S'i)  Π  W(S)  Φ  0  for  some  S 6 ^ ( d ) ,  then  the  connected  com-
ponents  of  D(S'i)  in tersecting  W(S)  are  contained  in  W(S).  Let  ?(SJ)  =   S έ

and  let  £f(d  +   1)  =   ^ ( d )  U {S^  , SJ ,  where  H: Ωd ^  M  is  the  canonical
immersion.

N ow  we  check  t h a t  6^{d  +   1)  and  α(d  +   1)  satisfy  the  conditions
(1.1M1.6)  of  Proposition  4.1[d  +   1].

The  conditions  (1.1)  and  (1.2)  are  clear.
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The  condition  (1.3).  I t  is  sufficient  to  consider  the casezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  S =  Ste
£f(d  +  1) — S?(d).  By  the way  of  constructing  Si9  we  have  the end e14

and  the element  U'H of  Lemma  4.2.  By  Lemma 4.2, it follows  that  U'u Π
W(S') ntida\J{dUs\U'uee  ̂ εu}  for  any S* e  β(d).

LEMMA  4.4.  Let F*(St)  be the  leaf  of  ^  containing  the floor F(S%)
of  Sτ  as usual.  Then  ClM(F*(St)) c  F*(S%) U (U  {F*(S') \S' e  P(d)}).

PROOF.  Note  first  that  F*(St)  c  L*X(FO)  by  Lemma  4.3.  Therefore
eu  approaches  F*(St)  from  one side.  We  may  assume  that  for  all  x e
F*(St)  there  are δx > 0 and UxeeH  such  that  φ({x} x  (~δx, 0)) Π  Ux =  0 .
Let  G  be  a  connected  component  of  the  boundary  dF(St)  of  the floor
F(Si).  Then  G is  contained  in the wall  W(S') for  some S' e Jf(d).  Fur-
thermore  by  Lemma  4.2, there  are a  number  a > 0 and a  neighborhood
F  of  G  in  ^(S ;)  such  that  VΠφ(Gx  ( - α , 0]) Π  ̂ < =  0  and i  =  F ί l
φ(G x  (0,a))Γ\U'u  consists  of  a  countable  number  of  3ϊ7/ s  which  are
discrete.  Note  that  if dUε a A  then d(e) = d(F*(S')) by (2.2) of Proposition
4.2[d].  Now consider  the map p : S ' U l - >   JF *(S') ,  I C | J {S" G  ̂ ( d ) | S" n
F*(S;) ^  0}  -   ClJf(F*(S'))  as  in the proof  of  Lemma  4.2.  Let G  be the
leaf  of  &~\  U {S"|iS" e ̂ ( d ) } containing  G.  For each pair  31/ .,, 3ί7£,, c  A
we  have  a  unique  Cr  diffeomorphism  ft', t»:Ut,  —>Uε,,  such  that p°fe>, 8» = p
and  /,/,,.///<>/,,,,„ = / ,,,./ / / .  Since  L(i7ύ ) ί l 7 =  G, we can number  the 3C7,'s
in  A as dUε{1), dUε{2), • • • in  such  a way  that  3Z7β(y,  is  nearer  to  G  than
3!7βu,  if  i<j.   Then  for  each  xedllεω  the  sequence  {/,(i)|β(i)(a?)}Γ=1 con-
verges  to  a  point  in  G.  Furthermore  for  any  xeUεω,  the  sequence
{/e<i),β(i>0*0}Γ=i  converges  to a point #(#) in φ({x} x  J?).  Then the limit  point
g(x)  belongs  to G.  Thus  we  have  a  map g:Uε{1)- >G.  I t  is  easy  to see
that  g  is  a C r diffeomorphism.  Therefore  £7e(1)  and G behave  in the same
way.  The open  subset  G — G  of  F*{S) belongs  to a tame end ε of  F*(S).
Then  d(ε) =  <Z(e(l)) ̂   d.  If  an end ε' ^  ε of  F*(S)  contains  G -   G  then
e'  is  a  tame  end of  depth < d(ε).

Thus  we  see  that  all  ends  of  JF *(S)  are  tame  ends  of  depth <: d.
Therefore  d(F*(S)) ^  d +  1.

The  condition  (1.4).  Again  it  is  sufficient  to cosider  the case S =  S<.
By  the way  of  construction,  the ceiling  C(St) is contained in Uo.  Clearly
C(S%) belongs  to the end su  and, furtheremore,  if  an end ε Φ εu  contains
C(S,),  then  d(e) < d(εH) =  d +  1.  Now we  prove  that  d(F*(S<))  =  d +  1.
Since  d(F*(St))  ^  d +  1 by  the condition (1.3), it is sufficient  to show  that
d(F*(St))  ^  d +  1.  Since  d(εH)  =  d +  1,  there  is  a  sequence  elf e2,  of
ends  of  depth  d  converging  to εu.  We may suppose  that  U'H e e3-  for all j .
Since the set S^(d)d = {S eS>(d)\ d(F*(S)) = d} is  finite,  there  is  a  staircase
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S* ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S^{d)d  whose  wall  W{β*) contains an infinite  number  of  dUej's.  Then
we  see  t h a t  L- %{FQ Π  Ωd)  = F(Sτ)  in tersects  W(SJ,  hence  ClM(F*(St))  =>
F*(S*).  Since  d(F*(S*))  = d  by  Proposition  4.2 [d]  it  follows  that
d(F*(Sz))  ^  d  +  1.

The  condition  (1.5).  For  the  first  part  it  is  sufficient  to consider  the
case S = S%.  Since any connected component K  of  the boundary dF(Sτ) of  the
floor F(SX)  is  contained  in  the wall W(S') of  some S' e ^ ( d ) , it  follows  the
that  the connected component of  the door D(St)  containing K  is contained in
W(S'),  by  the  choice  of  St.  Clearly  d(F*(S'))£d(F*(St)).  For the  second
part  note  that  if  W(S) Γ\  S'  Φ  0  for  S, S' e ^ ( d  +  1),  then  W(S) Π S'  =
TF(S)  ΓΊ  Z?(S')  by  Proposition  4.1[d]  or  by  the  choice  of  the  S/ s.  There-
fore  TF(S) Π (U  {S'\S  Φ S' e ^ ( d  +  1)}) c  U  {D(S')\Sr e ^{d  +  1)}.

The  condition  (1.6).  I t  is  sufficient  to consider  the case  d{ε) = d  +  1.
Let  ε =  Si  as  in  the  proof  of  Lemma  4.1.  Then  we  have  U[eεlf  V1 —
U[ -   (U  {Uε\U[ eε  Φ εj)  and  ε,9  Vx.  The  limit  set  LΓι(F0  Π  Ωd)  of  εx  is
one  of  F'lf  ••  , F | ,  say  F ' .  In  the  case  εx  =  εlif  V1  contains  the  ceiling
C(S )  and  the  limit  set  Lβli(F 0)  is  contained  in  F*(St)  \J (\J{Ls(F0)\U[e
ε Φ εu}).  Since  U  {L ε(F0)\U[eεΦ  εH} c  U  {F *(S)|Se  S^(d)} by  Proposition
4.1[d],  it  follows  that  L.lt(F0)  c  U  {F*(S)\Se  £f{d  +  1)}.  Clearly  there
is  i7eε l i  contained  in  I n t ^ U   {S\F*(S)  c  Lε(FQ)}).

Now  we  consider  the  case  εx  ^  εu.  By  the  choice  of  Vλ  and  SI,  it
follows  that  ( C l ^ F J - F J n S I  -   0 .  Therefore  F , n W(St)  consists  of
leaves  of  ^

LEMMA  4.5.  F x Π  W(St) is  a compact leaf of  *$ r\  W(St).  Furthermore,
for  the  leaf  V,  of  <βr\Sι  U (U  {S\Se  P(d)})  containing  V, n W(St),  we
have  V1 Π  W(St) =VιΠ  W(Sτ).

PROOF.  V1 Π  ̂ ( SJ  does  not  contain  a  non- compact leaf  of  ^
Otherwise,  we  see  that  L( F J Π TF(SJ  =̂  0 ,  a  contradiction  since
Lĵ Fo  Π β d)  -   F , .

Fi  Π  W(St)  is  a  compact  leaf  of  ^"\W(S%).  Otherwise,  we  have  two
distinct  compact  leaves  Glf  G2  of  ^~\W(βt)  in  Vί  Π  W(St).  As  in  (ii)  in
the  proof  of  Lemma  4.2,  we  see  that L(F J  Π  W(St) Φ  0 ,  a contradiction.

For  the  same  reason,  we  see  that  ^ U   W(St) = V1f]  W(Sι).  This  com-
pletes  the  proof  of  Lemma  4.5.

As  before  let  CiS,) be  the leaf  of  &~ \ St  U (U  {S \ S e β(d)})  containing
the  ceiling  C^)  of  St.  Let p:St{jX^  F*(St)  with  X  c  \J {S e β(d)  \ S n
F*(St)  Φ 0}  -   ClM(F*(St))  be  the  Cr_map  as  in  the Lemma 4.2.  Then  we
have  a unique  Cr  diffeomorphism  f:C(S%)—>Vλ  such  that  p°f=p.  There-
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fore  the ends  εx  andzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA εu  behave  in  the  same  way.  This  completes  the
proof  of  the condition  (1.6).

PROOF  OF PROPOSITION  4.2[d +  1] (d +  1 <; d0).  We  suppose  Theorem
2[d] and Proposition  4.2[d].  Let ε be an end of  Fo  containing  Z70.  I t is
sufficient  to consider  the case  d(ε) = d +  1.  Then  ε is  a  tame  end with
α(ε) > α 0.  Hence  there  is  Uιeε  such  that  if  an  end ε' Φ ε  contains Uί

then  d(εf) < d(ε)  and  d(dUlf Lε(FQ)) > ao>  a(d +  1).  By  the  proof  of
Proposition  4.1[d +  1], we see that  Lε(F 0) =  C\M(F*),   where  F*   is  a  leaf
of  ^  with  d(F*) =  d +  1.  The condition  (1.6) implies  that F * coincides
with  F*(S0)  for  some  Soe^(d  +  1).  Since  Uι Π So =£ 0 ,  it  follows  that
C/i Π ϊΓ(S0)  is  non- empty  and consists  of  leaves  of  ^~\W(S0).  The proof
of  the following  lemma  is  similar  to  those  of  Lemma 4.5.

LEMMA  4.6.  (a)  The intersection  \JX Π  W(SQ)  is  a  compact  leaf  of
&~  I W(SQ).  (b)  Let_ ϋx  be the leaf of^\ \J{S\  F*(S) c  Lε(F0)}  containing
U, Π  W(S0).  Then  U, Π  W(S0) =Utn  W(S0).

Now  let Uε =  Int^C/ Ί ).  By  (1.6),  there  is  Ϊ72eε  contained  in  Uγ Π
Int^ίU {S|F*(S)cLε(F 0)}).  Then U2a Uε.  Therefore  Uεeε  and Uε satisfies
(2.1).

For  the second  part  of  Proposition  4.2[c£ +  1],  let  i7εeε  satisfy  the
condition  (2.1).  Again  it  is  sufficient  to consider  the  case  d(ε) =  d +  1.
By  the proof  of  the first  part,  (2.2) and (2.3) follow.  For the proof  of
(2.4),  let  Se<9*(d  +  1)  intersect  Uε  and  suppose  that  the  intersection
Uε Π  W(S) contains a non- compact leaf  of ̂   \  W(S).  Let ω: [0,1] - > ClFo( Uε)
be  a  path  such  that  ω(0) 6 Uε n W(S) and ω(l) 6 3C7ε =  ClFo(Uε) -   Uε.  We
consider  the  map  p : S ε U l ^ f * ( S E )  with  I c  U  {&  e ̂ ( d +  1) |S' Π
i^*(Se) ^  0}  -   Clif(F*(Sε)), as  in the proof  of  Lemma  4.2.  Now we con-
sider  the path  poω in F*(Sε).  Note  that  p~\poω(0))  contains  an  infinite
number  of  points  in Uε Π  W(S).  Since  the foliation  &~  is  transverse  to
the  fibers  of  p,  we  have  the holonomy Gr  diffeomorphism  h: p~\poω(Q)) —>
p- 'ipoωil))  as  usual.  I t is  easy  to see that  h{Uε n W(S))(zW(Sε).  Then
UεΓϊ Wr(Sε)Πp~1(p°ω(l))  contains an infinite  number of points hence  L(Uε)f]
W(Sε) Φ 0 .  This  is  a  contradiction,  which  completes  the  proof  of  the
condition  (2.4).

Now  we can prove  Theorem  2.  We have  a  finite  set &*(d 0) of  stair-
cases  of  (M,  ̂ ~)  satisfying  the conditions (1.1)- (1.6) of Proposition 4.1[d0].
The condition (1.6) of Proposition 4.1[d0]  implies  Theorem 2 (1).  Proposition
4.2[d0]  implies  Theorem 2(2).

For  the proof  of  the condition  (3), let S'e<9*(d0)  satisfy  F*(S') = F'.
Consider  S"e^(dQ)  with  W(S") Π  D(S') Φ 0 .  Then  the  leaf  C(S") of
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\J{Sef(do)\SΓ[F*(S")  Φ  0}  containing  the  ceiling  C(S")  of  S"
behaves  in  the  same  way  as  F'  Π (U   {SeS^(do)\S  Π  F*(S")  Φ  0}).  Then
an  end  of  F'  containing  U(F',  S")  =   lntF,(F'  Π (U {S|S  Π  F*(S")  Φ  0}))  is
tam e.  Since  the  floor  F(S')  is  compact,  any  end  of  F'  contains  U(F',  S")
for  some  S".  Therefore  all  ends  of  F'  are  tame.  Then  Theorem  4(1)
implies  Theorem  2(3).  We  will  prove  Theorem  4(1)  later  without  as-
suming  Theorem  2(3).

5.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA The proof of Theorem  3.  Let  C  be  a  circle  in  S2  with  S2  -   C
connected.  Let  T  be  a  tubular  neighborhood  of  C.  Then  there  are  a
C°°  diffeomorphism  h:Cx  [ - 1 ,  1]- >  T.  Let  a:  [ - 1, 1]  - > [0, 1]  be  a  C°°
map  such  t h a t  a(t)  =   0  in  a  neighborhood  of  — 1  and  α (ί) =   1 in  a  neigh -
borhood  of  1.  Let  f:R- ^R  be  a  C°°  diffeomorphism  such  t h a t
/ I  ( -   °°,  0] U [1,  °°)  is  the  iden tity  and  f(t)<t  for  all  t  e  (0, 1).  Let  J^Γ  be
the  foliation  on  T  x  [0, 1]  whose  leaves  are  {(h(x, s), t ) |a jeC ,  se[  — 1, 1],
t  =   (1  — α(s))ί0  +   α(s)/ (O}>  with  ί0  runn ing  th rough  [0,1].  Let  ^  be
the  foliation  on  (S2  -   I n t  Γ)  x  [0,1]  whose  leaves  are  (S2  -   I n t  T)  x  {ί}
for  t  e [0, 1],  By  connecting  ^\  and  ^ 7 ,  we  have  a  foliation  ^ 7  on
S 2x[0,  1].  j^l  has  two  compact  leaves  S2x{0}  and  <S2x{l},  and  the  other
leaves  are  diffeomorphic  to  the  connected  sum  of  a  countable  number  of
copies  of  the  torus  S1  x  S1.  N ote  t h a tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d(<βQ  =   2.

Now  we  are  going  to  modify  J?\ .  Take  a  non - compact  leaf  F  of
and  a  C°°  embedding  j : R- +  F  as  in  F igure  4.

FIG URE  4

We  extend  j  to  a  C°°  embedding  i*:  JB X  [ —1,1]- +F.  F urtherm ore,  we
extend  j *  to  a  C°° embedding  k: R  x  [- 1,  1]  x  [0, 1]  - •  S2  x  (0, 1)  satisfying
the  following  conditions  (l) - (3).

( 1 )  k\R  x  [ - 1, 1]  x  {0}  =  j * .
( 2  )  k({x)  x  {s}  x  [0,1])  c  j*((x,   s))  x  (0,1)  for  all  x e R  and  s e  [0,1].
( 3 )  k(R  x  [ - 1, 1]  x  {t})   is  contained  in  a  leaf  of  ^  for  all  t  e

[0, 1].
Let  &\   be  a  C°°  foliation  on  k(R  x  [ —1,1]  x  [0,1])  whose  leaves  are

{k(x, s,  ί) I x e R,  s e  [ - 1, 1] ,  t  =   (1  -   α (*))ί0  +   α («)/ ( ί 0)}  for  ô e [0,1].  By
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connecting  J ^  and  J ^ |( S 2  x  [0, 1]  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  k{R  x  ( - 1,1)  x  (0,1))),  we  obtain
a  C°  foliation  &~   on  S2  x  [0, 1].  Then  ά?~  satisfies  the  condition  (1)  of
Theorem  3  and  d{^~)  =  3.

Let  Fλ  be  the  leaf  of  S  ̂ containing  k(R  x  [ — 1,1]  x  {1})  and  let  F2

be  a  leaf  of  άf  intersecting  k(R  x  [ — 1,1]  x  (0, 1)).  Then  F2  has  one
end  ε  of  depth  2  and  a  countable  number  of  ends  ε%  of  depth  1.  I t  is
easy  to  check  that  Lε{F2)  =   F  U  F1  U  S2  x  {0}  U S2  x  {1}  and  L£i(i^2) =
S2  x  {1}.  Since  d(F)  = d(F,)  =  2, ε  is  not  tame by  Theorem  2(2).  Clearly
ε  is  pseudotame  and  we  are  done.

REMARK  8.  ε  satisfies  the  conditions  (2)(a)  and  (2)(b)  in Definition  7,
but  ε  does  not  satisfy  2(c).

6.  The  proof  of  Theorem  4.  (1)  Since  all  ends  of  Fo  are  tame and
since  L(F0)  =  \Jε Lε(F0)  contains  a  leaf  of  depth  d  — 1, Fo  has  an  end  of
depth  ^  d  — 1.  The  leaf  Fo  has  no  end  of  depth  ^  d.  Indeed  if  Fo  has
an  end  of  depth  ^  d  then  L(F0)  contains  a  leaf  of  depth  ^  d,  a  contra-
diction  to  the  fact  that  d  = d(F0).  Now  suppose  that  FQ  has  an  infinite
number  of  ends  of  depth  d  — 1.  By  Corollary  3  in  §2,  Fo  has  an end of
depth  >  d  — 1,  a  contradiction.  Furthermore  by  the  proof  of  Theorem
2,  Fo  is  proper.  This  completes  the  proof  of  (1).  Note  that  we  do  not
use  Theorem  2(3).

( 2)  Let  ε1?  • • • , et  be  the  ends  of  FQ  of  depth  d  — 1.  For  each  i,
we  have  Z7(e<) 6 ε̂   and  ax >  0  satisfying  the  condition  (d)  of  Definition
7(2).  By  tracing  the  proof  of  Proposition  4.1 carefully,  we  see  that  there
are  a  finite  set  S  ̂ of  staircases  and  a  number  a  with  0 <  a  <  Min {α^
•   , ah  d{dU{eι), L(U{βJ),  , diβlHβύ, HJJfa))))  satisfying  the  conditions
(1.1)- (1.6)  of  Proposition  4.1[d  — 1],  where  we  take  £ff  a  and  Fo  instead
of  S^(d  — 1), a(d — 1)  and  Z70, respectively.  Furthermore  by  using  the
result  in  Nishimori  [3]  we  can  take  <9*  in  such  a  way  that  all  the
staircases  in  Sf  are  regular,  since  ά  ̂ is  of  class  C2  and  all  the  leaves
contained  in C\M(F0) -   Fo  have abelian  holonomy.  Let K(£f)  =  \J{S\Se^}
and  let  M*  =  M  -   lntM(K(^)).  Then  F*   =  Fo  Π Λf*  is  a  compact  leaf
of  the  restricted  foliation  ^\M*  and  01^(1^) Π  M* = F*.   We  consider
a  small  closed  tubular  neighborhood  T  of  JF7* in  M# and  let  p: T - > F*   be
a  projection  such  that  p~\x) cz φ({x} x  JB) for  all  xeF*.  T  is  somewhat
curious.  Note  that  for  x e G\M(F*   Π Int Λf*)  the  set  p'^x)  — {x}  has  two
connected  components  and for  x e F*  — Q>\ M(F*   Π Int M*)  the  set  p~\x) — {x}
is  connected.  See  F igure  5.

We  may  suppose  that  F1  Π (Λί*  — T) Φ  0.
Since  Lε{F^) =  Cl^^o),  we  see  by  the  proof  of  Lemma  3.2  that  there
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FIG URE  5

iszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Uee  such  that  (3.2)'  UaT\J  K(S^).  Since  Lemma  3.3  is  still  valid
in  this  case,  there  is  Uee  such  that  (3.3)'  if  an  end  ε'  contains  U  then
L ef(Fj)   Π  F1  =   0 .  As  in  the  proof  of  Theorem 1, there is  Uee  satisfying
the conditions (3.2)' and (3.3)'.  From now on  we  fix  one  such  U.  Clearly
L(U)czT[jK(^).  Since L{U)^Fι=\Jε/ 3U{L ε>{F1)(λFι)^(Z),  it  follows  that
L(U)  = GlM(U) -   ClFl(U).  Therefore  L(U)  is  compact  and  saturated.

Now  we  prove  that  L(U)  Π  M* =  F*.   Let  x0 e F*   n Int Λf*  and
p- \x0)  = φ({x0} x  [a, β]) for  a  <  0 < β.  Suppose  that  (L(U) n ΛΓ*)  -   F* Φ
0 ,  from  which  we will bring  out a contradiction.  I t follows  that L(U) Π
(p~\x0) — {x0})  Φ 0 .  Consider  the case  where  L(U)  Π  φ({x0} x  (0, β]) Φ  0 .
Let  y0  be  the  point  in  L{U)   Π  <p({x0}  x  (0, /3])  farthest  from  a?0.  Let  F2

be  the  leaf  of  &~   containing  yQ.  Since  F2aL(U),  it  follows  that  F 2 c
Γ  U  K(S^).  As  in  the  proof  of  Lemma  4.2,  we  consider  the map p:  To (J
X-  ̂ Fo  with  Xc ί Γ ( ^ )  — ClM(F0),  where  xeX  if  and  only  if  p(a ) is  the
first  intersection  point  with  Fo  when  we  trace  the  orbit  of  φ  starting
from  x  in  the  direction  opposite  to  that  of  <p9  and  where  To  is  the  con-
nected  component  of  T — F*   containing  yQ.  Since  all  the  staircases  in
S?  are  regular,  Fo  and  F2  behave  in  the  same  way  in  K(£f)  and  F2 Π
p~\x)  consists  of  one  point  for  all  xeF0.  Since  U  is  connected  and
L(U)  ZDF0 U  F2,  U  must  be  contained  in  the  connected  component  C  of
TQ\JK(^)- G\M(FO)  surrounded  by  Fo  and  F2.  Note  that  C  is  saturated.
Therefore  Fx  must  also  be  contained  in  C,  a  contradiction  to  the  fact
that  Fγ  (Ί  (Λf*  -   Γ) Φ 0 .  When  L(ί/ ) Π <p(te}  x  [α, 0)) ^  0 ,  a  similar
argument  brings  out  a  contradiction.  Thus  we  have  L(U)  Π Λf*  =  .P*.

Let  &"   be  a  thinning  of  S?  with  3?7n  ίΓ(^ ' )  =   0 ,  where  J5L(^ ')  =
U { S | S G ^ " } .  AS  in  the  second  step  of  the  proof  of  Theorem  1,  there
is a staircase S c  Mi  such that F*   Π Int Λfi  c  F(S) c  f7;,  C(S) c  U, D(S)a  \J
{W(S')\S'e£"}9  and  UnW(S)  consists  of  a  finite  number  of  compact
leaves  of  jr\W(S)9  where  Mi  = M -   IιAM(K(£"))9  F'*  = F0Γί  Mi  and
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F(S),  C(S), D(S),  W(S)  are  the  floor,  ceiling,  door, wall of  S,  respectively.
Let  Gί9  —- ,Gk  be  the  connected  components  of  Z7Γ) W(S).  Let  G\ be

the  leaf  of  ^~\S\J  K{<9")  containing  G>  Since  all  the  staircases  in  Sf1

are  regular,  it  is  easy  to  check  that  Vt  =  IτιtFι(G't)  belongs  to  an  end  β,
of  F1  of  depth  d  and  that  if  an  end  e Φ et  of  jp\   contains  F*  then  e  is
a  tame  end  of  depth  <  d.  The  end  et  is  tame.  Indeed  let  α*  =
Min  {d( TΓ(S), i^(S)) | S 6 &"}.   Then e, satisfies  the condition  (d) of  Definition
7  (2)  with  U  and  a  replaced  by  Vt  and  α*  respectively.

Since  L^F J  -   01^(2^),  there  is  Veε  such  that  ValτAM(S  U ίΓ(^ ') )
By  the  definition  of  ends,  we  may  suppose  that  VaU.  Since  U Π
(S U ίΓ(^ ') )  =  G[ U  U Gfc,  it  follows  that  F  is  contained  in Vt  for  some
ΐ.  By  the  definition  of  ends,  the  open  subset  Vt  of  Fλ  belongs to ε.  By
Theorem  2,  ε  is  not  a  tame  end  of  depth  <  d.  Therefore  ε =  et  and ε is
a  tame  end  of  depth  d.  Clearly  L*(F^) =  Fo.
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