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●✐❛♥♥✐s ❋✳ ▼❛r✐❛s3¶✱ ●❡♦r❣❡ ❈✳ P♦❧②③♦s3‖✱ ❍❡r♠❛♥♥ ❞❡ ▼❡❡r1∗∗

1❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❛ss❛✉✱ P❛ss❛✉✱ ●❡r♠❛♥②✳

2■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

❲❛rs❛✇ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❲❛rs❛✇✱ P♦❧❛♥❞✳

3❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❆t❤❡♥s ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❇✉s✐♥❡ss✱ ❆t❤❡♥s✱ ●r❡❡❝❡✳

❆❜str❛❝t ✕ ❲✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✇✐❞❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ r❡❝❡♥t❧② ❛❝r♦ss ✐♥❞♦♦r ❛♥❞ ♦✉t❞♦♦r

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s r❡q✉✐r❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s t♦ ❜❡

♠♦❜✐❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r s❡❝✉r✐t②✳ ❑❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ❢♦r

s❡❝✉r❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ r❡s♦✉r❝❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●r♦✉♣

❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❦❡② ❛❣r❡❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

❊♥❡r❣② ❆✇❛r❡ ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣r❡❛t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s✳

∗❤❡❜✐♥❣❅✜♠✳✉♥✐✲♣❛ss❛✉✳❞❡
†♣✳s③❛❧❛❝❤♦✇s❦✐❅st✉❞✳❡❧❦❛✳♣✇✳❡❞✉✳♣❧
‡③❦♦t✉❧s❦❅t❡❧❡✳♣✇✳❡❞✉✳♣❧
§❢♦t✐♦✉❅❛✉❡❜✳❣r
¶♠❛r✐❛s❅❛✉❡❜✳❣r
‖♣♦❧②③♦s❅❛✉❡❜✳❣r
∗∗❞❡♠❡❡r❅✉♥✐✲♣❛ss❛✉✳❞❡
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ❲✐r❡❧❡ss ❙❡♥s♦r ◆❡t✇♦r❦ ✭❲❙◆✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛tt❡r② ♣♦✇❡r❡❞

s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ s❡♥s✐♥❣✱ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬✶❪✳ ❲❙◆s ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❣r✐✲

❝✉❧t✉r❛❧✱ ✐♥❞✉str✐❛❧✱ ♠✐❧✐t❛r② ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❲❙◆s ♣r❡s❡♥t ✉♥✐q✉❡

s❡❝✉r✐t② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇✐r❡ ❛♥❞ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡

✇✐r❡❧❡ss ♠❡❞✐✉♠✱ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❛❞❞❡❞

t♦ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♠❛❦❡ ❲❙◆ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ s♠❛rt❡r ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ▼♦❜✐❧❡ ❲✐r❡❧❡ss ❙❡♥s♦r ◆❡t✲

✇♦r❦s ✭▼❲❙◆s✮ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♣❡♥ ♥❡t✇♦r❦

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❬✸❪✳

■♥ ▼❲❙◆s✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ s❡❝✉r❡

❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ r❡♠♦t❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✉s✱ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r

▼❲❙◆s✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❬✹✱ ✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉✐t❛❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦r st❛t✐❝ ❲❙◆s ❛♥❞ t❡♥❞

t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t st♦r❛❣❡ ❝♦st ❛♥❞ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ■t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r

s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❘❙❆ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤♦✉s❛♥❞s ♦r ❡✈❡♥ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s

t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡✲s❡❝✉r✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❬✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t

♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② s✉❝❤ ❛s ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤② ✭❊❈❈✮ ❬✼❪ ❛♥❞ ❘❛❜✐♥✬s

s❝❤❡♠❡ ❬✽❪ ♠✐❣❤t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡②

♣r♦t♦❝♦❧s ✐s ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❦❡② ❛❣r❡❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✾❪✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r r❡✈✐s✐ts ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡s ❛ s❡t ♦❢ ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ✭●❉❍✮ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❛tt❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ❣r♦✉♣ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ▼❲❙◆s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s

❣♦❛❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❊♥❡r❣② ❆✇❛r❡ ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ✭❊❆●❉❍✮✱ ❛ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡s t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❦❡② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s

❛r❡❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ r❡✈✐❡✇s ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❜❛s❡❞

❦❡② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐t❤ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✱ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

✷✳✶ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❬✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷❪✮ ❢♦r

❲❙◆s✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ▼❲❙◆s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡

❞❡♣❧♦②❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡✇ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ▼❲❙◆s



❳✐❛♦❜✐♥❣ ❍❡✱ P❛✇❡❧ ❙③❛❧❛❝❤♦✇s❦✐✱ ❩❜✐❣♥✐❡✇ ❑♦t✉❧s❦✐... ✸

❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❈❤✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳❬✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t✇♦✲❧❛②❡r❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

✭❚❉❑▼✮ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ❝❧✉st❡r ❜❛s❡❞ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥

❚❉❑▼✱ ❜♦t❤ ♣❛✐r✲✇✐s❡ ❦❡② ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ❦❡② ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ r♦✉♥❞s ✇✐t❤♦✉t

❛♥② ❡♥❝r②♣t✐♦♥✴❞❡❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❑❤❛♥ ❡t ❛❧✳❬✶✹❪ ♣r❡s❡♥t❡❞

❛ r✉♥t✐♠❡ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s t❤❛t

❝♦♥s✐st ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❢❡✇ ✜①❡❞ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✳ ❇❧✉♥❞♦ ❡t ❛❧✳❬✶✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲❜❛s❡❞ ❦❡② ♣r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❑✐❢❛②❛t ❡t

❛❧✳❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣r♦✉♣✲❜❛s❡❞ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❞✐st✐♥❝t ❦❡②s ❛t

❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❧❡ ❆✐❧❡♥✐ ❡t ❛❧✳❬✶✼❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②s ♦❢ ❦❡②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r✴✐♥tr❛✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

✷✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

▼❲❙◆s ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦✈❡r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐❝ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥

❞❡❛❧ ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ♥♦❞❡ ❢❛✐❧✉r❡✱ ❜❛tt❡r② ❞❡♣❧❡t✐♦♥

♦❢ s♦♠❡ ♥♦❞❡s✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥tr✉s✐♦♥

❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❲▼❙◆s ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r

❛♣♣❧✐❡s ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✜r❡ ❡♠❡r❣❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡✱ t❛r❣❡t tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛✐r② ❝❛tt❧❡ ❤❡❛❧t❤

♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❡❛❝❤ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ♠❛② ❜❡ ♠♦❜✐❧❡

✐♥ ♥❛t✉r❡ ❬✶✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛❞✈❡rs❛r✐❡s ❬✶✻✱ ✶✾❪✳

❆s ♥♦❞❡s ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♥♦❞❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ❛♥❞ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r✐t② ♠✉st ❜❡ ❡♥s✉r❡❞✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡♥❡r❣② s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱

❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ♠♦❜✐❧❡ ❡♥t✐t✐❡s r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ❢♦r ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤✉s✱ ♥❡✇ s❡❝✉r✐t②

♣r♦t♦❝♦❧s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ▼❲❙◆s s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❡♥❡r❣② ❛✇❛r❡♥❡ss ❛s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❑❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r

s❡❝✉r✐♥❣ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r s❡❝✉r✐t② ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥

♦❢ ♥♦❞❡✬s ❡♥❡r❣② ✐s s♣❡♥t ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❦❡②s t♦ ♠♦❜✐❧❡

♥♦❞❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✐ts ❥♦✐♥✴❧❡❛✈❡ r❛t❡ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❆s ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡s

❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❛✇❛r❡♥❡ss ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼❲❙◆s ✇✐t❤♦✉t ✜rst❧② ❜❡❡♥ r❡❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛ st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✷✳✸ ◆♦t❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✸ ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❦❡② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ✭❉❍✮ ❦❡② ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✷✵❪ ✐s ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s❡❞ ❜②

♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s❝❤❡♠❡s✳ ❈❧❛ss✐❝ ❉❍ s♦❧✈❡s ❦❡② ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥s❡❝✉r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s

t✇♦ ♠❛❥♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ✜rst❧②✱ ✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♠♦❞✉❧❛r



✹ ❊♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ ❑❡② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ▼♦❜✐❧❡ ❲✐r❡❧❡ss ❙❡♥s♦r......

❚❛❜❧❡ ✶✳ ◆♦t❛t✐♦♥s

❈❍ ❝❧✉st❡r ❤❡❛❞

♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✭♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✮ ✐♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r

i✱j✱k ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ✭r❛♥❣✐♥❣ ✐♥ ❬✶✱n❪✮

ei ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦❢ i✲t❤ ♥♦❞❡

eacti ❛❝t✉❛❧ ❜❛tt❡r② ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✐✲t❤ ♥♦❞❡

emax
i ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛tt❡r② ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✐✲t❤ ♥♦❞❡

Mi t❤❡ ✐✲t❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ♦♥❡ ❣r♦✉♣

Ni s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ ♥♦❞❡

● ❜❛s❡✲♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡

♣ ❛ ♣r✐♠❡r

Ci ❡♥❡r❣② ❝♦st ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ♥♦❞❡ ✐

ni
m ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♥♦❞❡ ✐

ni
s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t ❜② ♥♦❞❡ ✐

ni
r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ♥♦❞❡ ✐

Cm ❝♦st ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

Ci
s ❝♦st ♦❢ s❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♠❡ss❛❣❡

Ci
r ❝♦st ♦❢ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♠❡ss❛❣❡

CRX r❡❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

CTX tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

t❜r tr❛♥s♠✐t ❜✐t r❛t❡

♠ ♠❡❛♥ ✭❛✈❡r❛❣❡✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥

σ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

v ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛t✐♦

γ1 ❛s②♠♠❡tr② ✭s❦❡✇♥❡ss✮ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

γ2 ❡①❝❡ss ✭❦✉rt♦s✐s✮ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❦❡② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣❀ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❦❡② ❡①❝❤❛♥❣❡

♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♦♥❧② t♦ t✇♦ ♣❛rt✐❡s✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❉❍ t♦ ❣r♦✉♣ s❡tt✐♥❣ ✇❛s ✜rst

st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✷✶❪✱ ✇❤❡r❡ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ✭●❉❍✮ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❡r❡

♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡ ✭❊❈✮ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❦❡②s ✐♥ ❊❈ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt❡r

❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ❬✼❪✳ ❆❧❧ ❊❈ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ Ni✱ ❛r❡

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s❡❝✉r❡ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ t♦ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✶✳

●❉❍ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❛❣❡s✿ ✉♣✢♦✇ ✭tr❛✣❝ ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡r ✇✐t❤ ❧♦✇

✐♥❞❡① t♦ t❤❛t ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡①✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✮ ❛♥❞ ❞♦✇♥✢♦✇



❳✐❛♦❜✐♥❣ ❍❡✱ P❛✇❡❧ ❙③❛❧❛❝❤♦✇s❦✐✱ ❩❜✐❣♥✐❡✇ ❑♦t✉❧s❦✐... ✺

Pr♦t♦❝♦❧ ✶✿ ❊❧❧✐♣t✐❝✲❈✉r✈❡✲❜❛s❡❞ ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥

✶✿ Mi −→Mi+1 : {
∏j

k=1(Nk)G | j ∈ [1, i]}

✷✿ Mn−i ←−Mn−i+1 : {
∏

k 6∈[i,j](Nk)G | j ∈ [1, i]}

✭t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ✉♣✢♦✇✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✮✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧

♥❡❡❞s 2(n−1)♠❡ss❛❣❡s✱ i+1♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦rMi✭ 1 ≤ i ≤ n−1✮ ❛♥❞ ♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❢♦r Mn✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t

❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ●❉❍ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦r

❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ●❉❍ ✈❛r✐❛♥ts✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r✐♦r✐ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❛♥❞

♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡r ✭✇❤❡t❤❡r

♥✲✷ ♦r ♥✮✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✱ ❛s t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t❡s✳

❙❡❝✉r✐t② ♦❢ ●❉❍ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❉❍ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ●❉❍ ✐s s❡❝✉r❡

❛s ❧♦♥❣ ❛s ❉❍ ✐s s❡❝✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✬ ❞❡t❛✐❧s ✭❡①❡❝✉t✐♦♥✱ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♦❢✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❛♥❞ ♦t❤❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✶❪✳

✹ ❊♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

✹✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦❞❡s✬ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✭❇❙✮ ✐s ❛ ❞❛t❛ r❡q✉❡st❡r ❛♥❞

s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ❣❛t❡✇❛② t♦ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❇❙ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❡♥❡r❣②✱

❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❈❍s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣②✱ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦r❡ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❘❡❣✉❧❛r ♥♦❞❡s ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r

t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡♥s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

❛r❡❛ t♦ t❤❡ ❇❙ t❤r♦✉❣❤ ❈❍s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r♦❧❡s ✐♥ ♦✉r ❦❡② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡✱

●r♦✉♣ ▲❡❛❞❡rs ✭●▲s✮ ❛♥❞ ●r♦✉♣ ▼❡♠❜❡rs ✭●▼s✮✳ ■♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✱ ❛ ❈❍ s❡r✈❡s ❛s ❛

●▲ ❛♥❞ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡r ♠♦❜✐❧❡ ♥♦❞❡s s❡r✈❡ ❛s ●▼s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

✭✶✮ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ●▼s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐s t❤❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✳

✭✷✮ ❆ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡❝❤❛r❣❡❞ ✐❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✳

✭✸✮ ❊❛❝❤ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ❤❛s ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳

✭✹✮ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❀ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ Mi ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❛

♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ Mj ✱ t❤❡♥ Mi ❝❛♥ s❡♥❞ ❛ ♠❡ss❛❣❡ t♦ Mj ✳

✭✺✮ ❚❤❡ ❝♦st ❢♦r s❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ ❢♦r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♠❡ss❛❣❡

✐s t❤❡ s❛♠❡✳

✭✻✮ ❈❍s ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❇❙✳



✻ ❊♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ ❑❡② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ▼♦❜✐❧❡ ❲✐r❡❧❡ss...

❋✐❣✳ ✶✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❊❆●❉❍ ❡①❡❝✉t✐♦♥

✹✳✷ ❙②st❡♠ ♦✈❡r✈✐❡✇

■♥ ●❉❍ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ♥♦❞❡ ✭t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

✐♥❞❡①✮ Mn ✐♥ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♣❧❛②s ❛ s♣❡❝✐❛❧ r♦❧❡✿ ✐♥ ❛❧❧ ●❉❍ ✈❛r✐❛♥ts✱ Mn ♣❡r❢♦r♠s t❤❡

♠♦st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ♥❡t✇♦r❦ s❡t✉♣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❈❍ ♣❧❛②s t❤❡

r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲✐♥❞❡①❡❞ ♥♦❞❡ Mn ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ n− 1 r❡❣✉❧❛r ♥♦❞❡s ✐♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✳

❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠❛❦❡ ●❉❍ ❡♥❡r❣② ❛✇❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧✬s

❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ❡①❤❛✉st❡❞

♥♦❞❡s ✭♦r ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✮ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r✲

❤❡❛❞ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❦❡②✳ ❆s ♥♦❞❡s ♦r❞❡r✐♥❣ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡✛♦rt ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦ ♣r✐♦r✐ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢

●❉❍ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ ♦✉r ❊❆●❉❍✱ ❈❍ ✐s t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲✐♥❞❡①✳ ❈❍ r❡❝❡✐✈❡s

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ●▼ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ❡❛❝❤ ●▼✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ♦❢ ❊❆●❉❍

✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ❇② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢❛❝t♦rs✿ Cm✱ Ci
s ❛♥❞ Ci

r✱ ❡♥❡r❣②

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❊❆●❉❍ ❢♦r ❛ r❡❣✉❧❛r ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Ci = ni
mCm + ni

sC
i
s + ni

rC
i
r. ✭✶✮

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ●❉❍ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤♦s❡ ❡♥❡r❣② ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✇✐t❤ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❙♦♠❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s

✭s❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣✮ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r

♥♦❞❡ Mi ✐♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❍ ✭Mn✮ ❛s

❈❍ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡✲♣♦✇❡r❢✉❧ ♥♦❞❡✳

❚❛❜❧❡ ✷✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r

●❉❍

♠❡ss❛❣❡s s❡♥t ✷✱ ✶ ❢♦r M1

♠❡ss❛❣❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ✷✱ ✶ ❢♦r M1

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s i+ 1



❳✐❛♦❜✐♥❣ ❍❡✱ P❛✇❡❧ ❙③❛❧❛❝❤♦✇s❦✐✱ ❩❜✐❣♥✐❡✇ ❑♦t✉❧s❦✐... ✼

❆♥ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ●❉❍ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✷✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ♥❛♠❡❞ ❊❆●❉❍✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❊❆●❉❍ ✐s t♦ ❧❡t

t❤❡ ♠♦r❡ ❡①❤❛✉st❡❞ ♥♦❞❡s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢❡✇❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

Pr♦t♦❝♦❧ ✷✿ ❊♥❡r❣② ❆✇❛r❡ ●r♦✉♣ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥

✶✿ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ x ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r s❡♥❞s ✐ts ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ex ✇✐t❤ ✐ts ✐❞❡♥t✐✜❡r t♦ ●▲✳

✷✿ ●▲ ♦r❞❡rs ♥♦❞❡s ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ ❣✐✈❡♥ s♦rt✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✸✿ ●▲ ❛ss✐❣♥s ✐♥❞✐❝❡s t♦ ❡❛❝❤ ♠❡♠❜❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ st❡♣ ✷✳

✹✿ ●▼s ❡①❡❝✉t❡ ●❉❍✳

✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡s ✉s✐♥❣ t✇♦ ♣❧❛t❢♦r♠s✿ ▼■❈❆✷ ❛♥❞

❚♠♦t❡ ❙❦②✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦st ❊❈❈✲❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t② s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ▼■❈❆✷

♥♦❞❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✽✲❜✐t ❆❚♠❡❣❛✶✷✽▲ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✹❑❜ ♦❢ ❘❆▼✱ ✶✷✽❑❜ ♦❢

❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❈❈✶✵✵✵ ❝❤✐♣ ❛s ❛ r❛❞✐♦ ♠♦❞✉❧❡✳ ❆ ❚♠♦t❡ ❙❦② ♥♦❞❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤

❛ ✶✻✲❜✐t ▼❙P✹✸✵ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✶✵❑❜ ♦❢ ❘❆▼✱ ✹✽❑❜ ♦❢ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ ❈❈✷✹✷✵

❝❤✐♣ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s t❤❡ r❛❞✐♦ ♠♦❞✉❧❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❊❈❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪

✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣♦✐♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✮ ❛r❡

❡ss❡♥t✐❛❧✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❊❈ ✐s ❞❡✜♥❡❞

♦✈❡r ♣r✐♠❡✲♦r❞❡r ✜❡❧❞ Fq✳ ❆♥ ❊❈ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✶✻✵ ❜✐ts✱ s♦ ✐♥ ♦✉r ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❡

♠❡ss❛❣❡s✬ s✐③❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❬✷✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠s✬ ❞❛t❛s❤❡❡ts✱

t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦sts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳

❚❛❜❧❡ ✸✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❜♦t❤ ♣❧❛t❢♦r♠s

P❛r❛♠❡t❡r ▼■❈❆✷ ❚♠♦t❡ ❙❦②

CRX ✶✵✳✵♠❆ ✷✶✳✽♠❆

CTX ✷✺✳✵♠❆ ✶✾✳✺♠❆

t❜r 3.84e+ 04 ❜♣s 2.5e+ 05 ❜♣s

Cm 1.27s× 7.88mA 0.72s× 3.68mA

❋♦r ❜♦t❤ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛tt❡r②✬s ❝❛♣❛❝✐t② ✭bmax
i ✮ ♦❢ ❛❧❧

♥♦❞❡s ✐s ✸✵✵✵ ♠❆❤✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ ❛

❣r♦✉♣ ♦❢ n ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢

♥♦❞❡s ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡♠❡❛♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ♣❡r♠✉t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❛❢t❡r ❡❛❝❤

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❡♥✉♠❜❡r❡❞

✐♥ t❤❡ ✇❛② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ Pr♦t♦❝♦❧ ✷✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱

✇❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❢♦r ✶✵✵✵ t✐♠❡s ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♥♦❞❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

st♦♣♣❡❞ ✉♥❧❡ss ✉♥❧❡ss ❛♥② ♦♥❡ ♥♦❞❡ r✉♥s ♦✉t ♦❢ ✐ts ❜❛tt❡r②✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✇❡



✽ ❊♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ ❑❡② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ▼♦❜✐❧❡ ❲✐r❡❧❡ss...

❋✐❣✳ ✷✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❊❆●❉❍ ♦♥ ▼■❈❆✷ ♣❧❛t❢♦r♠

❋✐❣✳ ✸✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❊❆●❉❍ ♦♥ ❚♠♦t❡ ❙❦② ♣❧❛t❢♦r♠

❋✐❣✳ ✹✳ Pr♦✜ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ ▼■❈❆✷ ♣❧❛t❢♦r♠

s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ✐♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡



❳✐❛♦❜✐♥❣ ❍❡✱ P❛✇❡❧ ❙③❛❧❛❝❤♦✇s❦✐✱ ❩❜✐❣♥✐❡✇ ❑♦t✉❧s❦✐... ✾

❋✐❣✳ ✺✳ Pr♦✜ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ ❚♠♦t❡ ❙❦② ♣❧❛t❢♦r♠

❋✐❣✳ ✻✳ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ▼■❈❆✷

❛ttr✐❜✉t❡s ✇✐t❤ t❤✐s ♦♥❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡ ❢♦r t❤❡ ▼■❈❆✷ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❚♠♦t❡ ❙❦② ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳

❋♦r ▼■❈❆✷✱ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ n✱ t❤❡ ❣❛♣ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡

♣r♦t♦❝♦❧✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥s✮ ✐s ❛❜♦✉t ✽✵✵✵✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ n✱ t❤❡ ❣❛♣

♥❛rr♦✇s ❜✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❊❆●❉❍ ✐s st✐❧❧ ❣r♦✇✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚♠♦t❡ ❙❦②✱ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✐s

❛❜♦✉t ✸✵✵✵✵✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛s❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❧❛t❢♦r♠s st❛rts ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ♥❡❛r t♦



✶✵ ❊♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ ❑❡② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ▼♦❜✐❧❡ ❲✐r❡❧❡ss...

❋✐❣✳ ✼✳ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❚♠♦t❡ ❙❦②

❚❛❜❧❡ ✹✳ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛s❡ ✭▼■❈❆✷✮

n ✸ ✽ ✶✺ ✷✺ ✹✵ ✺✵ ✻✺ ✽✵ ✶✵✵ ✶✹✵ ✶✺✵ ✶✽✵ ✷✵✵ ✷✺✵

m × 10
−3

✸✺✸ ✶✾✶ ✶✶✻ ✼✹ ✹✽ ✸✾ ✸✵ ✷✹ ✷✵ ✶✹ ✶✸ ✶✶ ✶✵ ✽

σ ✾✾ ✶✵✸ ✽✶ ✻✻ ✺✺ ✺✶ ✹✶ ✸✽ ✸✸ ✷✽ ✷✼ ✷✹ ✷✸ ✶✾

v × 10
−3

✵✳✸ ✵✳✺ ✵✳✼ ✵✳✾ ✶✳✶ ✶✳✸ ✶✳✸ ✶✳✺ ✶✳✻ ✶✳✾ ✷ ✷✳✶ ✷✳✸ ✷✳✹

−γ1 ✵✳✼✾ ✵✳✻✹ ✵✳✻✷ ✵✳✻✷ ✵✳✼✸ ✵✳✽✹ ✵✳✻✻ ✵✳✼✾ ✵✳✾✻ ✵✳✼✶ ✵✳✽✷ ✵✳✺✹ ✵✳✼✸ ✵✳✻✺

γ2 ✵✳✹✶ ✵✳✷✾ ✵✳✹✾ ✵✳✼✺ ✵✳✹✾ ✵✳✾✸ ✵✳✺✽ ✶✳✺✵ ✷✳✾✸ ✵✳✺✺ ✶✳✶✷ ✵✳✸✹ ✵✳✾ ✵✳✻✶

t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✱ ❜✉t ✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❞ ❢♦r n & 25 ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s

❛❣❛✐♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❧❛t❡r✳

❋✐❣✳ ❄❄ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦✜ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❊❆●❉❍ ♦♥ ❜♦t❤ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❋♦r ❛

❣✐✈❡♥ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❡ ♣r♦✜t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡ ♦r ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛s❡ ❜② t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ♣❧❛t❢♦r♠s ✭▼■❈❆✷ ❛♥❞ ❚♠♦t❡ ❙❦②✮ ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡ ✭t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✱ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡✱

t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ ✉s✐♥❣ ❊❆●❉❍ ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❛♥❞

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦ t✐♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦t♦❝♦❧✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ✉s✐♥❣ ❊❆●❉❍ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳



❳✐❛♦❜✐♥❣ ❍❡✱ P❛✇❡❧ ❙③❛❧❛❝❤♦✇s❦✐✱ ❩❜✐❣♥✐❡✇ ❑♦t✉❧s❦✐... ✶✶

❚❛❜❧❡ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛s❡ ✭❚♠♦t❡ ❙❦②✮

n ✸ ✽ ✶✺ ✷✺ ✹✵ ✺✵ ✻✺ ✽✵ ✶✵✵ ✶✹✵ ✶✺✵ ✶✽✵ ✷✵✵ ✷✺✵

m × 10
−3

✶✸✸✶ ✼✶✽ ✹✸✻ ✷✽✵ ✶✽✶ ✶✹✼ ✶✶✹ ✾✸ ✼✺ ✺✹ ✺✵ ✹✷ ✸✽ ✸✵

σ ✶✽✽ ✶✽✾ ✶✹✾ ✶✸✵ ✶✵✸ ✾✹ ✽✹ ✼✶ ✻✸ ✺✺ ✺✵ ✹✻ ✹✸ ✹✵

v × 10
3

✵✳✶✹ ✵✳✷✻ ✵✳✸✹ ✵✳✹✼ ✵✳✺✼ ✵✳✻✹ ✵✳✼✸ ✵✳✼✻ ✵✳✽✸ ✶ ✶ ✶✳✶ ✶✳✶ ✶✳✸

−γ1 ✵✳✾✾ ✵✳✽✼ ✵✳✺✶ ✵✳✻✽ ✵✳✼✹ ✵✳✺✽ ✵✳✽✷ ✵✳✺✾ ✵✳✻✺ ✵✳✽✹ ✵✳✻✶ ✵✳✼✷ ✵✳✽✵ ✵✳✼✼

γ2 ✶✳✸✹ ✷✳✸✶ ✵✳✶✼ ✵✳✻✷ ✶✳✶✻ ✵✳✷ ✶✳✷✻ ✵✳✹✸ ✵✳✼✸ ✶✳✸ ✵✳✸✹ ✵✳✽✺ ✵✳✾✹ ✵✳✾✶

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❛s❡✳ ❇❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✜rst ✇❡

❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥

r❛t✐♦ v ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ v = σ
m
✳

▼♦r❡♦✈❡r s❦❡✇♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s s❡t ❛s γ1 = µ3

σ3 ✱ ✇❤❡r❡ µ3 ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤✐r❞

♦r❞❡r✳ ❋♦r ❛ s②♠♠❡tr✐❝ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ γ1 = 0✳ ❋♦r γ1 6= 0✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦♥❣ t❛✐❧ ❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✭✐❢ γ1 > 0✮ ♦r ❛ ❧♦♥❣

t❛✐❧ ❛t t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✭✐❢ γ1 < 0✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❡t γ2 = µ4

σ4 − 3✱

✇❤❡r❡ µ4 ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡

❦✉rt♦s✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ2 = 0✳ ■❢ γ2 > 0 t❤❡♥✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

t❛❧❧❡r ❛♥❞ ✐ts s❤❛♣❡ ✐s s❧✐♠♠❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ γ2 < 0 t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ▼■❈❆✷ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

✈❛❧✉❡s ❢♦r ❚♠♦t❡ ❙❦② ❛r❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✼✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ✜❣✉r❡s✱ ✐t ✐s

♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊❆●❉❍ ♦✈❡r ●❉❍ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡

❜✉t ♥♦t ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤❡r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇ t❤❛t ✉s✐♥❣

❊❆●❉❍ ❣✐✈❡s ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r♦✜ts✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦♥❣ t❛✐❧ ❢♦r s❤♦rt ♥❡t✇♦r❦

❧✐❢❡t✐♠❡s✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❤♦rt ❧✐❢❡t✐♠❡s ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ✭❞✉❡ t♦ s❦❡✇♥❡ss✬s
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