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Equidistribution de mesures algébriques

Laurent Clozel et Emmanuel Ullmo

ABSTRACT

Let G be an algebraic group, I' an arithmetic lattice of G and X = I'\G. If H is an
algebraic subgroup of G such that H NI is a lattice of H, then I'\I'H C X is endowed
with a canonical H-invariant probability measure pg. Using Ratner’s theory, we give gen-
eral examples where pp, converges weakly to ug if H, is a strict sequence of algebraic
subgroups of G. If I' is a congruence subgroup of G, we define another probability mea-
sure pug on X by using the adelic description of the quotient. We conjecture that p%
always converges weakly to ug if H, is a strict sequence. Using automorphic forms and
L-functions, we describe the case G = SL(2, F') for a number field F' and a sequence of
tori H,. The relation with similar problems on Shimura varieties is explained.
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1. Introduction
1.1 Les propriétés £ et &,

Soit Gg un groupe algébrique connexe sur Q et X*(Ggp) l'ensemble des caracteres rationnels de
G définis sur Q. On dit que Gg est de type F si X*(Gg) = {1}. Un groupe de Lie réel est dit
de type rationnel si il est de la forme G = Gg(R)™ pour un groupe algébrique Gg connexe sur Q.
Si Gg est de type F et I' € G(Q)" = G(Q) N G(R)™ est un sous-groupe arithmétique alors [PR94,
théoreme 4.13] T est un réseau de G: la mesure de X = I'\G pour une mesure G-invariante est
finie. Dans cette situation, on note ug sa mesure de probabilité G-invariante canonique.

Soient Hp un Q-sous-groupe algébrique connexe de Gg de type F et H = Hg(R)™, alors
I'y =T'N H est un réseau arithmétique de H et
X} =T\'H =Ty\H
est un fermé de X muni canoniquement d’une mesure de probabilité H-invariante jp.

Soit P(X ) I'ensemble des mesures de probabilités de Borel sur X+ muni de la topologie faible-
étoile. Soit Q(X ™) le sous-ensemble de P(X ™) des mesures py pour un Q-sous-groupe Hg de Gg
de type F.

DEFINITION 1.1. Une suite H, g (o > 1) de Q-sous-groupes algébriques est dite stricte si pour tout
Q-sous-groupe Hg # Gy,
{a7 Hoq C HQ}

est fini.

Nous exhiberons dans ce texte de nombreux exemples de suites strictes H, g de Q-sous-groupes
de type F vérifiant la propriété suivante.

PROPRIETE . La suite de mesures pi, = j1p, canoniquement associées a H, g converge faiblement
Vers [iq.

Il est facile de donner des exemples de suites strictes de Q-sous-groupes H, g de Gg de type F
n’ayant pas la propriété £. Un des buts de ce texte est de définir et d’étudier une version adélique
de la propriété £ qui nous semble pouvoir étre vraie en général.

Les sous-groupes de congruence de G seront par définition les sous-groupes de G(Q) de la forme
r=GQNKoul' =G(Q)™"NK

pour un sous-groupe compact ouvert K de G(Ay). Dans la suite de cette introduction, on suppose
que Gg est de type F, on fixe un réseau de congruence I' de G et on pose encore X = I'\G. Dans
cette situation X est une composante de

S(G,K) = GQ\GR)" x G(As)/K
et les composantes de S(G, K) sont indexées par 'ensemble fini G(Q)T\G(Ay)/K.
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Si Hg est un Q sous-groupe de Gg de type F, alors Ky = H(Af) N H est un sous-groupe
compact ouvert de H(Ay). Chaque composante irréductible de

S(H,K)=S(H,Ky)=H(Q)"HR)" x HAf)/Kpy

est munie d’une mesure de probabilité canonique. Soit £ = £(H, K) I'ensemble des composantes
de S(H, K) contenues dans X+ = T'\G, soit

hg = hg (H,K) = |7

et g, m € P(XT) la mesure

1
Ha,H = h_+ Z oy
@ ~yeEt

ou ji~ désigne la mesure de probabilité canonique de la composante indexée par v € £ +,

On note Q,(X ™) le sous-ensemble de P(X) des mesures 1, g pour Hg un Q-sous-groupe de
type F de Gg. Nous dirons qu’une suite de Q-sous-groupes H, g de Gg a la propriété &, si elle
vérifie :

PROPRIETE &,. La suite de mesures Ha,o = Ha,H, associée canoniquement a H, converge faiblement
vers la mesure pug.

1.2 Les propriétés £° et Sas

Si on s’intéresse aux propriétés d’équidistribution sur les espaces localement symétriques, notam-
ment les variétés de Shimura, on procede de maniere légerement différente. Pour simplifier la dis-
cussion, on suppose que Gg est de plus un groupe algébrique semi-simple. On fixe un sous-groupe
compact maximal K, de G(R)' et on note 2 = G(R)" /K, 'espace symétrique associé. Soit I' un
réseau arithmétique dans G(R)™ et S =T\ Q.

Soit Hg un sous-groupe réductif de Gy, il existe alors b € G(R)™ tel que
Ki oo = bKoob™ ' N H(R)™T
soit un compact maximal de H(R)". Notons Qy = H(R)" /Ky 0o, Ty = TNH(R)T et Sy = Ty\Qp.
Un couple (H,b) ayant les propriétés précédentes est dit admissible.
Si (H,b) est un couple admissible, on dispose d’un morphisme naturel de variétés
ip: Sg— 8
[h. Koo i) — [M0K ).

Soit P(S) I'ensemble des mesures de probabilité de Borel sur S. Soit 7y la mesure invariante
normalisée sur Sy et vy = (ip)«Vp.

Une suite (H,, by ) de couples admissibles est dite stricte si la suite H,, est stricte. On note alors
Uy €t Uy = (ip, )+Vq les suites de mesures associées. On dit qu’'une suite stricte (Hy,b,) de couples
admissibles a la propriété £ si elle vérifie :

PROPRIETE £°. La suite de mesure v, converge faiblement dans P(S) vers la mesure invariante
normalisée de S.

Quand S est une variété de Shimura, des exemples de suites de ce type ayant la propriété £(.5)
sont donnés dans [CUJ. Dans ce cadre les mesures associées sont supportées sur des sous-variétés
spéciales de dimension positive.

Il y a bien sir de nombreuses raisons pour que la propriété £° ne soit pas vérifiée en général.
On peut remarquer en premier lieu que si (H,b) est un couple admissible et v € I" alors (H, =
’nyy_l,by = 7b) est admissible et les mesures vy et vy coincident. Il est possible, en faisant
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varier 7 de construire de suites strictes de couples admissibles (H.,,by) qui n’ont pas la propriété
E9 car la suite de mesures associées est constante.

Par ailleurs soit T un tore de Gg tel que T'(R) est compact (ce qui est le cas dans la théorie
de la multiplication complexe, dans le cadre des variétés de Shimura); soit b € G(R)' tel que
T(R) C bKb™!, alors le couple (Tg,b) est admissible et la mesure associée vy est une mesure de
Dirac en un point de S. On peut ainsi fabriquer des suites strictes de couples admissibles n’ayant pas
la propriété 9, car une suite de mesure de Dirac ne peut pas converger vers la mesure invariante.

Pour remédier a ce type de problemes, on est amené a étudier I’analogue 5;? de &, dans ce cadre.
On note pour K compact ouvert dans G(Ay)

S(G,K)=GQ"N\GR)" x G(Af)/K
et
S(G,K,Ky) = G(Q)JF\G(IR)JF/Koo x G(Ay)/K.

On note [g, g7] et [9K, g7 les images de (g,g7) € G(RT)xG(Ay) dans S(G,K) et S(G, K, Kx)
respectivement. Enfin pour tout b € G(R™) on note

m: S(G,K) — S(G, K, Ky)
9. 97] — (9K, g7]
et
7 : S(G,K) — S(G,K)
9, 9¢] = [9b, 97]

de sorte que m, = w1 0 T}

On fixe la composante ST =T\Q de S (I' = G(Q)* N K). Soit (H,b) un couple admissible, on
dispose du morphisme naturel que ’on note encore 4; par abus de notations

i :S(H, Ky, Koo ) — S(G, K, K)
(WKoo m, hg] — [WbK s, hy).
Soit & = £(H, K,b) 'ensemble des composantes de S(H, K, Ko m) dont I'image est contenu

dans ST. Pour v € &, on note v, la mesure invariante normalisée de la composante 7. Soit h™ = |&]
et

. 1
VHJ, = (Zb)*h—+ Z V,y.

YEE

On dit qu’une suite de couples admissibles (H,,b,) a la propriété 5;? si elle vérifie :
PROPRIETE &7. La suite de mesures vy, 5, converge faiblement vers la mesure invariante de S.

On peut remarquer que d’apres nos définitions, les mesures v et (71)«(75)«fta, 7 coincident, de
sorte que pour vérifier la propriété ng , il faut montrer que pour toute fonction f continue bornée
sur ST invariante & droite par K

f(zba) dpta,m., —>/ fua. (1)
S+ S+

1.3 Sous-groupes de types H, théorie ergodique unipotente

Dans cette partie Gg est un groupe algébrique connexe sur Q de type F, G = Ggo(R)", T Cc G(Q)*
est un réseau arithmétique et X+ =T\G.
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Un premier exemple de suites strictes de sous-groupes H, g ayant la propriété &£ est une
conséquence directe des travaux d’Eskin et al. [EMS96]. Soit Hgp un Q-sous-groupe algébrique
connexe de Gg de type F. Soit 7, € I' une suite d’éléments de I'. On pose

Hog =7, HoYa

et Hy, = H,o(R)". Dans cette situation on a le théoréme suivant.

THEOREME 1.2. Si H, g est une suite stricte alors H, g a la propriété £.

Preuve. Cela résulte de [EMS96, théoreme 2.1, p. 261]. Remarquer que comme indiqué avant et
apres 'énoncé du théoreme 2.1 de [EMS96], on peut prendre (avec les notations de loc. cit.)

poa: H— G, pa(h)= 'Vojlh'ya-

Les auteurs montrent en fait que la suite des translatés
[, = [LH Vo
converge simplement vers pug. Mais dans cette situation on a
I\IH, = T\I'v, ' Hy, = T\TH7,,
de sorte que pl, = piq- O

DEFINITION 1.3. Un groupe algébrique connexe H sur Q est dit de type H si son radical résoluble
est unipotent et si Hy = H/R,(H) est produit presque direct de groupes Q-simples H; tels que
H;(R) est non compact.

Nous montrons dans la troisieme partie de ce texte le théoreme suivant.

THEOREME 1.4. Soit Gg un groupe semi-simple de type H et soit H, C Gq une suite stricte de
sous-groupes de type H. Alors la propriété £ est vraie pour la suite H,,.

Ce résultat sera une conséquence de la théorie ergodique pour les flots unipotents développée
par Ratner [Rat91a, Rat91b, Rat95] et étendue sous une forme particulierement utile pour nous par
Mozes et Shah [MS95]. Décrivons brievement les résultats dont aurons besoin dans ce texte.

Nous supposons maintenant Gg semi-simple sur Q et sans facteurs R-anisotropes. Soit F' C
G(R)* un sous-groupe de Lie fermé connexe. Nous dirons (momentanément) que F' est de type K
(de type H dans [MS95]) si, pour un sous-groupe arithmétique I' de G(R)" :

(i) FNT est un réseau de F. (En particulier FNT\F est fermé dans T\G(R)™ ; soit pup sa mesure
invariante normalisée.)
(ii) Le sous-groupe L(F') engendré par les sous-groupes unipotents a un parametre de G' contenus
dans F opere ergodiquement sur F' N T'\ F' par rapport & pup.
Une mesure g sur X est dite algébrique si son support Supp(u) est une orbite fermée de son
sous-groupe d’invariance A(u).

On note Qi (X ™) le sous-ensemble de P(X ) formé des mesures telles que le sous-groupe L(A(p))
agit ergodiquement par rapport & p. On note aussi Ok (X ™) le sous-ensemble de Qx (X ™) formé
des mesure dont le support contient I'e € X . Il résulte des définitions que si F' est de type K alors
np € QlC,e(X+)-

D’apres les résultats de Ratner [Rat91a, Rat91b, Rat95] on a le théoréme suivant.
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THEOREME 1.5 (Ratner).

(a) Toute mesure dans Qi (X ™) est algébrique.

(b) Soit W un sous-groupe de Lie fermé de G engendré par des sous-groupes unipotents a un
parameétre et p € P(X ™) une mesure W-invariante ergodique. Il existe alors un sous-groupe H
de G de type K et g € G tel que W C g~ 'Hg et ju est la mesure g~ H g-invariante de support
lorbite fermée I'\I'Hg.

Nous aurons aussi besoin des résultats suivants dus & Moses et Shah [MS95].
THEOREME 1.6 (Mozes—Shah).

(i) p € Oke(XT) si et seulement si p = pp pour un F € K.
(i) Qk.(X™T) est compact pour la topologie faible.
(iii) Sipa € Qie(X ™) converge vers p € Qi o(X™) alors

Supp(fa) C Supp(p)
pour o > 0.

Le théoreme 1.4 résulte alors de l'identification des classes H et K. Il ne surprendra pas les
experts : les résultats essentiels se trouvent dans les travaux de Shah [Sha91].

1.4 Présentation des résultats

Décrivons brievement le plan de ce texte ainsi que les principaux résultats. Nous renvoyons au coeur
du texte pour certaines notations et des descriptions plus précises des résultats.

Dans § 2.1 nous prouvons les propriétés £ et £, pour des suites de sous-tores d’un tore anisotrope.
Nous discutons ces propriétés pour des suites de tores anisotropes maximaux dans un groupe
ambiant Gg résoluble dans § 2.2.

A partir de § 3 nous supposons le groupe ambiant Gg semi-simple sans Q-facteur R-anisotrope.
On montre dans § 3 le théoreme 1.4, i.e. la propriété £ pour les suites strictes de sous-groupes de
types H.

Dans § 4 nous définissons la notion de ‘suite de sous-groupes a dégénérescence unipotente’. Cela
permet dans certaines situations d’appliquer ‘a la limite’ la théorie de Ratner a des suites de sous-
groupes qui ne sont pas engendrés par des unipotents. Nous montrons au théoreme 4.2 que si Gg
est (Q-anisotrope et si tout Q-sous-groupe semi-simple de G est R-anisotrope alors une suite a
dégénérescence unipotente a les propriétés & et &,.

Dans le reste du papier on prend G = SL(2, F') ou G = PGL(2, F') pour un corps de nombres F.
Pour d sans facteur carré dans I’anneau d’entiers O de F' on dispose de plongements ‘entiers’

Ey=F[Vd — M(2,F)

a+bVd— @ bd ou a+ bVd — a b .
b «a bd a

Les tores associés de G seront dit standard.

Sous des hypotheses de dégénérescence unipotente fortes, on montre au théoreme 4.6 que pour
une forme parabolique f sur X = I'\SL(2, F ® R) (I" de congruence) et une suite stricte de tores
standard Ty de mesures associées figq, on a pg(f) — O. Au théoréme 4.8, on précise la mesure limite
de la suite des pug quand F = Q et les fonctions-test sont K -invariantes. On voit alors que la
propriété £ ne peut pas étre vraie dans ce cadre.

Le reste du papier est consacré a la preuve de la propriété (&,) pour des suites strictes de tores
standard dans PGL(2, F'). On note p, q la mesure adélique associée a un tore standard 7.
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Dans § 5, on évalue i, 4(f) pour une forme parabolique f, grace a une formule de Waldspurger
[Wal85]. Si 7 est la représentation automorphe associée a f et II son changement de base a
E = F[V/d], on obtient une relation entre j, 4(f) et L(IT, %) On montre que pour tout € > 0

paa(f)] < |d|71/4+0/2Fe

ol d| =[], ldlo = [Nr/q(d)| et 6 désigne la constante de Selberg 0 < 6 < % qui mesure le défaut
de validité de la conjecture de Selberg (donc conjecturalement § = 0 ). En acceptant la conjecture
de Selberg et I'hypothese de Lindelof pour L(II, %) on obtiendrait I'estimation |14 q(f)| < |d|~1/2 e,

Dans § 6, on traite la méme question pour les séries d’Eisenstein E, (g, s), associées a un caractere
x de F*\A%,, en utilisant une formule de Hecke sous la forme donnée par Wielonsky [Wie85]. Les
résultats sont similaires; 11q,4(Ey (g, 5 + i0)) est maintenant relié & la valeur spéciale de la fonction
L ‘ala Tate’ L(xo Ng/p, %) On montre I'existence d’une constante A > 0 telle que pour tout € > 0
et tout o € R

|tta,a(Ex (9, 3 +i0))| < [d|7/*F<|a] .
L’hypothese de Lindelof pour L(x o Ng/p, %) donnerait I'estimation

ta,a(Ex(g, 5 +io))| < |d|7/#+|o] .

On explique au début § 7 comment les résultats des §§ 5 et 6 donnent la propriété £, pour
les suites strictes de tores standard de PGL(2, F). Notons que la preuve de ces résultats n’utilise
pas la sous-convexité pour L(II, %) ou L(x o Ng/p, %) Nous expliquons a la fin de § 7 comment la
sous-convexité pour L(II, %) et L(x o Ng/p, %) implique la conjecture £ pour des suites strictes
de tores standard définissant des points spéciaux des variétés de Shimura associées & PGL(2, F).
Des résultats analogues ont été annoncés par Zhang [ZhaOl] et Cohen [Coh]. Pour les derniers
développements sur la sous-convexité pour les familles de fonctions L nous recommandons le texte

de Michel [Mic].

2. Tores, groupes résolubles, cas R-anisotrope

2.1 Le cas des tores anisotropes

Soit G = T un tore anisotrope sur Q. On note A = X, (T') le groupe libre des sous-groupes a un
parametre de T'. Ainsi

A = Hom(Gy,, Tgy).
ot Q est une cléture algébrique de Q. Le sous-groupe de Galois G = Gal(Q/Q) opere sur A: Si
AeAetoeGetzeQon pose
("A)(2) = or(Mo2));

or désignant laction de o sur T(Q) donnée par la structure rationnelle. Alors G opere par un
quotient fini Gal(E/Q), E étant la plus petite extension galoisienne déployant 7.

Notons c¢ la conjugaison complexe de Gal(C/R). On a A = Hom(G,, c,Tc). Alors ¢ opere de
méme sur A via ‘A = ¢p(Z) ol ¢r est la conjugaison complexe sur T'(R). On suppose désormais que
Q est la cloture algébrique de Q dans C, ¢ peut alors étre vu comme un élément de G et A est
donné par 'action précédemment décrite de G sur A.

On notera V le Q-espace vectoriel A ® Q et Vi le R-espace A ® R. Puisque T est anisotrope
I'espace des invariants de G dans V est réduit & {0}. Par ailleurs V = V*+ @ V"~ décomposition en
sous-espaces propres (+1) et (—1) sous l'action de C. (Noter que ¢ ne commute pas a G en général).
Sir=dim(V*) et s =dim(V "), le tore Tk est isogene a G, x T$, ou T, désigne le tore anisotrope
de dimension 1 sur R.
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OnaLieT(C)=A®C=VT@Ca&V~ ®C. La conjugaison complexe de Lie T(C) par rapport
a Lie T'(R) opere par
A®z — c(N)Z.
Par conséquent

LieTR)=VT@Ro V™ ®iR. (2)

Soit H C T un sous-tore défini sur Q. Alors avec des notations évidentes, Ay C Ap = A
est un sous-module stable par G. De plus il est primitif au sens suivant: Ap N (Ag ® Q) = Agy.
Réciproquement un sous-G-module primitif de A est associé a un sous-tore de T' défini sur Q. Si
Ve = A®Q, Vg est invariant par ¢ et

Lie HR) =V @ R® V7 ®iR. (3)
Soit L C Lie T'(R) un sous-espace vectoriel réel se décomposant en somme directe selon (3)
L=LNVg ®LniVg =L"®iL". (4)

Nous allons lui associer canoniquement un sous-tore H (L) de T' défini sur Q. Soit M = LT@®L~ C
Vk. On consideére le sous-espace
M = ()o(M)C
ceg
(Pintersection portant en fait sur o € Gal(E/Q)). Alors M’ est stable par G; soit V(L) = M' NV
et A(L) = V(L) N A. Alors A(L) définit, d’apres les remarques précédentes, un sous-tore H (L) de
T défini sur Q.

Noter que par construction, H(L) est le plus grand sous-tore S de T, défini sur Q tel que
Lie (S ® R) C L. Plus généralement si L' C Lie T(R) est un sous-espace vectoriel et si L =
L'NVg @ L'NiVy, H(L) a la méme propriété relativement a L. La construction est inverse de
celle des groupes de Mumford—Tate.

Soit H, C T une suite de sous-tores définis sur QQ, que ’on suppose stricte. Ceci équivaut donc
a: pour tout sous-espace V' C V stable par G (V' £ V)

A(H,) ¢ V' pour a> 0. (5)

Considérons le quotient X = '\T(R)* ou I' C T(R)™" est un sous-groupe de congruence. Alors
X est compact.

2.1.1 La propriété £ pour les tores anisotropes. Avec les notations précédentes on obtient :
THEOREME 2.1. La propriété £ est vraie pour toute famille stricte H, C T.

Preuve. Soit X} =TNHL(R)T\H,(R)™ C X, et py la suite de mesures de probabilités associées.
Quitte a considérer une sous-suite, on peut supposer que ., converge faiblement vers une mesure
de probabilité v sur X . D’aprés I’analogue élémentaire pour les tores des résultats de Mozes et
Shah rappelés dans le pargraphe 1, v est la mesure de probabilité sur I' H\ H pour un sous-groupe
H fermé de T(R)' tel que ' H C H est cocompact. De plus le support de p, est contenu dans
celui de v pour tout a > 0.

Soient L' = Lie(H) C Lie T(R) et L, = Lie(H,). On a donc L, C L’ pour tout a > 0. Soit
L =L'NVy @®L'NiVg . La construction précédant (5) lui associe un tore H (L) défini sur Q. D’apres
la propriété caractéristique de H(L), on a H, C H(L) pour tout o > 0. Comme la suite H, est
stricte, on a H(L) = T. On en déduit que L = L' = Lie T(R). Donc H = T(R)" et v = pr est la
mesure de probabilité canonique sur X . O
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2.1.2 La propriété E, pour les tores anisotropes. Nous étudions maintenant la formulation
adélique de la conjecture d’équidistribution. Le cas des tores permet d’éclairer la formulation précise
de la propriété &,. On fixe donc un sous-groupe compact ouvert K C T'(As) et on note I' = T(Q)NK
le réseau de congruence de T'(R) associé.

Soit comme précédemment H, C T une suite stricte de sous-tores de T' définis sur Q. On note

'y = Hy(R)NT et on considere les injections associées

Xo =T \Hy(R) — X =T\T'(R).
En général, il n’est pas vrai que l'image rencontre toutes les composantes connexes de X pour
a > 0.

Dans les exemples et contre-exemples qui suivent, il sera commode de considérer les tores obtenus
de la fagon suivante. Soit F' un corps de nombres et F}* C F* le noyau de la norme Ng/q : F* — Q™.
Alors Fy définit de maniére naturelle un Q-tore que l'on notera 7. Si E/F est une extension de
corps de nombres, on définit de méme T, avec

Tr/r(Q) = Ker(Ng/p : E* — F7).
Considérons le tore T associé a F' quadratique réel et soit T =T }% Soit A = X,(T) = 7%: G
opere sur A via Gal(F/Q) et 1’élément non trivial opére par —1. Comme T(R) = (R*)? son groupe
de composantes connexes mo(T(R)) est (Z/27)>.

Un sous-G-module primitif non trivial A’ de A est de la forme A, = Z(a,b) pour des entiers
(a,b) premiers entre eux. Si a ou b est pair I'image des points réels du tore H, associé a A, p dans
mo(T'(R)) n’est pas totale.

Une suite de sous-tores H, de T" associées a des sous-G-modules primitifs A, = Z(aq, by) de A est
stricte si et seulement si pour tout couple d’entiers (a,b) premiers entre eux on a (aq, by) # +(a,b)
pour « > 0. On peut construire de telles suites strictes avec, pour tout «, a, ou b, pair. La suite
des images des H,(R) dans mo(7T'(R)) ne couvre pas mo(7'(R)).

Le méme phénomene se produit pour les composantes connexes de T(Q)\7T'(A)/K non
nécessairement incluses dans I'\T'(R). Soit par exemple F' une extension quadratique réelle de Q et
E une extension CM de F' partout non ramifiée aux places finies (I'existence est laissé au lecteur).
Soit T'=Tg/r et S = Resg/g Gm- On note K = Kp et Kg les sous-groupes compacts maximaux
de T(Af) et S(Af)

Alors cl(S) = mo(S(R)T\S(A)/Kg) est le groupe des classes d’idéaux de E, que 'on peut sup-
poser non trivial. (Noter que S(R)T = S(R) ~ C* x C*). On a par ailleurs une suite exacte

1—>RGSF/QGm—>S—>T—>1

ou l'application ¢ : S — T est donnée par ‘z — z/Z’. On en déduit une application cl(S) — cl(T")
dont on vérifie aisément qu’elle est injective (utiliser I'hypothese de ramification). Donc cl(T') # 0;
noter par ailleurs que T est anisotrope.

En imitant I’argument donné ci dessus pour les composantes réelles, on voit que T2 contient une
suite stricte de sous-tores H,, telle que I'image de

mo(Ha(Q)\Ha(A)/ K7 N Ha(Af))

dans m(T2(Q)\T?(A)/K2) n’est pas totale.
Néanmoins, la propriété &, de I'introduction est vérifiée dans ce cadre.

THEOREME 2.2. Pour toute famille stricte H, C T la propriété (£,) est vérifiée.

Preuve. On a une décomposition finie

T(A) =[[T@T®R) "t K
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out; € T(Af). Alors
X+ = T@\T(QT(R)*K/K =T N TR)N\T(R)*.

On a de méme en posant K, = K N H,(Ay) une décomposition

= [ Ha@Ha(®) 5K, s € Halhp)

Soit X la réunion des composantes connexes de H,(Q)\H(A)/H,(R)" K, correspondant aux
s; € T(Q)T(R)TK. Chacune de ces composantes connexes est isomorphe & I',\H,(R)T avec I'y, =
(HA(Q) 0 Ho(R)Y) (1 Ko, O

Ecrivons donc s; = vtaok avec v € T(Q), too = too(sj) € T(R)T, k € K. L’injection
T \H,(R)T — X7
relative a la composante correspondant a s; est
Too F Tooloo(55).

Si h, est le nombre de composantes connexes de X et dz la mesure normalisée sur I',\ H,(R)™,
on doit donc montrer que pour tout f € C(X ™) (fonction continue sur X ) on a la convergence

i z]: /Fa\Ha(R)+ J(wtoo(s;)) dw — f(t) dpr- (6)

X+
Le théoreme 2.2 résulte alors du théoreme 2.1 et du lemme suivant.

LEMME 2.3. Soit X un groupe de Lie compact connexe et X, une suite de sous-groupes fermés. Soit
Lo €t p les mesures de Haar normalisées de X, et X. On suppose que p, — (4 pour la convergence
vague. Si pour tout « {t1,...,tp,} est une famille finie d’éléments de X, la suite

h
1 «
fio = o E P * Ot
converge vers [.

Preuve. Soit f € C(X), € > 0. Alors f étant uniformément continue, on peut trouver 77, ...,Tx €
X tels que pour tout t € X, il existe k € {1,..., N} tel que pour tout z € X on a

[f(at) — f(2T})| <€

On choisit une partition de S, = {t1,...,t5,} en sous-ensembles S* dont les éléments vérifient cette
condition relativement a Tj,. Alors

> fmdx—wﬂ/ f(xTy) dz| <

teSk

|Sale

d’ou

‘%—}:(mx*&, }:leua*&n7)‘\

Y teSa

On finit la preuve du lemme 2.3 en remarquant que pour tout k € {1,...,N} (o * o1, f) —

(s f)- [
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2.2 Groupes résolubles

Si G est un groupe unipotent sur Q les hypotheses € et (&,) sont vérifées pour toute suite stricte.
Ceci résulte immédiatement pour £ du théoreme 1.6 et de la correspondance de Malcev entre sous-
groupes fermés cocompacts et sous-groupes de G définis sur Q. Il n’y a pas de différence entre £ et
&, du fait de I'approximation forte.

Dans le cas des groupes résolubles £ peut étre en défaut. Nous ne savons pas en général ce qu’il
en est pour &,.

Soit G un Q-groupe résoluble, que 'on peut écrire comme produit semi-direct
G = Ng x 1Ty
avec Ng unipotent et T un tore. On suppose G de type (F) donc T anisotrope.

Plagons-nous pour simplifier dans la situation suivante. Soit F' # QQ un corps de nombres de degré
d et Tr le Q-tore associé. On peut voir F' comme un groupe unipotent abélien Ng = F' ~ QL
On a une action de T sur Ng par multiplication d’ou un sous-groupe résoluble G = Ng x TF.
Noter que les éléments de Tr ne sont pas ad-unipotents, de sorte que le théoreme de Mozes-Shah
n’est pas applicable. Soient O 'anneau des entiers de F', Ky 'anneau de entiers de Ag s et K7 le
groupe des unités de T'(Ap f). Soient Op =I'y = KyNF et I'p = KpNT(Q)T. Alors T =Ty xI'p
est un réseau de congruence et on note

Xt =T\GR)" ~ Op\R? x T7\T(R)".
Montrons tout d’abord que le théoreme 1.2 n’est pas vide dans cette situation.

LEMME 2.4. II existe une suite stricte H, g C Gg composée de tores isomorphes a T'.

Le produit dans G est donné par
(n1,t1)(ne2,t2) = (N1 + t1.n9, t1t2).
En particulier sin = (n,1) et t = (0, 1)
ntn = (n —t.n,t).

Une suite n, € N(Q) est dite stricte si pour toute sous-variété Z de N¢, Z # N¢, {a €N, n, € Z}
est fini. Soit n, € N(Q) une suite stricte et T, = @T@_l. SiT, C Hg C Gg, Hg doit s’envoyer
surjectivement sur 7. Sa fibre au dessus d’un point ¢ € T contient (nq (1 —t),t). Si n, est une suite
stricte et si H contient une infinité de 7T, alors la fibre doit contenir (1 —%)N. Si on choisit ¢ n’ayant
pas la valeur propre 1, on a (1 —¢)N = N.

On peut prendre dans la situation précédente des suites strictes avec n, € Op = I'y. Le
théoreme 1.2 admet donc pour corollaire le suivant.

COROLLAIRE 2.5. Une suite T, de tores maximaux associés a une suite stricte n, de Op a la
propriété .

Il est instructif d’expliciter ce résultat. Si n, € Op et si t € I'p alors
(ng —tng) ey xITp=T. (7)

Si I'on identifie T,, & T' par la seconde composante on a donc I', = T NT,(R)" C I'r et par (7) on
a 't C I'y. Donc I'y, = I'r et pour toute fonction f continue sur X on a

/ flx)dx = / fng —tng, t)dt = / f(=t.ng,t)dt.
Po\Ta(R)* Pr\T(R)* p\T(R)*

Le corollaire 2.5 nous assure donc que cette derniére intégrale tend vers 0 quand « tend vers oc.
Nous avons pu vérifier a la main cette convergence pour F un corps quadratique.
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Pour F = Q[v/—1], X* = Z*\R? x U\T, ou T. désigne le cercle unité et U = {+1, 4+/—1}.
On voit alors qu’il s’agit essentiellement de prouver que le cercle de rayon R, = (/a2 + b2 avec
Na = o + V/—1by € Z[\/—1] est équidistribué dans Z?\R? pour la mesure de Lebesgue quand R,
tend vers l'infini. Il n’est en fait pas difficile de montrer que le cercle de rayon R est équidistribué
dans Z2\R? pour la mesure de Lebesgue quand R tend vers 'infini. D’aprés Weyl (Appendice A1)
il s’agit de vérifier pour les fonctions

emn(z) = VT (1 n) € 722, 2 = 2 4+ /Ty

que
2m
/ emn(acos + bsinf, —asinf + bcos §) do
0

quand R = Va? + b? tend vers oco. Ce dernier résultat est une conséquence simple du lemme de
Riemann qui nous assure que quand R — oo,

21
/ e?\/-lesine do
0

tend vers 0. On peut traiter de la méme maniere le cas des corps quadratiques immaginaires arbi-
traires.

Si on part d’une suite stricte n, € Q[v/—1] qui converge dans C, la suite T}, associée n’a pas la
propriété €. Dans cette situation, en identifiant encore T, a T par la deuxieme projection on voit
que l'on peut supposer que I'r, C 't = U est constant. Les projections de T, (R)™ sur le premier
facteur sont des cercles de rayons bornés. Une limite de mesure associée est portée sur un cercle de
rayon borné (éventuellement une mesure de Dirac) donc est différente de la mesure de Lebesgue.
Il serait intéressant de tester (dans ce cas tres simple) la conjecure &, dans cette situation, ou I'on
espere que le manque de masse est compensé par le nombre de classes.

Le cas des corps quadratiques réels est aussi instructif. Explicitons brievement pour montrer les
problemes subtils de convergence d’intégrales cachés derriere le corollaire 2.5. Soit F = Q[v/d] avec
d > 0 sans facteur carré. Supposons pour simplifier que d = 2 ou d = 3 modulo 4, alors

Op ={m=a+bVd, z,ycl}
Le tore Tp(R)*T = R% opere sur R% Soit € € R* l'unité fondamentale. On prend X = Op\R? x
(eP\Tr(R)1). Soit I = loge. Soit My = ag + baV/d une suite stricte d’éléments de Op.
Par Weyl on est amené pour f(x,y,t) = eQm”(”“my/‘/a)h(t) a vérifier que

/l 62\/T1W(X cosh t4+-/dY sinht)h(t) dt — 0 (8)
0

pour une suite stricte d’entiers X + YV/d (s’ exprimant en fonction de m,) tendant vers co. La
vérification de ce fait est un exercice amusant. Nous ne savons pas si cette intégrale converge quand
X et Y ne sont plus supposés étre des entiers, méme si ils tendent vers co. Encore une fois nous ne
savons rien de la propriété &, pour les suites T, associées a des suites strictes d’éléments de F'.

2.3 Groupes semi-simples R-anisotropes

Dans la suite de ’article, nous nous limiterons au cas ou le groupe ambiant GG est semi-simple. Nous
considérons ici le cas ot G xg R est anisotrope. Dans cette situation la propriété £ peut étre en
défaut.

Supposons par exemple que G(R) ~ SU(2,R). Si ' C G(Q) est un sous-groupe de congruence,
[ est fini, nous supposerons que I' = {1}. Soit 7' C G un tore défini sur Q : noter que T est
alors toujours un tore Tr pour F//Q quadratique imaginaire. Alors £ nous ameéne a considérer les
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intégrales

/ f(t) dt (9)
Ta(R)

ou f est une fonction sur G(R) = I'\G(R). Si T,,(R) reste proche d'un tore fixe T(R) C G(R)
lintégrale (9) ne peut tendre vers 'intégrale sur G. De telles suites strictes existent, par exemple
To = gaTog; " ol go a une limite dans G(R).

En revanche £, pour un groupe GG général, nous amene a considérer les intégrales normalisées

/ f@)dt (10)
HQ\HR)xH(Ay)/KNH(Aj)

ou K C G(Ay) est associ¢ a I', i.e., KN G(Q) = I'. Quand H varie, méme parmi les conjugués
d'un tore Tp, le groupe de classes T(Q)\T'(Af)/K N T(Ay) tend & croitre: voir par exemple la
proposition 8.24 de [PR94]. Le méme phénomene se produit si H varie parmi une famille de sous-
groupes semi-simples simplements connexes: Alors H(R) est compact et ce groupe de classes tend
vers U'infini par les résultats de Borel et Prasad [BP89] (cf. [Pra91, théoréme 5]). Les intégrales (10)
pourraient donc tendre vers la mesure invariante. Nous reviendrons sur ces questions a l'aide des
résultats de Waldspurger [Wal85]. Dans toute la suite de 'article nous supposerons que G n’a pas
de facteurs définis sur Q R-anisotropes.

3. Sous-groupes de type H

3.1 Groupes de types H et groupes de types K

Dans ce chapitre nous étudions les conjectures £ et (£,) quand G est semi-simple sans facteurs
Q-simples R-anisotropes et H appartient a la classe ‘H définie dans l'introduction. Le lecteur est
invité a se reporter a § 1.3 pour la définition des classes H et K. Cette partie fait le lien entre ces
deux classes.

On notera L(H) le sous-groupe de de H(RR) engendré par les sous-groupes unipotents, donc pour
H dans la classe H

L(H) = Ru(H)(R) | [ £(H:) = NL(H,)

ou L(H;) est le produit des composantes neutres des facteurs R-simples non compacts de H;(R).
(Les produits sont presque directs).

Dans ce paragraphe nous étudions la relation entre cette définition algébrique et la catégorie
définie a I’aide des propriétés ergodiques par Mozes et Shah [MS95]. Le lemme suivant est voisin de
résultats de Shah [Sha9l].

LEMME 3.1. Soit H un groupe de type F. Alors H est de type H si et seulement si, pour tout
sous-groupe arithmétique T' de H(R)", L(H) opére ergodiquement sur I'\ H(R)™" par rapport a puy.

Montrons tout d’abord qu’un groupe vérifiant ’hypothése ergodique du lemme est de type H.
Soit en effet H un groupe de type F, donc
H =N x (T.Hy)

ou N est unipotent, 7" est un tore (anisotrope), H, est semi-simple et le produit T.H; est quasi-
direct. Alors L(H) = N(R) x L(H;). On a un morphisme dominant

m:H—T

pour un tore 7" isogéne 4 T. Si ' € H(R)™ est un sous-groupe arithmétique, (") = 'y est discret
dans T'(R)*. Les orbites de L(H) s’envoient sur des points de I'7v\T"(R) ™. Par hypothese, il existe
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une orbite sous L(H) qui est dense dans I'\ H(R)". Comme 7 est dominant on en déduit que 7" (et
par suite T") est trivial.
Si Hg a un facteur H; Q-simple qui est R-anisotrope, alors on a de méme un morphisme surjectf

M\H(R)" — I\H(R)"
avec H] isogene a H;, action de L(H) a droite étant triviale. L'image I'; de I' est contenue dans

un sous-groupe arithmétique [Bor69, corollaire 7.3], donc est finie. Ceci contredit l'ergodicité.

Pour l'implication inverse, supposons H de type H. Si H est semi-simple le lemme (3.1) est
vérifié dans [CU, lemme 2.3]. En général H = N x Hy et tout sous-groupe aritmétique de H(R)™
contient un sous-groupe d’indice fini de la forme I'y x I'; ([Bor69, corollaire 7.13]). Comme les
revétements finis ne changent pas les propriétés ergodiques, on est ramené a verifier que le produit
semi-direct N.L(Hj) opere ergodiquement sur I'y\N x '\ Hs. La démonstration facile de ce fait
est laissée au lecteur.

Le résultat suivant est montré dans [CU] & partir de résultats antérieurs de Shah [Sha91].
LEMME 3.2. Soit F C G(R)" un sous-groupe de type K. Alors F = G(R)" pour un Q-sous-groupe
H de G de type H. De plus si L = L(F)

(a) T\I'L =T\I'F dans G(R)*.
(b) F est I'unique sous-groupe fermé de G tel que I'\I'L = T'\I'F.
Pour la commodité du lecteur nous rappelons la démonstration. Soit H le groupe de Mumford—

Tate de L (le plus petit Q sous-groupe algébrique de G tel que L C H(R)"). Le groupe L est
invariant dans F' et ergodique sur I'\I'F". Il a donc une orbite dense. Il existe donc g € F' tel que

INI'F =T\I'yL = T\I'Ly,

d’ou (a).
D’aprés Shah [Sha91, proposition 3.2], 1'égalité (a) implique que F = H(R)", d’olt les autres
assertions.

3.2 La propriété £ pour les suites de sous-groupes de types H
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme suivant.

THEOREME 3.3. Soit Gg un groupe semi-simple de type H et soit H, C G une suite stricte de
sous-groupes de types H. Alors la propriété £ est vraie pour la suite H,,.

Preuve. En effet, soit XT =T\G(R)" et X =T, \Ho(R)T C X, notons ug et j, les mesures de
probabilités associées sur X T.

Rappelons que Qi (X ™) désigne le sous-ensemble de P(X 1) formé des mesures u telles que
le sous-groupe L(A(u)) agit ergodiquement par rapport a u. Si Q. (X ™) est le sous-ensemble de
Qi (X ™) formé des mesures dont le support contient 'e € X, on a d’apres le théoreme 1.6 et le
lemme 3.2 qui fait le lien entre les classes H et K les faits suivants:

(i) p € Oxe(XT) si et seulement si p = pp pour un F € H;
(i) Qk,e(X™) est compact pour la topologie faible ;
(iii) si po € Qxe(X ™) converge vers u € Qk (X 1) alors Supp(pa) C Supp(p) pour a > 0.

Considérons donc une sous-suite i, convergeant vers p € P(XT). D’apres (i) et (ii) p = pg
pour un H € H. Pour a > 0 (iii) implique que Lie H,(R) C Lie H(R), donc H,(R)" C H(R)™".
Puisque H,(Q)" est Zariski-dense dans H,, ceci implique que H, C H. La suite H, étant stricte
H = @, d’ou le théoreme. O
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4. Familles a dégénérescence unipotente

4.1 Familles a dégénérescence unipotente

Nous supposons, sauf mention contraire que Gg est semi-simple de type H (donc sans Q-facteurs
R-anisotropes). Soit H,,g C Gg une suite de Q-sous-groupes. Nous notons, comme précédemment
G =Go(R)T et Hy, = H,o(R)™. On note aussi b, et g les algébres de Lie réelles correspondantes.

DEFINITION 4.1. On dit que H,, est & dégénérescence unipotente si, pour toute sous-suite strictement
croissante (ay,)p>1, on peut trouver Z,, € b, telle que Z,, converge vers un élément nilpotent
non nul de g.

Supposons, comme on peut le faire, que d = dim(H,) est constant; Soit L; C Grg(g) le sous-
espace fermé de la grassmannienne des d-plans de g formé des sous-algebres de Lie ; alors la définition
équivaut a la suivante.

DEFINITION 4.1’ . Tout point d’accumulation de la suite b, dans £, est une sous-algebre b de g
ayant un élément nilpotent non nul.

Un exemple simple de suite & dégénérescence unipotente est donné par une suite H, de groupes de
type H, puisque dans ce cas f, contient un élément nilpotent (voir par exemple [MS95, lemme 2.2]).
La démonstration du théoreme 1.2 repose aussi sur la dégénérescence unipotente de suites strictes
Hy = v, Hya, 7o € T ([EMS96, proposition 1.8 et 2.2]).

Un autre exemple intéressant est le suivant: Soit ' un corps de nombres et G = SL(2, F') vu
comme Q-groupe. Pour d € Op non carré, soient E; = F(Vd) et Ty = Ker(N : E}; — F*) le tore
associé. On considere le plongement entier de Ty dans G induit par

E; — My(F)
a+bVd— <;b 2) (11)

La suite H, g est T; C SL(2, F) ot d — oo (selon le filtre des complémentaires de parties finies).
Soit S, ’ensemble des places archimédiennes de F'. on a

tg = Lie Ty = ®ves tiw
avec
01
td,U :FU <d 0> Cs[(Z,Fv)
Sid— oo,

— OQ.

|Npqd| =

11 Ve 0. (@)

Quitte a considérer une sous-suite, on voit qu’il existe une place v € S, telle que
0 0
td,v — F, <1 0)

Le cas le plus simple o 'on peut démontrerl’équidistribution a 1’aide de 'hypothese (4.1) est le
suivant.

sous-algebre nilpotente de sl(2, F,).

THEOREME 4.2. On suppose que Gg est anisotrope et que tout Q-sous-groupe semi-simple de Gg
est R-anisotrope. Si (H,) est une suite a dégénérescence unipotente, (H, ) a les propriétés £ et &,.
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Remarque 4.3. Dans cette situation, on vérifie aisément que (H,) est nécéssairement une suite
stricte.

Soit en effet p, la mesure invariante normalisée sur X = T',\H,(R)". Quitte & choisir une
sous-suite, on peut supposer que j, a une limite v dans P(X 1), et qu'il existe une suite Z, € b,
telle que Z, — Z ou Z € g est nilpotent et non nul. D’apres le Lemme A.3,

v Z =lm(ue * Zo) = 0.

D’apres I'équation (95), v est invariante par le groupe unipotent U engendré par Z.

D’apres les résultats de Ratner, toute mesure ergodique U-invariante sur X est une translatée
par g € G(R)" de la mesure pup associé a un Q-sous-groupe Fy de Gg de type H (on utilise ici
Iidentité entre la catégorie H de Mozes et Shah et celle utilisée dans cette article, vérifiée dans
§ 3.1). Nos hypotheses impliquent que G' n’a pas de sous-groupes de type H hormis lui méme.

FEn décomposant v en composantes ergodiques sous 'action de U, on voit que v = ug. Ceci
démontre £.

Pour démontrer &,, nous écrivons de fagon explicite le plongement X, — X considéré dans
l'introduction. Rappelons que X C G(Q)\G(A)/K et que X = Ho(Q)\Hy(A)/K,NX". Ecrivons

Ha(A) = H Ha(Q)Ha(R)+SjKa

(union finie) ot s; € Ho(Ay). Alors X est 'image de la famille de composantes telles que s; €
G(Q)G(R)* K. Soit donc

5 = YGook
ol 7 € G(Q), goo € G(R)T et k € K. On a donc go, = 7' oll v est considéré comme un élément
de G(R). Pour ce choix de j, application correspondante de H,(R)" vers XT est obtenue, par
passage au quotient a partir de

Too =Y oo (Too € Ho(R)).

La mesure correspondante (H,(R)" opérant a droite) est donc encore invariante par b, d’ou le
résultat.

L’exemple le plus simple ou le théoreme 4.2 s’applique est le suivant. Soit d un nombre premier,
F un corps de nombres n’ayant aucun sous-corps propre, D une algebre a division sur F de degré d
et Gg = SL(1, D) considéré comme groupe sur Q. On suppose G(R) non compact. Alors Gg est un
groupe anisotrope dont les seuls sous-groupes propres sont des tores. Plus généralement ceci reste
vrai si D ne provient pas par extension des scalaires d’une algebre Dp/ pour un sous-corps F’ de F.
Ceci résulte des arguments d’algebre linéaire donnés dans [Clo03], que nous ne répétons pas. Si (Ty,)
est une famille de tores maximaux a dégénérescence unipotente, le théoreme 4.2 s’applique donc
a (Ty).

Par contraste avec le cas de GL(2), il est difficile de construire des plongements explicites £ C D,
pour les extensions E de F' de degré d qui se plongent dans D — et donc de vérifier la condition 4.1.
Notons néanmoins le cas suivant de dégénérescence unipotente. Soit g = Lie(G(R)) et soit 7, C L,
la sous-variété fermée des sous-algebres de Cartan ; r est donc égal au rang sur R d’une sous-algebre
de Cartan, donc r = (d — 1)[F : Q]. Alors 7, est ’ensemble des points réels d’une variété homogene

7,(C) = G(C)/N(C)

ou N C G est le normalisateur d'un tore. Alors 7, = 7,(R) est réunion d’un nombre fini d’orbites
sous G(R), donc est muni d’une topologie quotient naturelle.

PROPOSITION 4.4. Si (T,,) est une suite de tores maximaux de Gq tels que Lie(T,) — oo dans 7y,
alors (1) a les propriétés £ et &,.
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Soit en effet A, C L, la sous-variété fermée des algebres de Lie abéliennes. Si t, = Lie(T,)
tend vers 'infini, toute sous-suite convergente dans £, a une limite h € A, \ 7. Alors b est une
sous-algebre abélienne de g qui n’est pas une sous-algebre de Cartan: elle contient des éléments
nilpotents.

4.2 Suites de tores entiers dans SL(2, F)

Soient £ un corps de nombres et Ey = F (\/3) une extension quadratique de F'. Rappelons que
I’ensemble des plongements entiers O, — M3(OF), modulo GL(2,0F), est paramétré par

Ker(Ng,/r : Pic®(Ey) — Pic®(F)).

Il y a donc bien d’autres plongements entiers que ceux décrits dans § 4.1. Nous serons amenés a
faire, néanmoins, une hypothese plus forte si F' est arbitraire.

DEFINITION 4.5. Soit (7},) une famille de tores maximaux dans SL(2,F). On dit que (T,) est &
dégénérescence unipotente réguliere si tout point d’accumulation de (t,) dans L4 est une sous-
algebre unipotente u de g = s((2, FF ® R).

Pour les plongements décrits avant le théoreme 4.2, ceci revient a supposer que |Ng, /r(d)| tend
vers 0 ou oo en toute place archimédienne v de F'.

Sous ces hypotheses, nous obtenons le théoreme suivant qui ne parait pas accessible actuellement
par les méthodes de théorie analytique des nombres.

THEOREME 4.6. Si (T,,) est a dégénérescence unipotente réguliére et si f est une forme parabolique
sur X = I'\SL(2, F ® R) pour un sous-groupe de congruences I', p,(f) et pa.q(f) tendent vers 0
pour a — Q.

Remarque 4.7. Noter que si F = Q, le théoreme précédent s’applique a tous les plongements entiers

Notons X = X U{oo} le compactifié¢ d’Alexandroff de X . L’ensemble P(X) des mesures de prob-
abilités sur X est alors compact. Soit U le sous-groupe unipotent maximal (triangulaire superieur)

de SL(2, F ®R). L’action de U sur X se prolonge en une action continue sur X avec u.0o = oo pour
tout u € U.

Soit v une mesure U-invariante ergodique sur X. Comme {00} est U invariant on a v(c0) = 1 ou
v(oo0) = 0. Dans le premier cas v = d,, dans le second v|x est une mesure U-invariante ergodique
sur X donc est classifiée par les résultats de Ratner.

Le théoreme de Mozes et Shah nous amene a considérer les sous-groupes H de type H de
Gg = Resp/g SL(2) tels que H(R) contient un conjugué de U. Ecrivons H = SN avec S semi-
simple et N unipotent. Si S # {1}, S est de la forme Resps /g SL(2) pour un sous-corps F’ de F'. Un
tel sous-groupe ne normalise aucun sous-groupe unipotent, donc N = {1}. Si U C H(R), on voit
que H =G.

Si § = {1}, N(R) doit contenir un conjugué de U et donc N est & conjugaison pres, égal & U
(vu comme Q-groupe). Si H C G est un sous-groupe de type H, on note [MS95, p. 153]

N(HU)={g€G:UCg 'Hg}.

Alors,

N(H,U)=GR) (si H=G)
(H,U)={g9€GR):U Cg 'y 'Ung}
=7 'BR) (si H=7"'Uy,y € G(Q))

=
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ou B(R) est le sous-groupe de Borel associé a U.
N(H,U) =10 si H n’est pas de ce type.

Par la compacité de X, on peut supposer que j, — ' € P(X). D’aprés I'hypothése de
dégénérescence unipotente réguliere et la démonstration du théoréme 4.2, i/ est invariant par un
sous-groupe unipotent maximal U’ = hUh™! (h € G(R)) de G(R). Alors u = p * h est invariant
par U.

Remarque. D’apres le théoreme 2.2 de [MS95], toute composante U-invariante ergodique de p est
égale (& un scalaire pres) a:
(i) la mesure de Dirac d ;
(ii) la mesure G(R)-invariante ¢ ;
(iii) la mesure invariante sur I' N H\H.g pour H =y U~y et g € v ' B(R), (v € G(Q)).
(Il suffit du reste dans (iii) de considérer ’ensemble fini, correspondant aux pointes, des H moduloT".)

Si f est une forme parabolique, les intégrales de f contre les mesures des équations (i), (ii) et (iii)
s’annulent, donc f(f) — 0. Le méme argument, comme on I’a vu dans § 4.1, s’applique & ftq,q-

4.3 Le cas de SL(2,Z)\H

Pour Gg = SL(2,Q) et des fonctions K-invariantes on peut obtenir des résultats plus précis que le
théoreme 4.6. On prend I' = SL(2,Z), X = I'\SL(2,R). On se donne une suite d’entiers —d < 0 avec
d sans facteur carré et on considere le tore T; C Gg le plongement étant donné par I’équation (11).
L’hypothese 4.1 est vérifiée avec
0 0
h=R ( : 0) .

On considere donc la suite de mesure pig:

na(f) = /T IRGLE

Tu(R) = { (_‘;b 2) Caa =1},

Soit Koo = SO(2) C SL(2,R). Pour toute fonction f, Ko-invariante sur X, on note f la fonction
associée sur le demi-plan de Poincaré définie par f(z) = f(g.v/—1).

ou

THEOREME 4.8. Pour toute fonction continue a support compact f sur X, K,o-invariante et pour
toute suite stricte Ty on a

1
fim palf) = [ /T rayde= [l
d—00 0 Unr\u
ou U désigne le groupe unipotent standard ((1) gf)

Preuve. Pour t = (_%,Y) € Ty(R) on a alors

/Td(R) ft)dt = /7 (%) dt = /7(\/__1+ (1— d)ab) dt.

La mesure invariante sur T;(R) est donnée par a = cos(276), b = sin(276)/v/d dt = df. On a alors

- (1 — d) sin 470
lim f(t)dt = lim f <\/—1 + —) do.
d—o0 Ty(R) ( ) d—oo Jo 2\/3
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La fonction f(v/—1+ ) est invariante par Z. Pour montrer le théoreme 4.8, il suffit de prouver que
pour toute fonction continue g sur [0, 1]

1

1
lim [ g(Rsin(4r0))do = / 4(60) db.
R—o0 Jo 0

Par la théorie de Fourier (et la convergence dominée) il suffit de montrer que

1
lim eltsin(4m0) gg — .
R—oo /o

Ce dernier point est encore une application du lemme de Riemann. ]

5. Intégrales toriques

5.1 La formule de Waldspurger

Soient F' un corps de nombres, Gg = Resp/g(GLg r) et (m, E) une représentation automorphe
cuspidale de GLy(Ap) de caractere central trivial. Soit e = (®e,) € E un vecteur décomposé de
norme L? égale & 1. Soit T un tore maximal de GLo r et Py 'extension quadratique de F' associée.
On notera II le changement de base de m & GLa2(Ap,) et x7 le caractere quadratique associé. On
se donne de plus g = (g,) € GL2(Ap) avec g, = 1 pour toute place non archimédienne. On note
Sr l'ensemble des places de F' et C'(7) une constante ne dépendant que de (7, E) (et non de T') qui
peut varier d’une équation a I’autre. La formule fondamentale de Waldspurger [Wal85, proposition 7,

p. 222] est
2
e(tg)dt

— e (mg) ] a7 (12)

veESE

L(XTU’ 1)L2(7TU, 1) / <7rv(tgv)ev, Wv(gv)ev> d

Cv(Q)L(Hm %) Zu\Ty <€v, €v>
Dans ces formules ¢, désigne la fonction ¢ locale du corps Fy, les fonctions L(xz,,), Lo(my,-) et
L(II,,-) sont les facteurs locaux en v des fonctions L automorphes correspondantes. La fonction
Lo(m,-) désigne la fonction L du relevement de m & PGL3 ([GJ78]). En toute place v € S on a fixé
un produit scalaire m,-invariant (, ) ; comme ce produit est unique & homothétie preés l'intégrale locale
définissant a(ey, gy, T1y) n’en dépend pas. Waldspurger [Wal85] montre que toutes ces intégrales sont
convergentes et que pour presque tout v € Sg, a(ey, gy, Tyy) = 1.

‘ /Z(AF)T(F)\T(AF)

avec

aley, gv, Ty) = t. (13)

Les mesures sont normalisées a la Tate. Nous supposerons dans la suite que 1" est un tore ‘entier’,
associé a un plongement de Frr dans My (F)

0+ bV <;b 2) (14)

arovie (5 ) (15)

avec d € Op sans facteur carré (i.e., non divisible par le carré d’un entier qui n’est pas une unité)
tel que Fr = F[V/d]. Un tel tore est dit standard.

Avec ces hypotheses, le volume de Z(Ap)T(F)\T(AF) est calculé dans (Lang [Lan94, proposi-
tion 9; p. 294]) et vaut
_ 2" (27T)T2 hpRp
wle/ 2
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Dans cette formule r1 et ro désignent le nombre de places réelles et complexes de Frp, hp, Ry et dp
désignent le nombre de classes, le régulateur de Op, et la valeur absolue du discriminant. Enfin w
est un nombre entier non nul uniformément borné.

Soit K C HUESF,fm GL(2, O,) un sous-groupe compact ouvert de GL(2,Ar) et K =T(Ap)NK.
On suppose que e est K-invariant. Nous pouvons donc réécrire la formule de Waldspurger sous la
forme
> C(m)L(IL, §)dr

t dtnorm

11 etev, g0, 70) (16)

‘ /Z(AF)T(F)\T(AF)/KT veSy
ou la mesure dt,orm est normalisée de sorte que le volume de Z(Ap)T(F)\T'(Ar)/Kr soit 1.

Pour énoncer le théoreme principal de cette section nous introduisons la constante de Selberg 6
définie comme 6 = max) | Re(\)| ot A est le parametre d’Harish-Chandra de la composante en une
place archimédienne d’une représentation automorphe cuspidale de GL(2)p. (Avec nos normalisa-
tions, cf. §§ 5.2.1 et 5.2.2, A = 1 correspond a la représentation triviale.)

THEOREME 5.1. Soit T' un tore standard associé a d € Op. Alors pour tout € > 0

‘ / e(t) dbnorm| < [d| M/ (17)
Z(AR)T(F\T(Ap)/Kr

La preuve du théoréme repose sur la formule (16) et sur le calcul des a(e,, 1,T3,) = a(ey, T)y) qui
sera I'objet de la section suivante ou I'on montrera:

PROPOSITION 5.2. Pour tout € > 0

[T eteo, 7o) < [af 7107+ (18)
veSE
et
I elen. ) < 1712t (19)
vest™

le produit portant maintenant sur les places finies.

On obtient le théoreme 5.1 en utilisant les points suivants.
D’apres le théoreme de Brauer—Siegel [Lan94, Corollaire, p. 328] on sait que pour dr — oo on a

log(hyRy) ~ log d¥/*. (20)

Au vu de I'équation (16) il nous faut comprendre le comportement de L(II, %) quand T varie.
Nous conseillons pour cela le papier de Michel [Mic|. Décrivons briévement la situation générale
pour des familles de fonctions L automorphes. Soit L(0,s) = [],.., Lp(0,s) la fonction L d'une
représentation automorphe 6 = ®6, ayant un produit eulerien de degré r. On sait alors que Ly (6, s)

est de la forme
. Oéi(p)>_1
L,(0,s) = 1-—<
0.9 =11 (1=,

pour des parametres locaux a;(p) de 6, et que le produit converge pour Re(s) assez grand. On peut
aussi définir un facteur local & I'infini Lo (0, s) qui, au moins si 0, est non ramifiée, est de la forme

oo(0,5) = [[ Tr(s — pi(0)), Tr(s) = 7 */°I(s/2).
I=1
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On a alors un prolongement analytique et une équation fonctionelle de la forme
q(0)**Loc (6, $)L(6, 5) = w(0)q(0) "> Lo (6,1 — 5)L(6,1 — s)
pour un entier ¢(0) (le conducteur arithmétique). Dans cette équation 0 désigne la contragédiente de
0 et w(f) un nombre complexe de module 1. Le nombre réel Q(0) = q(6) [T;_, |3 — p1:(c0)| est appelé
conducteur analytique de 6. On a alors quand Q(#) — oo la borne de convexité [Mic, Proposition 1.2
p. 8:
L0, )| < Q(8)/**
et ’hypothese de Riemann généralisée implique I’hypothese dite de Lindelof
IL(8. 5)| < Q(O)".
Dans notre situation, on a L(II,s) = L(m, s)L(7 ® x7,5),
q(r @ xr) = q(m)d7
et
Q(r ® xr) < df
de sorte que la borne de convexité donne

L(IL, ) < dif**™. (21)

Sous nos hypotheses, dr est majoré par le produit d’une constante fixe (dépendant de F') et de
|d| = |[Np/qd|. Ceci implique que le théoréme 5.1 est une conséquence de la proposition 5.2.

Notons que ’hypothese de Lindeldf prévoit dans la situation précédente que
L(IL, §) < d. (22)

Par ailleurs la conjecture de Selberg prévoit que 'on peut prendre # = 0. On s’attend donc & une
borne de la forme:

e(t) dtnorm| < |d| 712 (23)

/Z(AF)T(F)\T(AF)/KT

5.2 Intégrales toriques locales

Pour comprendre la variation des intégrales toriques globales a I’aide de la formule de Waldspurger
(12), nous sommes amenés a étudier le comportement quand 7" varie des intégrales toriques locales
intervenant dans le membre de droite de (12).

Nous le ferons sous des hypotheses simplificatrices. Nous considérons toujours une suite de tores
standard de GL(2, F') plongés dans GL(2) par les plongements décrits dans les formules (14) et (15).
Nous supposons en fait dans cette partie le tore standard donné par le plongement (14) et laissons
au lecteur le soin de modifier 'argument pour le plongement (15).

Soit v une place de F', notons f, le coefficient de 7, qui apparait dans la formule (13). Nous
voulons estimer, quand T;, varie, 'intégrale torique:

WMMZLWﬁMﬁ (24)

(o (t)ew, ev)
(e, €v)

fv(t) =
de sorte que
L(xt,,1)La(my, 1)
Cu(2)L(ILy, 5)
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Nous supposerons dans un premier temps que f, est une fonction sphérique pour un compact
maximal K, de GL(2, F,), donc que e, est K,-invariant.

5.2.1 Places complexes. On notera simplement G = GL(2,C) et T, le tore en position standard,

o a b . 2 32
Td_{<db a>.a,bE(C, a bd;éO}.
u 0

On supposera que f est une fonction sphérique pour K = U(2). En conjuguant T, par (0 1) ou
|u| = 1, ce qui ne change pas I'intégrale (24), on remplace d par § = v~ 2d ; on supposera donc d > 0.
La mesure utilisée par Waldspurger sur T, s’obtient en identifiant T, & (C*)? par

(a,b) — (z,w) = (a +bVd,a — bVd) € (C*)?
et en utilisant une mesure fixe, par exemple dz/|z|c = dx dy/|z|c, sur les facteurs.
L’intersection Tp ¢ de Ty avec Gy = SL(2,C) est donnée par
2w =a?—b*d=1.

Le caractere central étant supposé trivial ou au moins unitaire, on calculera des intégrales sur T 4
en utilisant la variable z et la mesure dz/|z|c.

On peut écrire un élément de T 4 sous la forme z = e'u ou |u| =1 et t € R. Alors
1

1
¢ —t, —1 t —t —1
a=—=(eu+eu "), b=—%=(Cu—e‘u ). 25
5 )=l ) (2)
La valeur de f en un élément g = (: g) € Gy s’obtient a partir de la valeur de f en z = (:g Tgl)
par
flg) = f(z)
ou d’apres la décomposition de Cartan
Tr(wa®) = Tr(gg")
soit pour g € Tp q
20al® + [b*(d® +1) =T% + T2 (26)
Pour A € |-1,1[ U iR le paramétre de 7 d’Harish-Chandral, la fonction sphérique f = f) est
donné par
1 (TA—T>
= —=—— A
e =5 (5==r) 020
2log T
fole) ===

la seconde fonction, obtenue par prolongement analytique en A\ n’étant autre que la fonction =
d’Harish-Chandra [Hel84].

L’intégrale torique est

o) 27
|| naas (27)

—o0 J0
ot g € T 4 est défini par z = elu = ete.
Nous calculons, & u = e fixé l'intégrale en ¢ de (27) que l'on note Iy g. Utilisant la symétrie

de fy, on calcule I'intégrale pour ¢ € [0, c0]. Posons A = d + é, d’apres (25), (26):
T? +T 2= (24 A)cosh?t — A+ C = (A+2)sinh?t+2+C>2+C (28)

!'Normalisé comme chez Helgason [Hel84] de sorte que A = 1 correspond & la représentation triviale.
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ou
d—1)
C= sin2(9)( y ) > 0.
En particulier C < (d — 1)?/d = A —2donc A —C > 2.
Différentiant (28), on obtient
ar
(12 — T_2)? = (A + 2) cosh tsinhtdt.
Utilisant (28) de nouveau on trouve
2 [ (TA =TT +T7) dT
L=~ = = — (29)
Ay VT24+T2+A-CVT2+T2-2-CT
ou Ty > 1 est donné par
T+ Ty2=2+C, C=0. (30)
Posons
B=2+C = Asin®0 + 2cos? 6. (31)

On a par ailleurs
A—C =2sin?0+ Acos? 6.

PrRopPoOSITION 5.3. Pour d — o0,
(1) SiA#0,
U, (fr) = O(d~HR/2)
(2) Pour tout € > 0:
r,(fo) = O(d™/2).
Preuve. On suppose d’abord que A € iR\ {0}. Dans ce cas |[T* — T~*| < 2 et I'intégrale se borne &
une constante pres par
T rT+7t dr
/o w VI2+ T 2+ A—-CVI2+T 2-B T
ott Ty est donné par (30). En prenant pour variable w = 1/B(T? + T~2) > 1 I'intégrale se réduit &

do

T & Bdw
do )
0 1 vVBw—-2VBw—ByBw—-B+A+2
Iintégrale en w étant elliptique de premiere espece. En posant s = w — 1, 'intégrale a 6 fixé donne

a une constante pres
ds

1 [o.¢]
JEL;\EV%+(B—2VB¢5+QL+mﬂ?
Pour A — co et 0 #0,7;

(32)

B -2

e |

A+2 1
il e
B sin” ¢
les membres de gauche étant fonction croissantes de A si 6 ¢ [w/4, 37 /4].

L’intégrale en 6 de (32) est alors majorée par

[N

A-

g/ﬂr do [ ds
o Isindl Jo /5\/s+ (B-2)/B\/s+ (A+2)/B
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Par convergence monotone (pour # voisin de 0 ou 7) et dominée (ailleurs), I'intégrale entre
accolades converge pour A — 0o vers

ds

dH/ < 00
/0 0 /sVs+ 1y/ssin?60 4+ 1

d’ott la proposition pour A € iR\ {0}.

Si A > 0, on majore T* — T~ par 2T*, avec les notations précédentes w > T?/B, d’on T* <
BM2wM? et enfin w? < (s4)M? ol 54 = max(1,s).

L’intégrale totale est alors majorée par

RE: A
A= 1+)\/2// /2| sin 0* d6 ds
\/E\/S +1v/ssin?60 + 1
Ceci termine la preuve dans ce cas (et pour A < 0 par symétrie) la double intégrale étant convergente.
Enfin le résultat pour A = 0 s’obtient en remarquant que pour tout A > 0 et tout z, fo(z) <

Ia(@). O

5.2.2 Places réelles. Dans cette section G = GL(2,R), Go = SL(2,R) et on note encore

_[fa bY. 2 2,
To,d_{<db a>.a,beR, a bd_l}.

Soit o = (ETO/2 679/2 ), r > 0 un élément du tore diagonal de Go. Pour A € |—1,1[ UR, soit f) la

fonction définie par
1 2
Fy(z) = o / (cosh 7 + sinh 7 cos u)*1/2 du.
T Jo

C’est la fonction sphérique de parametre A. En termes classiques [MOS66, p. 184], fi(z) = P, (v)
(fonction de Legendre) o1 v = (A — 1)/2 et v = cosh 7. Vu I'invariance de fy par g — —get g — g1,
on a
() =1 [ pd
To,d,+
ou

db
PROPOSITION 5.4. Pour |d| — oo,
\Ide(f)\) = O(|d|(Re()‘)_1)/2+e)‘

Supposons d’abord d > 0, on pose a = cosht, b = sinht/\/a, A=d+1/d. Siz=a+ bW/d = e
est la paramétrisation de T 4, la mesure invariante associée est dz/z = dt. On obtient dans cette
situation

To,d,+:{<a 2) ca,b R, a2—b2d:1a>0,b>0}.

2coshr = (A+2)cosh?t — A
sinhr dr = (A + 2) sinh ¢ cosh ¢ dt.
En posant v = coshr comme ci-dessus, on trouve
o0 dv
Vr(f) =4 [ o)

V2u+ AV20 —2

Supposons d’abord que Re(A) = 0. Alors Wr,(fy) est majoré par 'intégrale correspondant a
A= 0; f) est alors la fonction = d’Harish-Chandra. On a alors pour tout € > 0

dv
A=e)/2y /
Ty f)\ P 1/2 )E/zm(1+2v/A)(l—E)/2
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Par convergence dominée, il suffit de montrer la convergence de

& dv
/1 ‘13—1/2(71)1)6/27@- (33)

La fonction sphérique n’ayant pas de singularités en 1, I'intégrale converge en v = 1. Pour v — oo,
on sait d’apres Harish-Chandra que

folx) < e "(a+pr) (a>0,8>0).

En termes classiques, ceci se déduit du fait que
2 v—1
= ZK(E)V1—k2, k=
‘33—1/2(7)) T ( ) ) v+ 1

[MOS66, p. 370] ou K est lintégrale elliptique usuelle de premiére espece. On déduit de la
représentation intégrale de K que

K(k*) = —log(1 —k*) +O(1) pour k — 1
K(k?*) =log(v) + O(1) pour v — oc.

Comme V1 — k2 = /2/(v + 1), pour tout € > 0 I'intégrale (33) est convergente.
Si A > 0, les majorations nécessaires pour les fonctions de Legendre sont plus difficiles a trouver
dans la littérature ; cependant la théorie des exposants d’Harish-Chandra implique que pour r — oo :

fi(z) < P02 p(ry

pour un polynome P. Le méme argument permet de conclure.

Le cas d < 0 est tres semblable, donnons brievement l'argument. On pose a = cost, b =
sint/v/—d (t € [0,7/2]), A = —(d+ 1/d). On paramétrise Ty 4 par z = a + bv/d = €, la mesure
invariante est (a4 une constante pres) dz = dt. On obtient

2coshr = (2 — A)cos?(t) + A = (A —2)sin?(t) + 2,
sinhrdr = (A — 2)sintcostdt.

On pose encore v = cosh(r) € [1, A/2]. On se rameéne ainsi a ’étude de I'intégrale

AJ2 dv

1 ‘By(v)\/Zv—Z\/A—%'

On prouve la proposition dans ce cas en utilisant les majorations précédentes de la fonction sphérique
et en découpant le domaine d’intégration en [1, A/4] U[A/4, A/2]. Le détail est laissé au lecteur.

5.2.3 Places finies: Le cas décomposé. Nous supposons maintenant que v est une place finie
de F' décomposée dans F¥ = Fr, pour un tore Ty en position standard. Nous notons pour simplifier
F' le corps local. Soit @ une uniformisante. Soit 7 une représentation non ramifiée de GL(2, F'), de
caractére central trivial. Soit (¢,¢~1) les valeurs propres de sa matrice de Hecke (¢~ /2 < |t| < ¢'/?).
Supposons t # £1; la valeur de la fonction sphérique f = f; associée en x = (won (1)) i (n > 0) est
égale a (cf. [Lang80, p. 40])

1 pour n =0
q—n/2 <1 _ q—lt—2 1 _ q_1t2 _

t" " > 0.
I+1g\ 1-¢2 @ "1 p >p0um

(34)

Considérons d’abord le tore diagonal Ty de G = GL(2, F'). Le résultat suivant est implicite dans
larticle de Waldspurger [Wal85].
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PROPOSITION 5.5.

\IjTo(f) = f(ac) dr = W

S (D La(m1) (35)

Comme dans [Wal85], ¢ désigne la fonction zéta locale, Lo(, -) est la fonction L locale associée au
carré symétrique de 7 et L(II, ) est la fonction L locale associée au changement de base quadratique.
Puisque E/F est décomposée,

1
(1 =g st)*(L—qst=1)>

La mesure sur Z\T donne la valeur 1 au compact maximal O7.

>i((7 1)) )

ou f = fy est donné par (34). Un calcul simple montre alors qu’elle est égale au membre de droite
de (35) soit

L(IL, s) =

L’intégrale Wy, (f) s’écrit alors

1—qg ' 14+q¢ 2t 4+q /20
L+qt1—q1/2t1—q 121

(37)

Enfin si t = +1, f; est la limite des fy pour t’ régulier, ¢’ — t. Les estimées uniformes pour les
fonctions sphériques impliquent que Wr(f) se calcule par passage a la limite, 'expression (37) étant
continue en t.

Considérons maintenant le tore T' = T,; déduit en une place décomposée v de F' d’un tore entier

en position standard associé & E = F[v/d]. On suppose d entier et sans facteur carré dans ’anneau
d’entiers global. Le compact maximal de T est

a b %
{k:z(bd a).a—l—be,a—beEOF} (38)

ot 'on a posé d = €2 dans F. (F, O sont de nouveaux locaux). Si e € O3 et si v {2, ceci équivaut
da, be Opeta®—db? e O7.. Dans ce cas le compact maximal de T" est T'N GL(2, OF) et I'intégrale
torique est calculée par la proposition (5.5).

Si F' n’est pas principal, on ne peut supposer en général que d ou e est une unité en v. Soit
0 = wv(e) ; Noter que pour les tores standard (d sans facteur carré) § sera majoré par hyp — 1. Alors

Pélément k donné par (38) est conjugué a (“_Obe v ) par la matrice

a-+be

(1Y)

Soit X I'immeuble de Tits de SL(2, F') et p le point base fixé par K}, = GL(2, Or). Nous utilisons
la méthode de Langlands [Lang80, ch. 5] pour 'analyse des fonctions sphériques. Notons T le tore
diagonal ; on a alors

T =ETpE L.

Nous aurons besoin de faits simples, pour lesquels nous n’avons pas de référence commode, pour
laction des tores déployés de G sur X ([Ser77, p. 107]). Soit T un tel tore et T, son sous-groupe
compact maximal. Identifions T par conjugaison a

{ <‘g 2) x,y € F*}
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w 0
0=
(@ 1)
et k le corps résiduel. Le groupe compact T, fixe un sommet xy de X '; il fixe alors tous les sommet

ZTo = 0% (o € Z). De plus T, ne fixe aucun autre sommet de X. En effet dans le cas contraire, il
fixerait 3 sommets non alignés y1, yo, y3 voisin d’un quatrieme g :

Y1 Y2

On notera

Yo

Y3

Alors T, C Ky, ~ GL(2,0F) et T est plongé (a conjugaison pres) par le plongement évident.
Mais la réduction T, ~ k% n’a que deux points fixes dans I'ensemble (~ P!(k)) des voisins de yp.

Revenons & notre tore T = ETpE~ L. 1l résulte de ces remarques que l’ensemble des points fixes
de T, est une géodésique I' de X (un ‘droit chemin’ dans la terminologie de [Ser77]).

On supposera dorénavant J > 0.

LEMME 5.6. Soit d(-,-) la fonction distance sur X. Alors
d(p,T) = & = v(e).

Preuve. Soit Ay = O% le réseau de base dont la classe de similitude est p. Alors T, fixe le réseau
EAy. La géodésique T est donc formée des classes de similitudes des réseaux

o= (3 - ((2).(2))

ot (u,v) € (F*)2. La distance entre la classe de A(u,v) et p se calcule comme dans [Ser77, p. 98].
Si u,v € Op et (u,v) = 1 alors A(u,v) C Ag et est maximal parmi ses homothétiques pour cette
propriété. Alors

u
—eu

d(A(u,v),A) = ‘val det ( evv> ‘ =0+ v(uv) = 0.

Noter que cette distance est minimale pour xg = EAg et vaut alors J. Alors xg est la projection de
p sur I', c’est a dire 'unique point de T' & la distance § = d(T", p) de p.

On peut considérer la fonction sphérique f comme une fonction sur ’ensemble des sommets de
X en posant

flgp)=flg) geq.

Elle est alors invariante par l'action de K, sur X. Nous voulons calculer

/f ) dt = /ftp (39)

Soit Ty = T'N K, C T,. On choisit un systeme de représentants 7 € T, des éléments de Tt /7.

L’intégrale (39) s’écrit alors
1 (0%
T 2 2 S O°7): (40)
e/~ aEl

Puisque 7 fixe xq,
d(t - p,x0) = d(p,x0) = 0. (41)
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Enfin, pour x € X, f(x) ne dépend que de d(z,p). On note proj(z) la projection de =z € X
sur I'. ]

LEMME 5.7. Pour tout 7 € T,, proj(7 - p) = xo. Plus généralement, pour tout o € 7Z,
proj(0%7 - p) = x4 = 0% - 29
et d(0%T - p,x4) = 9.
Preuve. La premiere assertion résulte des égalités
d(r-p,I') =d(p,T') = 6 = d(7 - p, z0)

ou l'on a utilisé (41) et l'invariance de I' par 7. On utilise I'invariance de I' par 6% pour obtenir
I’énoncé général. O

P

TP

T T
To «

Soit € = d(p,p’) = d(7-p,p’), [xo,p'] étant la partie commune aux géodésiques [z, p] et [z, T p].
11 résulte alors du Lemme (5.7) et de la figure que
2e sia=0

d(p,0°7 - p) =
(.07 p) {2(5+|a\ si a # 0.

Notons €(7) la valeur (dépendant de 7) de € et f(n) la valeur de f(z) pour un z € X tel que
d(p,x) =n.Onal<e<det

1
| steyie- 2 3 10) + oy 30 2e(r) (12)
On en déduit alors

PROPOSITION 5.8. (a) Pour un tore déployé en position standard T; = T C GL(2,F,), et f un
coefficient non ramifié d’'une composante locale d’une représentation cupidale, on a

()] < Y, (f)

sauf peut-étre pour un nombre fini de places de F. Pour les autres places |¥r(f)| est uniformément
borné (pour ¢ borné).

(b) Si d € O3, alors oy (ey,T,) = 1. A part peut-étre pour un nombre fini de places de F'
(ne dépendant pas de d)

ay(ey, Ty) < 1.

Pour les autres places o, (e, T),) est uniformément borné.
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Preuve. Pour d € OF on a vu que ¥r(f) = ¥z 5. On peut donc supposer 6 > 0. D’apres (36)
et (42)

26
V() = Br(f) = 1423 () = T 3 (26(0))
n=1 ¢ T

O

Soit par ailleurs p la constante de Ramanujan pour GL(2, F'), donc p > 0 et minimal tel que

7" <[t <q)

pour toute matrice de Hecke ((t) t9 1 ) d’une forme parabolique non ramifiée en v, (v étant arbitraire).

On sait que p < % (en fait p < 6—74 d’apres Kim-Sarnak [KS03] et la conjecture de Ramanujan prévoit
p =0). D’apreés Langlands [Lang80, p. 41] on sait que pour n > 0

vmn<qwfﬂm<1+g>n (43)

On en déduit

< C(8)g" 12

28
2y f(n)
n=1
ou C(§) désigne une constante ne dépendant que de § pouvant varier d’une ligne & l'autre. Par
ailleurs €(7) > 0 pour 7 ¢ T7. On en déduit

1 1
_— 2¢(7)) € —=——— + max s1f(2n)|.
oy 2240 < [+ masocn S 20)
d’apres (43) maxoen<s | f(2n)] < C(6)g?~'/2. Par ailleurs, si a, a’ € O% ont des réductions différentes

modulo I'idéal maximal les matrices (3 le) et (‘zl' ;/ ) de T, sont dans des classes distinctes modulo T7.
On en déduit

T/ S
Finalement on trouve
Uy, (f) = Up(f) — 1< C(8)g” /2, (44)

Or d’apres (37) Ug, (f) —1 = O(¢?~%/?). On a donc enfin
Ur(f) = Os(q”'/?).

Ceci démontre la partie (a) de la proposition ; la partie (b) s’en déduit.

Il est en fait possible de calculer explicitement Wy (f) mais nous n’aurons pas besoin de ce
résultat plus précis.

5.2.4 Places finies : Le cas inerte non ramifié. Nous supposons maintenant que le corps local
est E = F(y/d) o1 d est entier et non carré dans F. On note encore T = T} le tore standard de
GL(2, F) associé. La fonction f et l'intégrale Up(f) sont définis comme dans § 5.2.3. On suppose
encore la caractéristique residuelle # 2.

PROPOSITION 5.9.

(a) Sid est une unité et si E/F est non ramifié,
¢(2)L(IT, 5)
L(eg/p, 1) La(m, 1)
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Dans tous les cas on a

Wr(f)l < 1.
(b) Sid e O3 alors ay(ey, Ty,) = 1; de maniére générale

ay(ey, Ty) < 1.

Comme dans le début de § 5.2.3, les fonctions L sont locales; e/ est le caractere non ramifié
de F* d’ordre 2. L’élément
a b
b= <bd a>

est associé & z = a + bv/d € E. L’extension étant non ramifiée, on peut écrire z = w*u ol @
est l'uniformisante commune (associée a un élément du centre) et u € OF. On a donc de maniere
générale

<L

wr(ni=| [ fea

Supposons de plus d € OF.. Dans cette situation le compact maximal O}, de E* est contenu dans
le compact maximal standard GL(2, Or) de GL(2, F). En effet si z = a+bVd € 0%, 2a = 24+% € O,
2b=(z —2)d" ! € OF et a®> — db* = N(z) € O%. La matrice

a b
k_<bd a>

associée est donc dans GL(2,Op). Dans cette situation comme la fonction sphérique est GL(2,Op)-
invariante, on obtient

Ur(f) =1.

5.2.5 Places finies : Le cas ramifié. Nous supposons maintenant que le corps local est £ =
F(V/d) ot v(d) = 1. On peut donc prendre d pour l'uniformisante @ de F et vd = @Wg est une
uniformisante de E. Le tore T est isomorphe & E* et on peut écrire (a I'aide de cette isomorphisme)

T=]]> <O*EHO*EEE>.

a€EZ

Les normalisations de mesures de Waldspurger sont celles de Tate de sorte que 1" est muni d’une
mesure donnant masse N (D,) /2 & O%. Notons dans cette partie

lII/T(.]C) = N(DU)I/Q\PT(]C) = / fv(t) dtnorm

Zy\Ty

ou la mesure donne masse 1 a OF,.
PROPOSITION 5.10. Supposons v impaire, v(d) = 1. Alors

~1/2 —1/2,-1
W) = @ (5 ) Batmy = LR OO )

Noter que le facteur de droite a la forme habituelle car L(e, s) = 1, € = eg/p étant ramifié.

Supposons en effet t € T associé & z = a + bV/d € O3, Alors t s’écrit (a un facteur dyadique
pres)
Z—Z

Z+Z —
wE
Wp(z—2) z+7Z
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En particulier ¢ est entier ; son déterminant 42% étant une unité, t € GL(2, O, ), donc U'intégrale sur
Oy est 1.

On en déduit aussi que tout élément de WO}, (plongé dans GL(2) par le plongement standard)
est le produit d’un élément entier par

01\ (0 1\ (m 0
d 0/ \1 0/\0 1/)°
La valeur de f(Tg) est alors égale a T,f(1)/(q+1) = ¢"/>(t +t71)/(¢ +1). La somme des deux

intégrales donne le facteur désiré.

Majorons W/.(f) quand v(d) > 1. On peut supposer que d = @0 avec § = 2 + 1 impair, v > 1.
Alors vd = w% oll g = V@ est une uniformisante et

a b
t‘(bﬁ a>

On calcule séparément les intégrales associées a z € OF, et z € WpO%. Pour z € OF,, t est de la
g E E E
forme

est associé & z = a + bw5E e B*.

z+Zz —5
YE (45)
WL(2—2) z+7%
et on vérifie que
0 siv(z—2) = v+ 3
29 +1—-2v(z—%) si0<v(z—2)<7+3

ou l'on a étendu v a F.
Sin =d(tAo,Ao) = 1, on a d’apres Langlands [Lang80, p. 41]

1
) < (142 (46)
Le volume de {z € O% : d(tAg, Ag) = 0} est ¢~2772 /(g — 1). On en déduit aisément que
f(t) dtnorm = O“/(qp_lﬂ)- (47)
%

§) et d’'un élément de la forme (45). On en déduit que
) donne de nouveau

Siz € WpOjy, t est le produit de
d(tAg, Ap) est impair donc # 0. Alors (

/ f(t) dtnorm = Ov(qp_l/z)-
RO,

(9
46

On a enfin démontré la proposition suivante.

PROPOSITION 5.11.
(a) Pour ~ fixé et v(d) =2v+1,v >0
Vr(f) = 04" ?)
pour tout € > 0. L’intégrale associée a v = 0 est uniformément minorée.
(b) Siw(d) =1 alors
aley, Ty) = N(D,) "2
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Si v(d) est arbitraire sauf peut-étre pour un nombre fini de places v de F, on a

aley, Ty) < N(D,)~ V2.

La deuxieme partie du théoreme découle de la premiere quand on tient compte des normalisa-
tions.

5.2.6 Places ou m est ramifiée et preuwve du théoréme 5.1. Considérons enfin un coefficient
fu(t) = (tey,e,) ol e, est un coefficient K-fini mais arbitraire de m,. On considére les tores T,
standard, associés & d € Op sans facteur carré. En une place finie v, on a donc 0 < v(d) < h — 1.

PRrROPOSITION 5.12. Fixons v et f = f, et faisons varier T parmi les tores standard.

(1) Siw est finie, U (f) et ay(ey,T,) sont uniformément bornés.

(2) Siwv est archimédienne, \ le paramétre d’Harish-Chandra de m,, alors pour tout € > 0, U =
O(d='/2%€) si m, est tempérée et Up = O(d-1HReN)/2+e) oi 7 est non tempérée. On a de
méme

av(eva Tv) _ O(d(_1+Re(>\))/2+€).

Les résultats concernant W (f) et ay(ey,Ty,) sont équivalents.

La partie (1) découle du fait qu’il n’y a qu'un nombre fini de tores standard possibles modulo
conjugaison par G(Op) et que f est invariante par un sous-groupe d’indice fini de G(O).

Pour (2), notons que 7, ne peut étre non-tempérée que si elle est sphérique (modulo un twist).
Si 7, est une série principale, (2) résulte des §§ 5.2.1 et 5.2.2 et de la majoration d’un coefficient
arbitraire par la fonction = (dans le cas tempéré) ou par la fonction sphérique de m, (si A est réel).
Si v est réelle et si m, appartient a la série discrete, ses coefficients sont d’apres Harish-Chandra
majorés par C1=ZP(r) avec les notations de § 5.2.2. La formule donnant les fonctions sphériques
montre que Z(z) < fy(x) ou A > 0. La formule asymptotique pour f) montre que fyP(r) < Caofy
pour tout A’ > \. Donc le résultat est conséquence de la proposition 5.4.

On a vu que le théoreme 5.1 est conséquence de la proposition 5.2. La proposition 5.2 s’obtient
en combinant les résultats des propositions 5.8, 5.9, 5.11 et 5.12. Noter que pour les résultats
archimédiens de 5.2.1 et 5.2.2, d et d~! jouent un role symétrique. On en déduit

[Torn ()| < I 15072 T ldi/*

vloo d|o>1 ||, <1
< H ‘d‘£_1+€)/2+€ < ‘d‘(_1+€)/2+€
v

donc (18) se déduit de (19).

6. Intégrales toriques de séries d’Eisenstein

Soit F' un corps de nombres, G = GL(2, F'), on cherche dans cette partie a évaluer I'intégrale d’une
série d’Eisenstein (intervenant dans le spectre continu) le long d’un tore standard de G.

Soit x un caractere unitaire de F*\A7},, soit s € C, on note Vi(x) 'ensemble des fonctions lisses
K-finies sur GLy(Ar) telles que
S
Y2
x( =) flg
<y1> )

(5 5))-

pour tout g € GLy(Ap) et b= (% ,.) dans le sous-groupe de Borel standard B(Ar).

Y1
Y2
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Pour une fonction f dans V(x) on forme alors la série d’Eisenstein
Ef(g,s)= Y,  f(v)
VEB(F)\GL2(F)
la somme étant convergente pour Re(s) > 1.

Soit V' = F @ F un espace vectoriel de dimension 2 sur F'. Soit & = ), ¢, une fonction de
Schwartz sur V@ Ap ~ Ar @ Ar. On pose alors

fa(g; ) = x(det(g))l|det(g)[" /A* ®((0,2)9)x* (2)]2|* d*=. (48)
F
On vérifie alors que fg(g,s) est dans V() et on note
~EB(F)\ GLa(F)

En notant w = x| |*, ou | | désigne la norme d’idele, on dispose [Wie85, proposition 7] de la
formule intégrale suivante pour la série d’Eisenstein

Es(g,s) = /F*\A;; w(det(zg)) gevz\:{o} O(Ezg)d* 2. (49)

Soit E/F une extension quadratique £ = F @ Fv/d avec d € Op sans facteur carré et

Td:T={<§ bj),a2—b2d7é0}

le tore standard de GL(2, F') associé.
On fixe I'isomorphisme
ig: E®Ap ~Ap ® ApVd — Ap @ Ap
a+bVd— (a,b)
prolongeant ip : E = F @ F\/d — F & F. On notera par ailleurs
g F®Ar — Ag

I’isomorphisme canonique.

Pour toute fonction de Schwartz ® sur Ap ® Ar on note @ = ® oig. Par abus de notation on
notera encore ®g la fonction sur A &g o jgl. On peut alors réécrire (49) sous la forme

Balg.o)= [ | wldeizo) 3 esicns (50)

dans cette formule E est vu comme un espace vectoriel de dimension 2 sur F de base (1,v/d) et on
identifie M (F @ F) a M(E) via cette base.

La formule de Wielonsky [Wie85] donnant I'intégrale torique de la série d’Eisenstein est alors
pour g € GLy(Ap) et ¢g = (1,0) € E

/ Eg(tg,s) dur = \det(g)\sx(det(g))/ Pp(eozg)w(Ng/p(2))d*z  (51)
T(F)Z(Ap)\T(AF) Af

Npg/p désignant la norme.

Quand g = 1 la formule est donc

Ea(t, 5) dur = / B p(2)x(2) 2l d*z
A*

E

/T(F)Z(AF)\T(AF)
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ot X est le caractere x o Ng/p de E*\AL et | [p désigne la norme d’ideéle sur E. Le membre de
droite est donc la fonction ¢ a la Tate

Z(@E7XE7S) - HZw(@EuﬂXEunS)

Zu(®5,, x5, 8) = / B, (2)xEs (2)|2) T2
E

le produit portant sur les places w de E.

Soit K C GLQ(A{;) un sous-groupe ouvert compact. On suppose Fg invariant par K (ce qui
impose des conditions de ramification a y et ®). On veut calculer dans la suite 'intégrale

IT(S) = Ey (t, S) d,UT,norm (52)

/T<F>Z<AF>\T(AF>/T(A£>0K

sur la droite critique s = % + v/—17 avec la normalisation :

/ d,UT,norm =1
T(F)Z(Ap)\T(Ap)/T(AL)NK

Dans cette situation

IT(S) = C(E)L(287 1F)Z(q)E'7XE75) (53)
ou ¢(FE) est une constante dépendant de E et non de y. Pour calculer ¢(E), on utilise le fait que
FEs(g,s) a, si x? = 1, un résidu co = ¢y(¢) en s = 1 indépendant de g. Si on choisit y = 1 et ¢ = ¢*
de maniere convenable ce residu est non nul et
co
c(F) = .
(E) L(2,1p) Ress—1 Z(®1,1,5)
Nous decrivons dans la suite pour chaque caractere y une fonction de Schwartz ®X sur Ap ® Ap

normalisée, associée a x. Pour calculer cg on prendra la fonction @}E associée & ®! dans la formule
précédente.

(54)

Pour calculer la fonction Z(®g, x g, §), on utilise les normalisations standard de Tate. On note g
le caractere additif standard de Q\Ag et Y = o Trg /@ le caractere associé de E\Ap. Les mesures
de Haar locales sur E,, sont autoduales: dz est la mesure de Lebesgue en une place réelle, deux fois
la mesure de Lebesgue en une place complexe et en une place finie w, on a ,(Og, ) = (N Dw)_%
ou D,, désigne la différente locale et N la norme absolue.

D’apres [Lan94, théoréme 12, p. 295]

r1 r9
Res;=1 Z(®p, Xk, 8) = MZ@#@E(O), (55)
wrdp

ou hg est le nombre de clase de E, Rg son régulateur, dg la valeur absolue de son discriminant
et r1, r9 les nombres de places réelles et complexes de E. La transformée de Fourier @5 de &g est
calculée avec les normalisations précédentes donc

@E(O) :/A @E(az) dx.

On normalise la série d’Eisenstein en prenant la fonction de Schwarz ®X (que 'on notera sim-
plement ® si cela ne préte pas a confusion) sur A% définie par les expressions suivantes.

Cas (a): v est réelle.
®,(a,b) = (ab)’e @ +P*) (56)

avec 0 = 0 si x, est trivial, et § = 1 si y, est le caractére signe sur {£1}.
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Cas (b) : v est complexe. On note | | la valeur absolue usuelle de sorte que la composante locale | |,
de la norme d’idele est | |, = | |%. Si xu(2) = |2/%(2/]2]*)™, v € V—1R, m € Z, on pose

ﬂe_zw(wﬂb\?) m =0
®,(a,b) = . 7
ie—2w(\a|2+|b|2) m < 0.
2T

On note ¢, le conducteur de .

Cas (c): v est une place finie non ramifiée de F' ne divisant pas c,.

®y(a,b) = 1oy, (a) 1o, (b). (58)
Cas (d): v est une place ramifiée de F' ne divisant pas c,.
®,(a,b) = 1D;1(a) 1D;1(b). (59)

Cas (e): v est une place divisant c,.

,(a,b) = fmx (a)me (b)
olt m, est l'ordre du conducteur de x en v et fy, la fonction définie dans [Lan94, p. 284]; nous
n’utiliserons pas I'expression explicite de fy,, .

Ceci détermine la fonction ®p(a+bv/d) = ®(a,b) sur E@ A ainsi que la fonction correspondante
sur Ag. Nous pouvons enfin énoncer le

THEOREME 6.1. Soit d € O sans facteur carré, Ty un tore standard associé. Soit E = F[/d] et
dg la valeur absolue de son discriminant. Soit x un caractere de F*\A}, ® = ®X Ja fonction de
Schwarz sur Ap @& A associée par le procédé précédent.

Pour tout € > 0 il existe une constante A > 0 telle que

1
‘/ Ly (R - +z’T> dpr norm| < [d| 74T Lo (X2, 1 + 2i7)] (60)
T(F)Z(Ap)\T(Ap)/ K1 2
et
Z(® 14y
®3(0)

Nous faisons les calculs pour les tores données par le plongement (15) et laissons le cas du
plongement (14) au lecteur. Les deux énoncés sont équivalents d’apres les équations (53), (54), (55)
et le théoreme de Brauer—Siegel [Lan94, théoréme 4, p. 260] qui nous assure que

_ hgR
dyf < 22 < d,.

d§

E

Pour prouver le théoreme, on cherchera dans les prochaines sections a comparer

Z((I)Ev XE> % + 27_)
5,(0)

a la fonction

L.
L(xg,s) = H Ly(xE,s) <s:§+zt>
wGS}fE

ou le produit porte sur les places finies de E.
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6.1 Places réelles de F
Soit v une place réelle de F' et
®y(a,b) = (ab)5e_”(“2+b2) d=0oud=1.

Quand cela ne préte pas a confusion on supprime les indices v des notations.

Cas (a): on suppose d = d,, < 0. Dans cette situation
(C:EU:FU@FU\/g%FU@Fv
z=a+bVd— (a,b)
et
D (2) = By(a,b) = (ab)’e ™"+,

LEMME 6.2. Pour tout € > 0 et tout 7 € R, on a pour |d| > 1
1Z(®p,, x, 5+ V-17)| < |d|". (62)
Par ailleurs pour x =1
L (0) = a/d] (63)
pour une constante « # 0 indépendante de E (donc de d).
Preuve. On a les majorations
1 d
2 (enc g+ v | < [ ese)

1/2
C* ‘Z|(C/

-/ Bp(2)| 2
Cc* |Z|

_ / |ab|6€_ﬂ.(a2+b2) \/ \d\da db
R2\{0} (a? 4 b2|d|)1/?

[e%s) 27 /
< </0 20 g=mr? dr>/0 ( ] 40 < |d|°. O

cos? ) + |d| sin? 0)1/2

Un calcul plus précis (en comparant & Dintégrale [ /[d[d0/(1 + |d|62)'/2) donne en fait une
majoration en log |d|.

Pour y = 1 (donc § = 0) et & = &' la formule pour ®z(0) s’obtient directement & partir de la
définition

$p(0) = /(C(I)E(Z) dz = \/E/R2 e~ @) qq, db.
Cas (b) : on suppose d = d, > 0. On a les isomorphismes:
i By,=EQF,=R&RVd —R&R
a+bVd (a,b)
et
jo i By — By, X Ey,
a+bVds (21 =a+bVd, 20 = a—bVd)
ol w; et wy sont les places (réelles) de E au dessus de v.
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Dans cette situation
Op, % g, (21,2) = ®(a,b) = (ab)’e (@H),
LEMME 6.3. Pour tout € > 0 et tout 7 € R, on a pour d > 1
| Zi0, (PBy s XBuy 5+ VA 2y (P s X By 5+ V=17)] < 5. (64)

Pour xy =1o0n a

b, (0@}, (0) = ay/]d] (65)

pour une constante o # 0.

Preuve. Le produit des fonctions zétas locales est majoré par

dzy dz // 5 —m(a24p) Vddadb
() () b (a
/R e Gl ()| - jabpe e

do
<<\/E/ < d°
O

(cos? § — dsin? §)1/2
la derniere intégrale étant une intégrale impropre convergente.
Le calcul de @}Ewl (0)@}%2 (0) résulte des définitions. O

6.2 Places complexes de F

Soit v une place complexe de F. On peut changer d en de et supposer que d € R, d > 0. On a les
isomorphismes

iv: B,=E®F,=CaCVd—CaC
a+bVd— (a,b)
et
Jv t By — By, X By,
a+bVd— (21 = a+bVd, 2z = a—bVd).

ol wy et wy sont les places (complexes) de E au dessus de v.
Sous ces hypotheses,

(I)Ewl X (I)Ew2 (21,22) = @U(a, b);

@b onapinr >0
d(at) =4
T6—27f(\a| +ol?) m <o,
LEMME 6.4. Pour tout € > 0 et tout 7T € R, on a pourd > 1
| Zu (@B, s XBuy 3+ V1) Zuy (R X By » 3 + V—17)| < (66)
Pour x =1 on a
of, (00, (0) = ad = ald|,/ (67)
pour une constante a # 0 (et | |, = | | désigne Ia norme Iocale).

Preuve. Le produit de fonctions zéta est majoré par

I, = / (ab|lmle=2mlaP ) 421 472
C*xC* 21| |22
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On peut donc supposer m > 0. Donc

m —9r(lal? da db
I, <<d//|ab| 2(\|+\b\>| T

En coordonées polaires a = r1e1, b = rqe’2, = 2(01 — 02) on obtient une intégrale triple

m+l —2m(r?4r3)
’I"1’I"2 €
I, <d . dry dro df.
< /// |ri — r3eid| e

Posons 11 = Rcos ¢, 1o = Rsing, ¢ € [0,7/2]

/2 2m+l m+1 _—21R?
I, <<d/ / / R (cos psin ) e AR dé do,

| cos2 ¢ — sin? ¢ et

w/2 pm :
I, < d/ / SIPCoso s ap.
0 0

| cos2 ¢ — sin? ¢ et?d]|

Prenant t = tan ¢ comme variable, il vient

[ee) T t
I, < d —— df dt,
< /0/0 (12 + 1)1 — t2e4|

dv df
I, < I(d
< / / (1+v/d)|1 —ve|’

La seule singularité de l'intégrale est en v = 1, # = 0; on vérifie qu’elle est convergente. Fixons
a > 0. Pour v < 1+ «, lintégrale est bornée. Pour v > 1+ «, |1 — vew\ > v — 1. L’intégrale
correspondante est majorée par

soit

o0 dv
/Ha T+ o)1) 8¢

quand d — oo.

Ceci termine la preuve de la premiére partie du lemme. Le calcul de (i)lel (0)@}%2 (0) résulte des
définitions. O

6.3 Controle en 7

Nous aurons en fait besoin de contréler plus précisément les majorations des §§ 6.1 et 6.2 quand 7
varie. Ecrivons par exemple l'intégrale zéta du lemme 6.2

1 - 1(Oy+T
Z(@Ev,x,§+ir> :/ g, (2)(27) |2l T dz
(C*

ol on a écrit dans ce calcul i = v/—1 et ou
Xo(x) = sgn(z)’[z] .
Considérons (plus généralement que dans le lemme 6.2) une fonction
ou(a,b) = %1 b2 g m(@* +b%)
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ou J; € N a la méme parité que y,. L’intégrale s’écrit alors
/|d| // a51b526—ﬂ(a2+b2)(a2 + b2|d|)—1/2+i(dy+7) da db

oo
_ / T61+62+2i(0v+7)e—7rr2 dr
0

27
: \/@/ cos™ 0 sin® (cos? 0 + |d] sin? 0) "2 (7 +7)
0

2

ou C est une constante ne dépendant que de d; et . L’intégrale Iy se borne comme précédemment.

1
—Cr (5 Sl ST 7)> Iy (68)

Pour 7 — oo, l'intégrale T tend vers 0 en e~ ™/2I7l & des termes polynomiaux en 7 prés. Dans § 7
nous devrons la comparer au facteur local

LU(X27 28) = Lv(|33|2igv, 1+ 227’)
= W_l/z_igv_iTF(% + ioy +i7).

I1 résulte alors d’estimations connues [MOS66, p. 13| et, par exemple, du théoreme de Phragmén-
Lindelof que

1
t (5 * s ;— & +i(oy + 7_)> L”(Xza 25)_1 = O(oy + 7’)(61+62)/2'

Des considérations analogues s’appliquent aux lemmes 6.3 et 6.4. On obtient ainsi.

LEMME 6.5. Soit ®,(a,b) = P,(a,b)®pg, (a,b) ou ®p, est la fonction définie dans les équations (56)
et (57) et P,(a,b) un polynéme de degré borné. Alors pour |d| > 1:
| Z (P, X, % +V=17)| < d|oy, + T|A‘LU(X27 1 +2v-17)|,

la puissance ne dépendant que du degré de P,.

6.4 Places non ramifiées de F'

On fixe dans cette partie une place finie v de F', non ramifiée au dessus de QQ et en laquelle y n’est
pas ramifié. On rappelle que d désigne un élément de Op sans facteur carré.

Places inertes. On suppose ici que v est inerte dans F, soit w la place de E au dessus de v et
@ une uniformisante commune & F, et E,. On choisit @ de sorte que d = ©?"u, (r € N, u € O}).

LEMME 6.6.

(a) Sid e O} alors
1

Z(Pp,, XEBy:S) = — 69
‘ )T @ /N )
et g, (0) = 1.
(b) De maniére générale si d = w*"u, 1l existe une constante absolue C' telle que pour tout 7 € R
1Z(®E, . XBw, 5+ V—17)| < CN(v)™" (70)
et

d% (0) = N(v)™".
Preuve. Sid € Op, alors Op, + VdOF, ~ Og,, et
O, (a+bVd) = 1o, % 1o, (a,b) = 1o, (a+bVd).
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On en déduit
1

1—xp, (@)/N(w)*

Z(q)Ew7XEw7 5) = Z(]'OEw 'y X B> 8) =
Si on ne suppose plus d € OF, , on a pour tout 7 € R

1 dz
‘Z <q)Ew)XEw7 5 + v _1T>

S /Ew\{o} (attva) 22 (1 = 1/N(w))

da db
o
Op, xOp,\{0} la+bVd|y (1 —1/N(w))

- / / dadb
O, x[mu)\{0} |a + bla/*(1 — 1/N (w))
/ / dadb
0<”U(a) 1/2 1/N('U)))

(b)zr

+// da db
U a2 (1 = 1/N (w))

Un calcul simple montre alors que
1Z(®E,. XBy,5 +V—17)| < CN(v)~".

On finit la preuve du lemme en calculant

égw(o)://o - dadb = N(v)™". O
Fp X [Mw]”

Places décomposées. On suppose maintenant v finie, non ramifiée sur Q, décomposée dans F et
de caractéritique residuelle distincte de 2. Soient w1, ws les places de E au dessus de v. On choisit
I'uniformisante @ de sorte que d = @?", r € N.

On a les isomorphismes:
in: E® F,=F,® F,J/Jd — F, ® F,
a+bVd— (a,b)

et
Jv: By — By, X Ey,
a+bVds (21 = a+bVd, 2o = a— bVd).
Par hypothese
®g,, X ®g,,(21,22) = ®(a,b) = 1o, +0p, -
LEMME 6.7.

(a) Sid e Op, alors
1
(1 = X, @)/N(w1)*)(1 = XEy, (@) /N (w2)*)

(b) De maniére générale si d = @*", il existe une constante absolue C' telle que pour tout 7 € R

|2y (P Xy > 3+ V1T 20y (P X By » 3+ V=17) S CN(0) ™ (72)

Z(PEyy s XEuwy » $)Z(PEyy s X By, S) = (71)

et
L, (08}, (0) = N(v) ™.
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La démonstration de (a) est similaire au cas précédent.
De maniere générale pour tout 7 € R

1
Zwl <(I)Ewl ) XEwl ) 5 + v _1T> ‘

1
Zw2 <(I)Ew27XEw27 5 + v _1T>
dz1 dzs
< —— P X ,
(1-1/N(v))? 1/N //E XE3, B iy (21 22) 220 |21 29|1/2

// N (o) da db
(]' - 1/N OFUXOFU {(00 | 2 - b2d|1/2

// da db
T (1-1/N(@))? 1/N O, xm7—{(0,0)} |a* — [a% — 2|1/

da db da db
(1—1/N 0<Ua<r la2 — b2|1/2 (a >r |a2 b2|1/2

< CON(v)™"

Par ailleurs,

of, (0)F, (0 // “"dadb= N(v)".
OFUXOFU

Places ramifiées dans E. On suppose maintenant que v est une place non ramifiée de F' qui

se ramifie dans E. On choisit Puniformisante @p de E de sorte que vd = w%kﬂ k € N, alors

Op = w% est une uniformisante de F. On note par ailleurs D = D,, la différente. Rappelons [Lan94,
proposition 4, p. 280] que si dz est la mesure de Haar autoduale sur E telle que le volume de Op

est N(D)~/2 alors le volume de O% pour la mesure d*z = W@W est aussi N(D) /2.

Par définition
®p(a+bVd) = d(a,b) = 1o,g0,(a,b).
On écrit E = H Opwe, alors
aEZ
1 sia=26>0
Pp(@g) =491 sia=28+1>2k+1
0 sinon,
et ®p est Of-invariante. Un calcul simple utilisant ces définitions donne le lemme.

LEMME 6.8. Pour tout s € C,

- 1 (xe(@E)/N(v)*)*+!
Z(®p, xp,s) = N(D; 1/ + 73
(Proxm:8) = NP | T @ PN 1= xa@a PN () (%)
et
> 1o L+ 1/N(v)2ktt
$L(0) = N(D; /2 4
Notons que si k # 0 les formules précédentes donnent
N(D; ')
Z(Pr,XxE,S) = —
(P XE ) = T @) Ny
et

$5(0) = N(D; /2).
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6.5 Preuve du théoréme 6.1

Le but de cette section est de prouver le théoreme 6.1 dont on reprend les notations. La preuve
repose sur le lemme suivant.

LEMME 6.9. Pour tout € > 0,

Z(®E,XxE,1/2 +1iT)
¢ (0)

1
S
| Ny (d)[!/2=

2

1
L (XE, L, ) ‘ LG 1420 (75)

Preuve. Notons d’abord que pour toute place finie v de F' premiere au discriminant de F, au
conducteur de x et a 2 telle que d € OF, , on a d’apres les lemmes (6.6), (6.7) et (6.8)

Z(Pp,, XB,, 1/2 +10T) i
H é)le(()) —HL<XE1072+ > (76)

wlv wlv

Par ailleurs, pour d fixé et pour presque toute place w on a (i)le (0) =1 et l'intégrale zéta en w
coincide pour presque tout w avec L(xg,,s). Pour comparer les deux produits eulériens (infinis) il
suffit donc de comparer les facteurs locaux aux autres places.

Pour I'ensemble Sy, des places a l'infini de E les lemmes (6.2), (6.3) et (6.4) nous assurent que
si pour tout v € Sy, |dy| > 1; alors pour tout € > 0

1
|Npg(d)|'/?=

H Z(®g,,XE,,1/2 +1i7)

! |Loo (X2, 1 4 2i7)||7]2. (77)
o}, (0)

’LUGSOO

Nos hypotheses impliquent que [Ngjg(d)| = [, |dlv — o0 mais ceci n’implique pas que
|d|, — 00. (Ce cas plus restrictif était déja étudié en 4.2 par la méthode ergodique.) Pour toute
place v|oo, il faut donc envisager la possibilité que |d|, — 0. Considérons par exemple le lemme 6.2
(et le lemme 6.5), en supposant donc d > 0, |d| — 0. En posant 6 = d~!, on vérifie aisément par
changement de variables que

Z(®,x,1 +ir) < |d|*/?7¢  (multiplié par le facteur T')
alors qu’on a toujours
$1(0) = afd|'/2.

Les corrections aux lemmes 6.3, 6.4 et donc 6.5 sont analogues. Le calcul du membre de droite de
(77) est alors remplacé par

IT 1l TT ldi2te < TT1dl 24 = [Ngyg(d) 2t
|d|,<1 |d|,>1 v
multiplié par le terme archimédien. Le résultat est donc inchangé.

Soit S, 'ensemble des places finies de F' divisant 2, le discriminant de F' ou le conducteur de Y.
Les lemmes (6.6), (6.7) et (6.8) nous assurent 'existence d’une constante abolue Bj telle que pour
toute place v finie de F', v ¢ Sy, telle que d ¢ OF,

B.. (78)

11 Z(Ppy, XBy, 1/2 +1i7)
wlv q)%?w (0)
Soit v une place de S,,, comme il n’y a qu'un nombre fini d’extensions de degré 2 de F,, que

la valuation de d est bornée, il n’y a qu'un nombre fini de choix pour [], /v &g, et donc pour le
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produit de fonctions zéta locales associé. Les fonctions zéta locales Z(®g,,, X £, , %—I—’iT) sont bornées
superieurement sur la droite Re(s) = % Comme I’ensemble S, est fini, il existe une constante Ba
telle que

Z (P 1/2 41
H ( Ew> XEw> / +ZT) <32 (79)

oL (0)

wl|v, VESm

Les valeurs absolues des fonctions L locales sont bornées supérieurement et sont uniformément
minorées (par une constante > 0) sur la droite Re(s) = 4. On déduit alors de (78) l'existence d’une
constante absolue B telle que pour toutes places v de .S, et toutes places finies v de F' telles que

d ¢ OF,

H Z((I)Ew,XEw, 1/2 +ZT
1, (0)

B|]] Lw <><Ew, —|—27>‘. (80)

w/v w/v

On en déduit aussi I'existence d’'une constante B’ telle que pour tout € > 0

q)Eun XEy> + 27—) e
1111 5L (0)Lu z [ < JI B <INgg@l. (81)
d¢ O} wlv XEw> 2 T P|NF/Q>(d)
Le lemme s’obtient en combinant les équations (76), (77), (80) et (81). O

Le principe de convexité pour les fonctions L (brievement décrit a la fin de la section 5.1) ainsi
que l'équation fonctionnelle classique [Lan94, théoréme 14, p. 209] nous assure l'existence d’une
constante A > 0 telle que

IL(xg, L +ir)| < dy |72, (82)

Ceci termine la preuve du théoreéme 6.1 quand on a remarqué que dg < |[Np/g(d)|.

6.6 Généralisation

Dans § 7 on va utiliser la majoration (60) sous des hypotheéses un peu plus générales que celles
du théoreme 6.1. Tout d’abord, rappelons que la théorie des séries d’Eisenstein montre que pour
s = 3 + it la représentation unitaire V,(x) de GLy(Ar) (début de § 6) apparait dans I'espace des
formes automorphes sur GLg(F)\GL2(Ar). Un niveau K C GL(Z,A{;) étant fixé, tout l'espace
Vi(x)X apparait dans les formes automorphes. Les majorations du théoréme 6.1 n’ont été calculées
que pour le vecteur le moins ramifié de Vs(x). Pour utiliser la décomposition spectrale, il nous suffit
d’obtenir des majorations analogues a (60) pour tout vecteur dans un sous-espace dense de Vi(x).
En reprenant les formules (48) et (51), on voit qu’il nous faut démontrer la majoration (60) pour
des fonctions ® produits de fonctions locales plus générales.

Aux places archimédiennes, nous devons considérer les fonctions @, telles que l'intégrale (48)
nous permette d’obtenir toutes les fonctions K,-finies de I'induite locale V;(x) ; on prend K, égal au
compact standard 0(2,R) ou U(2). Pour ceci, il suffit de multiplier la fonction minimale ®,, indiquée
par un polynéme P(a,b). On vérifie aussitot que les lemmes 6.2, 6.3, 6.4 et 6.5 restent valables.

Aux places finies, on a presque partout la fonction non ramifiée de (58) et (59). Aux autres places
I'argument de § 6.5 s’applique et nous donne pour chaque choix de ®,,, des estimées analogues ; pour
chaque place de ramification de K, il n’existe qu’un nombre fini de choix pour ®,,.
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7. Les propriétés £, et £5 pour PGL(2, F)

7.1 La propriété &, pour PGL(2, F)

Le but de cette partie est d’expliquer comment les résultats des deux parties précédentes permettent
de prouver le théoreme suivant qui donne la propriété &, pour des suites de tores standard de
Gg = Resp/g PGL(2, F') pour un corps de nombres F'.

THEOREME 7.1. Soit d, € Of une suite d’entiers sans facteur carré,

o= { <de Z) a* = dob? 7&0}

T = { <‘; b;l“), a® — db? ;Ao}

un tore standard de Resp/qg GL(2,F) associé et T, son image dans Gg. Soit K un sous-groupe
compact ouvert de G(Ay),

ou

S(G,K) =GQN\GR)" x G(Ay)/K
et ST la composante T\G(R)* avec ' = G(Q)* N K. Si |do| = [Npjgda| — 00 Ty a la propriété
(&,) dans ST.

Pour la démonstration, commencons par nous ramener au cadre adélique. Considérons I'applica-
tion déterminant

det : PGL(2, F)\PGL(2,Ar) — F*\A%/(A%)%

Soit U C A%, / (A*F f)2 I'image de K. C’est un sous-groupe compact ouvert et I'ensemble des
composantes connexes du quotient est

€= F*(F3)"\Ap/(A})U.
Le groupe dual £ est le groupe fini des caracteres d’Artin €, d’ordre 2, de A%, triviaux sur U.

Soit n la fonction constante égale & 1 sur S(G,K)", la composante neutre de S(G,K) =
G(Q)\G(A)/K et nulle sur les autres composantes. Alors

1
U:EZQ

et ug(n) =1 par définition.
Notons, pour T' = T,, 1, la mesure ‘adélique’ définie dans le corps de I'article (& support dans
S(G,K)") et ppa la mesure normalisée sur T(Q)\T'(A). On a un diagramme

T(QN\T(A) — GQ\G(A)
& — &
ou & est un sous-groupe (qui peut étre propre!) de €. Alors par définition,

(kasm) = [E'[{pr,a,m)
€'l €]
=g > prane) = 2 > 1=1=pan).
| ‘ 4 ‘ | 1A%
ee& ec€
Dans la derniére somme &' désigne I'ensemble des caractéres e € £ qui sont triviaux sur &'.
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Une fonction sur G(Q)\G(A) qui est une somme de caracteres abéliens (i.e., invariante par
G(R)™, donc de la forme Y e A€, est a support dans S(G,K)T si et seulement si A\ = A est
indépendant de e. Considérons alors une suite (7). Nous pouvons supposer le groupe &’ constant.
Si feCX(S(G,K)") est étendue par 0 & G(Q)\G(A), et s’écrit donc

f:cZe+g

ou g est orthogonale aux caracteres et C'°°, on voit que la convergence de (yuq, f) vers (ug, f) se
réduit a celle de (pr 4, g) vers 0.

Soit donc f € CZ°(G(Q)\G(A)/K). Notons Koo = ][, Kv un sous-groupe compact maximal
de G(R). Puisque les composantes de Fourier (sous K) convergent uniformément vers f, il nous
suffira de tester la convergence sur des fonctions K-finies (a droite). Nous faisons dorénavant cette
hypothese. Ecrivons, selon la décomposition spectrale (cf. [MW94])

f= Zf(€)€+zz/oo E* <X,\Il, % +z'7'> fO6 Y, 1) dT—i—Zf((;S)(b. (83)
€ x v YT ¢

La décomposition est orthogonale ; f (€) est la composante de f selon un caractere abélien; ¢
parcourt une base des formes paraboliques (de niveau K, et dont on peut supposer le K.-type 7

N

fixé); f(¢) = (f,d); on suppose que ||¢||s = 1.

Dans la somme médiane, x parcourt les caracteres de R} F*\A% de conducteur U C A F}Z fixé et
déterminé par K ; ¥ parcourt une base orthogonale de la partie de I'induite

. 1G(A
1ndBEA§ (x)

formée des fonctions K-finies et de type 7 sous K (ensemble fini, pour tout ). On munit I'induite
(unitaire si x = xo| |1/ 2 et Yo unitaire, avec notre normalisation) de son produit scalaire canonique.
E*(x,V,s) est la série d’Eisenstein avec sa normalisation usuelle
E (x,U,5,9)= > Wiyg)
YEB(F)\G(F)
ou U, = W appartient a l'espace (constant) de ind(x| |*). Cette série differe de celle de § 6, ou E
était une ‘série d’Epstein’ au sens de la théorie classique.

Reportons nous a la formule (48) définissant Eg. Notre fonction W est fo a la normalisation
pres. Dans le cas non ramifié, si ® est la fonction caractéristique de O, x Op, aux places finies, et
la fonction de Schwartz usuelle aux places infinies, on trouve que

fo = A(2s,x*)¥o (84)
ou ¥ est le vecteur non ramifié usuel, ‘constant’, de 'induite et A désigne la fonction L totale (avec
ses facteurs archimédiens). Donc dans ce cas

E(x,®,s) = A(2s,x*>)E*(x, ¥o, 5).

Rappelons que ’ensemble des places de ramification est ici fixé. Si v est une place de ramification
finie, Jacquet-Langlands [JL70, p. 98] montrent qu’on peut choisir ®, telle que fg, est la fonction
‘fixe’ ¥,. Aux places archimédiennes, un choix convenable de ®, donne la variante locale de (84),
le facteur de proportionalité est alors un produit de fonctions I'. Si S est I’ensemble des places de
ramification finies, on aura ainsi en général
E(x,®, ) = Loo(25,x*) L (25, X*) E*(x, ¥, 5)
_ A@sx?)
~ Lg(2s,x?)
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Le facteur Lg(2s,x?), la ramification étant fixée, est uniformément borné ainsi que son inverse pour
Re(s) > € > 0. On pourra donc le négliger dans les arguments qui suivent.

Enfin dans (83) f(x,\I/,s) est le produit scalaire (f, E*(x, ¥, s)).

Il nous sera nécessaire de comprendre plus précisément les caracteres y qui interviennent. y
est un caractere de F*\A%,/U. Puisqu’on considere les twists de x par | \1/ 2+it on peut supposer
en fait, selon la décomposition usuelle, que c’est un caractere de F*\A% /U (ideles de norme 1);
X détermine donc un caractere oo de U\FZ o1 ou U est un sous-groupe du groupe des unités de
F. Puisque le K-type 7 est fixé, on peut supposer la restriction de xoo & [], o Fi (1) fixée ou
Ff(1) ={z € F} : |x|, = 1}. Donc x s’écrit sous la forme

T = (mv = XO H |xv|lav

v]oo

ol xo est un caractere fixe, o, est réel, et o = (0,) parcourt le dual ¥ du réseau image de U dans
R" (r = r1 + r9 — 1) par Papplication de Dirichlet. Enfin, y. étant fixé, il y a un nombre fini de
possibilités pour x, données par torsion par un ensemble fini, fixe, de caracteres d’Artin (dépendant
de la ramification).

La norme L? d’une fonction f décomposée selon (83) s’écrit

I118 =3 7t |2+chx/ Foow P+ Y 7o (35)

¢

¢y (Pordre d'un stabilisateur) étant une constante > 0 inessentielle, uniformément majorée et
minorée.

Considérons sur G(R) le laplacien, invariant a gauche et elliptique
wg =Cq —2Ck

ou Cg, Ck sont les éléments de Casimir de G(R) et Ko, ([CU04, § 8]); —wg est alors un opérateur
positif; il opere sur les composantes non constantes de (83) de la fagon suivante: il multiplie f (¢)
par Ay = —Cq(¢) +2Ck(¢) ou Cg, Ck sont les actions des éléments de Casimir (Cx étant du reste
constant). Il opére sur la composante f(x, ¥, 7) par le scalaire

el 4+ 3 o+ 0l + 72 = Al + A+ o + 72
v

Ao = (Ac; Av) étant le parametre d’Harish-Chandra de la représentation induite de xo, décomposé
en sa partie compacte et non compacte.

Puisque f est C'*°, on voit que pour tout n > 0,
> / Yo eA+ollP + 7)1 f (0, r)P dr + - A3 () < oo, (86)
oen Y T Ty )

Dans la premiere somme on a remplacé, pour avoir une vision plus géométrique des parametres,
les données (x, V) par (o,x,¥) ol 0 € ¥ et x est associé & o de sorte que le nombre de x est fini
pour o fixé.

Considérons d’abord la partie cuspidale de (85). On a les propriétés bien connues suivantes.

LEMME 7.2. Pour ¢ cuspidale et N assez grand,

[6lloc = OA)[]]2-
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Rappelons brievement la démonstration. Si a € C°(G(R)) et si ¢ est une forme parabolique L2
sur G(Q)\G(A)/K, on sait que
16 % alloe < v(a)|9]l2,

v(a) étant une semi-norme continue en ¢, de la forme ), || * u;||oc o1t u; € Ug (Harish-Chandra
[Har68, p. 14]).

Par ailleurs, soit ¢ la mesure de Dirac a lorigine et d = dim(G(R)). Pour tout N > (d + 1)/2,
on peut trouver (cf. [DL71]) a € C2N=4=1(G(R)) et 3 € C(G(R)) tels que
axwd =6+ 4.

Pour N assez grand, v s’étend continiment en «, et on en déduit si ¢ est fonction propre de wg de
valeur propre A\

19l < (AF V(@) +(B))lI]2-

Par ailleurs, la ‘loi de Weyl’ est vraie pour les valeurs propres? A¢- 11 nous suffira d’une forme
faible due pour un groupe arbitraire & Donnelly, cf. Miiller [Mul89].

LEMME 7.3. Pour X > 0 soit

N(X) =#{o | [\f* < X}
Soit d = dim(G(R)/Ky), alors N(X) < ¢(1 + X?%) pour une constante ¢ > 0.

D’apres (85), la série des dérivées (images par xw) des fonctions du développement (83) converge
dans L? pour tout n. Il en résulte que ce développement converge uniformément, ainsi que toutes
ses dérivées, sur tout compact de S(G, K)*

Par ailleurs le lemme 7.3 implique que, si I'on ordonne les ¢ de fagon que |Ay| soit croissant,

1/2d

M| > m> (1 — o0).

L’équation (86) implique que |f(4)| < [Ag]~" pour tout 7 > 0. Alors
Z 1F@)ll|¢lle < Z M| V1F ()] (lemme 7.2)

<<Z|>\¢|N—n<<sz—n)/2d<oo
¢ m

pour n assez grand. Il en résulte que dans le développement (83), la somme portant sur ¢ est
uniformément convergente?.

Considérons alors jiq o (f) ol ftq,a est 'intégrale normalisée sur T,,(Q)\T, (A). L’intégrale (contre
dita,n) de Y ¢ f(e)e (avec f(€) ici constant puisque f est & support dans S(G, K)™) est égale comme
on 'a vu a pug(f). On doit vérifier que l'intégrale des autres termes de (83) tend vers 0.

Pour les termes cuspidaux, on a d’apres le théoreme 5.1
Ma,A(Qb) < |da|_1/4+9/2+6-
1

Donc piq,a(¢) — 0 d’apres les approximations connues de la conjecture de Selberg (6 < 5). Par
convergence uniforme, 'intégrale de la derniére somme dans (83) tend vers 0.

Si I est Q ou un corps quadratique imaginaire, la démonstration est alors complete. En effet, il
n’y a qu'un nombre fini de couples (x, V) et pour chacun, ® étant associé¢ a V.

fan(E(x, @, 3 4+i7)) < |da| /4|74 Loo (X2, 1 + 2i7))|

2Mais nous ne connaissons pas de référence pour un corps de nombres arbitraire.
3Noter que tout cet argument s’applique & un groupe arbitraire.
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d’apres le théoreme 6.1. L’intégrale

0o 1 .
[ B (vogrin) focwnar

est limite de ses intégrales sur [T, T], la convergence étant uniforme sur tout compact. L’intégration
commute donc avec I'évaluation de (4,4 ; (86) donne

o0
/ TA
—00

E*(x, ¥, s) =

p 1
/ <X,‘I’,§+i7>‘ dr < oo
pour tout A. Enfin on a

1 LS(28>X2)
Loo(25,%x?) L(2s,x?)

L’estimation classique: |L(1 + i7, x?)™'| < 74 permet de terminer la démonstration.

E(x,®,s).

Pour un corps F' arbitraire, nous devons controler 'uniformité de telles estimées. Rappelons
que la somme (83) porte sur des caracteres x de A} de ramification fixée (aux places finies). En
particulier le nombre de caractéres d’ordre 2 est fini. Pour les autres, on a l’estimée uniforme
suivante.

LEMME 7.4. Soit x # X un caractére de F*\A},. On note q¢(x) son conducteur arithmétique,
q(x) = larO)|TT | + 3| ot p; désigne les parameétres archimédiens de x et q(x,t) = q(x)([t| + 3).
On a

L0 1+it)[ 7 < qlx. 1)

avec une constante implicite ne dépendant que de F.

Preuve. Cela résulte de techniques classiques de théorie analytique des nombres. Donnons cependant
la preuve.

On dispose d’une zone sans zéros pour L(x, s) : par [Iwa04, théoreme 5.10], il existe une constante
¢ ne dépendant que de [F' : Q] tel que si s = o + it et 0 > 1 — ¢/q(x,t) alors L(s,x) # 0.
D’apres des arguments bien connus, ceci donne des estimations sur L'(x, s)/L(x, s). Soit s1 = 1+ it,
oo = 1/log q(x,t) et so = s1 + o0p. Il résulte de [Iwa04, proposition 5.7, (1) et (2)] que pour tout

s € [so, s1]
L/(X7 8) ‘ 2
< (logq(x,t))~.
Lis) | < Wosaet)
On en déduit que
. : L'(x, s)
[log L(x,1+it) —log L(x, 1+ oo + it)| < —=—=1 ds < logq(x,t).
[s0,s1] L(X) S)

Par ailleurs en sg, on a un produit eulerien uniformément convergent

oo =T (1= 75)

D’ou

1
|10g|L(X7 SO)H < Z 700.
N

Pours=14+0>1ona
1
—log Cr(s) =) N(p)e + ¢(s)
B
avec ¢(s) continue en s = 1.
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On déduit du développement de (r au voisinage de 1 que

1
zm: W < log q(X,t).

Finalement

[log|L(x, 1 +it)|| < logq(x,?)

d’ou

1
< |L(x,1+it)] < q(x,t). O
g < oo inl < gt )

Pour chaque donnée (x, 1), la démonstration du théoréme 6.1 donne l’estimée suivante, uniforme
en x, Uetr

Has (E(X @, 5 + 7)) < [da| (1 + |72 + [lo]*) Lo (P, 1 + 2i7)],

la constante A ne dépendant que de la ramification (y compris & Uinfini, c’est a dire des K -types).
Cela résulte des arguments de § 6, avec les modifications suivantes. Aux places archimédiennes, on
a utilisé le contrdle en 7 donné par le lemme 6.5. Aux places finies (cf. les arguments a la fin de
§ 6.5 et de § 6.6), il suffit de vérifier que les estimées sont uniformes quand la ramification de x est
fixé.

Notons fgis le terme médian de (83), il résulte de ce qui précede qu’il est C™ et borné. Vu la
convergence uniforme de la série (d’intégrales) sur tout compact, on a pour « fixé:

s (fris) < |da] TN TN /(1 + |7 + o) LOP, 1+ 2im)| 7 f (¥, )| dr
o Uy

D’apres le lemme 7.4,
Ma,A(fEis) < C’|doz|_l/4+6

C=35 [ irP + ol vl dr

o Wx
quitte a changer la constante A. Mais il résulte de (86) et de Cauchy—Schwartz que C' < co. Ceci
termine la preuve du théoreme 7.1.

7.2 La propriété Sas pour PGL(2, F)
Dans cette partie nous expliquons les modifications nécessaires pour étudier la propriété £ pour
des suites strictes de couples admissibles (T, b,) quand F' est un corps totalement réel et T, est un
tore standard tel que T, (R) est compact.

Nous reprenons les notations de § 1.2. On pose G = Resp/g PGL(2,F), r = [F' : Q], GR) =
PGL(2,R)" et

Ko = S0(2)".
La motivation pour une telle étude est que dans cette situation
S(CG. K, Ku) = G@QT\[GR)" /Koo x G(AL)/K]

est une variété de Shimura (une variété modulaire de Hilbert) et la mesure v, = v, s, associée
a (Ty,bs) est une moyenne de mesures de Dirac de support 'ensemble des points & multiplication
complexe associés au tore T,. Ce cas est traité par Duke [Duk88] pour F' = Q et des résultats sont
annoncés par Cohen [Coh| et par Zhang [Zha0l] dans cette direction.
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Pour utiliser des notations plus raisonables dans ce contexte, nous notons X = G(R)" /K =
H[FQ} et
Shie(G,X) = S(G, K, Ky).
Le but de cette partie est de montrer que la conjecture (£7) serait une conséquence de la sous-
convexité pour L(Ily, 3) et L(xg,, 3 + iT).
Soit d € Op un entier sans facteur carré et soit T, un tore standard associé. On suppose que
T4(R) est compact, alors pour toute place a 'infini v de F, d,, < 0 et le corps associé E = E; est a

multiplication complexe.

On suppose dans la suite que T} est le tore standard (‘g lf) on note

b€ GR)" = @ PGL2,R)
v:F—R

I’élément dont la composante v est

(ba)y = <(1) \/E—d) :

On vérifie alors que (T}, bg) est un couple admissible, autrement dit pour toute place a I'infini v
de F,

(ba)y Ta(R) " (ba)y C Koo
(SiTy= (%) on prend (bg), = (V _Odv (1)) ; on laisse au lecteur le soin d’adapter I'argument.)

On identifie L?(Shi (G, X), dug) ~ L*(S(G, K), dug)®><. Soit St la composante neutre de
S(G,K) et f € C®(ST), Ky-invariante. On a selon la décomposition spectrale

F=> flee+ ZZ/OO E* <X,\p, % +¢T> oo, m)dr+) f(9)s. (87)
€ x v T ¢

Chaque terme a la méme signification que dans (83), mais les caracteres ¢, les formes paraboliques
¢ et les series d’Eisenstein E*(x, ¥, s) sont de plus K-invariants. En particulier les caractéres x
de F*\ A}, intervenant dans la somme du milieu sont non ramifiés aux places a I'infini.

On note b; € G(A) I'élément dont les composantes finies sont 'identité et dont la composante
en une place v archimédienne est (by),. Pour 7' = T, on note pga la mesure normalisée sur

T(QN\T(A)/KNT(Af).

On écrit f =), f (e)e+ g avec g orthogonale aux caracteres. Les considérations de § 7.1 montre
que pour obtenir la propriété Sf dans ce cadre il faut montrer que

/ g(zbg) dpgn — 0
S+

quand |d| — oc.

Soit ¢ une forme cuspidale intervenant dans la décomposition (87). On réalise ¢ comme un
vecteur e = ®e,, K X Ky-invariant d’une représentation (m = ®m,, V') automorphe cuspidale de
GL(2,AF) de caractere central trivial.

Pour toute place a l'infini v
v tb’l} Uy v bU v
[ el ,
Zo\Ty (€vs €v)

-1
:/ (b tho)ewsev) gy g (88)
Zo\Ty (€vs €v)
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En utilisant 1’équation (19), on en déduit que pour tout € > 0

I owlew bo, Tn) < |d]71/2Fe. (89)

vESE

D’apres les équations (16), (89) et la discussion de la section (5.1), pour tout € > 0

1
[ o) duas r(my)
S(G,K)

On écrit alors g = geusp +gEis OU Geusp désigne la partie discrete de g et ggis la partie continue. On
montre comme dans la section précédente que dans la décomposition spectrale (87) on a convergence
uniforme de la somme sur les formes cuspidales ¢ vers geysp. On en déduit que

1
/ gcusp(zbd) dﬂd,A L <H7 5)
S(G,K)

Cette intégrale est donc inconditionnellement < |d| pour tout € > 0, la sous-convexité pour L(II, %)

nous donnerait la majoration < |d|™¢, enfin I'hypothese de Lindel6f nous donnerait la majoration
|d| —1/4+e

1/2
< |d|—1/4+e

1/2
< |d|—i+e

D’apres I’équation (51) et la discussion qui suit (51), pour tout caractere x de F*\AJ (non
ramifié en l'infini) intervenant dans la décomposition spectrale (87)

1 aoNpo(d) YV wgdY? | (@ by 1/2 + i
[ B ey () dugs| = Dl | 2O b BRI g
S(G,K) 2 heRE $1.(0)
ou ag est une constante absolue, et
Z(@EJ XE; bda S) - H Zw(q)E'unXEwa bd'uH S)
wESE
avec
Zw(q)E'un XEw>» bdw» 8) = Zw(q)Euﬂ XEw» 8)
si w est une place finie de E et en une place a 'infini w de F,
2@ X b s) = [ Or(eotbau ), (2 (o1)
EZ
D’apres les calculs faits dans le lemme (6.9), on a pour tout € > 0 la majoration
Zw((I)E yXE 7bw7]-/2+i7—) 1 .
N N d)¢|L , = . 92
11 &L (0) < Npjg(d) XE: 5 T (92)

wESE,fm

Pour calculer la fonction zéta de I’équation (91) en une place w de E au dessus d’une place a
I'infini v de F', rappelons que E,, = C et que x, est un caractere non ramifié de F;; = R*, donc de
la forme x, = | |?v. Dans cette situation ®,(a,b) = e~ (@ 0%,

LEMME 7.5. Pour tout tore standard Ty, pour tout caractére x, = | [*°v, pour toute place & I'infini
v de F' et pour tout T € R

Zw(®E,, XEy» bdw, 8) = T 79D (s + i0,) = mLy (X2, 25). (93)
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Preuve. Par définition si z = a + b/ —d,,

. d
By (a, by/—dy) 257

Zw(q)Ew7XEw7bdwvs) = / |Z‘

C

:/e—w(a2+b2dw)(a2+b2|dw|)s+iav—l\/_—dwdadb

[e.e]
= 271'/ e~ p2stion =)y g — 717870 D (s +io,) = mLy(x?,25). O
0

Par ailleurs, on a (avec les notations de § 7.1) la relation

* LS(237X2) E(X7q)78)
E L = .
bo ) L(2s,x?) Loo(25,%?)

D’apres I'équation (90), le théoreme de Brauer—Siegel, le lemme précédent et la preuve de
lemme 6.9, pour tout € > 0

1
I(1) = / E* <X7 v, 3 + 1'7'> (2bg) dita,n
5(G.K)
1 1
d —1/44¢ L - . )
T <XE’ > *”)

On obtient donc inconditionnellement la borne I(7) < |d|¢|7|4/|L(1 + 2iT, x?)|, la sous-convexité
pour L(xp, 3 +i7) nous donnerait (1) < |d|~¢|7[4/|L(1 + 2i7, x?)| et I'hypothese de Lindelsf nous
donnerait I(7) < |d|~Y/4t¢|7|4/|L(1 + 2iT, x?)|.

Le lemme 7.4 et le raisonnement fait a la fin de § 7.1 donne inconditionellement

‘ / 9(2by) dprg,a
S+

< |dJ<.

La sous-convexité pour L(xg, % + i7) nous donnerait

< |d|”¢.

'/ﬁ g(2by) dpra,a

Enfin ’hypothese de Lindel6f nous donnerait

‘ / 9(2by) dpea,a
S+

< ‘d‘—l/ﬁl-‘re.

Appendice A

Pour la convenance du lecteur, nous avons regroupé dans cet appendice des résultats et des références
qui nous sont utiles dans ce texte et qui, quoique ‘bien connus des spécialistes’ sont difficiles a
trouver dans la litérature. Le lecteur est invité & ne s’intéresser aux résultats présentés ici qu’en cas
de besoin.

Dans tout I'appendice, comme dans le reste de I'article, X est le quotient T\G(R) ou T\G(R)*"
(que l'on note parfois X' dans ce cas), I' étant un sous-groupe de congruence et Gg un groupe
algébrique de type F. On munit X de la mesure de Haar ug normalisée de sorte que pug(X) = 1.
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A.1 Equidistribution

Nous considérons des suites p, de mesures de probabilité sur X (les mesures de probabilités sur
'y \H.(R)", H, C G étant un Q-sous-groupe de type H, ou des moyennes finies de telles mesures).
Rappelons le fait simple suivant [Bou65, ch. 4.5, proposition 22].

ProOPOSITION A.1. Si i, — pg pour la topologie vague et si E C X est un sous-ensemble mesurable
tel que pG(OF) = 0, alors

ta(E) = p(E).

Il est parfois commode d’utiliser une réciproque. Soit £ une famille d’ouvert de X telle que
I’'espace vectoriel engendré par les fonctions caractéristiques des E € &£ permet d’approcher uni-
formément toute fonction f € C.(X). Alors po — p si pour tout E € &, ua(E) — pg(E). (Voir
§2.2.)

Enfin d’apres Weyl, il suffit, pour vérifier la convergence vague de p, vers ug de vérifier que
pour tout compact K C X, (ita, f) — (pc, f) pour un sous-ensemble dense dans CO(K).

A.2 Distribution

Soit D'(X) lepace des distributions sur X, dual de D(X) avec sa topologie usuelle [Sch66]. Si
T € D'(X) et si Z € g = Lie(G(R)), nous noterons parfois 7' Z la dérivée de T selon Z pour la
représentation naturelle de g & droite sur D’ (Bruhat [Bru56], voir en particulier proposition 2.4).

On a donc par définition

d t
Tx7 =~ (R(e 2T —T))—o (94)

ol R est la représentation & droite de G sur D', et D'existence de la dérivée implique en particulier
que pour tout f € D(X)

(T+Z,f)=—~(T.f *2).
Rappelons que application (f,T) — (T, f) n’est pas continue sur D x D’. On a cependant [Sch66,

p. 73, apres le théoréme XI| le lemme suivant.

LEMME A.2. Si fo — f (dans D) et T,, — T (dans D’) sont des suites convergentes alors
(Ton fa) - (T, f)

En particulier, dans la situation de § A.1, soit Z, € g et soit p, une suite de mesures de
probabilité tendant vers une mesure de probabilité v pour la convergence vague. Alors p, — v dans
D' ([Sch66, p. 70]). Si f € D et si Z, — Z dans g alors f * Z, — f * Z dans D. On en déduit donc

par transposition le lemme suivant.

LEMME A.3. Sous ces hypothéses, i * Zo — U * Z.

Enfin soit Z € g et
U={e? teR}

le sous-groupe analytique de G(R) engendré par Z. (Nous ne supposons pas U fermé; U est un
groupe de Lie immergé. Dans le cas qui nous intéresse, Z sera nilpotent et U fermé). Alors il résulte
de (94) que pour tout T' € D’

TxZ=0 <= R(u)T =T pour tout u e U. (95)
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