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Two generally covariant integral conservation laws concerning electromagnetic
null fields and vacunm gravitational fields of type 11 with vanishing Riemann-
eigenvalue respectively are proved. The conserved quantities both have the di-
mensions of action. The electromagnetic law shows that with respect to the pro-
pagation of energy a null field may be represented by a stream of photons. The
gravitational conservation theorem is in many respects similar to the electro-
magnetic one; it admits to calculate the change of intensity along a gravitational ray.

Einleitung

Wir beweisen im Rahmen der allgemeinen Relativititstheorie zwei
allgemein-kovariante integrale Erhaltungssitze, einen fiir elektro-
magnetische Nullfelder und einen analogen fiir Vakuum-Gravitations-
felder vom Typ IT mit verschwindendem Riemann-Eigenwert. Die
beiden Feldtypen verhalten sich algebraisch und analytisch sehr dhnlich.
Wir wollen versnchen, die gemeinsamen Eigenschaften im einzelnen zu
klaren, bevor wir den formal und begrifflich schwierigeren Fall des
Gravitationsfeldes betrachten.

I. Elektromagnetische Nullfelder

Fiir elektromagnetische Nullfelder, die ausfithrlich in !, Kap. IX,
behandelt werden, gibt es verschiedene dquivalente Definitionen. Wir
geben vier davon an.

Ein elektromagnetisches Vakuumfeld mit dem Feldstdrkentensor F,
und dem Energietensor 7, hei3t ein Nullfeld, wenn eine der folgenden
Aussagen richtig ist:

a) E,, hat dieselbe algebraische Struktur wie der Sprungtensor AL,
an einer Unstetigkeits-Hyperfliche (Wellenfront) eines Maxwell-Feldes?,

1 SyNGE, J.L.: Relativity: The Special Theory. Amsterdam 1956.

2 Wir legen dabei fiir die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit, deren Metrik und fiir
den Feldstirkentensor die in LicunerRowicz, A., Theories relativistes de la gravi-
tation et de I'electromagnetisme, Paris 1955 formulierten Stetigkeitsannahmen zu-
grunde.
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d.h. es gibt einen Vektor £, mit
F[ubkc]:O’ Ezbkb:()g' (1)

b) Fiir einen (und damit fiir alle) Beobachter haben die Feldstirken &
und $ den gleichen Betrag und stehen aufeinander senkrecht:

E P =0, kE,F e =0. (2)

¢) Der Energietensor hat die gleiche Form wie der eines inkohdrenten
Teilchenstromes, namlich

Top = phkuky. (3)

d) Fiir einen (und damit fir alle) Beobachter mit der Vierergeschwin-
digkeit #* ist die Energiedichte T, #* #® des Feldes gleich der Energie-
stromdichte, d.h. gleich dem Betrag des Poynting-Vektors

Pa;:— (gab+%aub) Tbc%c‘4 (4)

Mathematisch am einfachsten ist die Definition b. Die physikalische
Bedeutung der Nullfelder geht wohl am deutlichsten aus ¢ und d hervor,
wonach die Nullfelder unter allen Feldern dadurch ausgezeichnet sind,
daf in ihnen die ganze Energie mit Lichtgeschwindigkeit lokal in einer
Richtung stromt. Es handelt sich also um reine Strahlungsfelder, die
sich sozusagen vollstindig von der Quelle gel6st haben. Die Definition a
besagt, dafl diese Felder durch die Existenz von Strahlen (mathematisch:
Bicharakteristiken, s. z.B. % und 3) gekennzeichnet sind.

Es sei ein Nullfeld gegeben. Dann sind durch #* dort, wo 7,40
ist, lichtartige Geoditische bestimmt 5, die Strahlen des Feldes. Das
folgt aus
Tr=o0, T%,=0. (4)

Wir koénnen und wollen £ und w in (3) so wihlen, daB #° lings der Strah-
len , konstant” im Sinne der Parallelverschiebung von LEvI-CiviTa$
ist, also

1,1 =0 (5)
gilt.

Wir nehmen an, daB in dem ganzen Raum-Zeit-Bereich, den wir
betrachten — also auch dort, wo 7, ==0ist — u und %° so gewihlt werden
kénnen, daB (3) und (5) gelten und %*==0 ist, so daBl das Strahlenfeld
dieses Gebiet schlicht iiberdeckt. u ist dann nicht negativ und ver-

% Fiir eine Ableitung dieser Sprungbedingungen siehe z. B, K. STELLMACHER:
Math. Ann. 115, 740 (1938).

1 Die kovariante Zerlegung eines Energietensors in Anteile beziiglich eines Be-
obachters findet man z.B. in C. EckarT: Phys. Rev. 58, 919 (1940).

® Mawrror, L.: C. R. Acad. Sci,, Paris 238, 2055 (1954). )

¢ Siehe z.B. H. WeYL: Raum, Zeit, Materie, 5. Aufl. Berlin 1923. §12, §15.
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schwindet genau da, wo F,, verschwindet. u und % sind bis auf Trans-
formationen
Re=Ak, w=A4"%u (6)

festgelegt, wobei 4 ein Skalar mit
Fd,=0 (7)

ist. Die Nebenbedingung (5) fitr das Vektorfeld &% kanu wegen dessen
Lichtartigkeit auch durch die Gleichung

k[a,, b] kb = O (8)

ausgedriickt werden, und diese Beziehung kann wegen des Stokesschen
Satzes? in einen Erhaltungssatz umgeformt werden:

Satz. Fiir jeden aus Strahlen bestehenden Streifen (s. Fig. 1), jedes
,,Signal®, ist das tiber einen (eindimensionalen) orientierten Querschnitt*

¢

Stratiten
~—.

ax? A2 » \\ ‘
t__\\

Fig. 1. Strahlenstreifen

C des Streifens erstreckte invariante Integral
N = [k, dx* (9)
¢

bei gegebenem R® eine Konstante des Streifens, d.h. unabhingig vomn
Querschnitt C.

Wenn ein Signal einen Beobachter mit der Vierergeschwindigkeit ua
iiberstreicht, ist fiir den dadurch gegebenen Querschnitt C dx*=u*dr,

also —_
N=1k,u*, (10)

wo 7 die ,,Empfangsdauer und %,#* der Mittelwert von k,u® lings C
ist. Gehort das Signal einer im kleinen niherungsweise ebenen mono-
chromatischen Welle an, so wird man (10) fiir ein Signal betrachten,
das von zwei anfeinander folgenden Strahlen der Intensitit O (s. unten)
begrenzt wird; 1/27 ist dann die Frequenz beziiglich des Beobachters #*,
u, k* kann praktisch durch k,#° in irgendeinem Ereignis von C ersetzt
werden. Der Erhaltungssatz sagt dann aus, daB sich die Frequenz des

* Das heifit fir das Linienelement d4* von C soll 2, d¥*<0 sein.
7 Siehe z. B. P. JorpAN: Schwerkraft und Weltall, 2. Aufl.,, S. 26. Braunschweig
1955.
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Signals proportional zu dem Skalarprodukt %,#* lings eines seiner Strah-
len dndert*.
Aus (3), (4) und (5) folgt der differentielle Erhaltungssatz

(V=gph),=0 (11)
bzw. die Fortpflanzungsgleichung
B U+ uki,=0. (12)

u, I, und F,, verschwinden deshalb in allen Ereignissen oder in keinem
Ereignis eines Strahls.
Aus (11) folgt wie tiblich (Gaufischer Satz) der integrale Erhaltungs-

satz: Fur jedes Strahlenbiindel — darunter verstehen wir eine drei-
dimensionale Strahlenschar — ist das {iber einen orientierten Quer-
schnitt S des Bindels** erstreckte invariante Integral
T=[ukas, (13)
S

eine Konstante des Biindels, d.h. unabhingig vom Qnuerschnitt S, wenn
o und k* fest gewdhlt sind.

Wenn das Biindel einen ,ausgedehnten Beobachter” (ein Biindel
zeitartiger Kurven, ein #%Feld) itberstreicht und S ein rdumlicher
., Abdruck™ ist, den das Biindel im Raum des Beobachters hinterliBt,
ist (mit S = Volumelement des Beobachters) 4S, =4S u,, also

I =(k,u1E, (14)

wobel E = [ T,, u*u®dS die Energie des Biindels beziiglich des Beob-
achters und ™ ein mit dem Gewicht T, 44’ gebildeter Mittelwert
iber S ist.

Wir sehen, dafl keine der beiden ErhaltungsgroBen (10), (14) fir
sich allein eine einfache physikalische Bedeutung hat; insbesondere
dndern sich beide bei ,,Umnormierungen’ (6), (7) in uniibersichtlicher
Weise. Zugleich zeigt aber der Vergleich von (10) und (14), daB man
durch deren Multiplikation einen Ausdruck bekommt, der eine ein-
fache Bedeutung hat, wenn nur die &, #*-Mittelwerte (zumindest in guter
Néherung) einander gleich sind. Es gilt ndmlich offenbar der

Satz. Gegeben sei ein Strahlenbiindel, das einen Strahlenstreifen
enthélt. Zwei Beobachter mogen je die Dauer v des Strahlenstreifens
(Signals) und die Energie E des Biindels messen. Dann stimmen die

* Wir haben hier in priziser und etwas modifizierter Form die bekannte Uber-
legung wiederholjc', die man bei der Ableitung der Rotverschiebung anzustellen
pilegt, um ihre Ahnlichkeit mit dem folgenden Erhaltungssatz hervortreten zu
lassen.

** Der Vektor 45, des Hyperflichenelementes von S soll so orientiert sein,
daB A%d S, = 0 ist.

33%
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fiir beide Beobachter gebildeten ,,Wirkungen 7E #berein, wenn bel
mindestens einer ,,Normierung'* von £* die oben definierten Mittelwerte
von k*u, fiir jeden der zwei Beobachter miteinander tibereinstimmen;
also insbesondere dann, wenn das Strahlenbiindel so klein ist, daB 4%u,
in jedem der zwei Beobachtungsbereiche nicht merklich variiert.

Damit ist unter sinnvoll scheinenden Voraussetzungen bewiesen, daf3
fiir Wellenpakete in Nullfeldern die Wirkung E 7 invariant und zeitlich
konstant ist, womit nachgewiesen ist, dafl die Benutzung des Begriffs
,,Photon® bei Diskussion der Lichtausbreitung im Rahmen der Einstein-
Maxwell-Theorie erlaubt ist.

Wir betonen, daf3 die GroBe 7FE nicht vom Strahlenbiindel allein,
sondern von Biindel und Streifen zusammen abhingt. Um einem belie-
bigen Biindel eine Wirkung zuzuordnen, mufl man es in hinreichend
kleine Teilbiindel zerlegen und in diesen je einen Streifen wihlen. Diese

- Komplikation scheint unvermeidlich zu sein, wenn das Nullfeld nicht
spezielle Eigenschaften hat3.

Zerlegen wir die Energie in Intensitdt x Fliche x Zeit, so ergibt sich
aus unserem Erhaltungssatz, daBl das Produkt aus Intensitit und Fliche
(quer zu den Strahlen) nichf (wie in der unrelativistischen Optik fiir
relativ zueinander ruhende Beobachter) konstant ist lings des Biindels,
sondern sich umgekehrt proportional zum Quadrat der Beobachtungs-
dauver dndert entsprechend Doppler- und Verdiinnungseffekt. Dieses
Ausbreitungsgesetz muB bel der Untersuchung von Entfernungsmes-
sungen mittels Lichtintensitdten berficksichtigt werden®.

I1. Gravische Nullfelder
Wir nennen ein metrisches Feld g,;, das der Vakuumfeldgleichung
R, =0 {15)
geniigt, ein Nullfeld, wenn eine der folgenden zwei Bedingungen erfiillt ist :

a) R,;.q hat dieselbe algebraische Struktur wie der Sprungtensor
AR,,,, an einer Unstetigkeits-Hyperfliche eines Vakuumfeldes, d.h. es
gibt einen Vektor £, mit

Rabcdkd:()@Rab[cdke]:Om- (16)
b) Fir den Kriimmungstensor gilt
R,y iR T =0 "R, iR 14, =0. (17)

8 Vgl. dazu Abschnitt IIT und E. Scer6pINGER: Expanding Universes. Cam-
bridge 1956.

9 Zur Entfernungsmessung siehe E. NEwMAN u. J.N. GoLDBERG: The Measure-
ment of Distance in General Relativity. (Preprint, Aeronautical Research Labora-
tory, Wright — Patterson Air Force Base, Ohio) 1959.

1% Siehe z.B. A. TrauTMAN: Lectures on General Relativity (Preprint, King's
College, London); London 1958 oder die oben zitierte Arbeit von STELLMACHER.
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Dafl diese Definitionen wirklich gleichwertig sind, ergibt sich so: Die
Figenschaft a ist, wenn R, ;<=0 hinzugenommen wird, kennzeichnend
fur Typ II mit Eigenwert O im Sinne der Petrov-Klassifikation der
Vakuumfelder't. Andererseits ist aber auch b fiir diesen Typ kenn-
zeichnend, wie man mittels der Normalformen des Riemann-Tensors
{s. ™ oder 1) pachrechnen kann*.

Diese Definifionen sind offenbar den Definitionen a und b im ersten
Abschnitt analog. Man kann wie oben Strahlen definieren; diese sind
wieder lichtartige Geoditische™., und wir nehmen wieder die Nor-
mierung (5) vor, so daB der mit (9) verbundene Erhaltungssatz gilt.

Wir wollen zeigen, wie man eine zu (I. ¢} analoge Kennzeichnung der
Gravitationsnullfelder und einen Erhaltungssatz gewinnen kann.

Wir gehen von der Formel
ﬁu — Raikj %i ujnk (18)

fiir die Relativbeschleunigung eines Probekérpers gegen einen anderen
benachbarten mit der Vierergeschwindigkeit #® aus!? und sehen, dafl
der symmetrische Tensor

E* = R*Yi gy, mit E%=0 (19)

fir ein Gravitationsfeld eine Zhnliche Bedeutung hat wie der Vektor
E*=F°%by,, der die absolute Beschleunigung bestimmt, fiir ein elektro-
magnetisches Feld.

Fiir ein Nullfeld folgt aus der zweiten GI. (16), daBl der Riemann-
Tensor mittels (19) die Darstellung

Ropoa= —4 (ko) 2 Ry By kg (20)
gestattet in Analogie zu der Darstellung
Fpp=2 (kyu*) by, By (21)

eines elektromagnetischen Nullfeldes. Bei einem Nullfeld ist auBerdem
nach (16) und (19)
E k=0, (22)

~

Aus diesen Hilfsformeln ergibt sich weiter
Raibchf:djj = (; ) AE Bl ke kb By (23)

* Ebenso kann man feststellen, daB R, ,;; R, 4" 0, Ry, ;; RUA Ry ;=0 fiir
Typ IIT charakteristisch sind.

1 Kuxot, W.: Diss. Univ. Hamburg, Hamburg 1959.

12 P1rani, F.A E.: Phys. Rev. 105, 1089 (1957).

1% LicaNnerowicz, A.: C. R. Acad. Sci., Paris 246, 893 (1958).
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Wenn umgekehrt fiir den Riemann-Tensor eines Vakuumfeldes eine
Gleichung

RaibiRt:’f.d{:vku Fey ke, kg (24)

mit einem Skalar ¥ und einem Vektor %, gilt, folgt aus der zyklischen
Symmetrie des Riemann-Tensors zunichst R,;,;R°*=0 und dann
unter nochmaliger Verwendung der zyklischen Symmetrie (17). Damit
haben wir als dritte Kennzeichnung eines Nullfeldes gefunden:

c) Ein Vakuumnfeld ist genau dann ein Nullfeld, wenn eine Darstellung
(24) besteht.

Die GroBe v aus (24) ist, wie der Vergleich mit (23) zeigt, nicht negativ;
denn E,, ist wegen E,,;u’ =0 ein beziiglich »’ rdumlicher Tensor. » ver-
schwindet genau dann, wenn E,;=0 ist, also nach (20) genau dann,
wenn der Riemann-Tensor gleich Null ist.

Aufler der algebraischen Analogie zwischen (24) und (3) besteht
aber auch die (4) entsprechende Divergenzrelation

(R[”'bchidj);a:O! (25)

die aus der Bianchi-Identitit, (17) und den Symmetrieeigenschaften des
Riemann-Tensors folgt.

Aus (25), (24) und (5) ist abzulesen, daB auch die {(11) und (12)
entsprechenden Beziehungen

(V—gvhk) ,=0, &% ,+vki,=0 {26)

bestehen, so daB die A*-Linien die Strahleneigenschaft haben wie im
elektromagnetischen Fall. Ebenso gilt der {(13) entsprechende Erhaltungs-

satz fiir die Grofe J = [vrds,. (27)
§

Wegen der Bedeutung von E,; kann man den Skalar V =E,E*
als ein Maf8 fiir die Stirke des Gravitationsfeldes beziiglich des Beob-
achters #* betrachten entsprechend der Energiedichte T4 u'=E,E"
Die ErhaltungsgroB8e (27) kann dann entsprechend (14)

J =k [V as (28)

geschrieben werden, und unter den oben beschriebenen Voraussetzungen
erhalten wir aus (28) und (10), dafl die GroBe
N3J=13[{VdS, (29)
§

die in matiirlichen relativistischen Einheiten* wieder die Dimension
einer Wirkung hat, fiir Gravitations-Wellenbiindel (nahezu) konstant

* Das heifit ¢ =1, f=1/8x.
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ist. Daraus ist abzulesen, daB im Unterschied zum elektromagnetischen
Fall das ,,Intensitatsintegral® (Flichenintegral von V) sich proportional
zur vierten Potenz der ,,Frequenz‘ dndert.

Der Hauptunterschied zwischen dem Verstdndnis elektromagneti-
scher und gravischer Strahlung ist, daB bis jetzt im zweiten Fall Emis-
sions- und Absorptionsvorgang nicht bekannt sind. Es mufB} deshalb
offen gelassen werden, welche Beziehungen zwischen Verinderungen
der GroBe 7 und denjenigen GréBen bestehen, die den inneren und
ZuBeren Zustand der materiellen Korper, die mit dem Feld wechselwirken,
beschreiben.

Dazu, daB die in den Abschnitten I und IT konstruierten Erhaltungs-
groBen die Dimension einer Wirkung haben, mochten wir noch bemerken:
In der speziellen Relativititstheorie nehmen die Integral-Erhaltungs-
satze fiir Energie und Impuls bei Benutzung beliebiger Koordinaten
die Form § T dS, =0

s

an, worin S eine geschlossene Hyperfliche und & einer der zehn erzeu-
genden Vektoren der infinitesimalen ILorentz-Transformationen ist.
Auch diese ErhaltungsgréBen haben die Dimensionen einer Wirkung,
wenn wir den Killing-Vektoren dieselbe Dimension geben wie den
Koordinatendifferenzen. Entsprechendes gilt fiir diejenigen Erhaltungs-
sdtze in der allgemeinen Relativititstheorie, die aus der Existenz lokaler
Isometriegruppen folgen; man vergleiche dazu 1¢ und 4.

II1. Sonderfille
Aus der Ricci-Identitdt
ka;[bc] = %Riubc]# (30)
folgt, daBl man die Definition (II, a) auch so aussprechen kann:

@'} Ein Nullfeld ist durch die Existenz eines Vektorfeldes %* mit
vertaunschbaren zweiten kovarianten Ableitungen charakterisiert.

Die Bedingung k,.;,; =0 ist sicher erfillt, wenn %* ein konstanter
Vektor, d.h. &,,, =0 ist; also ist jede Vakuumlosung, die ein konstantes
Vektorfeld enthilt, ein Nullfeld. Die Konstanz von A% ist gleichwertig
damit, daB k, wirbelfrei (k, ;;=0) und ein Killing-Vektor (&, =0)
ist. Es ist leicht zu sehen, dafl g,, genau dann ein solches Vektorfeld
zuldBt, wenn in passenden Koordinaten die Fundamentalform die

Gestalt 7 (de2 — d82) — do? (31)

annimmt, wobei do? eine positiv definite quadratische Differentialform
in zwei Variablen #, { ist, deren Koeffizienten noch von 7 — £ als Para-
meter abhidngen.

1 Bercmany, P. G.: Phys. Rev. 112, 287 (1958).
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Die bis jetzt explizit bekannten Nullfelder gehéren alle der Robinson-
schen Klasse!® an; RoBinsons Linienelement hat die Form (31), und zwar
hingen sogar alle g;; darin nur von 7—¢ ab, so dal} die Metrik eine
dreiparametrige Abelsche Bewegungsgruppe gestattet.

Bei Feldern mit konstantem &* vereinfachen sich die von uns be-
trachteten Erhaltungssitze insofern, als #* durch die Eigenschaft
k,,; =0 nicht nar bis auf die Transformationen (6), (7), sondern sogar
bis auf einen konstanten Faktor festgelegt ist, so daBl die GroBe » in
(24) bis auf einen Zahlenfaktor ein durch das Feld bestimmter Skalar ist.

Eine dhnliche Normierung ist moglich, wenn jeder Strahl eine ein-
zelne Linie schneidet, was nidherungsweise fiir das elektromagnetische
Strahlungsfeld einer Punktquelle zutrifft. Sei #® der Einheitsvektor
tangential zu der Weltlinie der Quelle; dann bestimmen die Bedingungen
whk? =0 und u,k* = —1 die Felder u*, &* und p (bzw. ») eindeutig in
einem vierdimensionalen Bereich.

Wenn %° hyperflichennormal ist, kann #* durch die Bedingung
k(441 =0 bis auf Transformationen (6) mit 4 1,k =0 festgelegt werden.
Dann gelten weitere Fortpﬂanzungsglemhungen wie z.B. F‘”‘kH— X
Ftge, =0 bzw. R“b“i SR AL Rebed k’-*O aus denen abzulesen ist: Bei
harmomschem Vektorfeld kB (d.h. k[a y;=0 und k?,=0) werden Fab
bzw. R*%°% lings der Strahlen iibertragen. Dies gﬂt also insbesondere
fiir die Robinsonschen Gravitationswellen.

Die Verfasser danken Herrn Professor P. JorRDAN, aus dessen Hamburger
Seminar fiir allgemeine Relativititstheorie diese Arbeit hervorgegangen ist, fiir
vielfiltige Anregung und Forderung. Ausgedehnte fruchtbare Diskussionen mit
Herrn E. ScHUcKING waren fiir diese Arbeit von wesentlichem Wert. Die Arbeit
des einen Verfassers (E.) ist unterstiitzt worden durch die Akademie der Wissen-

schaften und der Literatur (Mainz). Der Hamburger Aufenthalt des anderen Ver-
fassers (S.) ist ermoglicht durch eine Siftung von Herrn Dr. FriEDRICH FrIcK.

15 Bonpi, H.: Nature, Lond. 179, 1072 (1957).



