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①➞⑩❷✉⑥⑩❀①❡❣❄s★➁✙✘ ②❡①❡❣✆③✾⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✱➁✙✘ ➦✈s⑥❾❀❾❖➂❄s➳➀➉❾❷④⑥✉⑥⑤⑧➂✢②❡➥➝⑤➢❞❄④⑥❣❀➧æ❼➳❣❄➂✢⑤✜➂✍⑩❖①➞s◗✉⑥⑤➢✉⑥②➞❣❺②➞①❡❣✑❣✢➡r✉⑥❣❄①➞s◗⑤➝⑩❖①❍➁t❣✑➥⑧❾✬✉✇❝❡③✍⑩❀④⑥⑤➝❣✑➁t❣❄s
❣✾s✈✉✇⑤➢❢✙❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①➞s✠➁✙✘ ❣✍④✇④✇❣✍②❡④➃s✰➀➉⑩❀②❡④✠➥✚✘ ③❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①❍➁t❣✖➨❦❾❖❢❤⑤➢➥➢✉⑥⑩❀①t➫❚➭❂❾❖➂✍⑩❖➋❡⑤➢➫➲➯➳❣❄➥➢➥➝❢✙❾❷①✜➧
✛✶❣✖❢✙❾✕❶✈⑩❀④✇❾❖①❀✉❦➁❡❣✖➥✚✘ ❣✍④✇④✇❣✍②❡④❿❣✾s✈✉❺⑩❖➋t✉✇❣✍①r②❡❣✖➀➉❾❷④❦➥⑧❾✙❢❤③✢✉✇❝❡⑩t➁t❣✪➁❡❣♠➻✈④✇③✍➐❀②❡➥⑧❾❷④✇⑤➝s✇❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✛➁t❣✪➼✑④⑥qr➥➝⑩✕➽❖➚✦➸➞⑦❂②❡⑤✒➀➉❣❄④◗➫
❢❤❣✍✉✑➥⑧❾✛➂✢⑩❖①➉s✈✉✇④⑥②➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①✧➁✙✘ ②➞①❡❣✙s◗⑩❀②➞s✈➫➲s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①➴❾❖➀❡➀❡④✇⑩t➂➃❝❡③✍❣❤➁t②➤s⑥➂➃❝❡③❄❢✙❾❡➧✜✛✶❣ ❢❤⑤➝①❡⑩❖④➃❾❷①❂✉✑❣❄s◗✉❺⑩❀➋t✉⑥❣❄①r②➶❣❄①
③✍✉⑥❣❄①➞➁❡❾❷①❂✉æ➥⑧❾✆❢❤③✢✉✇❝❡⑩t➁t❣❦➁t❣♠➯✰❾❖④⑥➥➝❣❄sæ❾❷①➞➁✙➭❂❾❷➹❀⑩❖➋➞s⑥❣✍①✛➘ ➌✕➷❆➸r⑦❂②❡⑤➉➂✍⑩❖①➞s⑥⑤⑧s✈✉✇❣❿❣✍①✙➥✢✘ ⑤➝①❂✉⑥④✇⑩t➁t②➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①➜➁✙✘ ②❡①➜s◗qts◗✉⑥❞❄❢ ❣
✣ ➂✍⑩❖❢❤❢✬②t✉➃❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✛➁t⑩❀①❂✉★➥➝❣❄s❦s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①➞s★s◗⑩❀①❂✉✠➁❡❣❄s❿s⑥②❡④➃s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①➞s✰➥➢⑩t➂❄❾❷➥➝❣❄s★➁t❣✆➥✢✘ ③✾⑦❀②➉❾✕✉⑥⑤➝⑩❖①❍➁✙✘ ➦✈s⑥❾❀❾❖➂❄s✍➧
✤ ❒ ➔✾➓ ✃ ↔✍✥ ✒ ➓✧↕✧✦ ⑦❀②➉❾✕✉⑥⑤➝⑩❖①➛➁✙✘ ➦✈s✇❾❖❾❖➂❄s✍➸☛③✾⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✧➁t❣➜➨♠❾❷❢❤⑤➝➥➩✉✇⑩❖①t➫➲➭❀❾❀➂✢⑩❀➋❡⑤➩➫➲➯✰❣✍➥➝➥➢❢✙❾❖①✜➸❂❶✈❣✍②t➡➤➁t⑤➩❰❭③✍④✇❣✍①❂✉✇⑤➢❣❄➥➝s
s◗✉⑥⑩t➂➃❝➞❾❀s✈✉✇⑤➝⑦❂②❡❣✾s✍➸t➁t⑤➢❰❭③✍④✇❣✍①➞➂✍❣❄s✰Ï➞①❡⑤➝❣❄s❄➸❡❣✾s✈✉✇⑤➢❢✙❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➞s✠➁✙✘ ❣✍④✇④⑥❣❄②❡④✾➧
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❜★❝➞❣♠❾❷⑤➝❢ ⑩❷➟☛✉✇❝❡⑤➝s➳➀➞❾❖➀➉❣❄④➳⑤⑧s✺✉✇⑩✬➐❀⑤➢➽❀❣❿❣✍④✇④⑥⑩❀④✺➋❙⑩❖②❡①➞➁➞s✺➟➠⑩❀④➳❾❷➀➞➀❡④⑥⑩▼➡t⑤➝❢✙❾✕✉⑥⑤➝⑩❖①➜s✇➂➃❝❡❣❄❢ ❣✾s✺⑩❖➟✶❾✆➀➞❾❷④⑥✉⑥⑤⑧➂✢②➞➥➝❾❖④æ①❡⑩❀①
➂✍⑩❖①r➽❖❣✍➡➜➦✈s⑥❾❀❾❖➂❄s➳❣✾⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✜➧✼❧❋⑩❖④✇❣✑➀❡④⑥❣✾➂✢⑤⑧s◗❣❄➥➢q✙➺✰❣✖➂✢⑩❀①➞s⑥⑤➝➁t❣❄④✰✉⑥❝❡❣✑➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➢①➞➐✪❣✾⑦❀②➉❾✕✉⑥⑤➝⑩❖①

min{sup
α∈A

Lα(x,Du(x));u(x) − ψ(x)} = 0, x ∈ R
N , ✼ ➈✙✽

➺✠❝➞❣✍④✇❣
Lα(x,Du(x)) = Lα(x, u(x), Du(x), D2u(x)),
Lα(x, t, p,X) = − tr[aα(x)X ] − bα(x)p+ cα(x)t− fα(x).

➨❦❣✍④✇❣
A = {α1, . . . , αM}

➁t❣❄①❡⑩❷✉✇❣❄s ✉✇❝❡❣❈s◗❣✍✉➜⑩❷➟✆➂✢⑩❀①❀✉✇④⑥⑩❀➥➝s❄➸æ❾❀s⑥s⑥②❡❢❤❣❄➁✮✉⑥⑩➛➋❙❣❍Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣✲✾✠✉⑥❝❡❣❈➂❄❾❖s⑥❣❍⑩❷➟❺❾
➂✍⑩❖❢❤➀➞❾❀➂✦✉♠s⑥❣✢✉✑➺✠⑤➢➥➝➥✄➋➉❣❤➁t❣❄❾❖➥➩✉❺➺✠⑤➩✉✇❝➴⑤➝①➴s⑥❣❄➂✦✉✇⑤➢⑩❀①❈➇➞➧ ✹❡➧❺❜★❝❡❣✪➂✍⑩r❣✡✿➜➂✢⑤➝❣✍①❂✉✇s

(aα, bα, cα, fα)
❾❷④✇❣❖➸➉➟➠⑩❖④❺❣❄❾❀➂➃❝

α ∈ A
➸★➋➉⑩❀②❡①➞➁t❣✾➁ ❾❷①➞➁ ✛✜⑤➝➀➞s✇➂➃❝❡⑤➩✉✇➾❍➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①➞s

R
N → SN × R

N × R × R
➸➳➺✠❝➞❣✍④✇❣

SN ➁t❣❄①❡⑩❷✉✇❣❄s
✉✇❝❡❣✪s⑥❣✢✉✑⑩❷➟

N × N
s◗qr❢❤❢❤❣✢✉✇④⑥⑤⑧➂✖❢✙❾✕✉✇④⑥⑤⑧➂✢❣✾s✯✾

ψ
⑤⑧s❺❾➜➋❙⑩❖②❡①➞➁❡❣❄➁ ✛✶⑤➢➀➉s⑥➂➃❝❡⑤➢✉⑥➾✬➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①❈➟➠④✇⑩❖❢

R
N ⑤➝①❀✉✇⑩

R
➧

❥❦①➞➁t❣❄④❺➂✍➥➝❾❀s⑥s⑥⑤➝➂❄❾❷➥❁❾❖s✇s◗②➞❢ ➀❡✉⑥⑤➝⑩❖①➞s❄➸ ✼ ➈✙✽❦❝➞❾❖s✑❾❩②❡①❡⑤⑧⑦❀②➞❣✪➋❙⑩❖②❡①➉➁t❣❄➁➴➽❂⑤⑧s✇➂✢⑩❀s⑥⑤➢✉✈q✛s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①✶➸❭➁❡❣✍①❡⑩❖✉⑥❣❄➁ u ➧✆❜★❝❡❣④✇❣✍➐❀②❡➥⑧❾❷④✇⑤➩✉✈q❤⑩❷➟
u
➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁❡s✠⑩❀①❩✉✇❝❡❣✆➀❡④✇⑩❖➀❙❣✍④⑥✉⑥⑤➝❣❄s★⑩❷➟✒✉⑥❝❡❣✖➂✍⑩r❣✡✿➜➂✢⑤➝❣✍①❂✉✇s

a, b, c, f
➧

❜★❝➞⑤➝s❁➀❡④✇⑩❖➋➞➥➢❣❄❢➄⑤➝s✼❾❺➀➞❾❖④◗✉✇⑤➝➂✍②❡➥⑧❾❷④✼➂✍❾❀s◗❣★⑩❷➟❭s✈✉✇⑩t➂➃❝➞❾❖s◗✉⑥⑤⑧➂★➁t⑤➩❰❭❣✍④✇❣✍①❂✉✇⑤➝❾❖➥t➐❀❾❷❢❤❣✾s✍➸❷➂❄❾❷➥➝➥➢❣✾➁✖✉✇❝❡❣❿❾❖➁t➽❀❣✍④➃s◗❣✰s✈✉✇⑩❖➀❡➀➞⑤➢①❡➐
➂❄❾❖s⑥❣❖➧★➦➲①❋➟Õ❾❀➂✦✉❄➸❙➺✰❣✬➂✍❾❖①❋①❡⑩❷✉✇❣✖✉⑥❝➉❾✕✉❦⑤➝① ✼ ➈✢✽✠➺✰❣✖❝➞❾▼➽❀❣✑✉✈➺➳⑩➜➀➞➥➝❾▼q❀❣✍④➃s✍➸✜❀ ❾❷①➞➁❋➯❺➧❙⑨✺➥⑧❾▼q❖❣✍④✰❀➄❝➞❾❀s❿❾❩s⑥❣✢✉❦⑩❖➟
➂✍⑩❖①❂✉⑥④✇⑩❖➥⑧s❦❾❖①➞➁❋➺★❾❷①❂✉✇s❿✉⑥⑩✛❢❤⑤➢①❡⑤➝❢❤⑤➢➾❄❣✬✉✇❝❡❣ ➐❀❾❷⑤➝①✜➧♠⑨✺➥➝❾▼q❀❣✍④✑➯ ➂✍❾❷①➴⑩❖①❡➥➝q❋➁t❣❄➂✍⑤➝➁t❣✬✉⑥⑩❍s✈✉✇⑩❖➀❋✉✇❝❡❣ ➐❀❾❷❢❤❣✖➺✠⑤➢✉⑥❝
✉✇❝❡❣✆⑩❖➋❡❶✈❣❄➂✦✉✇⑤➢➽❀❣♠⑩❖➟✄❢✙❾❷➡r⑤➝❢❤⑤➢➾❄⑤➢①➞➐✪✉✇❝❡❣✆➐❀❾❖⑤➢①✶➧
❜★❝➞❣✍①✛➺➳❣✖➂✍⑩❖①➞s⑥⑤➝➁❡❣✍④★❢❤⑩❖①❡⑩❖✉⑥⑩❖①➞❣✑❾❖➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾✕✉✇⑤➢⑩❀①❩s✇➂➃❝❡❣✍❢❤❣❄s★⑩❖➟ ✼ ➈✙✽✢➸❡⑩❷➟✒✉⑥❝❡❣✑➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➢①➞➐✪➟➠⑩❀④⑥❢✸❁

min{S(h, x, uh(x), uh);uh(x) − ψ(x)} = 0, x ∈ R
N , ✼ ➌✶✽

➺✠❝➞❣✍④✇❣
S
⑤➝s★❾ ➂✢⑩❖①➉s◗⑤⑧s✈✉✇❣✍①❂✉❄➸r❢❤⑩❖①➞⑩❷✉⑥⑩❀①❡⑤⑧➂♠❾❖①➞➁➜②❡①➞⑤➩➟➠⑩❀④⑥❢❤➥➝q❩➂✢⑩❀①❀✉✇⑤➢①r②❡⑩❀②➞s✰❾❷➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①➜⑩❖➟

supα∈A Lα ➧➙ ❣✬➺✠⑤➝➥➝➥✄①➞⑩❷✉⑥❣
uh ∈ Cb(R

N )
✉⑥❝➞❣ s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①❋⑩❖➟ ✼ ➌✲✽✦➸❭➺✠❝❡⑤⑧➂➃❝❈⑤⑧s❿✉✇❝❡❣✪❾❖➀❡➀❡④✇⑩▼➡r⑤➝❢✙❾✕✉✇⑤➢⑩❀①❋⑩❷➟ u ➸❙❾❖①➞➁ h ✉⑥❝❡❣❢❤❣✾s◗❝➴s⑥⑤➝➾✍❣❖➧❺❜★❝❡⑤⑧s♠❾❖➋➞s✈✉✇④✇❾❀➂✦✉❿①❡⑩❖✉✇❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①➞s♠➺✰❾❀s❿⑤➝①❂✉⑥④✇⑩r➁❡②➞➂✢❣✾➁❍➋❂q❋➯★❾❷④✇➥➝❣❄s❿❾❖①➞➁➴♦r⑩❀②❡➐❀❾❖①❡⑤➝➁❡⑤➝s✬➘ ✹❷➷✒✉✇⑩✱➁t⑤⑧s◗➀➞➥➝❾▼q

➂✍➥➢❣✾❾❷④✇➥➢q❺✉✇❝❡❣★❢ ⑩❀①❡⑩❷✉✇⑩❖①❡⑤⑧➂✢⑤➢✉✈q✑⑩❷➟❡✉✇❝❡❣✠s⑥➂➃❝➞❣✍❢❤❣✶❁
S(h, x, r, v)

⑤⑧s❁①❡⑩❖① ➁t❣❄➂✍④⑥❣✾❾❖s⑥⑤➢①➞➐❿⑤➢①
r
❾❖①➞➁✖①❡⑩❀①✬⑤➝①➞➂✢④✇❣❄❾❀s◗⑤➝①❡➐

⑤➝①
v
➧❺❜➳qr➀❡⑤⑧➂✍❾❷➥❁❾❷➀➞➀❡④⑥⑩▼➡t⑤➝❢✙❾✕✉⑥⑤➝⑩❖①❋s✇➂➃❝❡❣✍❢❤❣✾s✠✉⑥❝➉❾✕✉✑➺➳❣✪➺✠⑤➢➥➝➥✄➂✍⑩❖①➞s⑥⑤⑧➁t❣✍④❺❾❷④✇❣ ❼➳➥➝❾❀s⑥s⑥⑤⑧➂✍❾❷➥✄➵✄⑤➢①❡⑤➢✉⑥❣❤❹♠⑤➩❰❭❣✍④✇❣✍①➞➂✍❣❄s

➘➝➈✾➆▼➷❆➸✩❂❺❣❄①❡❣✍④➃❾❷➥➝⑤➝➾✍❣❄➁✱➵✄⑤➢①❡⑤➢✉⑥❣✪❹❦⑤➢❰❙❣❄④⑥❣❄①➞➂✢❣✾s✑➘ ➆✕➷✶❾❷①➞➁✧➘ ➇✕➷❚➸➞❾❷①➞➁✛❧❈❾❖④⑥➹❀⑩✕➽✱❼➳❝➞❾❷⑤➝①❃❀❦➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➞s❺➘➢➈▼➆✾➷❚➧
❥❦①❀✉✇⑤➢➥✑①❡⑩✕➺✆➸❦④⑥❣✾s◗②❡➥➢✉✇s✱⑩❖①❱➂✢⑩❖①r➽❀❣✍④✇➐❖❣✍①➉➂✢❣❍④✇❾❷✉⑥❣✾s➜➟➠⑩❀④❩❢❤⑩❖①❡⑩❖✉⑥⑩❀①❡❣➶❾❖➀❡➀❡④✇⑩▼➡r⑤➝❢✙❾✕✉✇⑤➢⑩❀① s✇➂➃❝❡❣❄❢ ❣✾s➜⑩❖➟✖✉⑥❝❡❣

❣✾⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✱➺✠⑤➢✉⑥❝❍⑩❖①➞❣❺➀➞➥➝❾▼q❀❣✍④★❝➞❾▼➽❖❣❺➋❙❣✍❣✍①❍⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①❡❣✾➁❄✾t⑤❆➧ ❣❀➧❁➟➠⑩❖④★✉⑥❝➞❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺✠⑤➝①❡➐❤❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①❅❁

sup
α∈A

Lα(x,Du(x)) = 0, x ∈ R
N , ✼ ✹✲✽

❾❖①➞➁❩✉⑥❝❡❣✖s✇➂➃❝❡❣✍❢❤❣
S(h, x, uh(x), uh) = 0, x ∈ R

N . ✼ ➇✭✽
✦ ④⑥④✇⑩❖④❺❣❄s◗✉⑥⑤➝❢✙❾✕✉⑥❣✾s♠➟➠⑩❖④❺✉⑥❝❡⑤⑧s✑❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①➶❝➞❾▼➽❖❣ ➋➉❣❄❣✍①✧⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①❡❣❄➁➴➋rq➴➼✑④⑥qr➥➝⑩✕➽➶➘➝➈❆✹✕➷❆➸➝➘➢➈❄➇❷➷✺❾❷①➉➁❈✉✇❝❡❣❄s⑥❣❤④⑥❣✾s◗②❡➥➢✉✇s
➺✰❣✍④✇❣❺❣✢➡r✉⑥❣❄①➞➁t❣❄➁✛➋rq❩➯★❾❷④✇➥➝❣❄s✠❾❷①➉➁✱➭❂❾❷➹❀⑩❖➋➞s⑥❣✍①➶➘➢➈✦➷❚➸➝➘ ➌✕➷❆➧
❹♠②❡④✇⑤➢①➞➐➪✉⑥❝➞❣➴④✇❣❄➁❡❾❀➂✦✉⑥⑤➝⑩❖①➉s➜⑩❷➟✬✉⑥❝❡⑤⑧s❩➀➉❾❷➀❙❣✍④✛➺➳❣➶➥➢❣✾❾❷④✇①❡❣❄➁❴✉✇❝➞❾✕✉❋❾❷➥⑧s◗⑩ ➭❀❾❖➹❖⑩❖➋➉s◗❣❄①❴➺★❾❖s❩➺➳⑩❀④⑥➹r⑤➝①❡➐➪⑩❀①✂✉⑥❝❡❣
➂✍⑩❖①r➽❖❣❄④⑥➐❀❣✍①➞➂✍❣❦④➃❾✕✉✇❣✑➟➠⑩❖④✠❢❤⑩❖①❡⑩❖✉⑥⑩❀①❡❣✆❾❷➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①➞s✰⑩❷➟ ✼ ➈✢✽ ✼ s⑥❣✍❣✙➘➝➈❖➈✦➷❇✽✦➧✰➨❿❣✆⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①➞s★❣❄④⑥④✇⑩❖④★❣✾s✈✉✇⑤➢❢✙❾✕✉✇❣❄s

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö



➇ �✂✁☎✄❅✁✝✆✗✤✞✆✯✁✄☞✣✘✠✟☛✡✌☞✍☞✏✎✑☞☛✒✔✓✌✒✩☛✒✞✣✓✡✏✕★✜☞✣✏✖✕✗✎✍✘✙✡✚✒✛✡✜✓✛✢✱☎✤✣ ✠✄★✬✏✲✏✦✥★✧✝✩✍✎✑☞✪✧

⑤➝①➜✉✇❝❡❣✑➂✍❾❖s⑥❣❦⑩❖➟✜Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣✆➁t⑤➢❰❭❣✍④✇❣✍①➞➂✍❣❄s✰s⑥➂➃❝❡❣❄❢❤❣♠➺✠⑤➢✉⑥❝✱❢❤❾❷✉⑥④✇⑤➩➡
a
⑤➝①➞➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁t❣✍①❂✉★⑩❷➟

x
➸t②➞s⑥⑤➢①❡➐❤❾✖➀❙❣✍①➉❾❷➥➝⑤➢➾✾❾✕✉⑥⑤➝⑩❖①

❾❖➀❡➀❡④✇⑩❀❾❀➂➃❝✜➧
➯✰q✛②➞s◗⑤➝①❡➐✙✉✇❝❡❣✬❢❤❣✍✉⑥❝❡⑩t➁❡s❦⑤➢①❂✉⑥④✇⑩t➁t②➞➂✍❣❄➁❍➋rq✛➯★❾❖④⑥➥➝❣❄s❿❾❖①➞➁❋➭❂❾❷➹❖⑩❀➋➞s⑥❣✍①✧➘ ➌✕➷❆➸❙➺➳❣✬➐❖⑤➝➽❖❣✖➂✢⑩❀①r➽❖❣✍④✇➐❖❣❄①➞➂✢❣✑④➃❾✕✉✇❣

➟➠⑩❀④✖❢❤⑩❖①❡⑩❖✉⑥⑩❀①❡⑤➝➂✙❾❖➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➶s✇➂➃❝❡❣✍❢❤❣✾s✆⑩❷➟✰✉⑥❝❡❣➜✉✈➺➳⑩❋➀❡➥⑧❾▼q❖❣❄④✆❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①✜➧✛❜★❝❡❣➜②❡➀❡➀❙❣✍④✪❣❄s◗✉⑥⑤➝❢✙❾✕✉⑥❣✙⑩❖➟
u − uh

⑤⑧s✑❣❄❾❖s⑥⑤➝❣✍④❺✉⑥⑩❍⑩❖➋❡✉✇❾❷⑤➝①➶✉⑥❝➞❾❖①➴✉✇❝❡❣✙➥➢⑩✕➺✰❣✍④✾➧✪❜★❝➞❣✙➀❡④⑥⑩r⑩❖➟æ⑤➢①r➽❀⑩❖➥➝➽❖❣❄s✑❾✙➻⑥➼✑④⑥qr➥➝⑩✕➽✛④✇❣✍➐❀②❡➥⑧❾❷④✇⑤➢➾✾❾✕✉⑥⑤➝⑩❖①t➚✆⑩❖➟
✼ ➈✙✽✢➸❡⑤â➧ ❣❖➧❁✉✇❝❡❣✑➀➉❣❄④◗✉✇②❡④✇➋➉❣✾➁✱❣✾⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①

min{ sup
α,|e|≤ε

Lα(x+ e,Duε(x));uε(x) − ψ(x)} = 0, x ∈ R
N , ✼ ➆✶✽

❾❖①➞➁✧⑤➩✉➃s✆➽r⑤➝s✇➂✢⑩❂s◗⑤➢✉✈q➴s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①
uε ➧ ❀ ④✇❣✍➐❀②❡➥⑧❾❷④✇⑤➢➾✾❾✕✉⑥⑤➝⑩❖①➴⑩❷➟

uε ➋rq➶➂✍⑩❖①r➽❖⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①➶➐❀⑤➢➽❀❣❄s✆❾❖①➤❾❖➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾✕✉✇❣
s⑥❢❤⑩r⑩❷✉⑥❝✙s⑥②❡➋t➫➲s◗⑩❀➥➢②❡✉⑥⑤➝⑩❖①❤⑩❷➟ ✼ ➈✢✽✦➸r➁t❣✍①➞⑩❷✉⑥❣✾➁ uε

➺✠❝❡⑤⑧➂➃❝✙⑤⑧s✺❾❷➥⑧s◗⑩✖❾❖①➜❾❷➀❡➀➞④⑥⑩▼➡t⑤➝❢❤❾❷✉⑥❣✠s⑥②❡➋t➫➲s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①❤⑩❷➟ ✼ ➌✶✽✢➧✺♦r⑩➞➸➋rq➶②➞s◗⑤➝①❡➐✛✉⑥❝➞❣❩➂✢⑩❀①➞s◗⑤⑧s◗✉⑥❣✍①➉➂✢q❈➀❡④✇⑩❖➀❙❣✍④⑥✉✈q❖➸✶➺➳❣✙⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①✧✉⑥❝➞❣✙②❡➀❡➀❙❣✍④✖➋❙⑩❖②❡①➉➁☛➸✄❾❷➟ë✉⑥❣❄④✬➂➃❝❡⑩r⑩❀s⑥⑤➢①➞➐✛❾❖①✧⑩❀➀t✉⑥⑤➝❢✙❾❷➥
➀➉❾❷④➃❾❷❢❤❣✢✉✇❣✍④✬⑩❖➟❿④⑥❣❄➐❖②❡➥⑧❾❷④✇⑤➝➾❄❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✜➧➶❥❦①t➟➠⑩❖④⑥✉⑥②➞①➞❾✕✉✇❣✍➥➝q➛➺➳❣✛➂✍❾❷① ✘ ✉ ➀❡④⑥⑩t➂✍❣✍❣❄➁➪⑤➢①❴❾➴s⑥⑤➢❢❤⑤➝➥➝❾❖④✪➺★❾▼q✧✉⑥⑩➴➋➞②❡⑤➢➥⑧➁✮❾
s⑥❢❤⑩r⑩❷✉⑥❝❋s⑥②❡➀❙❣✍④⑥➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①❍⑩❖➟ ✼ ➈✙✽★➺✠❝➞⑤➝➂➃❝❋➺✰⑩❖②❡➥⑧➁✛➥➢❣✾❾❖➁✛✉✇⑩✙✉⑥❝❡❣✬➥➢⑩✕➺✰❣✍④✠❣✾s✈✉✇⑤➢❢✙❾✕✉✇❣✖⑩❖① u − uh

➧✰➦➲①➉s✈✉✇❣❄❾❖➁❍⑩❖➟
❾✱s◗❢❤⑩r⑩❷✉✇❝➶s⑥②❡➀❙❣✍④⑥➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①❋➺✰❣ ➋❡②❡⑤➝➥➝➁➶❾❩s⑥❣❄⑦❂②❡❣✍①➉➂✢❣ ⑩❷➟✺➥➝⑩r➂❄❾❷➥✼s⑥❢ ⑩r⑩❖✉⑥❝➴s⑥②❡➀❙❣✍④⑥➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①✶➧♠➦➲①➶➀➞❾❷④⑥✉⑥⑤⑧➂✢②❡➥⑧❾❷④
➺✰❣✑⑤➢①❂✉✇④⑥⑩t➁t②➞➂✍❣❺✉⑥❝❡❣✑➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➢①➞➐ s⑥➺✠⑤➩✉➃➂➃❝❡⑤➝①❡➐➜s◗qts◗✉⑥❣❄❢✔➺✠❝❡⑤⑧➂➃❝✛❾❖➀❡➀❡④✇⑩▼➡r⑤➝❢✙❾✕✉✇❣❄s ✼ ➈✢✽

min{max{Lαi(x,Dvi(x)); vi(x) − min
j 6=i

{vj(x) + k}}; vi(x) − ψ(x)} = 0, ✼✬✫ ✽

➟➠⑩❀④
x ∈ R

N ➸✜❾❖①➞➁ i ∈ I = {1, . . . ,M}
➧✖➵➞⑩❖④✑➥➢⑤➢✉⑥❣❄④✇❾❷✉⑥②❡④✇❣✬⑩❀①❈✉✇❝❡❣✙s◗➺✠⑤➢✉✇➂➃❝❡⑤➝①❡➐❍s◗qts◗✉⑥❣❄❢❤s❄➸☛s◗❣❄❣✱➘ ✫ ➷❚➸✼➘ ➏✕➷❚➸➘ ✭▼➷✶❾❖①➞➁❈➘➝➈❄➍▼➷❚➧ ➙ ❣✑➂✍⑩❖①➞s⑥⑤⑧➁t❣✍④➳✉⑥❝❡❣✑➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q➜s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①

v = (v1, . . . , vM )
⑩❷➟✶✉⑥❝❡⑤⑧s✠s◗qts◗✉⑥❣❄❢✛➸t❾❖①➞➁❩➐❀⑤➢➽❀❣♠❾❖①

❣✾s✈✉✇⑤➢❢✙❾❷✉⑥❣✑⑩❷➟✄✉⑥❝❡❣✆④➃❾✕✉✇❣✑⑩❷➟✄➂✍⑩❖①r➽❖❣❄④⑥➐❀❣✍①➞➂✍❣❦⑩❖➟
v
✉✇⑩
u
➧✼❜★❝❡❣✍①❍➺✰❣✆➂✢⑩❖①➉s◗⑤⑧➁t❣✍④❿❾ ➀❙❣✍④⑥✉⑥②❡④✇➋❙❣❄➁❍s◗qts◗✉⑥❣❄❢

min{max{ inf
|e|≤ε

Lαi(x+ e,Dvε
i (x)); v

ε
i (x) − min

j 6=i
{vε

j (x) + k}}; vε
i (x) − ψ(x)} = 0, ✼✯✮ ✽

➟➠⑩❀④✺❾❷➥➝➥
i ∈ I

❾❷①➞➁
x ∈ R

N ➸❂❾❷①➞➁ ⑤➢✉✇s✼➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q✖s⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀① ➁t❣❄①❡⑩❷✉✇❣❄➁ vε = (vε
1, . . . , v

ε
M )

➧ ➙ ❣✠④⑥❣❄➐❖②❡➥⑧❾❷④✇⑤➢➾❄❣
vε ➋❂q➶➂✢⑩❖①r➽❀⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①❈⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①➞⑤➢①❡➐ vε

➸✒❾❷①➞➁➴✉⑥❝❡⑤⑧s❺➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①➛❾❷➥➝➥➝⑩✕➺❿s❦✉✇⑩❍➋❡②❡⑤➝➥➝➁➤❾✱➥➢⑩t➂✍❾❖➥✺s◗②➞➀➉❣❄④◗➫➲s◗⑩❀➥➢②❡✉⑥⑤➝⑩❖①➴⑩❖➟
✼ ➈✙✽✢➧✪❜★❝❡❣❄①➶➋rq➴❾❖➀❡➀❡➥➝q❂⑤➝①❡➐✱✉⑥❝❡❣✙➂✍⑩❖①➞s⑥⑤➝s◗✉⑥❣❄①➞➂✢q❈❾❖①➞➁❋✉✇❝❡❣❤❢❤⑩❖①❡⑩❖✉⑥⑩❖①➞⑤➝➂✍⑤➩✉✈q❋⑩❖➟æ✉⑥❝➞❣❤s✇➂➃❝❡❣❄❢ ❣ ➺✰❣✪⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①➶✉⑥❝❡❣➁❡❣❄s⑥⑤➢④✇❣❄➁✙➋❙⑩❖②➞①➞➁☛➧ ➙ ⑤➩✉✇❝✱⑩❀②❡④✰④⑥❣✾s◗②❡➥➢✉❄➸❂➺✰❣❺➂❄❾❷①➜➀❡④✇⑩✕➽❖❣♠❾❷①➜②❡➀➞➀➉❣❄④✰➋❙⑩❖②➞①➞➁➜⑩❖➟

h1/2
❾❖①➞➁❩❾✬➥➢⑩✕➺✰❣✍④➳➋➉⑩❀②❡①➞➁➜⑩❖➟

h1/5
➟➠⑩❀④❿➂✢➥⑧❾❖s✇s◗⑤⑧➂✍❾❖➥❙Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣✖➁t⑤➢❰❙❣❄④⑥❣❄①➞➂✢❣✾s✠s⑥➂➃❝➞❣✍❢❤❣✆❾❷①➞➁❩➟➠⑩❖④❿➐❀❣✍①❡❣❄④✇❾❖➥➢⑤➝➾✍❣✾➁✙Ï➞①➞⑤➩✉✇❣✖➁t⑤➩❰❭❣✍④✇❣✍①➉➂✢❣❄s✠s✇➂➃❝❡❣❄❢ ❣❀➧

❜★❝❡❣✑➀➞❾❖➀➉❣❄④✠⑤➝s★⑩❀④⑥➐❂❾❷①❡⑤➝➾✍❣✾➁➜❾❖s➳➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺❿s✯❁❁s⑥❣❄➂✦✉✇⑤➢⑩❀①❍➌✬⑤➝①❀✉✇④⑥⑩t➁t②➉➂✢❣❄s✰✉✇❝❡❣✆❾❖s✇s◗②➞❢ ➀❡✉⑥⑤➝⑩❖①➞s✰⑩❖①✛❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖① ✼ ➈✙✽❾❖①➞➁❩s✇➂➃❝❡❣❄❢ ❣ ✼ ➌✲✽✦➧æ♦r❣✾➂✦✉⑥⑤➝⑩❖①❃✹✖⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①➞s➳✉✇❝❡❣♠④➃❾✕✉✇❣♠⑩❖➟✒➂✢⑩❀①r➽❖❣✍④✇➐❖❣❄①➞➂✢❣✠⑩❖➟✜✉⑥❝➞❣✑s⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①
v
⑩❷➟ ✼✰✫ ✽✺✉⑥⑩ u ➧✼❜★❝❡❣Ï➉④✇s◗✉✰➀➉❾❷④⑥✉➳⑩❷➟❁s◗❣✾➂✦✉✇⑤➢⑩❀①➜➇✪⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①➉s✰❾❖①❩②❡➀➞➀➉❣❄④✰➋❙⑩❖②➞①➞➁❩⑩❖➟

u− uh
➸❡❾❷①➞➁➜✉⑥❝❡❣✑s⑥❣❄➂✢⑩❀①➞➁➜➀➉❾❷④⑥✉✰⑩❖➟✜✉⑥❝❡⑤⑧s★s◗❣✾➂✦✉✇⑤➢⑩❀①

②➉s◗❣✾s✠✉⑥❝➞❣✬④➃❾✕✉⑥❣✬⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①❡❣❄➁❍⑤➝①➴s⑥❣❄➂✦✉✇⑤➢⑩❀① ✹✙➟➠⑩❀④❦➐❖⑤➝➽r⑤➢①➞➐❤✉⑥❝❡❣✪➥➢⑩✕➺✰❣✍④♠➋➉⑩❀②❡①➞➁❋⑩❖➟
u − uh

➧❺♦r❣✾➂✦✉✇⑤➢⑩❀①➴➆✙❾❷➀❡➀➞➥➢⑤➝❣❄s
⑩❀②❡④✰④⑥❣✾s◗②❡➥➢✉✇s➳✉✇⑩✪✉✇❝❡❣❺➐❖❣✍①➞❣✍④➃❾❷➥➝⑤➢➾❄❣❄➁❤Ï➞①➞⑤➩✉✇❣✑➁❡⑤➩❰❭❣✍④✇❣✍①➞➂✍❣✆s⑥➂➃❝❡❣❄❢❤❣❿✉✇❾❖➹❖❣❄①➜➟➠④✇⑩❖❢ ➘Ù➆▼➷❚➸❡❾❷①➞➁✱s✈✉✇②➞➁t⑤➝❣❄s✠➂✢⑩❀①➞➁t⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①➞s
②➞①➞➁t❣✍④❿✉⑥❝❡⑩❂s◗❣✆❾❤➐❖❣❄①❡❣✍④➃❾❷➥✜❧➴❾❷④✇➹❖⑩✕➽➜➂➃❝➞❾❖⑤➢①❍❾❷➀❡➀➞④⑥⑩▼➡t⑤➝❢❤❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①✱➐❖⑤➝➽❖❣✆➋❙❣✢✉◗✉✇❣✍④❿❣✾s✈✉✇⑤➢❢✙❾❷✉⑥❣❄s✠✉⑥❝➞❾❖①✱✉✇❝❡⑤⑧s❿s⑥➂➃❝➞❣✍❢❤❣❖➧
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➙ ❣✪➂✍⑩❖①➞➂✍➥➢②➉➁t❣✖✉✇❝❡⑤➝s♠⑤➝①❀✉✇④⑥⑩t➁t②➉➂✦✉⑥⑤➝⑩❖①➴➺✠⑤➩✉✇❝➴s◗⑩❀❢❤❣✖①❡⑩❷✉➃❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➞s✍➧♠➦➲①❋✉⑥❝➞❣✪s⑥❣❄⑦❂②❡❣✍➥
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⑤⑧s♠❾✙➀❙⑩❀s⑥⑤➢✉⑥⑤➝➽❖❣✪➂✍⑩❖①➞s◗✉✇❾❖①❂✉

⑤➝①➞➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁t❣❄①❀✉❺⑩❖①❋➀➞❾❖④✇❾❖❢❤❣✢✉⑥❣❄④✇s
ε
❾❖①➞➁

h
➧❿➯✰q

| · |
➺✰❣✖❢❤❣❄❾❖①❍✉⑥❝❡❣✬s◗✉✇❾❖①➞➁❡❾❖④✇➁ ✦ ②➉➂✢➥➝⑤➝➁t❣✾❾❷①❋①❡⑩❀④⑥❢ ⑤➝①➴❾❷①rq

R
M ✉✈qr➀➉❣❦s⑥➀➞❾❀➂✢❣❖➧✄➦➲①✙➀➞❾❖④◗✉✇⑤➝➂✍②❡➥➝❾❖④❄➸❀⑤➩➟

X ∈ SN ➸❀✉⑥❝➞❣✍① |X |2 = tr(XX⊤)
➸r➺✠❝❡❣✍④✇❣

X⊤ ⑤⑧s✼✉⑥❝➞❣✠✉⑥④➃❾❷①➞s⑥➀❙⑩❀s⑥❣
⑩❖➟
X
➸❂⑤â➧ ❣❖➧

|X |
⑤⑧sæ✉⑥❝❡❣✑➵❡④✇⑩❖➋❙❣✍①❡⑤➝②➞s➳①❡⑩❖④✇❢❍➧❁➦❚➟

g
⑤⑧s➳❾✬➋➉⑩❀②❡①➞➁t❣✾➁✙➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①❩➟➠④⑥⑩❀❢

R
N ⑤➝①❂✉⑥⑩✬❣❄⑤➩✉✇❝❡❣✍④

R,RM ➸
⑩❀④✰✉⑥❝❡❣✖s⑥➀➞❾❖➂✍❣✑⑩❷➟

N × P
❢✙❾✕✉✇④⑥⑤⑧➂✢❣✾s✍➸t➺✰❣✆s◗❣✍✉

|g|0 := sup
x∈RN

|g(x)|.

é➠Ü✄ï✜éëÝ
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➦❚➟
g
⑤⑧s✠❾❷➥⑧s◗⑩ ✛✜⑤➝➀➞s✇➂➃❝❡⑤➢✉⑥➾✆➂✢⑩❀①❀✉✇⑤➢①r②❡⑩❀②➞s❄➸t➺➳❣✆s⑥❣✢✉

[g]1 := sup
x,y∈RN

x 6=y

|g(x) − g(y)|

|x− y|
, |g|1 := |g|0 + [g]1.

➙ ❣✆➁t❣✍①➞⑩❷✉⑥❣❺➋rq
≤
✉✇❝❡❣✆➂✢⑩❖❢❤➀❙⑩❖①❡❣❄①❂✉✰➺✠⑤⑧s◗❣✑⑩❀④✇➁t❣❄④⑥⑤➝①❡➐✪⑤➢①

R
N ➸❡❾❖①➞➁➜➋rq �

✉⑥❝❡❣✑⑩❖④➃➁t❣❄④⑥⑤➝①❡➐✬⑤➝①✱✉⑥❝❡❣✆s⑥❣✍①➞s⑥❣♠⑩❖➟
➀❙⑩❀s⑥⑤➢✉⑥⑤➝➽❖❣✑s◗❣❄❢ ⑤⑧➁t❣✍Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣✆❢✙❾✕✉✇④⑥⑤⑧➂✢❣✾s➳⑤➝①

S(N)
➧✺❜★❝❡❣✆s◗➀➉❾❖➂✢❣

Cb(R
N ) ✼ ④✇❣❄s⑥➀✜➧ Cb,l(R

N )
✽✰➺✠⑤➝➥➢➥✶➁❡❣✍①❡⑩❖✉⑥❣❺✉⑥❝❡❣

s⑥➀➞❾❀➂✢❣ ⑩❷➟✠➂✢⑩❖①❂✉✇⑤➢①r②❡⑩❀②➞s✑❾❷①➞➁➶➋➉⑩❀②❡①➞➁t❣✾➁➶➟➠②❡①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①➞s ✼ ④⑥❣✾s◗➀✜➧❤➋❙⑩❖②❡①➉➁t❣❄➁➤❾❷①➉➁✡✛✶⑤➢➀➞s✇➂➃❝❡⑤➢✉⑥➾ ➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①➞s✗✽♠➟➠④✇⑩❖❢
R

N ✉✇⑩
R
➧
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✼ ❀✬➈✙✽✱❜★❝❡❣✍④✇❣✛❣✢➡t⑤➝s◗✉ λ,K s⑥②➞➂➃❝➛✉⑥❝➉❾✕✉❄➸æ➟➠⑩❖④❤❾❷➥➝➥
x ∈ R

N ❾❷①➞➁
α ∈ A, aα(x) = 1

2
σα(x)(σα(x))T ➸➺✠❝❡❣✍④✇❣

σα(x)
⑤⑧s✍➸r➟➠⑩❀④✠❣❄❾❀➂➃❝

x
➸➞❾

N × P
❢❤❾❷✉⑥④✇⑤➩➡☛➸❡❾❖①➞➁

cα ≥ λ > 0; |σα|1 + |bα|1 + |cα|1 + |fα|1 ≤ K,

✼ ❀❺➌✶✽ min{1, λ} > supα{[σ
α]1 + [bα]1}
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u ∈ C(RN )
☞ ✠ ✘✛✏✕✪✎✪ ✞✗✤ ✏ ✳✙☞ ✠✯✘✗☎✢✠✄☞✎☛✏✎ ✠ ✣✒✑✔✓✴✠✡☎✕✪ ✣ ☛ ☞✣☎✝★✖✕✴✁✆✞✡✠✌✵☎✁ ✠ ✣✙✵ ✞✯✁✗✓

✠✯☎✕✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★✙✘ ☎ ✓✚✕✜✛✗✘✥☞ ✓ ✓✬✓✡☎✝✁✱✞✯✳✢✞✯✁✗✎
x ∈ R

N ✓

min{sup
α
Lα(x, u(x), Dϕ(x), D2ϕ(x));u(x) − ψ(x)} ≤ 0, (

✁✆✞✡✠ ✵ ✁
≥ 0),

✓✡☎✕✁ ✞✗✏✶✘✗✚
ϕ ∈ C2(RN )

✠ ✣✜✘✛✚ ☛❇✚ ✏✕☛
u − ϕ
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u1, u2 ∈ Cb(R

N )
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u1 ≤ u2

☞✎★
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Cb,l(R
N )

✁
✷

❼➳⑩❀①➞s◗⑤⑧➁t❣❄④❦✉✇❝❡❣✙s⑥➂➃❝❡❣❄❢❤❣ ✼ ➌✲✽✦➸☛➺✠⑤➢✉⑥❝ h > 0
❾❷①➉➁

S : R
+ × R

N × R × Cb(R
N ) → R

➧ ➙ ❣❤❢✙❾❷➹❖❣
✉✇❝❡❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺✠⑤➢①❡➐❤❾❖s✇s⑥②❡❢❤➀t✉⑥⑤➝⑩❖①➞s❆❁

✼ ♦❭➈✙✽✱❧❋⑩❖①➞⑩❷✉⑥⑩❀①❡⑤⑧➂✢⑤➢✉✈q✬❁❺➟➠⑩❀④✖❾❷➥➝➥ h > 0
➸
r ∈ R

N ➸ m ≥ 0
➸
x ∈ R

N ❾❷①➞➁✧➋❙⑩❖②❡①➉➁t❣❄➁➤❾❷①➉➁➶➂✍⑩❖①❂✉⑥⑤➝①r②❡⑩❖②➞s
➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①➞s

u, v
s⑥②➞➂➃❝✛✉⑥❝➞❾❷✉

u ≤ v
⑤➢①

R
N ➸

S(h, x, r +m,u+m) ≥ λm+ S(h, x, r, v).

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö
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✼ ♦❡➌✶✽✱❽✠❣✍➐❀②❡➥⑧❾❷④✇⑤➩✉✈q✷❁➶➟➠⑩❖④❍❾❷➥➝➥
h > 0

❾❷①➉➁
φ ∈ Cb(R

N )
➸
x 7→ S(h, x, φ(x), φ)

⑤⑧s❩➋❙⑩❖②➞①➞➁t❣❄➁ ❾❷①➞➁
➂✢⑩❀①❀✉✇⑤➢①r②❡⑩❀②➞s❆✾

r 7→ S(h, x, r, φ)
⑤➝s✬②❡①❡⑤➢➟➠⑩❖④✇❢❤➥➢q✧➂✢⑩❖①❂✉✇⑤➢①r②❡⑩❀②➞s✑➟➠⑩❖④✬➋➉⑩❀②❡①➞➁t❣✾➁

r
➸❁②❡①➞⑤➩➟➠⑩❀④⑥❢❤➥➝q➴➺✠⑤➢✉⑥❝

④⑥❣✾s◗➀❙❣❄➂✢✉✠✉⑥⑩
x ∈ R

N ➧

✼ ♦ ✹✲✽✱❜★❝❡❣✍④✇❣❩❣✍➡t⑤➝s◗✉ n, ki > 0, i ∈ J ⊆ {1, . . . , n}
❾❷①➉➁➪❾❈➂✢⑩❀①➞s◗✉✇❾❷①❂✉

Kc > 0
s◗②➉➂➃❝➛✉⑥❝➞❾❷✉✬➟➠⑩❀④✪❾❷➥➝➥

h > 0
❾❷①➉➁

x
⑤➝①

R
N ➸❭❾❖①➞➁✛➟➠⑩❖④♠❣✍➽❀❣✍④✇q✛s⑥❢❤⑩❂⑩❖✉⑥❝ φ ∈ Cn(RN )

s⑥②➞➂➃❝❍✉✇❝➞❾✕✉
|Diφ|0

⑤➝s♠➋❙⑩❖②❡①➞➁❡❣❄➁☛➸
➟➠⑩❖④✠❣❄➽❖❣✍④✇q

i ∈ J
➸r✉⑥❝➞❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺✠⑤➝①❡➐❤❝❡⑩❖➥⑧➁❡s❆❁

|sup
α
Lα(x,Dφ) − S(h, x, φ(x), φ)| ≤ KcQ(φ),

➺✠❝❡❣✍④✇❣
Q(φ) :=

∑

i∈J |Diφ|0h
ki
➧

✑✱➮ ✖➪➣t→✁�✄✂ ✕✯✒ ✛✪✘ ✏✕★✬✤✲✕✯✒✡✳ ✘✑☞✎✍ ✵✷✪✦✎ ☛❇✚ ✏✕☛
S

☞ ✠✟✤✶✞✗✘✯✁✆✞✗✏✢✠✄☞✎★✭✫ ✧ ✁ ✁ ✁ ☛ ✁
v
✕✴☛✴✏✆☎✶✞

m = 0
✘ ✓ ✏✝★✷✤✑☞✎★✬✘✯✁✆✞✗✏✢✠✄☞✎★ ✫

✧ ✁ ✁ ✁ ☛ ✁
r
✕ ☛✒✏✝☎✲✞

v = u+m
✘✞✁

➦➲①❴✉⑥❝➞❣❍➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺✠⑤➝①❡➐➞➸➳➺➳❣❋s✇❾▼q➛✉⑥❝➉❾✕✉❩❾➶➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①
v ∈ Cb(R

N )
⑤⑧s✙❾✧s⑥②❡➋t➫➲s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖① ✼ ④✇❣❄s⑥➀✜➧ s⑥②❡➀➉❣❄④◗➫

s⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①✩✽æ✉⑥⑩❤✉⑥❝➞❣✑s✇➂➃❝❡❣❄❢ ❣ ✼ ➌✶✽➳⑤➢➟

min{S(h, x, v(x), v); v(x) − ψ(x)} ≤ 0, (
④✇❣❄s⑥➀✜➧

≥ 0),
➟➠⑩❀④❿❾❷➥➝➥

x ∈ R
N .

❥❦①➞➁t❣❄④❍❾❀s⑥s⑥②❡❢❤➀t✉✇⑤➢⑩❀①➞s ✼ ♦❭➈✢✽✱❾❖①➞➁ ✼ ♦❡➌✲✽✦➸❺➺➳❣✧❝➞❾▼➽❖❣➶✉⑥❝➞❣✧❣✍➡t⑤➝s◗✉⑥❣❄①➞➂✢❣✧⑩❷➟❤❾ ➂✍⑩❖❢❤➀➞❾❷④✇⑤⑧s◗⑩❀① ➀❡④✇⑤➢①➞➂✍⑤➢➀➞➥➢❣➶➟➠⑩❖④
➋❙⑩❖②➞①➞➁t❣❄➁❍➂✍⑩❖①❂✉⑥⑤➝①r②❡⑩❖②➞s★s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①➉s★⑩❷➟ ✼ ➌✶✽✡✾❡⑤â➧ ❣❖➧
✞✠✟ ➮r❒ → ➮ ✖☛✡✌☞ ✞✡☛

uh
✕✴✁✆✞✡✠ ✵ ✁

vh
✘✱✑✗✞ ✏✱✑✗☎✤✣ ★✬✤✲✞✗✤ ✓ ✘✗☎✝★✜☛ ☞✎★ ✣✜☎ ✣ ✠ ✠ ✣✒✑ ✓✴✠✯☎✕✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★ ✕✴✁✆✞✄✠ ✵☎✁ ✠ ✣✙✵✜✞✡✁✗✓✴✠✯☎✝✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★✙✘

☎ ✓✚✕ ✳ ✘✞✁✱✌✬✚✜✞✡★ ✧ ✞✖✚ ✏✝✳✝✞
uh(x) ≤ vh(x)

✓✩✓✡☎✕✁✱✏✝✪✎✪
x ∈ R

N ✁
✬ → ❒✜❒✎✍✑✏æ❜★❝❡❣✰➀❡④✇⑩❂⑩❖➟➞⑤⑧s✄❾❖①✬❣✾❾❖s⑥q❺❣✍➡r✉⑥❣✍①➉s◗⑤➝⑩❖①✪⑩❷➟✶➘➝➈❖➸✕➥➝❣✍❢❤❢✙❾✆➌t➧ ✹✕➷❚➧ ➙ ❣✰❾❀s⑥s⑥②❡❢❤❣æ✉✇❝➞❾✕✉

m := supx(uh(x)−
vh(x)) > 0

❾❖①➞➁➤⑩❖➋❡✉✇❾❷⑤➝①➪❾❈➂✍⑩❖①❂✉⑥④➃❾❖➁t⑤⑧➂✦✉✇⑤➢⑩❀①✜➧ ✛✜❣✍✉
{xn}n

➋❙❣❩❾❈s⑥❣❄⑦❂②❡❣❄①➞➂✢❣❩⑤➢①
R

N s◗②➉➂➃❝➤✉⑥❝➞❾❷✉
δn :=

uh(xn) − vh(xn)
➂✢⑩❀①r➽❖❣✍④✇➐❖❣✾s♠✉⑥⑩

m
❾❖s
n → ∞

➧❈❜★❝❡❣❄①
δn > 0

➟➠⑩❖④✪➥➝❾❖④⑥➐❀❣✙❣✍①❡⑩❀②❡➐❖❝
n
➧❈➯✰q✧②➞s◗⑤➝①❡➐

✉✇❝❡❣✖①❡⑩❖✉⑥⑤➝⑩❖①❍⑩❷➟✺s⑥②❡➋❈❾❷①➉➁❋s◗②❡➀❙❣✍④⑥➫➲s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①✜➸➞❾❖①➞➁✱✉⑥❝❡❣✆➟Õ❾❀➂✦✉❿✉✇❝➞❾✕✉
min(A,B) − min(C,D) ≥ min(A −

C,B −D)
➸❡➐❖❣✍✉

0 ≥ min{S(h, xn, uh(xn), uh) − S(h, xn, vh(xn), vh);uh(xn) − vh(xn)}.

♦t⑤➢①➞➂✍❣
uh(xn) − vh(xn) = δn > 0

➸t➋❂q❩②➞s◗⑤➝①❡➐ ✼ ♦☛➈✙✽✦➸➞➺➳❣✑❝➞❾▼➽❀❣

0 ≥ S(h, xn, uh(xn), uh) − S(h, xn, vh(xn), vh)
≥ S(h, xn, vh(xn) + δn, vh +m) − S(h, xn, vh(xn), vh)
≥ S(h, xn, vh(xn) +m, vh +m) + ω(m− δn) − S(h, xn, vh(xn), vh)
≥ λm+ ω(m− δn),

➺✠❝➞❣✍④✇❣
ω(t) → 0

➺✠❝➞❣✍①
t → 0+

⑤➝s✆➐❀⑤➢➽❀❣✍①➤➋rq ✼ ♦➞➌✶✽✦➧ ✛✜❣✍✉◗✉⑥⑤➝①❡➐
n → ∞

qr⑤➢❣❄➥➝➁❡s
m ≤ 0

➺✠❝❡⑤➝➂➃❝➤⑤⑧s✖❾
➂✍⑩❖①❂✉⑥④➃❾❖➁❡⑤➝➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①✜➧

✷

é➠Ü✄ï✜éëÝ
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➦➲①❋❾❷➥➝➥❭✉⑥❝➞❣✖s◗❣✾⑦❀②➞❣✍➥☛➺✰❣✆➺✠⑤➢➥➝➥☛②➞s⑥❣✖❾ s⑥❣❄⑦❂②❡❣❄①➞➂✢❣✑⑩❖➟✄❢❤⑩❖➥➝➥➝⑤➩Ï➞❣❄④✇s
(ρε)ε

➁❡❣✢Ï➞①❡❣✾➁❍❾❖s✰➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺❿s✯❁

ρε(x) = ε−Nρ(x/ε), ✼ ➏✲✽
➺✠❝➞❣✍④✇❣

ρ ∈ C∞(RN ),
∫

RN ρ = 1,
s⑥②❡➀❡➀

{ρ} ⊆ B̄(0, 1)
❾❷①➞➁

ρ ≥ 0
➧✼➦❚➟

g
⑤➝s✠❾✙➂✍⑩❖①❂✉⑥⑤➝①r②❡⑩❖②➉sæ➟➠②➞①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①

⑩❖➟
R

N ✉✇⑩
R
➸t✉⑥❝❡❣❄①❍➺➳❣✆➁t❣✍Ï➞①❡❣✑✉⑥❝➞❣✆❢ ⑩❀➥➢➥➝⑤➢Ï➉➂✍❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①✛⑩❷➟

g
❾❀s✰➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺❿s❆❁

gε(x) :=

∫

RN

g(x− e)ρε(e)de. ✼ ✭✲✽
❧❈⑩❖④✇❣✍⑩✕➽❖❣❄④❄➸❂⑤➢➟

g
⑤⑧s✠❾ ✛✜⑤➝➀➞s✇➂➃❝❡⑤➩✉✇➾❺➟➠②❡①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①✜➸t✉✇❝❡❣✍①

|g(x) − gε(x)| ≤ ε[g]1. ✼ ➈❄➍✲✽
➦❚➟
g ∈ Cn

b (RN ) ✼ ④✇❣❄s⑥➀✜➧ Cn
b,l(R

N )
✽✢➸t✉⑥❝❡❣❄①

|Digε(x)| ≤ Cε−i|g|0, (
④⑥❣✾s◗➀✶➧

Cε1−i|g|0), ∀ i = 1, . . . , n. ✼ ➈❀➈✙✽

� ✁✄✂ ☞✦✡✒✘❁✚✱☞✢✩✛✭ ✟✆☎✙✟☛✡✒✝❿✌

❼➳⑩❀①➞s⑥⑤➝➁t❣❄④✰✉⑥❝❡❣✑➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➢①➞➐❤s⑥➺✠⑤➢✉✇➂➃❝❡⑤➝①❡➐✙s◗qts◗✉⑥❣❄❢ ❾❷➀❡➀➞④⑥⑩▼➡t⑤➝❢❤❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①✱⑩❷➟ ✼ ➈✙✽✡❁

min

{

max

(

Lαi(x,Dvi(x)); vi(x) − min
j 6=i

{vj(x) + k}

)

; vi(x) − ψ(x)

}

= 0, ✼ ➈▼➌✶✽
➟➠⑩❀④

i ∈ I = {1, . . . ,M}
❾❷①➞➁

x ∈ R
N ➧✼➦➲①✱➀➉❾❷④⑥✉⑥⑤⑧➂✢②❡➥⑧❾❷④✰➺➳❣✑❝➞❾▼➽❀❣❺❾❖①✱❣✾⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➜➟➠⑩❖④✠❣❄➽❖❣❄④⑥q✙➂✢⑩❀①❂✉⑥④✇⑩❖➥❆➧ ❀

➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q❍s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①❍✉✇❝❡❣✍⑩❀④⑥q✛➟➠⑩❖④❦✉⑥❝❡❣❤s⑥➺✠⑤➩✉➃➂➃❝❡⑤➢①➞➐✱s⑥qrs◗✉⑥❣❄❢ ➂❄❾❷①❈➋❙❣✪➟➠⑩❖②❡①➞➁❈⑤➢① ➘ ✭▼➷❚➸❁➘➢➈✾➍▼➷❚➸✄➘➝➈ ✫ ➷❆➧ ➙ ❣ ④✇❣❄➂✍❾❖➥➢➥❝➞❣✍④✇❣♠✉✇❝❡❣✖➁t❣✍Ï➞①❡⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①❍⑩❷➟✄➽❂⑤⑧s✇➂✢⑩❀s⑥⑤➢✉✈q➜s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①❩➟➠⑩❀④❦❾ ➐❖❣❄①❡❣✍④➃❾❷➥☛s⑥➺✠⑤➩✉➃➂➃❝❡⑤➢①➞➐❤s⑥qts✈✉✇❣✍❢✔⑩❖➟✒✉✇❝❡❣✑➟➠⑩❖④✇❢✸❁

Fi(x, v,Dvi, D
2vi) = 0, i = 1, . . . ,M, ✼ ➈❆✹✭✽

➺✠❝➞❣✍④✇❣
Fi : R

N × R
M × R

N × SN → R
➧

☎✛➮✝✆✟✞✟✠ ➔ ✠Õ❒✡✞✞✝ ✌✷✚✜✞✧✓ ✣ ★✷✘✡☛ ☞✣☎✝★
v = (v1, . . . , vM ) ∈ C(RN )M ☞ ✠ ✘✗✏✝✪✎✪ ✞✛✤ ✏ ✳✙☞ ✠✯✘✗☎✢✠✄☞✎☛✏✎ ✠ ✣✒✑✔✓✴✠✯☎✝✪ ✣ ☛ ☞✣☎✝★

✕✴✁✆✞✡✠ ✵ ✁✧✠ ✣✙✵ ✞✯✁✗✓✴✠✯☎✝✪ ✣ ☛ ☞✣☎✝★ ✘✑☎ ✓✱✕✜✛✠✟ ✘✥☞ ✓ ✓✬✓✡☎✝✁✱✞✯✳✢✞✯✁✗✎
i ∈ I

✏✕★✬✤
x ∈ R

N ✓

Fi(x, v(x), Dϕ(x), D2ϕ(x)) ≤ 0,
✕ ✁✛✞✄✠ ✵ ✁

≥ 0
✘ ✓

✓✡☎✕✁✱✞✗✏✶✘✗✚
ϕ ∈ C2(RN )

✠ ✣✜✘✛✚ ☛✎✚✜✏✝☛
vi − ϕ

✚ ✏✝✠ ✏ ✪ ☎❆✘✗✏✕✪ ✍✑✏✔✢✲☞✎✍✦✣ ✍ ✕✴✁✆✞✡✠ ✵ ✁ ✏ ✪ ☎✙✘✗✏✝✪ ✍✱☞✎★✩☞✎✍✙✣ ✍✥✘ ✏✝☛
x
✁

✄ ☞✎★✷✏✝✪✎✪✦✎ ✧ ✞ ✘✗✏✝✪✎✪
v
✏✱✳❆☞ ✠✯✘✗☎✢✠✄☞✎☛✩✎✟✠✯☎✕✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★ ☎ ✓ ✕✶✛✡✟✗✘ ☞ ✓✧☞✎☛ ☞ ✠✴✑✗☎✕☛✎✚❃✏✟✠ ✣✒✑ ✓✴✠✯☎✝✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★ ✏✕★✬✤✥✏✱✠ ✣✙✵ ✞✯✁✗✓✴✠✯☎✝✪ ✣ ☛ ☞✣☎✝★ ✁

✛✶❣✍❢❤❢✙❾ ➌❖➍✮⑤➝❢❤➀❡➥➢⑤➝❣❄s❍❾ ➂✢⑩❖❢❤➀➞❾❖④⑥⑤⑧s⑥⑩❖① ➀❡④✇⑤➝①➞➂✢⑤➝➀❡➥➝❣❈➟➠⑩❖④ ✼ ➈✾➌✶✽✢➸♠❾❖①➞➁✂✉✇❝❡❣✍① ✉⑥❝❡❣➤❣✢➡t⑤⑧s✈✉✇❣✍①➞➂✍❣➴⑩❖➟✪❾✮②➞①❡⑤➝⑦❂②❡❣
➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q➜s⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①✱⑩❖➟ ✼ ➈✾➌✶✽➳⑤➝① Cb,l(R

N )M ➸❡➁t❣✍①❡⑩❖✉⑥❣✾➁
v = (v1, . . . , vM )

➧
➙ ❣✆➀➉❣❄④◗✉✇②❡④✇➋✱✉✇❝❡❣✖s⑥qrs◗✉⑥❣❄❢ ✼ ➈▼➌✶✽✰❾❷①➉➁✱➋➞②❡⑤➢➥⑧➁✱✉⑥❝❡❣✑➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➝①❡➐ ❾❖②t➡t⑤➢➥➝⑤⑧❾❷④✇q➜s◗qts◗✉⑥❣✍❢
min{max( sup

|e|≤ε

Lαi(x+ e,Dvε
i (x)); v

ε
i (x) − min

j 6=i
{vε

j (x) + k}); vε
i (x) − ψ(x)} = 0. ✼ ➈✍➇ ✽

✛✶❣✍❢❤❢✙❾ ➌❖➍✮❾❷➀➞➀❡➥➢⑤➝❣❄➁✂✉⑥⑩ ✼ ➈✍➇ ✽✦➸❦⑤➝❢❤➀❡➥➝⑤➢❣✾s➜✉✇❝❡❣➶❣✍➡t⑤➝s◗✉⑥❣❄①➞➂✢❣➶⑩❷➟✪❾✮②❡①❡⑤⑧⑦❀②➞❣➶➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q s◗⑩❀➥➢②❡✉⑥⑤➝⑩❖① ⑩❖➟ ✼ ➈✍➇ ✽✦➸➁❡❣✍①❡⑩❖✉⑥❣❄➁
vε = (vε

1, . . . , v
ε
M )

➸❭⑤➢①
Cb,l(R

N )M ➧❦❜★❝➞❣✖➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺✠⑤➢①❡➐✙➥➝❣✍❢❤❢✙❾✙⑤⑧s♠➂✍⑩❖①➞s⑥❣❄⑦❂②❡❣❄①➞➂✢❣✆⑩❖➟✼✉⑥❝❡❣❄⑩❖④✇❣✍❢
➌❡➈❖➧

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö



➏ �✂✁☎✄❅✁✝✆✗✤✞✆✯✁✄☞✣✘✠✟☛✡✌☞✍☞✏✎✑☞☛✒✔✓✌✒✩☛✒✞✣✓✡✏✕★✜☞✣✏✖✕✗✎✍✘✙✡✚✒✛✡✜✓✛✢✱☎✤✣ ✠✄★✬✏✲✏✦✥★✧✝✩✍✎✑☞✪✧

�➳➮ ✖ ✖➪➣✂✁☎✄ ★✷✤✶✞✯✁✟✏✢✠✗✠ ✣ ✍ ✵✷☛✌☞✣☎✕★ ✠✱✕✬✎ ✛✪✘ ✏✕★✬✤✲✕✬✎ ✳ ✘ ✓ ✧ ✞ ✚✜✏✝✳✝✞✱☛✎✚✜✏✝☛
|vi − vε

i | ≤ Cε, ✼ ➈▼➆✶✽
✧ ✚✜✞✡✁✛✞

C
☎✕★✜✪✦✎ ✤✲✞✴✵✜✞✡★✷✤✢✠✱☎✕★

K,λ
✏✕★✬✤

[ψ]1
✁

✷

➵➞⑩❖④✙❣✍➽❀❣✍④✇q
i
➸➳➥➝❣✢✉

viε
✉⑥❝❡❣❋❢❤⑩❖➥➝➥➝⑤➩Ï➉➂❄❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✮⑩❷➟

vε
i

➸✰➁❡❣✢Ï➞①❡❣✾➁ ❾❀s❤⑤➢① ✼ ✭✲✽✦➧ ♦t⑤➢①➞➂✍❣
vε

i

⑤⑧s✙❾✁✛✶⑤➢➀➉s⑥➂➃❝❡⑤➢✉⑥➾
➟➠②➞①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①✜➸❡②❡①❡⑤➢➟➠⑩❖④✇❢❤➥➢q❩➺✆➧ ④✾➧ ✉

ε > 0
s◗② ✿✙➂✍⑤➢❣❄①❂✉⑥➥➝q✱s⑥❢❤❾❖➥➢➥❆➸ ✼ ➈✾➍✲✽➳⑤➝❢ ➀➞➥➢⑤➝❣❄s

|vε
i (x) − viε(x)| ≤ max

i
[vε

i ]1ε; ✼ ➈ ✫ ✽
➥➝❣✍❢❤❢✙❾✱➌❖➍❤⑤➢❢❤➀❡➥➝⑤➝❣❄s♠✉⑥❝➞❾❷✉

maxi[v
ε
i ]1

④✇❣✍❢✙❾❷⑤➝①➞s❿➋❙⑩❖②➞①➞➁t❣❄➁❈➺✠❝❡❣✍①
ε ↓ 0 ✼ ✉⑥❝❡⑤⑧s❺❾❷④✇➐❖②❡❢❤❣✍①❂✉❦➺✠⑤➝➥➝➥✒➋❙❣✬②➞s⑥❣❄➁s⑥❣✍➽❀❣✍④➃❾❷➥❙✉⑥⑤➝❢❤❣❄s★⑤➝①✛✉⑥❝❡❣✆➀➞❾❖➀➉❣❄④✗✽✢➧

�➳➮ ✖ ✖➪➣✝✆ ✌✷✚ ✞ ✓ ✣ ★✬✘✯☛✌☞✣☎✕★
viε −R

☞ ✠ ✓✜✓✡☎✝✁✱✏✕✪✎✪
i
✓ ✠ ✣✒✑ ✓✴✠✯☎✝✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★ ☎ ✓ ✞✪✹ ✣✜✏✝☛ ☞✣☎✝★ ✕✜✛✗✘ ✓✬✓✡☎✝✁✖✠✯☎✝✍✑✞

R := C

(

k + ε+
k

ε2

)

, ✼ ➈ ✮ ✽
✧ ✚✜✞✡✁✛✞ ☛❇✚ ✞ ✘✗☎✝★ ✠✄☛✒✏✝★✩☛

C
✤✶✞✒✵✜✞✡★✷✤✢✠✱☎✝★✩✪✦✎ ☎✝★

K,λ
✏✝★✷✤

[ψ]1
✁

✬ → ❒✜❒✎✍✑✏ ✛✶❣✢✉
R
s✇❾✕✉✇⑤➝s◗➟➠q ✼ ➈ ✮ ✽✢➧ ➙ ❣✆❝➞❾▼➽❀❣❺✉⑥⑩❤➀❡④✇⑩✕➽❖❣♠✉⑥❝➞❾❷✉❄➸t➟➠⑩❀④✠➥➝❾❖④⑥➐❀❣♠❣❄①❡⑩❖②❡➐❀❝ C ➸

min{sup
α
Lα(x,D(viε(x) −R); viε(x) −R − ψ(x)} ≤ 0, ∀ x ∈ R

N , ✼ ➈❄➏✲✽
➟➠⑩❀④❺❾❖➥➢➥

i ∈ I
➧✬♦r⑤➝①➞➂✢❣

viε ∈ C∞(RN )
➸❭✉⑥❝➞❣ ➁t❣✍Ï➞①❡⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①✧⑩❷➟æ➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q❍s⑥②❡➋t➫➲s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①❈⑤⑧s♠❣✾⑦❂②❡⑤➢➽✕❾❖➥➢❣❄①❀✉❺✉⑥⑩

✉✇❝❡❣✙①❡⑩❖✉⑥⑤➝⑩❖①➤⑩❷➟✠➂✢➥⑧❾❖s✇s◗⑤⑧➂✍❾❖➥✼s◗②❡➋❡➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①✶➧➜❜★❝❡❣✍④✇❣✢➟➠⑩❀④⑥❣❤➺✰❣ ❝➉❾▼➽❖❣ ✉⑥⑩❋➀❡④✇⑩✕➽❖❣✪✉⑥❝➉❾✕✉✖⑩❖①➞❣✙⑩❷➟✰✉⑥❝❡❣❤➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➢①➞➐
s◗✉✇❾❷✉⑥❣❄❢ ❣❄①❂✉✇s★❝❡⑩❀➥➝➁❡s✰➟➠⑩❀④❿❾❷➥➝➥

x ∈ R
N ❁

viε(x) −R ≤ ψ(x), ∀ i ∈ I, ✼ ➈ ✭❀❾✲✽
sup

α
Lα(x,D(viε(x) −R)) ≤ 0, ∀ i ∈ I. ✼ ➈ ✭❖➋✩✽

➵➞⑩❖④✠❣❄➽❖❣✍④✇q
x ∈ R

N ➸➉s◗❣✍✉
Iε(x) := {i ∈ I | vε

i (x) = ψ(x)}. ✼ ➌❖➍✲✽
✛✶❣✢✉

x̃ ∈ R
N ➧❺❹❦❣❄①❡⑩❷✉✇❣✬➋rq B(x̃, 2ε)

✉⑥❝❡❣✪➋➞❾❷➥➝➥✄➂✍❣✍①❂✉⑥❣❄④⑥❣✾➁❍⑩❖①
x̃
➺✠⑤➩✉✇❝❈④✇❾❀➁t⑤➝②➞s

2ε
➧❦❜★❝➞❣✍①❈➺✰❣✬❝➞❾▼➽❀❣✆✉⑥❝➞❣

✉✈➺✰⑩ ➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺✠⑤➝①❡➐ ➀➉⑩❂s⑥s⑥⑤➝➋❡⑤➢➥➝⑤➢✉⑥⑤➝❣❄s❆❁
❼ ❀❺♦ ✦ ❀ ❁➤❜★❝❡❣✍④✇❣❋❣✢➡t⑤⑧s✈✉➃s

y ∈ B(x̃, 2ε)
s⑥②➞➂➃❝ ✉⑥❝➞❾❷✉

Iε(y) 6= ∅
➧ ➙ ❣➶➂✢➥⑧❾❷⑤➝❢ ✉⑥❝➉❾✕✉ ✼ ➈ ✭❖❾✭✽ ❝❡⑩❖➥⑧➁❡s❄➧➙ ❣✑❝➞❾▼➽❖❣

vε
i0

(y) = ψ(y)
➸r➟➠⑩❀④★s⑥⑩❖❢❤❣

i0 ∈ Iε(y)
➧ ✛✜❣✍✉

i /∈ Iε(y)
➧✺❜★❝❡❣❦➟➠②➞①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①

vε
i (x)− |x− y|2/ε1❝➉❾❖s❄➸✜➟➠⑩❖④✪s◗② ✿➜➂✍⑤➢❣❄①❀✉✇➥➢q➤s⑥❢❤❾❖➥➢➥

ε1 > 0
➸❁❾❍➥➢⑩t➂✍❾❖➥✺❢✙❾✕➡t⑤➝❢✬②❡❢✳❾✕✉✬❾❍➀❙⑩❖⑤➝①❀✉

xε
s⑥②➞➂➃❝✧✉⑥❝➞❾❷✉

|xε − y| ≤ ε
➧

♦t⑤➢①➞➂✍❣
vε ⑤⑧s✰✉⑥❝❡❣✆➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q❩s⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①✱⑩❖➟ ✼ ➈❄➇✭✽✢➸t⑩❖①❡❣✆⑩❖➟✶✉⑥❝➞❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺✠⑤➝①❡➐❤s✈✉➃❾✕✉⑥❣❄❢❤❣✍①❂✉✇s✠❝➞⑩❖➥⑧➁❡s✯❁

vε
i (xε) ≤ ψ(xε), ✼ ➌❡➈❄❾✭✽

max

{

sup
|e|≤ε

Lαi(xε + e, vε
i (xε),

2

ε1
(xε − y),

2I

ε1
);

vε
i (xε) − min

j 6=i
{vε

j (xε) + k}

}

≤ 0. ✼ ➌❡➈✍➋✩✽

é➠Ü✄ï✜éëÝ
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➦❚➟
vε

i (xε) ≤ ψ(xε)
➸➞s⑥⑤➝①➞➂✢❣

vε
i

❾❖①➞➁
ψ
❾❷④✇❣ ✛✶⑤➢➀➉s⑥➂➃❝❡⑤➢✉⑥➾❀➸t➺➳❣✑⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

vε
i (y) ≤ ψ(y) + ([ψ]1 + max

i
[vε

i ]1)ε. ✼ ➌❀➌✶✽

❻❦✉✇❝❡❣✍④✇➺✠⑤⑧s◗❣❀➸❂➺✠⑤➢✉⑥❝ ✼ ➌t➈❄➋✩✽✦➸t➺✰❣✑❝➞❾▼➽❖❣

vε
i (y) ≤ max

i
[vε

i ]1ε+ vε
i0(xε) + k ≤ 2max

i
[vε

i ]1ε+ vε
i0(y) + k. ✼ ➌✶✹✲✽

♦t⑤➢①➞➂✍❣✑❣✍⑤➢✉⑥❝❡❣❄④ ✼ ➌❀➌✶✽➳⑩❖④ ✼ ➌✕✹✲✽➳❝❡⑩❀➥➝➁➞s✍➸t➺✰❣✆➁t❣❄➁t②➉➂✢❣✑✉⑥❝➉❾✕✉

vε
i (y) − Cε− k ≤ ψ(y), ∀i ∈ I, ✼ ➌✕➇✭✽

➺✠❝➞❣✍④✇❣
C
➁t❣✍➀❙❣✍①➉➁❡s✆⑩❖①

[ψ]1
❾❷①➞➁

maxi[v
ε
i ]1

➧✙♦t⑤➢①➞➂✍❣
y ∈ B(x̃, 2ε)

➸✶❾❷①➉➁
ψ
❾❷①➉➁

vε
i

❾❖④⑥❣ ✛✜⑤➝➀➞s✇➂➃❝❡⑤➩✉✇➾❖➸
✉✇❝❡⑤⑧s✠⑤➢❢❤➀❡➥➝⑤➝❣❄s

vε
i (x̃) ≤ ψ(x̃) + k + Cε,

➟➠⑩❖④❦❾❖➥➢➥
i ∈ I

➧ ❀❿➀➞➀❡➥➢qr⑤➝①❡➐ ✼ ➈ ✫ ✽✢➸❡⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝① viε(x̃) ≤ ψ(x̃) +R
➸

➟➠⑩❀④❿❾❷➥➝➥
i ∈ I

➸❡➺✠❝❡⑤⑧➂➃❝❍⑤➢❢❤➀❡➥➝⑤➝❣❄s ✼ ➈✾➏✲✽✢➧
❼ ❀❺♦ ✦ ➯ ❁✰➵➞⑩❖④♠❾❖➥➢➥

y ∈ B(x̃, 2ε)
➸➞➺✰❣✖❝➞❾▼➽❖❣✑✉✇❝➞❾✕✉

Iε(y) = ∅
➧ ➙ ❣✬➂✍➥➝❾❖⑤➢❢✗✉⑥❝➞❾❷✉❄➸➉➟➠⑩❖④❺❾❷➥➝➥

e ∈ B(0, ε)
➸

(vε
1(· − e), . . . , vε

M (· − e))
⑤⑧s✠❾✪➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q✱s◗②❡➋❡➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①✱⑩❷➟✄✉⑥❝❡❣✑➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➝①❡➐ s⑥qts✈✉✇❣✍❢

max
{

Lαi(x,Dwi(x));wi(x) − min
j 6=i

{wj(x) + k}
}

= 0, x ∈ B(x̃, ε). ✼ ➌❖➆✲✽

➵✄⑤➢➡
e1 ∈ B(0, ε)

❾❖①➞➁
i ∈ I

➧ ✛✜❣✍✉
ϕ ∈ C2(RN )

➋➉❣✛s◗②➉➂➃❝➛✉⑥❝➞❾❷✉
vε

i (· − e1) − ϕ(·)
❝➉❾❖s ❾❈➥➝⑩r➂❄❾❷➥

❢✙❾❷➡r⑤➝❢✬②➞❢
xe1

⑤➢①❍✉✇❝❡❣✆➋➞❾❷➥➝➥
B(x̃, ε)

➧➳❜★❝❡❣❄①
vε

i (·) − ϕ(· + e1)
❝➉❾❖s❿❾❤➥➝⑩t➂✍❾❷➥☛❢✙❾❷➡r⑤➝❢✬②➞❢✗❾✕✉

xe1
− e1

➧
♦t⑤➢①➞➂✍❣

xe1
− e1 ∈ B(x̃, 2ε)

➸✺➺✰❣❩❝➞❾▼➽❀❣➜✉⑥❝➉❾✕✉
vε

i (xe1
− e1) > ψ(xe1

− e1)
➸æ❾❖①➞➁✮s⑥⑤➢①➉➂✢❣

vε ⑤⑧s✪✉⑥❝❡❣
➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q➜s⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①✱⑩❖➟ ✼ ➈✍➇✭✽✢➸t➺➳❣✑⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

max

{

sup
|e|≤ε

Lαi(xe1
− e1 + e, vε

i (xe1
− e1), Dϕ(xe1

), D2ϕ(xe1
));

vε
i (xe1

− e1) − min
j 6=i

{vε
j (xe1

− e1) + k}

}

≤ 0.

❜✄❾❷➹r⑤➝①❡➐
e = e1

➸t⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①
{

Lαi(xe1
, vε

i (xe1
− e1), Dϕ(xe1

), D2ϕ(xe1
)) ≤ 0,

vε
i (xe1

− e1) − min
j 6=i

{vε
j (xe1

− e1) + k} ≤ 0.

❜★❝➞⑤➝s✪➋➉❣❄⑤➢①➞➐➴✉✇④⑥②❡❣❩➟➠⑩❖④❤❾❷①✮❾❖④⑥➋➞⑤➩✉✇④✇❾❖④⑥q
e1 ∈ B(0, ε)

❾❷①➞➁
i ∈ I

➸✺➺✰❣❩⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①➪✉⑥❝➞❾❷✉❄➸❁➟➠⑩❖④❤❾❷➥➝➥
|e| ≤ ε

➸
(vε

1(· − e), . . . , vε
M (· − e))

⑤⑧s✖❾❍➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q➴s⑥②❡➋t➫➲s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①➤⑩❷➟ ✼ ➌❀➆✶✽✢➧❃❀❦➀❡➀❡➥➝q❂⑤➝①❡➐➪➘➝➈❷➸✄➥➢❣❄❢❤❢❤❾ ❀✖➧ ✹❋❾❷①➞➁
➥➝❣✍❢❤❢✙❾➶➌❡➧ ✮ ➷❆➸✼s⑥⑤➢①➉➂✢❣ viε(·)

⑤⑧s✬➥➝⑤➢❢❤⑤➢✉ ⑩❖➟❦➂✢⑩❀①❂➽❀❣✢➡➤➂✢⑩❖❢✪➋❡⑤➝①➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➪⑩❷➟
vε

i (· − e)
➸❁➟➠⑩❀④

e ∈ B(0, ε)
➸❁✉⑥❝❡❣❄①

(v1ε(·), . . . , vMε(·))
⑤➝s✄❾✠➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q❺s◗②❡➋❡➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①✆⑩❖➟ ✼ ➌❖➆✲✽✦➧✄❧❋⑩❖④✇❣✍⑩✕➽❀❣✍④✾➸❄s⑥⑤➢①➞➂✍❣✺⑤➢✉✒⑤⑧s✒❾❿s⑥❢❤⑩r⑩❷✉⑥❝✑➟➠②➞①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①✜➸⑤➢✉❿⑤⑧s✠❾ s⑥②❡➋t➫➲s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①✛⑩❷➟ ✼ ➌❀➆✶✽➳⑤➢①✛✉✇❝❡❣✖➂✢➥⑧❾❖s✇s◗⑤⑧➂✍❾❖➥☛s◗❣❄①➞s◗❣❀➸❡❾❷①➞➁✱➺✰❣❺❝➉❾▼➽❖❣

Lαi(x̃,Dviε(x̃)) ≤ 0, ∀ i ∈ I. ✼ ➌ ✫ ✽

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö
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➙ ❣✆➹r①❡⑩✕➺✂✉✇❝➞❾✕✉
|vε

i (y) − vε
j (y)| ≤ k

➟➠⑩❖④❿❾❖➥➢➥
i, j ∈ I

❾❖①➞➁
y ∈ B(x̃, ε)

➧➳❼➳⑩❀①➞s◗❣✾⑦❂②❡❣✍①❂✉⑥➥➝q

Dnviε(x̃) −Dnvjε(x̃) ≤
Ck

εn
, ∀n ≥ 1,

➺✠❝➞❣✍④✇❣
C
➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁❡s✠⑩❀①❡➥➢q❩⑩❖①

ρ
➁t❣✢Ï➞①➞❣❄➁✛⑤➢① ✼ ➏✭✽✦➧✼➦❚✉✠➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺❿s✰✉⑥❝➞❾❷✉

Lαi(x̃,Dvjε(x̃)) − Lαi(x̃,Dviε(x̃)) ≤
Ck

ε2
, ∀ i, j ∈ I.

❼➳⑩❀❢✬➋❡⑤➝①❡⑤➝①❡➐✖➺✠⑤➢✉⑥❝ ✼ ➌ ✫ ✽✦➸❂➐❖❣✍✉ Lαi(x̃,Dvjε(x̃)) ≤ Ck/ε2
➸❀➟➠⑩❀④✰❾❖➥➢➥

i
❾❷①➞➁

j
⑤➝①

I,
➟➠⑩❖④★s⑥⑩❖❢❤❣

C
➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁r➫

⑤➝①❡➐❺⑩❖①
ρ
❾❖①➞➁

K
➸❖❾❷①➞➁✬❝❡❣✍①➉➂✢❣❖➸

supα L
α(x̃,Dviε(x̃)) ≤ Ck/ε2

➟➠⑩❀④✄❾❖➥➢➥
i
⑤➝①

I
➧✼♦r⑤➝①➞➂✢❣

Lα ⑤⑧s✄②❡①❡⑤➢➟➠⑩❖④✇❢ ➥➝q
✛✶⑤➢➀➉s⑥➂➃❝❡⑤➢✉⑥➾❀➸➉➺✰❣✬❝➉❾▼➽❖❣✑✉⑥❝➉❾✕✉❺➟➠⑩❖④♠❾❖➥➢➥

i
⑤➢①

I
➸
supα L

α(x̃,Dviε(x̃) − Ck/(λε2)) ≤ 0
➧♠❜★❝➞❣✍④✇❣✢➟➠⑩❖④✇❣ ✼ ➈✾➏✲✽❾❖➥➝s⑥⑩ ❝❡⑩❖➥⑧➁❡s★⑤➝①✱✉✇❝❡⑤⑧s❿➂✍❾❀s◗❣❀➧

✷

✞✠✟ ➮r❒ → ➮ ✖✁� ✄ ☎✝✁✟✞✯✳✢✞✯✁✗✎
i ∈ I

✏✕★✬✤✧✓✡☎✝✁✱✏✕✪✎✪
x ∈ R

N ✧ ✞✖✚ ✏✕✳✢✞

0 ≤ vi − u ≤ Ck1/3, ✼ ➌ ✮ ✽
✧ ✚✜✞✡✁✛✞

C
✤✲✞✴✵✜✞✡★✷✤✢✠✱☎✕★✜✪✦✎ ☎✕★

λ
✏✝★✬✤

K
✓✗✁✆☎✝✍ ✕✬✎ ✛✗✘✞✁

✬ → ❒✜❒✎✍✑✏➴❾✲✽ ➙ ❣➜➀❡④✇⑩✕➽❖❣ ✉✇❝❡❣✙Ï➞④➃s✈✉✖⑤➝①❡❣✾⑦❀②➉❾❷➥➝⑤➩✉✈q➶⑩❷➟ ✼ ➌ ✮ ✽✦➧ ✛✜❣✍✉ w = (u, . . . , u)
➋❙❣✙✉✇❝❡❣✙➽❖❣✾➂✦✉⑥⑩❀④✖➺✠❝❡⑩❂s◗❣

M
➂✍⑩❖❢❤➀❙⑩❖①❡❣❄①❀✉➃s✪❾❖④⑥❣❩❣❄⑦❂②➞❾❷➥➳✉⑥⑩

u
➧ ➙ ❣✱➂✢➥⑧❾❷⑤➝❢✳✉⑥❝➞❾❷✉

w
⑤➝s ❾❈➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q➤s◗②➞➋t➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①➪⑩❷➟ ✼ ➈✾➌✶✽✢➧✁✛✶❣✢✉

ϕ ∈ C2(RN )
➋❙❣✙s◗②➉➂➃❝➴✉✇❝➞❾✕✉

u − ϕ
❝➞❾❖s✑❾✱➥➢⑩t➂❄❾❷➥❁❢✙❾✕➡t⑤➢❢✪②❡❢ ❾✕✉

x0 ∈ R
N ➧ ♦r⑤➝①➞➂✍❣ u ⑤⑧s✑❾❩➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈qs⑥②❡➋t➫➲s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①➶⑩❷➟ ✼ ➈✙✽✢➸✜❣✍⑤➢✉⑥❝❡❣❄④ u(x0) ≤ ψ(x0)

➸✶⑩❖④
supα Lα(x0, u(x0), Dϕ(x0), D

2ϕ(x0)) ≤ 0
➧ ➦❚➟

✉✇❝❡❣✆➥⑧❾✕✉◗✉✇❣✍④✠❝❡⑩❀➥➝➁➞s✍➸r✉✇❝❡❣✍①

Lαi(x0, u(x0), Dϕ(x0), D
2ϕ(x0)) ≤ 0, ∀ i ∈ I.

❼➳⑩❀❢✬➋❡⑤➝①❡⑤➝①❡➐❤➋➉⑩❖✉⑥❝❋➂✍❾❀s◗❣✾s✍➸r⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

min

{

max

(

Lαi(x0, u(x0), Dϕ(x0), D
2ϕ(x0));u(x0) − min

j 6=i
{u(x0) + k}

)

;

u(x0) − ψ(x0)

}

≤ 0, ∀ i ∈ I.

❜★❝➞❣✍④✇❣✢➟➠⑩❖④✇❣
w
⑤⑧sæ❾✑➽r⑤➝s✇➂✢⑩❂s◗⑤➢✉✈q✬s⑥②❡➋t➫➲s◗⑩❀➥➢②❡✉⑥⑤➝⑩❖①❤⑩❷➟ ✼ ➈▼➌✶✽✢➧✄➯✰q✪✉⑥❝❡❣❦➂✍⑩❖❢❤➀➞❾❖④⑥⑤⑧s◗⑩❀①✪➀➞④⑥⑤➝①➞➂✢⑤➝➀❡➥➝❣ ✼ ➥➝❣✍❢❤❢✙❾✬➌❖➍✲✽✦➸❖✉⑥❝❡❣Ï➉④✇s◗✉✠⑤➢①❡❣✾⑦❂②➞❾❷➥➝⑤➩✉✈q❩⑩❷➟ ✼ ➌ ✮ ✽➳❝❡⑩❖➥⑧➁❡s❄➧➋✬✽ ➙ ❣✱①❡⑩✕➺ ➀❡④⑥⑩✕➽❀❣ ✉⑥❝❡❣✛s◗❣✾➂✢⑩❖①➉➁➶⑤➝①❡❣✾⑦❀②➉❾❷➥➝⑤➩✉✈q✧⑤➢① ✼ ➌ ✮ ✽✦➧❋➯✰q➶➥➝❣✍❢❤❢✙❾ ✮ ❾❷①➉➁➤➀❡④⑥⑩❀➀➉⑩❂s◗⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①➪➌❡➸✒➺✰❣➜❝➞❾▼➽❀❣

✉✇❝➞❾✕✉
viε −R ≤ u

➸❂➟➠⑩❖④✠❾❷➥➝➥
i ∈ I

➸❡❾❷①➞➁
x ∈ R

N ➸t➺✠❝❡❣✍④✇❣ R s⑥❾❷✉⑥⑤⑧s✈Ï➞❣✾s ✼ ➈ ✮ ✽✦➧ ❀❿➀➞➀❡➥➢qr⑤➝①❡➐ ✼ ➈ ✫ ✽➳❾❷①➞➁ ✼ ➈✾➆✲✽✦➸⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

vi − u ≤ |vi − vε
i | + |vε

i − viε| + |viε − u| ≤ C

(

k

ε2
+ ε+ k

)

, ∀ i ∈ I, ∀ x ∈ R
N ,

➺✠❝➞❣✍④✇❣
C
➁t❣✍➀❙❣✍①➉➁❡s✙⑩❖①

K, λ, maxi[v
ε
i ]1, [ψ]1

➧ ❧❈⑤➢①❡⑤➝❢❤⑤➢➾❄⑤➢①➞➐➛➺✠⑤➩✉✇❝❴④✇❣❄s⑥➀❙❣❄➂✦✉❤✉✇⑩
ε
➸✰➺➳❣❍⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢① ✉⑥❝❡❣

➁❡❣❄s⑥⑤➢④✇❣❄➁✱②❡➀❡➀❙❣✍④✠➋❙⑩❖②❡①➉➁☛➸❡➺✠⑤➢✉⑥❝
ε = k1/3

➧
✷

é➠Ü✄ï✜éëÝ



�✂✁✄✁✆☎✝✁✟✞✡✠✄☛✌☞✎✍✑✏✝☛✒✞✄✠✔✓✡☎✕✁✖✠✗☛✒☎✙✘✛✚✜✏✢✠✄☛✌☞✣✘✥✤✕☞ ✦✧✞✡✁✛✞✡★✩☛✌☞✣✏✕✪✬✫✭✏✝✍✑✞✄✠✯✮✰☛✎✚✜✞✱✏✲✤✝✳✝✞✡✁✗✠✯✞✟✠✄☛✴☎✗✵✶✵✷☞✎★✭✫✸✘✗✏✢✠✯✞ ➈❀➈

✑✱➮ ✖➪➣t→✁�✁�✄✂ ✞ ☎ ✑✡☛✒✏✝☞✎★ ☛✎✚✜✞ ✠✯✏✝✍✑✞ ✞✄✠✄☛ ☞✎✍✥✏✕☛✴✞ ☛✎✚✜✏✝☛❅☞✎★✑☛❇✚ ✞✰✘✗✏✢✠✯✞ ☎ ✓ ☎✕★✜✪✦✎ ☎✝★✷✞ ✵✬✪ ✏✵✎✶✞✯✁ ✓ ✕ ✠✯✞✛✞✆☎ ✳✞✓❅☛❇✚ ✞✗☎✝✁✛✞✡✍
✳✂✁ ✟✞✝✩✘ ✓ ✑✔✎ ✞✄✢✶☛✒✞✯★✬✤✝☞✎★ ✫✑☛❇✚ ✞ ✠✯✏✝✍✑✞ ✍✑✞✡☛❇✚ ☎✙✤✢✠ ✁

✟ ✠ ☎✜✂✱✩✛✣✱✟ ☎✖✩
u− uh

➙ ❣✖s◗✉✇❾✕✉✇❣✑⑤➢①✛✉⑥❝➞⑤➝s❿s⑥❣❄➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①✛⑩❖②❡④✠❢✙❾❖⑤➢①✛④⑥❣✾s◗②➞➥➩✉➃s✯❁✄✉⑥❝➞❣✆②❡➀❡➀❙❣✍④❦❾❖①➞➁✛➥➢⑩✕➺✰❣✍④✰➋➉⑩❀②❡①➞➁❡s❿⑩❖①
u− uh

➧

✡☞☛✞✌ ✍✏✎☞✎✒✑✔✓✖✕✒✗✙✘✛✚☞✜✢✗✙✚
u− uh

⑨❁❣❄④◗✉✇②❡④⑥➋✱✉⑥❝➞❣✆❣❄⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀① ✼ ➈✙✽★s⑥⑩✙❾❖s➳✉⑥⑩✙⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

min

{

sup
α,|e|≤ε

Lα(x+ e,Duε(x));uε(x) − ψ(x)

}

= 0, x ∈ R
N . ✼ ➌❷➏✲✽

❥❦①➞➁t❣❄④❤❾❀s⑥s⑥②❡❢❤➀t✉✇⑤➢⑩❀①➞s ✼ ❀✖➈✢✽✪❾❖①➞➁ ✼ ❀♠➌✶✽✢➸✺➋rq➛➀❡④✇⑩❖➀❙⑩❀s⑥⑤➩✉✇⑤➢⑩❀① ➌t➸ ✼ ➌❷➏✭✽✖❝➞❾❀s❤❾❈②❡①❡⑤⑧⑦❂②❡❣❍➽r⑤➝s✇➂✢⑩❂s◗⑤➢✉✈q➛s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①
uε ∈ Cb,l(R

N )
➧æ➦➲①❍➽r⑤➢❣❄➺❱⑩❖➟❁❜★❝➞❣✍⑩❖④✇❣✍❢ ➌t➈✆➺✠⑤➢✉⑥❝

k = 0
➸❡➺➳❣✑❝➞❾▼➽❀❣❺✉⑥❝➞❾❷✉

|u− uε| ≤ Cε
➸t➟➠⑩❀④❦s◗⑩❀❢❤❣

C➁❡❣✍➀❙❣✍①➞➁t⑤➝①❡➐✙⑩❀①
λ
➸
K

❾❷①➞➁
[ψ]1

➧✺❹♠❣✢Ï➞①➞❣✑✉⑥❝❡❣✖➂✍⑩❖①❂✉✇❾❀➂✦✉❿➁t⑩❖❢✙❾❖⑤➢①✛⑩❷➟
uε ❾❖s

X(uε) := {x ∈ R
N |uε(x) = ψ(x)}.

✛✶❣✢✉
uε

➋➉❣✰✉✇❝❡❣★❢ ⑩❀➥➢➥➝⑤➢Ï➉➂✍❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①✬⑩❖➟
uε ➸❖➁t❣✍Ï➞①❡❣❄➁ ❾❖s✒⑤➝① ✼ ✭✲✽✦➧✼♦r⑤➝①➞➂✢❣ uε ⑤⑧s❁❾ ✛✶⑤➢➀➞s✇➂➃❝❡⑤➢✉⑥➾✰➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①✜➸❖②❡①❡⑤➢➟➠⑩❖④✇❢ ➥➝q➺✆➧ ④✾➧ ✉

ε > 0
s◗② ✿➜➂✍⑤➢❣❄①❀✉✇➥➢q✱s◗❢✙❾❷➥➝➥❆➸ ✼ ➈✾➍✲✽➳⑤➢❢❤➀❡➥➝⑤➝❣❄s

|uε(x) − uε(x)| ≤ [uε]1ε, ✼ ➌ ✭✲✽
➺✠❝➞❣✍④✇❣

[uε]1
④✇❣✍❢✙❾❷⑤➝①➞s★➋❙⑩❖②❡①➉➁t❣❄➁☛➧

✞✠✟ ➮r❒ → ➮ ✖ ☛✤✣ ✎ ✠✗✠ ✣ ✍✥✞ ☛✎✚✜✏✝☛✚✕✬✎ ✛✗✘ ✓ ✕✬✎✴✳ ✘ ✓ ✕✰✒ ✛✪✘✵✓✗✕✯✒ ✟ ✘ ✚✜☎✝✪ ✤ ✏✕★✬✤ ✪ ✞✡☛✖☛❇✚ ✞❃✏✛✵✶✵✷✁✆☎✔✢✲☞✎✍✑✏✝☛ ☞✣☎✝★ ✠✯✘✛✚✜✞✡✍✑✞
✕ ✳✔✘✟✚✜✏✝✳✝✞✥✏✖✣ ★✜☞✺✹ ✣✜✞✖✠✯☎✕✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★

uh
☞✎★
Cb(R

N )
✁✚✌✷✚✜✞✡★ ✓✩✓✡☎✝✁✖✠ ✣✦✥ ✘✡☞✣✞✯★✜☛ ✪✦✎✥✠✄✍✥✏✕✪✎✪

h > 0
✓ ✧ ✞✖✚ ✏✝✳✝✞

u− uh ≤ Chℓ, ∀ x ∈ R
N , ✼ ✹❖➍✲✽

✧ ✚✜✞✡✁✛✞
ℓ := mini∈J{ki/i}

✓
C
✤✶✞✒✵ ✞✯★✬✤✝✠✥☎✝★✩✪✦✎ ☎✝★

λ
✓
K, [ψ]1

✏✕★✬✤
Kc

✓ ☛✎✚✜✞✑✘✛☎✕★ ✠✄☛✒✏✝★✜☛✌✠
ki
✏✝★✷✤

KC✑✗✞✯☞✎★✭✫❃✤✶✞★✧✔★✷✞✛✤ ☞✎★ ✕✯✒ ✟ ✘✞✁
✬ → ❒✜❒✎✍✑✏ ➙ ❣✆➂✢➥⑧❾❷⑤➝❢✔✉✇❝➞❾✕✉

min{S(h, x, uε(x) −R1, uε −R1);uε(x) −R1 − ψ(x)} ≤ 0, ∀ x ∈ R
N , ✼ ✹❡➈✙✽

➟➠⑩❀④✬s⑥⑩❖❢❤❣
R1 > 0

⑩❷➟★✉⑥❝❡❣➜➟➠⑩❖④✇❢
R1 := λ−1Q(uε) + Cε

➸❁➺✠❝❡❣❄④⑥❣
Q(·)

➺★❾❖s✖➁t❣✍Ï➞①❡❣✾➁➤⑤➢① ✼ ♦ ✹✲✽✖❾❷①➞➁
C
➁❡❣✍➀❙❣✍①➞➁❡s♠⑩❖①➞➥➢q✛⑩❖①

[ψ]1
❾❖①➞➁

[uε]1
➧❦➦➲①➞➁t❣✍❣✾➁☛➸❙➺➳❣✪➺✠⑤➢➥➝➥✒➀➞④⑥⑩✕➽❀❣✖❾➜s◗➥➝⑤➝➐❖❝❂✉⑥➥➝q✛s◗✉⑥④✇⑩❖①➞➐❖❣✍④❦④⑥❣✾s◗②❡➥➢✉❆❁✰➟➠⑩❀④♠❾❷①rq

x ∈ R
N ➸t⑩❖①❡❣✖❾❷✉✠➥➢❣✾❾❖s◗✉★⑩❖➟✒✉✇❝❡❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺✠⑤➢①❡➐✪✉✈➺✰⑩❤s◗✉✇❾❷✉⑥❣❄❢ ❣❄①❂✉✇s★❝❡⑩❀➥➝➁❡s❆❁

uε(x) − Cε ≤ ψ(x), ✼ ✹❀➌❖❾✲✽
S(h, x, uε(x) −KCλ

−1Q(uε), uε −KCλ
−1Q(uε)) ≤ 0. ✼ ✹❂➌✕➋✩✽

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö



➈▼➌ �✂✁☎✄❅✁✝✆✗✤✞✆✯✁✄☞✣✘✠✟☛✡✌☞✍☞✏✎✑☞☛✒✔✓✌✒✩☛✒✞✣✓✡✏✕★✜☞✣✏✖✕✗✎✍✘✙✡✚✒✛✡✜✓✛✢✱☎✤✣ ✠✄★✬✏✲✏✦✥★✧✝✩✍✎✑☞✪✧

➵✄⑤➢➡✱❾❷①
x̃ ∈ R

N ➧ ➙ ❣✆❝➞❾▼➽❀❣❦✉✇❝❡❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺✠⑤➢①❡➐❤❾❷➥➢✉⑥❣❄④⑥①➉❾✕✉⑥⑤➝➽❖❣✲❁
❼ ❀❺♦ ✦ ❀ ❁❋❜★❝❡❣❄④⑥❣❍❣✢➡t⑤⑧s✈✉➃s

y ∈ B(x̃, 2ε)
s⑥②➞➂➃❝✮✉✇❝➞❾✕✉

y ∈ X(uε)
➸æ⑤❆➧ ❣❀➧

uε(y) = ψ(y)
➧ ♦r⑤➢①➉➂✢❣

uε❾❖①➞➁
ψ
❾❖④⑥❣✛②❡①❡⑤➢➟➠⑩❖④✇❢❤➥➢q ✛✶⑤➢➀➉s⑥➂➃❝❡⑤➢✉⑥➾❀➸✺➟➠⑩❀④❤s⑥⑩❖❢❤❣

C
➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁t⑤➝①❡➐➤⑩❖①❡➥➝q➪⑩❖①

[ψ]1
❾❷①➞➁

[uε]1
➸æ➺✰❣✛⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①

✼ ✹❀➌❖❾✲✽➳❾✕✉❿➀❙⑩❖⑤➝①❀✉ x = x̃
➧

❼ ❀❺♦ ✦ ➯ ❁❿❻♠①➞❣✬❝➞❾❀s
X(uε) ∩ B(x̃, 2ε) = ∅

➧ ➙ ❣ ➂✢➥⑧❾❷⑤➝❢ ✉⑥❝➞❾❷✉
uε(· − e)

⑤⑧s✍➸➉➟➠⑩❖④❺❾❷➥➝➥
e ∈ B(0, ε)

➸❭❾
➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q➜s⑥②❡➋t➫➲s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①✛⑩❷➟

sup
α
Lα(x,Dw(x)) = 0, x ∈ B(x̃, ε). ✼ ✹✶✹✲✽

➵✄⑤➢➡
e1 ∈ B(x̃, ε)

➸❭❾❷①➞➁❈➥➢❣✍✉
ϕ ∈ C2(RN )

➋❙❣✪s⑥②➞➂➃❝❋✉⑥❝➉❾✕✉
uε(· − e1) − ϕ(·)

❝➞❾❖s❺❾✙➥➝⑩r➂❄❾❷➥✒❢❤❾❷➡t⑤➢❢✪②❡❢
❾❷✉✖❾✱➀❙⑩❖⑤➝①❂✉

xe1
∈ B(x̃, ε)

➧❤❜★❝➞❣✍①
uε(·) − ϕ(· + e1)

❝➉❾❖s✑❾✛➥➢⑩t➂✍❾❖➥✼❢✙❾✕➡t⑤➢❢✪②❡❢✤❾❷✉
xe1

− e1
➧➜♦r⑤➝①➞➂✢❣

xe1
− e1 ∈ B(x̃, 2ε)

➸❡❾❖①➞➁✛❝❡❣✍①➞➂✍❣❖➸
xe1

− e1 /∈ X(uε)
➸❡➺✰❣✑❝➞❾▼➽❖❣❀➸t➺✠❝❡❣✍①❡❣❄➽❖❣❄④

|e| ≤ ε
➸

sup
α,|e|≤ε

Lα(xe1
− e1 + e, uε(xe1

− e1), Dϕ(xe1
), D2ϕ(xe1

)) ≤ 0.

❜✄❾❷➹r⑤➝①❡➐
e = e1

➸t➺➳❣✆❝➉❾▼➽❖❣

sup
α
Lα(xe1

, uε(xe1
− e1), Dϕ(xe1

), D2ϕ(xe1
)) ≤ 0.

❜★❝➞⑤➝s✙➀➞④⑥⑩✕➽❀❣❄s✪⑩❖②❡④❩➂✍➥➝❾❖⑤➢❢ ✉⑥❝➞❾❷✉
uε(· − e1)

⑤➝s➜❾✧➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q✮s⑥②❡➋t➫➲s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①❴⑩❷➟ ✼ ✹✶✹✭✽✦➧❱♦t⑤➢①➞➂✍❣
e1

⑤➝s✙❾❖①
❾❖④⑥➋➞⑤➩✉✇④✇❾❖④⑥q➜➀❙⑩❖⑤➝①❂✉❦⑩❷➟

B(0, ε)
➸
uε(· − e)

⑤➝s♠❾✙➽r⑤➝s✇➂✢⑩❂s◗⑤➢✉✈q✱s⑥②❡➋t➫➲s◗⑩❀➥➢②❡✉⑥⑤➝⑩❖①❍⑩❷➟ ✼ ✹✲✹✲✽✢➸❡➟➠⑩❖④♠❾❷➥➝➥ |e| ≤ ε
➧✠♦t⑤➢①➞➂✍❣

uε(·)
⑤➝s★❾

C∞ ➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①✜➸❡❾❖①➞➁➜⑤➢✉✠⑤➝s✰➥➝⑤➢❢❤⑤➢✉✠⑩❷➟✒➂✍⑩❖①r➽❖❣✍➡❤➂✍⑩❖❢✬➋➞⑤➢①➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①✱⑩❷➟
uε(· − e) ✼ s◗❣❄❣✪➘➝➈❷➸t➥➝❣✍❢❤❢✙❾✱❀✬➧ ✹

❾❖①➞➁✙➥➝❣✍❢❤❢✙❾✪➌❡➧ ✮ ➷✎✽✢➸❀❝❡❣❄①➞➂✢❣❀➸t❾❷➀❡➀❡➥➝qr⑤➢①➞➐ ✼ ➘➝➈❖➸r➥➝❣✍❢❤❢✙❾✪➌t➧ ✮ ➷❇✽✦➸r➺✰❣❦➂✍❾❖①❩s✇❾▼q✬✉✇❝➞❾✕✉ uε(·)
⑤⑧s➳❾✪s◗②❡➋❡➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①✙⑩❖➟

✼ ✹✶✹✭✽æ⑤➝①✛✉⑥❝❡❣✖➂✍➥➝❾❀s⑥s⑥⑤⑧➂✍❾❷➥☛s⑥❣✍①➞s⑥❣❖➧✼❜★❝❡⑤⑧s✠⑤➝❢❤➀❡➥➢⑤➝❣❄s

sup
α
Lα(x̃,Duε(x̃)) ≤ 0. ✼ ✹❖➇✭✽

➯✰q❺➂✢⑩❖①➉s◗⑤⑧s✈✉✇❣✍①➞➂✍q❖➸
S(h, x̃, uε(x̃), uε) ≤ KCQ(uε).

❀❿➀❡➀➞➥➢qr⑤➝①❡➐ ✼ ♦☛➈✙✽❙➺✠⑤➢✉⑥❝ u = v = uε−KCλ
−1Q(uε)

➸
r = uε(x̃) − KCλ

−1Q(uε)
➸✶❾❷①➉➁

m = KCλ
−1Q(uε)

➸✜⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝① ✼ ✹❀➌✕➋✬✽♠❾❷✉❺➀❙⑩❖⑤➝①❂✉ x = x̃
➧❤❼➳⑩❀❢✬➋❡⑤➝①t➫

⑤➝①❡➐➤➂✍❾❀s◗❣✾s ❀ ❾❖①➞➁✮➯✔➺➳❣❍⑩❖➋❡✉✇❾❷⑤➝① ✼ ✹❡➈✢✽✦➧✂♦r⑩
uε − R1

⑤⑧s✙❾✧s◗②❡➋❡➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖① ⑩❷➟ ✼ ➌✶✽✢➧❴➯✰q➛✉✇❝❡❣✍⑩❀④⑥❣❄❢ ➇➞➸
uε −R1 ≤ uh

➸t⑤â➧ ❣❖➧➝➸
u− uh ≤ KCλ

−1Q(uε) + Cε,
➺✠❝➞❣✍④✇❣

C
➁t❣✍➀❙❣✍①➉➁❡s✠⑩❖①

[uε]1
❾❖①➞➁

[ψ]1
➧✺❥❦s⑥⑤➢①❡➐

Q(uε) =
∑

i∈J |Diuε|h
ki
➸✜❾❷①➞➁ ✼ ➈❖➈✢✽✦➸❭⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝① Q(uε) ≤ C

∑

i∈J ε
1−ihki

➧✆❜★❝❡❣✪④✇❣❄s⑥②❡➥➢✉❦➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺❿s❿➋rq
s⑥❣✢✉⑥✉⑥⑤➝①❡➐

ε = maxi∈J h
ki/i ➧

✷

✡☞☛✁� ✂ ✗☎✄ ✑✔✓ ✕✒✗✙✘☞✚✛✜ ✗✙✚
u− uh

➙ ❣✆➀❙❣✍④⑥✉⑥②❡④✇➋❩✉✇❝❡❣✖s⑥➺✠⑤➩✉➃➂➃❝❡⑤➢①➞➐❤s⑥qts✈✉✇❣✍❢ ✼ ➈✾➌✲✽✰❾❖s✰➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺❿s

min{max( inf
|e|≤ε

Lαi(x+ e,Dvε
i (x)); v

ε
i (x) − min

j 6=i
{vε

j (x) + k}); vε
i (x) − ψ(x)} = 0, ✼ ✹❀➆✲✽

é➠Ü✄ï✜éëÝ
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➟➠⑩❀④✱❾❖➥➢➥
i ∈ I

❾❖①➞➁
x ∈ R

N ➧ ➯✰q❴➥➢❣❄❢❤❢❤❾❴➌❷➍➞➸★✉⑥❝❡⑤⑧s❍s◗qts◗✉⑥❣✍❢✏❝➞❾❀s❩❾✮②❡①❡⑤⑧⑦❀②➞❣➴➽r⑤➝s✇➂✢⑩❂s◗⑤➢✉✈q s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①
vε = (vε

1, . . . , v
ε
M )

⑤➝①
Cb,l(R

N )M ➧✂❼➳⑩❀①➞s◗⑤⑧➁t❣❄④
vε
➸➳✉⑥❝➞❣✛❢❤⑩❀➥➢➥➝⑤➩Ï❙➂✍❾✕✉✇⑤➢⑩❀① ⑩❖➟

vε ➸✰➁❡❣✢Ï➞①❡❣✾➁ ❾❀s ⑤➢① ✼ ✭✭✽✦➧
♦t⑤➢①➞➂✍❣

vε ⑤⑧s✆❾✟✛✶⑤➢➀➉s⑥➂➃❝❡⑤➢✉⑥➾ ➟➠②❡①➉➂✦✉⑥⑤➝⑩❖①✶➸☛②❡①❡⑤➢➟➠⑩❖④✇❢ ➥➝q❈➺✆➧ ④❄➧ ✉❄➧ ε > 0
s⑥② ✿➜➂✢⑤➝❣✍①❂✉⑥➥➝q➴s⑥❢✙❾❷➥➝➥â➸☛❾❷➀➞➀❡➥➢qr⑤➝①❡➐✛➥➢❣❄❢ ❢✙❾

✼ ➌t➈✢✽➳❾❖①➞➁ ✼ ➈❄➍✭✽✰➺➳❣✑❝➞❾▼➽❀❣

|vi − vε
i | ≤ Cε, |vε

i − viε| ≤ max
i

[vε
i ]1ε, ✼ ✹ ✫ ✽

➺✠❝➞❣✍④✇❣
C
➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁❡s✠⑩❀①

λ,K
❾❷①➞➁

[ψ]1
➸➉❾❷①➞➁

maxi[v
ε
i ]1

④✇❣✍❢✙❾❷⑤➝①➞s★➋❙⑩❖②❡①➉➁t❣❄➁☛➧
�➳➮ ✖ ✖➪➣ ☛✡☛ ☞ ✞✯☛

x0 ∈ R
N ✓

i0 ∈ arg minj∈I vjε(x0)
✓ ✏✕★✬✤ ✏✢✠✗✠ ✣ ✍✥✞✟☛✎✚✜✏✝☛

ε ≤ (12sup
i

[vε
i ]1)

−1k. ✼ ✹ ✮ ✽

✌✷✚✜✞✡★ ☛✎✚✜✞ ✓✡☎✕✪✎✪ ☎✵✧ ☞✎★ ✫ ✠✗☛✒✏✝☛✒✞✯✍✥✞✯★✜☛✌✠ ✚✜☎✝✪ ✤

vε
i0(y) < vε

j (y) + k,
✓✡☎✝✁✱✏✕✪✎✪

j ∈ I,
✏✝★✷✤

y ∈ B(x0, 2ε), ✼ ✹❀➏✲✽

sup
α
Lα(x0,Dvi0ε(x0)) ≥ 0. ✼ ✹ ✭✲✽

✬ → ❒✜❒✎✍✑✏ ➙ ❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺ ✉⑥❝➞❣✆❢ ❣✍✉⑥❝❡⑩t➁✛⑩❷➟ ✼ ➘Ù➌t➸ ✛✶❣✍❢❤❢✙❾✥✹❡➧ ➇❷➷❇✽✦➧❾✭✽ ✛✜❣✢✉❿②➉s★➀❡④⑥⑩✕➽❀❣ ✼ ✹❖➏✭✽✦➧æ♦r⑤➝①➞➂✢❣ i0 ∈ argminj∈I vjε(x0)
➸

vi0ε(x0) − min
j 6=i0

{vjε(x0) + k} = max
j 6=i0

{vi0ε(x0) − vjε(x0) − k} ≤ −k. ✼ ➇❀➍✭✽

♦t⑤➢①➞➂✍❣❺➟➠⑩❖④❿❣❄➽❖❣✍④✇q
i
➸
vε

i

⑤⑧s✄✛✜⑤➝➀➞s✇➂➃❝❡⑤➩✉✇➾❖➸t➺✰❣✖❾❷➀❡➀➞➥➢q ✼ ➈❄➍✭✽➳❾❖①➞➁✱➺➳❣✆❝➞❾▼➽❀❣❦✉✇❝➞❾✕✉

vε
i0(x0) − min

j 6=i0
{vε

j (x0) + k} ≤ −k + 2εmax
i

[vε
i ]1,

❾❖①➞➁☛➸r➟➠⑩❀④❿❾❷➥➝➥
y ∈ B(x0, 2ε)

➸

vε
i0(y) − min

j 6=i0
{vε

j (y) + k} ≤ −k + 4max
i

[vε
i ]1(ε+ |x0 − y|) < −k + 12εmax

i
[vε

i ]1.

❜✄❾❷➹r⑤➝①❡➐
ε ≤ (12 maxi[v

ε
i ]1)

−1k
➸t⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝① ✼ ✹❖➏✭✽✦➧➋✬✽ ➙ ❣✆➀❡④✇⑩✕➽❖❣ ✼ ✹ ✭✲✽✢➧ ➙ ❣✖➂✢➥⑧❾❷⑤➝❢ ✉✇❝➞❾✕✉

vε
i0

(· − e)
⑤⑧s✍➸❡➟➠⑩❖④❿❾❷➥➝➥

|e| ≤ ε
➸➉❾✪➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q➜s⑥②❡➀❙❣✍④⑥➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①✱⑩❖➟

Lαi0 (x,Dw(x)) = 0, x ∈ B(x0, ε). ✼ ➇➉➈✙✽
➵✄⑤➢➡

e1 ∈ B(0, ε)
➸❂❾❖①➞➁✙➥➝❣✢✉

ϕ ∈ C2(RN )
➋❙❣❺s⑥②➞➂➃❝✙✉✇❝➞❾✕✉

vε
i0

(· − e1)−ϕ(·)
❝➞❾❖s✰❾✖➥➝⑩t➂✍❾❖➥➞❢❤⑤➢①➞⑤➢❢✪②❡❢✔❾✕✉

xe1
∈ B(x0, ε)

➧✰❜★❝❡❣❄①
vε

i0 (·) − ϕ(· + e1)
❝➞❾❖s❦❾❤➥➢⑩t➂✍❾❖➥✜❢❤⑤➢①➞⑤➢❢✪②❡❢ ❾❷✉

xe1
− e1 ∈ B(x0, 2ε)

➧★♦r⑤➝①➞➂✢❣
vε(·)

⑤⑧s✠❾✪➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q✙s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①✛⑩❷➟ ✼ ✹❂➆✶✽✦➸t❾❖①➞➁ vε
i0

(x0) − minj 6=i0{v
ε
j (x0) + k} ≤ 0

➋❂q ✼ ✹❖➏✭✽✦➸t➺✰❣♠❝➉❾▼➽❖❣✉✇❝➞❾✕✉
inf
|e|≤ε

Lαi0 (xe1
− e1 + e, vε

i0(xe1
− e1), Dϕ(xe1

), D2ϕ(xe1
)) ≥ 0, ∀ |e| ≤ ε.

➦➲①❤➀➞❾❖④◗✉✇⑤➝➂✍②❡➥⑧❾❷④✾➸✕➟➠⑩❖④
e = e1

➸❂➺➳❣★⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢① ✉⑥❝➉❾✕✉
vε

i0 (·−e1)
⑤⑧s✺❾❺➽r⑤➝s✇➂✢⑩❂s◗⑤➢✉✈q✬s⑥②❡➀➉❣❄④◗➫➲s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖① ⑩❷➟ ✼ ➇➉➈✙✽✦➧✼♦r⑤➝①➞➂✢❣

e1
⑤➝s✰❾❷①❩❾❖④⑥➋➞⑤➩✉✇④✇❾❖④⑥q ➀➉⑩❀⑤➢①❂✉✰⑤➢①

B(0, ε)
➸r➺➳❣♠⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①✙✉⑥❝➉❾✕✉

vε
i0

(· − e)
⑤➝s❄➸❂➟➠⑩❖④➳❾❖➥➢➥

e ∈ B(0, ε)
➸r❾✖➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q
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vε

i0
(· − e)

➸✺❾❖①➞➁➪❾❈s⑥❢❤⑩r⑩❷✉⑥❝
➟➠②➞①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①✜➸

vi0ε(·)
⑤⑧s✙❾✧➂✢➥⑧❾❖s✇s◗⑤⑧➂✍❾❖➥✰s⑥②❡➀❙❣✍④⑥➫❚s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖① ⑩❖① ✼ ➇➞➈✢✽✦➸æ❾❖①➞➁ ❝❡❣✍①➞➂✍❣

Lαi0 (x0,Dvi0ε(x0)) ≥ 0
✾

④✇❣✍➥⑧❾✕✉✇⑤➢⑩❀① ✼ ✹✞✭✲✽➳➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺❿s❄➧✷
❹♠❣✢Ï➞①➞❣✑✉⑥❝❡❣✑✉✈➺✰⑩ ➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺✠⑤➝①❡➐✙s◗❣✍✉✇s❆❁

X := {x ∈ R
N |uh(x) = ψ(x)}; Y := {x ∈ R

N |S(h, x, uh, [uh]x) = 0}.
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x ∈ Y
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uh(x) − u(x) ≤ Chℓ, ✼ ➇❂➌✶✽
✧ ✚✜✞✡✁✛✞

ℓ := mini∈J{ki/(3i− 2)}
✏✕★✬✤
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✤✶✞✒✵ ✞✯★✬✤✝✠✱☎✝★✜✪ ✎ ☎✝★

λ
✓
K

✏✕★✬✤
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1, . . . , v
ε
M )

❾❖①➞➁➜❢❤⑩❀➥➢➥➝⑤➩Ï❙➂✍❾✕✉✇⑤➢⑩❀①
vε = (v1ε, . . . , vMε)

➧ ✛✶❣✢✉
w(y) := mini viε(y)

➧✺❹♠❣✢Ï➞①❡❣

m := sup
y∈Y

{uh(y) − w(y)} = sup
i∈I,y∈Y

{uh(y) − viε(y)}. ✼ ➇✭✹✲✽

✛✶❣✢✉
φ(y) := (1 + |y|2)1/2

➧✔❀❦①❍❾❖➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➜⑩❷➟
m

⑤⑧s✍➸r➟➠⑩❀④
k > 0

➸t➐❀⑤➢➽❀❣✍①✛➋❂q

mk := sup
y∈Y

{uh(y) − w(y) − kφ(y)}. ✼ ➇❖➇✭✽

♦t⑤➢①➞➂✍❣
uh

❾❷①➞➁
w
❾❷④✇❣✬➋❙⑩❖②➞①➞➁t❣❄➁✜➸

φ
⑤➝s❺➂✢⑩r❣❄④✇➂✍⑤➢➽❀❣✪❾❷①➉➁

Y
⑤⑧s✑❾❩➂✢➥➝⑩❀s⑥❣❄➁➴s◗❣✍✉❄➸❭✉⑥❝➞❣ s⑥②❡➀❡④✇❣✍❢✪②❡❢ ⑤➢① ✼ ➇❀➇✭✽✠⑤⑧s❾❷✉◗✉➃❾❷⑤➝①❡❣❄➁✛❾✕✉❦s⑥⑩❖❢❤❣✑➀➉⑩❀⑤➢①❂✉

x0 ∈ Y
➧✺➯➳q➜✉⑥❝❡❣✖➁t❣✍Ï➞①❡⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①❍⑩❷➟

w
➸❡➺✰❣✆❾❷➥⑧s◗⑩❤❝➞❾▼➽❀❣

x0 ∈ arg max
y∈Y

{uh(y) − vi0ε(y) − kφ(y)}, ✼ ➇❂➆✲✽

➺✠❝➞❣✍①
i0 ∈ argminj∈I vjε(x0)

➧✼➦➲①❍➀➞❾❷④⑥✉⑥⑤⑧➂✢②➞➥➝❾❖④❄➸

mk ≥ uh(y) − vi0ε(y) − kφ(y),
➟➠⑩❖④❿❾❷➥➝➥

y ∈ Y. ✼ ➇ ✫ ✽
✛✶❣✢✉

ε
➋❙❣✑s⑥②➞➂➃❝❩✉⑥❝➞❾❷✉ ✼ ✹ ✮ ✽æ❝➞⑩❖➥⑧➁❡s✍➧ ❀❦➀❡➀❡➥➝q❂⑤➝①❡➐❤➥➝❣✍❢❤❢✙❾❩➈❀➈❖➸t❾❷①➞➁✛s⑥⑤➢①➞➂✍❣❦✉✇❝❡❣❺Ï➞④➃s✈✉❿❾❷①➉➁✙✉⑥❝➞❣✑s⑥❣❄➂✍⑩❖①➞➁❩⑩❖④➃➁t❣✍④➁❡❣✍④✇⑤➢➽✕❾✕✉✇⑤➢➽❀❣❄s✑⑩❖➟

φ
❾❷④✇❣✙➋❙⑩❖②❡①➞➁❡❣❄➁☛➸✄➺➳❣✙❝➉❾▼➽❖❣

supα Lα(x0,D(vi0ε + kφ)(x0)) ≥ −Ck.
❼➳⑩❖❢✬➋➞⑤➢①❡⑤➝①❡➐

➺✠⑤➢✉⑥❝ ✼ ♦❭➈✙✽✢➸ ✼ ♦ ✹✭✽✦➸ ✼ ➇❖➇ ✽➳❾❖①➞➁ x0 ∈ Y
➸❡➐❀❣✢✉

−Ck −KCQ(vi0ε + kφ) ≤ S(h, x0, (vi0ε + kφ)(x0), vi0ε + kφ)
≤ S(h, x0, uh(x0) −mk, uh −mk)
≤ −λmk + S(h, x0, uh(x0), uh) = −λmk.

➙ ❣✆⑩❖➋❡✉✇❾❷⑤➝①
λmk ≤ KCQ(vi0ε + kφ) + Ck.

⑨✼❾❖s✇s⑥⑤➢①❡➐ ✉✇⑩✪✉✇❝❡❣✆➥➝⑤➢❢❤⑤➢✉❄➸❡➐❀❣✢✉

m ≤ KCQ(vi0ε). ✼ ➇ ✮ ✽

é➠Ü✄ï✜éëÝ



�✂✁✄✁✆☎✝✁✟✞✡✠✄☛✌☞✎✍✑✏✝☛✒✞✄✠✔✓✡☎✕✁✖✠✗☛✒☎✙✘✛✚✜✏✢✠✄☛✌☞✣✘✥✤✕☞ ✦✧✞✡✁✛✞✡★✩☛✌☞✣✏✕✪✬✫✭✏✝✍✑✞✄✠✯✮✰☛✎✚✜✞✱✏✲✤✝✳✝✞✡✁✗✠✯✞✟✠✄☛✴☎✗✵✶✵✷☞✎★✭✫✸✘✗✏✢✠✯✞ ➈▼➆

➦➲①❋➂✍⑩❖①➞➂✍➥➢②➞s⑥⑤➝⑩❖①✜➸r➺✰❣✑➂❄❾❷①❋s✇❾▼q❤✉⑥❝➞❾❷✉✠➟➠⑩❖④
x ∈ Y

❾❷①➞➁❩➟➠⑩❖④❿❣❄➽❖❣❄④⑥q
i ∈ I

➸

sup
y∈Y

{uh(y) − u(y)} ≤ m+ sup
y∈Y

{w(y) − u(y)}

≤ m+ sup
y∈Y

{w(y) − viε(y)} + sup
y∈Y

{viε(y) − vε
i (y)}

+sup
y∈Y

{vε
i (y) − vi(y)} + sup

y∈Y
{vi(y) − u(y)}. ✼ ➇❀➏✭✽

❀❦➀❡➀❡➥➝qr⑤➢①❡➐ ✼ ✹ ✫ ✽✢➸ ✼ ➌ ✮ ✽✢➸❡❾❷①➞➁❩✉⑥❝❡❣✑➟Õ❾❀➂✦✉✠✉✇❝➞❾✕✉ w(y) ≤ viε(y)
➟➠⑩❀④❿❾❷➥➝➥

i ∈ I
➸❡➺✰❣❺⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

sup
y∈Y

{uh(y) − u(y)} ≤ m+ Cε+ Ck1/3. ✼ ➇ ✭✲✽

➺✠❝➞❣✍④✇❣
C
➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁❡s✠⑩❀①

K,λ, [ψ]1
❾❷①➞➁

maxi[v
ε
i ]1

➧✺❥❦s⑥⑤➢①➞➐ ✼ ➇ ✮ ✽➳❾❖①➞➁✛➥➢❣❄❢❤❢❤❾✛➈❀➸t➺➳❣✆⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

u− uh ≤ KCQ(vi0ε) + Cε+ Ck1/3, ∀ x ∈ Y.

❜★❝➞❣❺④✇❣❄s⑥②❡➥➢✉✠➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺❿s✰➋rq❩s⑥❣✢✉⑥✉⑥⑤➝①❡➐
ε = maxi∈J h

3ki
3i−2

❾❷①➉➁❩②➞s⑥⑤➝①❡➐ ✼ ✹ ✮ ✽✦➧✷
✞✠✟ ➮r❒ → ➮ ✖ ☛ ✂☎✄ ★✷✤✶✞✯✁ ✏✢✠✗✠ ✣ ✍✧✵✬☛ ☞✣☎✝★ ✠ ✕ ✎✫✛✪✘ ✓✴✕ ✎ ✳ ✘❃✏✕★✬✤ ✕✯✒ ✛✗✘✵✓✗✕✰✒ ✟✗✘ ✓ ✏✝★✬✤✸✏✝✠✛✠ ✣ ✍ ☞✎★✭✫❃☛❇✚ ✏✕☛ ✕✩✳✔✘✑✚✜✏✢✠ ✏
✣ ★✩☞✺✹ ✣✜✞ ✠✯☎✝✪ ✣ ☛ ☞✣☎✝★

uh
☞✎★
Cb,l(R

N )
✓ ✧ ✞✖✚ ✏✕✳✢✞✱☛❇✚ ✏✝☛

uh − u ≤ Chℓ, ∀ x ∈ R
N , ✼ ➆❷➍✲✽

✧ ✚✜✞✡✁✛✞
ℓ = mini∈J{ki/(3i− 2)}

✏✝★✷✤
C
✤✶✞✒✵✜✞✡★✷✤✢✠✱☎✝★✩✪✦✎ ☎✝★

λ
✓
K
✏✝★✷✤

Kc
✁

✬ → ❒✜❒✎✍✑✏æ➦❚➟
x ∈ X

➺➳❣♠❝➞❾▼➽❖❣❦✉⑥❝➞❾❷✉
uh(x) = ψ(x) ≤ u(x)

➸r✉⑥❝➞❣✍④✇❣✢➟➠⑩❖④✇❣ ✼ ➆❷➍✭✽✺❝❡⑩❀➥➝➁➞s✍➧❁➦❚➟ x ∈ Y
➸❂✉✇❝❡❣✍①✱➋❂q

✉✇❝❡❣✍⑩❀④⑥❣❄❢ ➇➞➸r➺➳❣❺❝➞❾▼➽❀❣❿✉⑥❝➉❾✕✉
uh(x)− u(x) ≤ Chℓ ➧✺♦r⑤➝①➞➂✢❣ X ∪ Y = R

N ➸❂✉✇❝❡❣✆➂✢⑩❖①➉➂✢➥➝②➞s◗⑤➝⑩❖①➜➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺❿s❄➧
✷

✡☞☛✁� ✂☎✄✝✆✤✑ ✚✟✞✡✠✞✗✙✚☛✆ ✗☞✆✍✌ ✑✏✎✒✑✓✞ ✑ ✗✕✔✖✑☞✎ ✗✘✗ ✎✟✑✓✎✙✆✚✎ ✗ ✚✘✆✤✓ ✗✜✛✢✞ ✑✣✆
➦➲①✛✉✇❝❡⑤➝s♠s◗❣✾➂✦✉✇⑤➢⑩❀①✛➺✰❣✖s⑥❝❡⑩✕➺ ✉✇❝➞❾✕✉❦⑩❀②❡④✠④✇❣❄s⑥②❡➥➩✉➃s✠❣✢➡r✉✇❣✍①➞➁✱✉⑥⑩❤✉✇❝❡❣✬➂❄❾❖s⑥❣✆⑩❷➟✼❾❤➀❡④⑥❣✾➂✢⑩❀❢ ➀➉❾❖➂✦✉❿s⑥❣✢✉❿⑩❖➟✼➂✍⑩❖①❂✉⑥④✇⑩❖➥⑧s❄➧
➙ ❣✧❣✍①➞➁t⑩✕➺✞✉✇❝❡❣➤s◗❣✍✉✛⑩❖➟✪➂✢⑩❀①❀✉✇④⑥⑩❀➥➝s❩➺✠⑤➩✉✇❝ ✉✇❝❡❣✧➁❡⑤➝s◗✉✇❾❖①➞➂✢❣

d(α, α′) := |Φα − Φα′

|0
➸♠➺✠❝❡❣❄④⑥❣

Φα :=
(aα, bα, cα, fα)

➧ ➙ ❣❤s⑥②❡➀❡➀❙⑩❀s⑥❣✖✉⑥❝➉❾✕✉
supα∈A |Φα|1 < +∞

➧♠⑨æ④⑥❣✾➂✢⑩❖❢❤➀➞❾❀➂✦✉✇①❡❣❄s✇s❿⑩❖➟
A
⑤➝s♠❣❄⑦❂②❡⑤➝➽✕❾❷➥➝❣✍①❂✉

✉✇⑩ ✉⑥❝❡❣✑➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➢①➞➐❤➂✍⑩❖①➞➁❡⑤➩✉✇⑤➢⑩❀①❅❁

✼ ❀✰✹✲✽➜➟➠⑩❖④✠❣❄➽❖❣✍④✇q δ > 0
➸❡✉⑥❝❡❣❄④⑥❣✆❾❷④✇❣

M ∈ N
❾❖①➞➁

{αi}
M
i=1 ⊂ A

➸➞s⑥②➞➂➃❝✱✉⑥❝➞❾❷✉

sup
α∈A

inf
1≤i≤M

(|σα − σαi |0 + |bα − bαi |0 + |cα − cαi |0 + |fα − fαi |0) ≤ δ.

❼➳⑩❀①➞s⑥⑤➝➁t❣❄④✰✉⑥❝❡❣✆➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q➜s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①
u
⑩❖➟

min{sup
α∈A

Lα(x,Du(x));u(x) − ψ(x)} = 0, x ∈ R
N .

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö
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✦ ➡r⑤⑧s◗✉⑥❣✍①➉➂✢❣❖➸t②➞①❡⑤➝➂✍⑤➩✉✈q✱❾❷①➞➁✓✛✜⑤➝➀➞s⑥➂➃❝➞⑤➩✉✇➾✍①❡❣✾s⑥s✰⑩❷➟
u
❾❷④✇❣♠➀❡④✇⑩✕➽❖❣✾➁✙⑤➝①➶➘➝➈❖➈❷➸t➥➝❣✍❢❤❢✙❾ ❀✖➧➝➈✢➷❚➧✺➵✒⑤➢➡

δ
❾❷①➞➁✱➂✢⑩❖①➉s◗⑤⑧➁t❣✍④

wδ
✉⑥❝➞❣✆➽❂⑤⑧s✇➂✢⑩❀s⑥⑤➢✉✈q➜s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①❍⑩❷➟

min{ sup
i∈IM

Lαi(x,Dwδ(x));wδ(x) − ψ(x)} = 0, x ∈ R
N ,

➺✠❝➞❣✍④✇❣
IM := {1, . . . ,M}

➸
M

➐❖⑤➝➽❖❣✍①✬➋❂q ✼ ❀✧✹✲✽✢➧ ❀♠s✄⑤➢① ✼ ➘ ➌❡➸✕➥➢❣❄❢❤❢❤❾ ✹❡➧ ✹✕➷❇✽✦➸▼➺✰❣➳➂❄❾❷①✬s⑥❝❡⑩✕➺✆➸▼➋rq✖❾❖➁❡❾❖➀t✉⑥⑤➝①❡➐✉✇❝❡❣✆❢❤❣✢✉✇❝❡⑩t➁❡s✍➸❡✉⑥❝➞❾❷✉
|u− wδ|0 ≤ Cδ, ✼ ➆❡➈✙✽

➺✠❝➞❣✍④✇❣
C
➁t❣✍➀❙❣✍①➞➁➞s✜⑩❖①➞➥➢q❺⑩❖①

K
❾❖①➞➁

λ
➧✄➦❚➟t➺➳❣✺①➞⑩❷✉⑥❣

uh
✉⑥❝❡❣➳❾❷➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①❺⑩❷➟

u
❾❖①➞➁

wh,δ
✉✇❝❡❣➳❾❖➀❡➀❡④✇⑩▼➡r➫

⑤➝❢✙❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✖⑩❷➟
wδ
➸▼✉✇❝❡❣✍①✪➺➳❣➳❝➞❾▼➽❖❣

uh ≤ wh,δ
➸❷❾❷①➞➁

wh,δ−wδ ≤ Chγ̄ ➸✕➺✠❝➞❣✍④✇❣ γ̄ = mini∈J{ki/(3i−2)}
➸

ki
➐❖⑤➝➽❖❣❄①➜➋rq ✼ ♦ ✹✭✽✦➧✺➵❡④✇⑩❖❢ ✉✇❝❡❣❺➀❡④⑥⑩r⑩❖➟✶⑩❷➟✶➀➞④⑥⑩❀➀➉⑩❂s◗⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①❈➈▼➌t➸r➺✰❣❺➂❄❾❷①❩s⑥❣✍❣♠✉⑥❝➞❾❷✉

C
⑤➝s✰⑤➝①➞➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁t❣✍①❂✉✠⑩❷➟✒✉⑥❝❡❣

s⑥⑤➝➾✍❣✑⑩❷➟
IM

➧✺❜★❝➞❣✍①❍➺➳❣✑❝➞❾▼➽❀❣❺✉⑥❝➞❾❷✉

−Chγ ≤ uh − u ≤ uh − wh,δ + wh,δ − w + w − u ≤ Chγ̄ + C1δ, ✼ ➆❖➌✶✽
➺✠❝➞❣✍④✇❣

γ = mini∈J{ki/i}
➸
γ̄ = mini∈J{ki/(3i − 2)}

➸
ki
➐❖⑤➝➽❖❣✍①✧➋rq ✼ ♦ ✹✲✽✢➧ ❀❿➥➝➥æ➂✢⑩❀①➞s◗✉✇❾❷①❂✉➃s✑➋➉❣❄⑤➢①❡➐

⑤➝①➞➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁t❣❄①❀✉✑⑩❷➟æ✉⑥❝❡❣❤s◗⑤➝➾✍❣✪⑩❷➟
IM

➸❙✉⑥❝➞❣✍①➴➺✰❣❤➂✍❾❷①➶➂➃❝❡⑩r⑩❀s⑥❣
δ
⑩❷➟æ✉⑥❝❡❣ ⑩❖④➃➁t❣✍④♠⑩❷➟

hγ̄ ❾❷①➞➁❋➺✰❣✬⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①➴✉⑥❝❡❣
s✇❾❷❢❤❣✑④✇❣❄s⑥②❡➥➩✉❿❾❀s★⑤➢①✛✉⑥❝➞❣✍⑩❖④✇❣✍❢✤➈❆✹❡➧
✑✱➮ ✖➪➣t→✁� ☛ ✡ ✧✡☛ ✍✑✏✵✎✖✚ ✏✛✵✲✵ ✞✯★✸☛✎✚✜✏✝☛✔☎✝★✩✪✦✎

wh,δ
☞ ✠✰✏✲✘✡☛✯✣✜✏✝✪✎✪ ✎ ✘✗☎✝✍✧✵★✣ ☛✒✞✗✤ ✓ ✏✕★✬✤✟☞✎★ ☛❇✚ ✏✕☛✔✘✛✏✝✠✯✞✧☞✎☛ ☞ ✠✑✣ ✠✯✞✌✓ ✣ ✪

☛✒☎ ✞✡✠✄☛✌☞✎✍✑✏✝☛✒✞
u− wh,δ

✁✑✒✩☞✎★✷✘✛✞
|u− wδ| ≤ Cδ

✓✔☞✎☛✷✓✡☎✝✪✎✪ ☎✙✧ ✠ ✓✗✁✆☎✕✍ ✵✷✁✆✞✡✳✙☞✣☎✤✣ ✠✟✤✕☞ ✠✡✘ ✣ ✠✗✠✄☞✣☎✝★ ☛✎✚✜✏✝☛

−C(δ + hγ) ≤ wh,δ − u ≤ C(δ + hγ̄).

� ✁ ✴✧✝✠✘➳☞✂✁✛✘✳✎✆✴✛✴✱✁❁☎✄✞➜☞✍✌✏✎✑✡✄☞✢☎✖✩ ✟✒✘❁✚✱✝❿✌✏✝✠✟

➦➲①✛✉✇❝❡⑤➝s✠s⑥❣❄➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①❍➺✰❣✑❾❖➀❡➀❡➥➝q➜⑩❖②➞④✠➀❡④⑥❣❄➽r⑤➢⑩❀②➞s✰④⑥❣✾s◗②❡➥➢✉✇s✰✉✇⑩➜s◗⑩❀❢❤❣✑s⑥➀❙❣❄➂✢⑤➢Ï➉➂✑➁t⑤⑧s⑥➂✍④⑥❣✍✉⑥⑤➝➾❄❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①❍s⑥➂➃❝❡❣❄❢❤❣❄s❄➧

✄ ☛✞✌ ☎ ✠ ✚✟✠ ✆ ✑ ✜✟✠✝✆ ✑✔✓ ✑ ✚ ✎ ✑ ✞✟✞ ✗ ✚ ✑ ✜✟✠ ✗ ✑ ✚ ✞✡✠ ✗✙✚✟✑ ✛ ✎☞✓ ✗✆✕ ✛✞✑ ✗
✛✶❣✢✉

x
➋❙❣✆⑤➢①

R
➸
φ
⑤➝①
Cn(R)

➸
h
⑤➝①

R
❾❷①➉➁✱➁t❣✍Ï➞①❡❣

δ±φ(x) =
φ(x ± h) − φ(x)

h
, ∆φ(x) =

φ(x + h) − 2φ(x) + φ(x− h)

h2
.

➦➲①❍➀➞❾❖④◗✉✇⑤➝➂✍②❡➥⑧❾❷④✾➸❂➋rq❩❾❤❜✄❾▼qr➥➢⑩❀④✰❣✍➡t➀➞❾❷①➞s⑥⑤➝⑩❖①✜➸t➺✰❣✑⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①

|δ±φ(x) −Dφ(x)| ≤
1

2
h|D2φ|, |∆hφ(x) −D2φ(x)| ≤

1

12
h2|D4φ|.

❼➳⑩❀①➞s⑥⑤➝➁t❣❄④✰✉⑥❝❡❣✑Ï➞①➞⑤➩✉✇❣✖➁t⑤➩❰❭❣✍④✇❣✍①➉➂✢❣✖s✇➂➃❝❡❣✍❢❤❣✑⑤➢①
R
❁

S(h, x, r, φ) :=

= sup
α

{−aα(x)∆φ(x) − bα+(x)δ+φ(x) + bα−(x)δ−φ(x) + cα(x)r − fα(x)}, ✼ ➆✶✹✲✽

é➠Ü✄ï✜éëÝ
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➺✠❝➞❣✍④✇❣
bα+(x) = max(bα(x), 0)

➸➉❾❷①➉➁
bα−(x) = max(−bα(x), 0)

➧➳➵➞⑩❖④✠✉✇❝❡❣✖➂✢⑩❀①➞s◗⑤⑧s◗✉⑥❣✍①➉➂✢q❩❝rqr➀❙⑩❷✉⑥❝➞❣❄s⑥⑤➝s
✼ ♦ ✹✲✽✢➸✶➺✰❣✪⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①✶➸✜➟➠④✇⑩❖❢✞✉⑥❝➞❣➜❾❷➋❙⑩✕➽❖❣❤❜✒❾▼qr➥➝⑩❖④❺❣✢➡t➀➞❾❷①➉s◗⑤➝⑩❖①✜➸

Q(φ) = |D2φ|h + |D4φ|h2
➸✒⑤â➧ ❣❖➧

k2 = 1❾❖①➞➁
k4 = 2

➧✺❜★❝❡❣❄①✜➸❡➋rq ✼ ✹❀➍✲✽✰❾❷①➉➁ ✼ ➆❷➍✲✽✢➸❡➺✰❣❺❝➉❾▼➽❖❣

−Ch1/5 ≤ u− uh ≤ Ch1/2. ✼ ➆✕➇✭✽
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S : R
+ × R

N × R × Cb(R
N ) → R
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ki > 0
✓
i ∈ J
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min
i∈J

ki

i
≥

1

2
, min

i∈J

ki

3i− 2
≥

1

5
. ✼ ➆❖➆✶✽
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(i) ki ≥ i/2,
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i ≤ 4; (ii) ki ≥ (3i − 2)/5,
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i ≥ 4. ✼ ➆ ✫ ✽
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h ∈ R
❾❖①➞➁➤❾❋④✇❣✍➐❖②➞➥➝❾❖④✆➐❖④✇⑤➝➁✧⑩❷➟❿➁t⑤⑧s✇➂✢④✇❣✢✉⑥⑤➝➾❄❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①

Gh ➧ ➙ ⑤➩✉✇❝➛✉⑥❝❡❣✱➂✢⑩r⑩❖④➃➁t⑤➝①➞❾✕✉✇❣
k = (k1, . . . , kN )

⑤➢①
Z

N ➸❙⑤➝s♠❾❖s✇s◗⑩t➂✢⑤⑧❾✕✉✇❣❄➁❩✉⑥❝❡❣✪➀➉⑩❀⑤➢①❂✉ xk ∈ R
N ⑩❷➟❁✉⑥❝➞❣✖➟➠⑩❖④✇❢

xk := (k1h, . . . , kNh).✛✶❣✢✉
{Xh

q , q ≥ 0}
✉⑥❝➞❣❈s✈✉➃❾✕✉⑥❣✾s❤⑩❷➟♠✉⑥❝❡❣❈❧❈❾❖④⑥➹❀⑩✕➽➛➂➃❝➞❾❷⑤➝①❴❾❷✉✙✉⑥⑤➝❢❤❣

q
➸➳➺✠⑤➢✉⑥❝❴✉⑥④➃❾❷①➉s◗⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①❴➀❡④✇⑩❖➋➞❾❖➋❡⑤➢➥➝⑤➢✉⑥⑤➝❣❄s

p(xk, y|α)
➸
α
➋❙❣✍⑤➝①❡➐✙✉✇❝❡❣✬➂✍⑩❖①❂✉⑥④✇⑩❖➥☛➽✕❾❷➥➝②❡❣❀➧ ✛✶❣✢✉

∆th
❾❷①❍⑤➝①❀✉✇❣✍④✇➀➉⑩❀➥➝❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①❍⑤➝①❀✉✇❣✍④✇➽✕❾❷➥✶s✇❾✕✉✇⑤➝s◗➟➠qr⑤➢①❡➐

∆th → 0❾❀s
h → 0

➸❭❾❖①➞➁❈➥➝❣✢✉
E

h,α
k,q

➋❙❣✬✉✇❝❡❣✙➂✢⑩❖①➉➁t⑤➩✉✇⑤➢⑩❀①➞❾❷➥✄❣✢➡t➀❙❣❄➂✢✉✇❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➴⑩❖➟
Xh

q+1

➸☛➐❖⑤➝➽❖❣❄①
{Xh

q = xk}
❾❷①➞➁❈✉⑥❝❡❣

➂✍⑩❖①❂✉⑥④✇⑩❖➥➳➽✕❾❷➥➝②❡❣
α
➧ ❀ ➀➉⑩❂s⑥s⑥⑤➝➋❡➥➢❣✛❾❖➁❡❾❖➀t✉✇❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①➤➟➠⑩❀④✬✉✇❝❡❣✱➂✍⑩❀s◗✉✬➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①✮✉⑥⑩❈✉✇❝❡⑤⑧s✪❧❈❾❖④⑥➹❀⑩✕➽➶➂➃❝➞❾❖⑤➢①✮⑤➝s✬✉⑥❝❡❣

➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➝①❡➐✜❁
Wh(x, α) = ∆th

[

∑

q≥0

fα(Xh
q )(1 + cα(x)∆th)−q−1

]

.

❀❦➀❡➀❡➥➝qr⑤➢①❡➐❩✉⑥❝❡❣ ➁tqr①➞❾❷❢❤⑤⑧➂✖➀❡④✇⑩❖➐❀④✇❾❖❢❤❢ ⑤⑧➂✑➀❡④✇⑤➢①➉➂✢⑤➝➀❡➥➢❣✬➟➠⑩❖④❦✉⑥❝❡❣ ➂✢⑩❖①❂✉✇④⑥⑩❀➥➢➥➝❣❄➁❋➂➃❝➞❾❖⑤➢①
{Xh

q , q ≥ 0}
➸➉❾❷✉❺s◗✉✇❾❷✉⑥❣

xk ∈ Gh
➸❡➺✰❣✑⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①❩✉✇❝❡❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺✠⑤➝①❡➐ ④⑥❣❄➥➝❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①❅❁

uh(xk) = max{inf
α

(
1

1 + cα(xk)∆th
(

∑

y

p(xk, y|α)uh(y) + fα(xk)∆th
)

);ψ(xk)}. ✼ ➆ ✮ ✽

♦t⑤➢①➞➂✍❣
1 + cα(xk)∆th ≥ 0

➟➠⑩❖④❿❾❖➥➢➥
α
➸ ✼ ➆ ✮ ✽➳❢✙❾▼q➜➋❙❣✆➺✠④⑥⑤➢✉◗✉✇❣✍①❍⑤➢①✛✉✇❝❡❣✑➟➠⑩❖④✇❢ ✼ ➌✲✽✦➸❡➺✠⑤➢✉⑥❝

S(h, xk, r, φ) = sup
α

{

−
1

∆th

∑

y

p(xk, y|α)φ(y) − fα(xk) +
1

∆th
r + cα(xk)r

}

. ✼ ➆❷➏✲✽

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö
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➙ ⑤➢✉⑥❝❍✉✇❝❡❣✖❾❷➋❙⑩✕➽❖❣✆➁t❣✍Ï➞①❡⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①✛➟➠⑩❖④
S
➸t✉⑥❝➞❣✬❾❖s✇s◗②➞❢ ➀❡✉⑥⑤➝⑩❖①➞s ✼ ♦❭➈✙✽★❾❖①➞➁ ✼ ♦❡➌✲✽★❾❷④✇❣✖s⑥❾❷✉⑥⑤⑧s✈Ï➞❣✾➁☛➧➳♦r②➞➀❡➀➉⑩❂s◗❣✑✉✇❝➞❾✕✉

✼ ♦ ✹✲✽✰⑤⑧s❿s✇❾✕✉✇⑤➝s◗Ï➞❣❄➁✛❾❷①➉➁✱➺✰❣✑➺✰❾❖①❂✉✰✉✇⑩✙➥➢⑩r⑩❀➹✙➟➠⑩❖④❿s⑥⑤➢❢❤➀❡➥➝❣✖➂✢⑩❀①➞➁t⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①➞s★⑩❀①✛✉⑥❝❡❣✆➀❡④✇⑩❖➋➉❾❷➋❡⑤➝➥➢⑤➢✉⑥⑤➝❣❄s p(xk, y)
❾❷①➞➁

⑩❀①✧✉⑥❝❡❣
ki

➁❡❣✢Ï➞①❡❣✾➁➛⑤➝① ✼ ♦ ✹✭✽✦➸❁②❡①➞➁t❣❄④✆✉⑥❝➞⑩❀s⑥❣➜➺➳❣✙⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①➛❣✾⑦❂②➞❾❷➥✺⑩❀④✖➋❙❣✢✉◗✉✇❣✍④✪❣❄s◗✉⑥⑤➝❢❤❾❷✉⑥❣✙✉✇❝➞❾❷① ✼ ➆✕➇ ✽✦➧ ➙ ❣
①➞⑩❷✉⑥❣

Px,y =
∑

y p(x, y|α)
➧æ❥❦s⑥⑤➝①❡➐❤④⑥❣❄❢❤❾❖④⑥➹❋➈▼➆t➸t➺✰❣✑⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①✱✉✇❝❡❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺✠⑤➢①❡➐✩❁

✞✠✟ ➮r❒ → ➮ ✖ ☛ ✁ ☞ ✞✯☛
S
✤✶✞★✧✔★✬✞✗✤ ✏✢✠ ☞✎★ ✕✄✂✁� ✘✞✁✑✒★✣✙✵✶✵✜☎✢✠✯✞✟☛✎✚✜✏✝☛ ✕✰✒ ✟✗✘✥☞ ✠✖✠✡✏✕☛✌☞ ✠ ✧ ✞✛✤✧✓✡☎✝✁ ✠✯☎✕✍✥✞

ki, i ∈ J
✁

✕✴☞ ✘ ✂ ✞✖✚ ✏✕✳✢✞✥✏✝★ ✞✄✹ ✣✜✏✝✪ ☎✝✁ ✑✗✞✯☛✌☛✒✞✡✁ ✞✡✠✄☛✌☞✎✍✑✏✝☛✒✞ ☛❇✚ ✏✕★ ✕✄✂✆☎✙✘ ☞ ✓ ✏✝★✬✤❃☎✝★✩✪✦✎✑☞ ✓
✕✒✏ ✛✪✘

‖
1

∆th
Px,y(x− y) − bα(x)‖ = KCh

k1
✓

✕✜✑ ✛✪✘
‖

1

2∆th
Px,y(y − x)2 − aα(x)‖ = KCh

k2
✓

✕ ✘ ✛✪✘
‖

1

i!∆th
Px,y(y − x)i‖ = KCh

ki
✓✜✓✡☎✕✁

i = 3, 4
✓

✧ ☞✎☛✎✚
k1 ≥

1

2
, k2 ≥ 1, k3 ≥

3

2
, k4 ≥ 2. ✼ ➆✞✭✲✽

✕✴☞✎☞ ✘ ✕ ☎✝✁✆✞✗☎✝✳✝✞✯✁✫✧ ✞✖✚ ✏✝✳✝✞✥✏ ✑✗✞✯☛✌☛✒✞✯✁ ✪ ☎✵✧ ✞✯✁ ✑✗☎✤✣ ★✬✤ ☞ ✓ ✏✝★✷✤ ☎✕★✜✪✦✎ ☞ ✓ ✓ ☞✎★ ✏✲✤✶✤✝☞✎☛ ☞✣☎✝★ ✓
k4

✠✯✏✕☛✌☞ ✠ ✧ ✞✡✠ ✠✄☛✌✁✄☞✣✘✯☛ ✪✦✎
✕✄✂✁✂✗✘✞✁

✕✴☞✎☞✎☞ ✘ ✂ ✞ ✚✜✏✝✳✝✞ ✏ ✑✗✞✯☛✌☛✒✞✡✁ ✣✙✵✶✵✜✞✡✁✲✑✗☎✤✣ ★✷✤ ☞ ✓ ✏✕★✬✤ ☎✝★✩✪✦✎ ☞ ✓❃✏✕✪✎✪ ☛✎✚✜✞✸☞✎★✬✞✪✹ ✣✜✏✝✪ ☞✎☛ ☞✣✞✡✠ ☞✎★ ✕✄✂✁✂ ✘ ✏✕✁✆✞❃✠✄☛✌✁✄☞✣✘✯☛ ✪✦✎
✠✯✏✝☛ ☞ ✠ ✧ ✞✗✤✞✁

✬ → ❒✜❒✎✍✑✏❿➵✒⑤➢➡
x ∈ R

➸❙❾❷①➞➁✛➥➝❣✢✉
φ ∈ Cn(RN )

➸➞s◗②➉➂➃❝✱✉✇❝➞❾✕✉
Diφ

⑤➝s❿➋➉⑩❀②❡①➞➁t❣✾➁❩➟➠⑩❀④
i = 1, . . . , n

➧★♦r❣✢✉
∆φ := |supα L

α(x,Dφ(x)) − S(h, x, φ(x), φ)|
➧ ❀❦①✛②➞➀❡➀➉❣❄④❿➋❙⑩❖②❡①➞➁✛⑩❖➟

∆φ ⑤⑧s

|sup
α

(

− tr[aα(x)D2φ(x)] − bα(x)Dφ(x) +
1

∆th

∑

y

p(x, y|α)(φ(y) − φ(x))

)

|

➵➞④⑥⑩❀❢ ✉⑥❝➞❣✖❜✒❾▼qr➥➝⑩❖④★❣✢➡t➀➞❾❖①➞s◗⑤➝⑩❖①✱⑩❷➟
φ(y)

②❡➀✛✉⑥⑩❤⑩❖④➃➁t❣✍④✠➇➉➸t➺➳❣✆➁t❣✾➁t②➞➂✍❣✑✉⑥❝➞❾❷✉

∆φ ≤ ∆φ
1 + ∆φ

2 + ∆φ
3 + ∆φ

4 , ✼✰✫ ➍✲✽
➺✠❝➞❣✍④✇❣

∆φ
1 : = sup

α
| − bα(x)Dφ(x) +

1

∆th
Px,yDφ(x)(y − x)|,

∆φ
2 : = sup

α
| − tr[aα(x)D2φ(x)] +

1

2∆th
Px,yD

2φ(x)(y − x)2|,

∆φ
i : = sup

α
|

1

i!∆th
Px,yD

iφ(x)(y − x)i|, i = 3, 4.

é➠Ü✄ï✜éëÝ



�✂✁✄✁✆☎✝✁✟✞✡✠✄☛✌☞✎✍✑✏✝☛✒✞✄✠✔✓✡☎✕✁✖✠✗☛✒☎✙✘✛✚✜✏✢✠✄☛✌☞✣✘✥✤✕☞ ✦✧✞✡✁✛✞✡★✩☛✌☞✣✏✕✪✬✫✭✏✝✍✑✞✄✠✯✮✰☛✎✚✜✞✱✏✲✤✝✳✝✞✡✁✗✠✯✞✟✠✄☛✴☎✗✵✶✵✷☞✎★✭✫✸✘✗✏✢✠✯✞ ➈ ✭

♦t②❡➀❡➀❙⑩❀s⑥❣❩①❡⑩✕➺ ✉⑥❝➉❾✕✉✙➂✢⑩❖①➉➁t⑤➩✉✇⑤➢⑩❀①➞s ✼ ❾❡➈✢✽❚➫ ✼ ➁☛➈✢✽✖❾❷①➉➁ ✼ ➆✞✭✲✽✆❾❖④⑥❣❩s✇❾✕✉✇⑤➝s◗Ï➞❣✾➁☛➧➶❜★❝❡❣❄①
J = {1, 2, 3, 4}

➸✒❾❖①➞➁
❾❖➀❡➀❡➥➝qr⑤➢①❡➐✱④⑥❣❄❢✙❾❷④✇➹➶➈▼➆t➸❭➺➳❣ ⑩❖➋❡✉✇❾❷⑤➝①❋✉✇❝❡❣✪④✇❣❄s⑥②❡➥➢✉❄➧✖❧❋⑩❀④⑥❣❄⑩✕➽❖❣❄④❄➸➉⑤➩➟

k4 > 2
➸❭✉⑥❝➞❣✍①

ki/(3i− 2) > 1/5
➟➠⑩❖④

❾❖➥➢➥
i
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ki/i ≥ 1/2
➟➠⑩❖④❿❾❖➥➢➥
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⑤➝①
J
➸t⑤➢➟✄❾❷➥➝➥
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∆φ ≤ KC

∑

i∈J

|Diφ|hki , ✼✰✫ ➈✙✽

➺✠⑤➢✉⑥❝
mini∈J ki/i ≥ 1/2

❾❖①➞➁
mini∈J ki/(3i− 2) ≥ 1/5

➸➉❾❷①➞➁❍❝❡❣❄④⑥❣
J = {1, 2, 3, 4}

➧æ➵➞④⑥⑩❀❢ ✼✰✫ ➈✙✽✢➸
✼✰✫ ➍✭✽✆❾❷①➞➁➪④⑥❣❄❢❤❾❖④⑥➹ ➈ ✮ ➸✄➺✰❣➜❝➞❾▼➽❀❣❤✉⑥❝➞❾❷✉ ✼ ❾❡➈✙✽➲➫ ✼ ➁☛➈✙✽✬❾❷④✇❣➜s⑥❾❷✉⑥⑤⑧s✈Ï➉❣❄➁➛➺✠⑤➢✉⑥❝
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1/5
➸➞s⑥⑤➝①➞➂✢❣

ki/(3i− 2) > 1/5
➟➠⑩❖④

i = 1, 2, 3
➸t✉⑥❝❡❣❄①❋➺➳❣✆❢✪②➞s◗✉❦❝➞❾▼➽❖❣

k4 > 2
➧❁➦❚➟✜✉⑥❝❡❣✑②❡➀➞➀➉❣❄④✰➋❙⑩❖②➞①➞➁➜⑤⑧s★s✈✉✇④⑥⑤⑧➂✦✉✇➥➢q❤➋❡⑤➝➐❖➐❀❣✍④➳✉⑥❝➞❾❖①

1/2
➸rs◗⑤➝①➞➂✢❣

ki ≥ i/2
➟➠⑩❖④★❾❷➥➝➥

i
➸❂✉✇❝❡❣✍①✱➺➳❣❺❢✬②➞s◗✉

❝➉❾▼➽❖❣
ki > i/2

➟➠⑩❀④❿❾❷➥➝➥
i
➧
✷
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‖E(y − x) − bα(x)∆th‖ ≤ ∆thr1, ‖Cov(y) − 2aα(x)‖ ≤ ∆thr2.

✧✡★ ☎✜✛☛✂ ✝ ✧ ✞ ✚✜✏✝✳✝✞
ri = o(1)

✓✰✓✡☎✝✁
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r1 = hk1
✏✝★✬✤

r2 = hk2 + ∆thh2k1 + ∆th
✁
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∆φ
i ≤ |Diφ| · ‖E(y − x)i − ai‖, ✼✰✫ ➌✶✽
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‖E(y − x)i − ai‖
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|Diφ(x)B| ≤ C|Diφ|, ∀φ ∈ Cn(RN )
✠ ✣✜✘✗✚✸☛❇✚ ✏✕☛

Diφ
☞ ✠✫✑✗☎✤✣ ★✬✤✲✞✗✤

∀ i,

☞ ✠
C = |B|.
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E(y−x)i ✧ ☞✎☛❇✚
i
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✕✴☞✎☞✎☞ ✘ ☞ ✞✡☛
∆φ := |

∑4

i=1
Diφ(x)E(y − x)i − aiDiφ(x)|

✓✬✓✡☎✝✁✖✠✯☎✕✍✥✞
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Ci
✠ ✣✜✘✗✚✸☛❇✚ ✏✕☛

∆ ≤

4
∑

i=1

Ci|D
iφ(E(y − x)i − ai|, ∀φ ∈ Cn(RN )

✠ ✣✜✘✛✚ ☛✎✚✜✏✝☛
Diφ

☞ ✠✫✑✗☎✤✣ ★✷✤✶✞✗✤
∀ i,

✏✕✁✆✞
Ci = 1

✓ ✓✡☎✕✁✱✏✝✪✎✪
i
✁

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö
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➐❀⑤➢➽❀❣✍①❍⑤➝①✛④✇❣✍❢✙❾❖④⑥➹❈➈▼➆t➸➞❾❖①➞➁❍➺✰❣✆➺✠⑤➢➥➝➥✒s⑥❝❡⑩✕➺❱✉⑥❝➞❾❷✉❦➺➳❣✆⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①❋❾❤❣✾s✈✉✇⑤➢❢✙❾✕✉✇❣✖➺✰⑩❖④➃s◗❣❺✉⑥❝➉❾❷① ✼ ➆❷➇✭✽✦➧❿❼➳⑩❖①➉s◗⑤⑧➁t❣✍④✉✇❝❡❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺✠⑤➢①❡➐ ❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①

sup
α

{− tr[aα(x)D2u(x)] + cα(x)u(x) − fα(x)} = 0, x ∈ R
2, ✼✰✫ ✹✲✽

➺✠⑤➢✉⑥❝
bα(x) = 0, aα(x) =

(

1 0
0 2

)

, ∀ x, α.

✛✶❣✢✉
h
✉⑥❝❡❣✪➁t⑤➝s✇➂✢④✇❣✢✉✇⑤➢➾✾❾✕✉✇⑤➢⑩❀①❍s◗✉⑥❣❄➀❈❾❷①➞➁

∆th
✉✇❝❡❣✬⑤➝①❂✉⑥❣❄④⑥➀❙⑩❖➥⑧❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✛⑤➝①❂✉⑥❣❄④⑥➽✕❾❷➥❆➧ ➙ ❣✬➂✍⑩❖①➞s⑥⑤⑧➁t❣✍④✠✉✇❝❡❣✆➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➢①➞➐

➀➞④⑥⑩❀➋➞❾❷➋❡⑤➝➥➝⑤➩✉✇⑤➢❣✾s➳⑩❖➟✒✉✇④✇❾❖①➞s⑥⑤➩✉✇⑤➢⑩❀①❅❁

p(x, x − he2|α) =
1

2
; p(x, x± he1 + he2|α) =

1

4
.

➦➲①❍➀➞❾❖④◗✉✇⑤➝➂✍②❡➥⑧❾❷④✾➸❂⑤➢➟❁➺➳❣✆➂➃❝❡⑩r⑩❀s⑥❣
∆th = 1

4
h2
➸❡➺✰❣❺❝➉❾▼➽❖❣❺✉⑥❝➞❾❷✉★✉⑥❝❡❣✾s◗❣✆➀❡④✇⑩❖➋➉❾❷➋❡⑤➝➥➢⑤➢✉⑥⑤➝❣❄s★➽❀❣✍④✇⑤➩➟➠q

E(y − x) =
1

2

(

0
−h

)

+
1

4

(

h
h

)

+
1

4

(

−h
h

)

=

(

0
0

)

,

❾❖①➞➁

E(y − x)2 =
1

2

(

0 0
0 h2

)

+
1

4

(

h2 h2

h2 h2

)

+
1

4

(

h2 −h2

−h2 h2

)

= ∆th
(

1 0
0 2

)

.

➙ ❣✆❝➞❾▼➽❀❣❦✉✇❝➞❾✕✉
∑

y

p(x, y)

h2
D3φ(x)(y − x)3

=
∑

y

p(x, y)

h2

[ 3
∑

i=0

∂3φ

∂xi
1∂x

3−i
2

(x)(y1 − x1)
i(y2 − x2)

3−i

]

= −
1

2

∂3φ

∂x3
2

(x)h+
1

4

(

∂3φ

∂x3
1

(x)h +
∂3φ

∂x2
1x2

(x)h+
∂3φ

∂x1x2
2

(x)h+
∂3φ

∂x3
2

(x)h

)

+
1

4

(

−
∂3φ

∂x3
1

(x)h+
∂3φ

∂x2
1x2

(x)h −
∂3φ

∂x1x2
2

(x)h+
∂3φ

∂x3
2

(x)h

)

=
1

2

∂3φ

∂x2
1x2

(x)h.
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|sup
α
Lα(x, φ(x), Dφ(x), D2φ(x)) − S(x, h, φ(x), φ)| ≤

é➠Ü✄ï✜éëÝ
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1

2
|
∂3φ

∂x2
1∂x2

(x)|h+

(

1

2
|
∂4φ

∂x4
1

(x)| +
1

2
|
∂4φ

∂x2
1∂x

2
2

|(x) + |
∂4φ

∂x4
2

|(x)

)

h2.

♦t⑩➞➸t➺✰❣❺❝➉❾▼➽❖❣
k3 = 1

❾❷①➞➁
k4 = 2

➸❡❾❷①➞➁✱➋rq❩❾❷➀❡➀➞➥➢qr⑤➝①❡➐ ✉⑥❝❡❣❄⑩❖④✇❣✍❢ ✹✙❾❖①➞➁➜✉✇❝❡❣✍⑩❀④⑥❣❄❢✔➇❤➺➳❣✑⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

−Ch1/7 ≤ u− uh ≤ Ch1/3. ✼✰✫ ➇✭✽
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ϕ = {ϕk}
➋➉❣✖❾ ④✇❣❄❾❷➥

➽✕❾❖➥➢②❡❣✾➁➜➟➠②➞①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①✛⑩✕➽❀❣✍④
Z

N ➧ ✛✜❣✢✉
ξ ∈ Z

N ❾❷①➉➁✱➂✍⑩❖①➞s⑥⑤➝➁❡❣✍④★✉⑥❝➞❣✑Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣✖➁t⑤➢❰❙❣❄④⑥❣❄①➞➂✢❣✑⑩❀➀➉❣❄④✇❾❷✉⑥⑩❖④

∆ξϕk := ϕk+ξ + ϕk−ξ − 2ϕk.

➦➲①
φ
➋➉❣❄➥➢⑩❀①❡➐❀s✰✉✇⑩

C2(RN )
➸➉❾❷①➞➁

ϕk := φ(xk)
➟➠⑩❖④❿❾❷➥➝➥

k
➸t✉✇❝❡❣✍①❍➺✰❣❺❝➉❾▼➽❖❣

∆ξϕk := φ(xk+ξ) + φ(xk−ξ) − 2φ(xk).

❜★❝➞❣✍①✛➺➳❣✖➂✍⑩❖①➞s⑥⑤➝➁❡❣✍④

(Dkuh(xk))i =











uh(xk+ei
) − uh(xk)

h

⑤➩➟
bαi (xk) ≥ 0,

uh(xk) − uh(xk−ei
)

h

⑤➩➟
bαi (xk) ≤ 0.

✛✶❣✢✉
S
➋➉❣æ❾✠Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣➳s⑥❣✢✉✒⑩❷➟

Z\{0}
➂✍⑩❖①❂✉✇❾❖⑤➢①❡⑤➝①❡➐

{e1, . . . , eN}
➧ ➙ ❣æ➂✢⑩❀①➞s◗⑤⑧➁t❣❄④☛✉⑥❝❡❣æ➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺✠⑤➝①❡➐✠➀❡④✇⑩❖➋➉❾❷➋❡⑤➝➥➢⑤➢✉⑥⑤➝❣❄s

⑩❖➟✶✉✇④✇❾❖①➞s◗⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①

pα(xk, xk|α) = 1 − ∆th
N

∑

i=1

(

|bαi (xk)|

h
+ 2

∑

ξ∈S

αk,ξ

)

,

pα(xk, xk ± eih|α) = ∆th
(

bα±
i (xk)

h
+ αk,ei

)

,

pα(xk, xk + ξh|α) = ∆thαk,ξ
➟➠⑩❖④

ξ ∈ S, ξ 6= ei,
pα(xk, y|α) = 0

➟➠⑩❀④
y /∈ xk+S .❜★❝➞❣✍①✛➺➳❣✖➂❄❾❷①✛➺✠④⑥⑤➢✉⑥❣ ✼ ➆❖➏✲✽➳⑤➝①✱✉✇❝❡❣✑➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺✠⑤➢①❡➐❤➺★❾▼q✷❁

S(h, xk, r, φ) = sup
α

{

−
∑

ξ∈S

αk,ξ∆ξφ(xk) − bα(xk)Dkφ(xk) + cα(xk)r − fα(xk)

}

. ✼✰✫ ➆✶✽

➙ ❣✆❢✙❾❷➹❀❣❦✉✇❝❡❣✖s✈✉✇④⑥⑩❀①❡➐✙➂✢⑩❀①➞s◗⑤⑧s◗✉⑥❣✍①➉➂✢q✙❝rqr➀➉⑩❖✉⑥❝❡❣✾s◗⑤⑧s★⑩❖①✛✉⑥❝➞❣✆❢❤❾❷✉⑥④✇⑤➩➡

aα(x) =
∑

i,j

h2ξiξjαk,ξeie
T
j , ∀ k ∈ Z

N .

❜★❝➞❣✬s⑥➂➃❝➞❣✍❢❤❣✬➁t❣✍Ï➞①❡❣❄➁❍⑤➝① ✼✰✫ ➆✶✽❿s⑥❾❷✉⑥⑤⑧s✈Ï➞❣✾s ✼ ♦☛➈✙✽✠❣✍✉ ✼ ♦➞➌✶✽✦➧ ➙ ❣✪➂✍⑩❖①➞s⑥⑤⑧➁t❣✍④❦❾✙➟➠②❡①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①
φ ∈ C2(RN )
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✼ ♦ ✹✲✽ |sup
α∈A

Lα(x, φ,Dφ,D2φ) − S(x, h, φ(x), φ)| ≤

sup
α∈A

|bα|0|D
2φ|0h+ sup

α∈A
|σα|20|D

4φ|0h
2 ➧

♦t⑩❺➺✰❣❿➂✍❾❖① s✇❾▼q✆✉✇❝➞❾✕✉
k2 = 1

❾❷①➉➁
k4 = 2
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−Ch1/5 ≤ u− uh ≤ Ch1/2. ✷

� ✁ ✝✠✫✢✫✄✂❡✴➶☎✖✟✒✝✠✣✱✩✛✝✠✟✶✟ ☎✖✓ ✡✒✚✛✝ ✟ ✂ ☞➃✡✄✘✄✚✛☞✢✩✛✭ ✟ ☎✙✟✜✡✒✝❿✌

➦➲①❩✉⑥❝❡⑤⑧s✠❾❷➀➞➀➉❣❄①➞➁t⑤➢➡➜➺➳❣❺➀❡④✇⑩✕➽❖❣✠✉✇❝❡❣✑➺➳❣❄➥➢➥➢➫❆➀❙⑩❀s⑥❣❄➁❡①❡❣❄s✇s✺⑩❖➟✶✉⑥❝➞❣❺s⑥➺✠⑤➩✉➃➂➃❝❡⑤➝①❡➐ s⑥qts✈✉✇❣✍❢ ✼ ➈✾➌✶✽✢➸❂➟➠⑩❖④ k ≥ 0
➸r②❡①➞➁❡❣✍④

❾❀s⑥s⑥②❡❢❤➀t✉✇⑤➢⑩❀①➞s ✼ ❀✖➈✙✽❦❾❷①➞➁ ✼ ❀♠➌✲✽✠⑩❀①❍✉⑥❝❡❣❤➂✢⑩r❣✡✿➜➂✍⑤➢❣❄①❀✉➃s ✼ s✈✉➃❾✕✉⑥❣✾➁❋⑤➝①➴s◗❣✾➂✦✉✇⑤➢⑩❀①➴➌✶✽✦➧ ➙ ❣❄➥➢➥➢➫❚➀➉⑩❂s◗❣✾➁t①❡❣❄s✇s❿⑩❖➟✼✉⑥❝❡❣
⑩❀④⑥⑤➝➐❖⑤➝①➞❾❖➥➉❣✾⑦❀②➉❾✕✉⑥⑤➝⑩❖① ✼ ➈✢✽æ➺✠⑤➝➥➝➥❭➟➠⑩❖➥➝➥➢⑩✕➺ ➋rq➜s⑥❣✢✉⑥✉⑥⑤➝①❡➐

k = 0
➧ ✛✜❣✍✉✠②➞s★s✈✉➃❾❷④⑥✉★➋rq➜s◗✉✇❾❷✉⑥⑤➝①❡➐ ❾✪✉✇❣❄➂➃❝❡①❡⑤⑧➂✍❾❖➥❭➥➢❣❄❢ ❢✙❾

➺✠❝➞⑤➝➂➃❝✛⑤➝s❦❾❷①✛❣❄❾❖s⑥q➜❣✍➡❂✉✇❣✍①➞s⑥⑤➝⑩❖①✛⑩❷➟ ✼ ➘ ➌❡➸❡➥➝❣✍❢❤❢✙❾ ❀✬➧ ➌✕➷✎✽✡❁
�➳➮ ✖ ✖➪➣ ☛ � ☞ ✞✯☛

v
✑✗✞✰✏ ✑✛☎ ✣ ★✬✤✲✞✛✤ ✏✝★✷✤✟✘✗☎✝★✩☛✌☞✎★ ✣✜☎✤✣ ✠ ✠ ✣✒✑ ✓✴✠✯☎✝✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★❃☎✝★ ✕✜✛✵✳ ✘✱✏✕★✬✤

v̄
✑✗✞ ✏✫✑✗☎✤✣ ★✷✤✶✞✗✤✟✏✕★✬✤

✘✗☎✕★✜☛ ☞✎★ ✣✜☎✤✣ ✠✟✠ ✣✙✵✜✞✯✁✗✓✴✠✡☎✕✪ ✣ ☛ ☞✣☎✝★ ☎ ✓✥✏✝★✷☎✝☛❇✚ ✞✯✁✑✞✪✹ ✣✜✏✝☛ ☞✣☎✝★✰✕✜✛✵✳✔✘ ✓ ✧ ✚✜✞✡✁✛✞
Lα ☞ ✠ ✁✆✞✴✵✷✪ ✏✶✘✗✞✗✤ ✑✔✎

L̄α ✓ ✠✯✏✝☛ ☞ ✠✎✓✪✎✝☞✎★ ✫☛❇✚ ✞ ✠✯✏✝✍✑✞✱✏✝✠✗✠ ✣ ✍✧✵✬☛ ☞✣☎✝★✜✠ ✧ ☞✎☛✎✚ ✘✛☎✙✞★✥ ✘✯☞✣✞✡★✩☛✣✠
(σ̄α, b̄α, c̄α, f̄α)

✁ ☞ ✞✡☛
g ∈ C2(RN × R

N )
✁ �✔☎✝★✜✠✄☞✣✤✶✞✯✁

m := sup
i,x,y

{vi(x) − v̄i(y) − g(x, y)},

✏✕★✬✤✑✠ ✣✙✵✲✵ ☎✝✠✯✞ ☛❇✚ ✏✕☛ ☛❇✚ ✞✂✁✎✠ ✣✙✵☎✄ ☞ ✠✟✏✝☛ ☛✒✏✝☞✎★✬✞✗✤ ✏✝☛ ✠✡☎✕✍✥✞ ✵✜☎✝☞✎★✜☛
(i0, x0, y0)

✁✍✒✷✞✯☛

A := {i ∈ I|(i, x0, y0)
✁✆✞✗✏✝✪ ☞ ✂✙✞✡✠ ☛✎✚✜✞ ✠ ✣✙✵

}; I(x0) := {i ∈ I|vi(x0) ≤ ψ(x0)}.

✧✣✓
A ∩ I(x0) = ∅

✓✔☛❇✚ ✞✯★ ☛❇✚ ✞✯✁✆✞✟✞✄✢✲☞ ✠✗☛✌✠
i ∈ A

✠ ✣✜✘✛✚ ☛✎✚✜✏✝☛

v̄i(y0) < min
j 6=i

{v̄j(y0) + k}. ✼✬✫ ✫ ✽

✬ → ❒✜❒✎✍✑✏ ➙ ❣➜➀❡④✇⑩t➂✢❣✍❣✾➁✧➋❂q➤➂✢⑩❀①❂✉⑥④➃❾❖➁t⑤⑧➂✦✉✇⑤➢⑩❀①✜➧ ✛✶❣✢✉
j
⑤➝①
A
➧❍➦❚➟ ✼✬✫✞✫ ✽✆➁t⑩r❣❄s✖①❡⑩❷✉✬❝➞⑩❖➥⑧➁☛➸✄✉⑥❝❡❣❄④⑥❣✙❣✍➡r⑤⑧s◗✉✇s

ℓ ∈ I
s⑥②➞➂➃❝✱✉⑥❝➞❾❷✉

v̄j(y0) ≥ v̄l(y0) + k. ✼✬✫✂✮ ✽
♦t⑤➢①➞➂✍❣

A ∩ I(x0) = ∅
➸r✉⑥❝➞❣✍①✛➟➠⑩❖④❿❾❖➥➢➥

i ∈ A
➸

max{Lαi(x0, vi(x0), Dxg(x0), D
2
xxg(x0)); vi(x0) − min

j 6=i
{vj(x0) + k}} ≤ 0.

➨❦❣✍①➞➂✍❣✑➺➳❣✆⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①
vj(x0) ≤ vl(x0) + k

➸❡❾❖①➞➁➜✉✇❝❡❣✍①❋➺✠⑤➢✉⑥❝ ✼✰✫ ✮ ✽✢➸

vj(x0) − v̄j(y0) ≤ vl(x0) − v̄l(y0). ✼✰✫ ➏✲✽

é➠Ü✄ï✜éëÝ



�✂✁✄✁✆☎✝✁✟✞✡✠✄☛✌☞✎✍✑✏✝☛✒✞✄✠✔✓✡☎✕✁✖✠✗☛✒☎✙✘✛✚✜✏✢✠✄☛✌☞✣✘✥✤✕☞ ✦✧✞✡✁✛✞✡★✩☛✌☞✣✏✕✪✬✫✭✏✝✍✑✞✄✠✯✮✰☛✎✚✜✞✱✏✲✤✝✳✝✞✡✁✗✠✯✞✟✠✄☛✴☎✗✵✶✵✷☞✎★✭✫✸✘✗✏✢✠✯✞ ➌✶✹

❜★❝➞❣✍④✇❣✢➟➠⑩❖④✇❣
l ∈ A

➸❂❾❖①➞➁ ❣❄⑦❂②➞❾❷➥➝⑤➢✉✈q✬❝❡⑩❀➥➝➁❡s✺⑤➢① ✼✰✫ ➏✲✽✢➧✄❜★❝➞❣✍① v̄j(y0) = v̄l(y0)+k
➧✺♦r⑤➝①➞➂✍❣

A
⑤➝s➳❾❺Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣❦s⑥❣✢✉✾➸

✉✇❝❡⑤⑧s❁➀❡④⑥⑩✕➽❀❣❄s✶✉⑥❝➞❾❷✉✼✉⑥❝❡❣❄④⑥❣★❣✍➡r⑤⑧s◗✉✇s✼❾❦Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣❿s⑥❣❄⑦❂②❡❣✍①➉➂✢❣
j1, . . . , jK ∈ A

s◗②➞➂➃❝✪✉⑥❝➉❾✕✉
v̄ji

(y0) = v̄ji+1
(y0)+k➟➠⑩❀④

i = 1, . . . ,K − 1
➸❡❾❖①➞➁

j1 = jK
➧æ♦r⑩❤➺✰❣✑⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①

0 =

K−1
∑

i=1

(v̄ji
(y0) − v̄ji+1

(y0)) = (K − 1)k > 0,

❾❖①➞➁✱➺➳❣✑❝➞❾▼➽❀❣✑❾❤➂✍⑩❖①❂✉⑥④➃❾❖➁t⑤⑧➂✦✉✇⑤➢⑩❀①✜➧❁❜★❝❡❣✍④✇❣✢➟➠⑩❀④⑥❣ ✼✬✫ ✫ ✽➳❝❡⑩❀➥➝➁❡s❄➧ ✷✐❦⑩✕➺✔➺✰❣✱➂✍❾❖① s◗✉✇❾❷✉⑥❣✱✉⑥❝❡❣✛➟➠⑩❖➥➝➥➝⑩✕➺✠⑤➢①❡➐➶➥➢❣❄❢❤❢❤❾✧❾❷➋❙⑩❖②❡✉✙➂✍⑩❖❢❤➀➞❾❖④⑥⑤⑧s◗⑩❀①✜➸❁❣✢➡t⑤⑧s✈✉✇❣✍①➞➂✍❣❖➸æ②➞①❡⑤➝⑦❂②❡❣❄①❡❣❄s✇s ❾❷①➞➁✮✉⑥❝❡❣
➋❙⑩❖②➞①➞➁❡s♠⑩❖①❍✉⑥❝➞❣ s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①

v = (v1, . . . , vM )
⑩❷➟ ✼ ➈✾➌✲✽✦➧❦❜★❝❡⑤⑧s♠⑤➝s❺❾❷①❈❣✾❾❖s⑥q✱❣✍➡r✉⑥❣✍①➉s◗⑤➝⑩❖①❋⑩❖➟ ✼ ➘Ù➌t➸❙✉⑥❝❡❣❄⑩❖④✇❣✍❢❀✬➧➢➈✍➷✎✽✢➧

�➳➮ ✖ ✖➪➣ ✯ ✣ ✄ ★✬✤✲✞✡✁✟✏✝✠✛✠ ✣ ✍✧✵✬☛ ☞✣☎✝★✜✠✚✕✬✎✫✛✪✘ ✏✝★✬✤ ✕✬✎✴✳✔✘ ✓✔☛❇✚ ✞ ✓✡☎✝✪✎✪ ☎✵✧ ☞✎★✭✫ ✠✄☛✒✏✝☛✒✞✡✍✑✞✯★✜☛✌✠ ✚ ☎✕✪ ✤✶✮
✕✒✏✗✘ ✧❇✓

v
✏✝★✷✤

w
✏✕✁✆✞ ✁✛✞✄✠ ✵✜✞✛✘✯☛ ☞✎✳✢✞✯✪✦✎✑✠ ✣✒✑✔✓✴✠✡☎✕✪ ✣ ☛ ☞✣☎✝★ ✏✕★✬✤✥✠ ✣✙✵✜✞✡✁✗✓✴✠✯☎✕✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★ ☎ ✓✚✕✶✛✙✳ ✘ ✓✔✠ ✣✜✘✗✚✸☛❇✚ ✏✝☛

vi, wi ∈
Cb(R

N )
✓✡☎✝✁✱✏✕✪✎✪

i ∈ I
✓✔☛❇✚ ✞✯★

v ≤ w
☞✎★

R
N ✁

✕✜✑✜✘☞✌✷✚ ✞✯✁✆✞✖✞✸✢✲☞ ✠✄☛✣✠✧✏ ✣ ★✜☞✺✹ ✣✜✞ ✳✙☞ ✠✯✘✛☎✝✠✄☞✎☛✏✎ ✠✯☎✕✪ ✣ ☛✌☞✣☎✕★
v
☎ ✓ ✕✜✛✙✳ ✘ ✓ ✠ ✣✜✘✗✚✥☛❇✚ ✏✝☛

vi ∈ Cb,l(R
N )
✓✡☎✝✁ ✏✝✪✎✪

i ∈ I
✁

✌✷✚ ☞ ✠ ✠✯☎✝✪ ✣ ☛ ☞✣☎✝★ ✠✯✏✝☛ ☞ ✠ ✧ ✞✄✠

max
i

|vi|0 ≤ max

{

λ−1sup
α

|fα|0; |ψ|0

}

, ✼✰✫ ✭✲✽

max
i

[vi]1 ≤ max

{

sup
i,α

[cα]1|vi|0 + [fα]1
min{1, λ} − [σα]21 − [bα]1

; [ψ]1

}

. ✼ ✮ ➍✲✽

✬ → ❒✜❒✎✍✑✏ ✼ ❾✲✽✰❜★❝❡⑤⑧s✠⑤⑧s✠❾ ➂✍⑩❖①➞s⑥❣❄⑦❂②❡❣❄①➞➂✢❣✑⑩❖➟✶✉⑥❝➞❣✖➂✢⑩❖❢❤➀➞❾❖④⑥⑤⑧s⑥⑩❖①❩➀➞④⑥⑤➝①➞➂✢⑤➝➀❡➥➝❣✙➘➢➈✾➍t➸r✉⑥❝➞❣✍⑩❖④✇❣✍❢ ✹❡➧➝➈✢➷❚➧
✼ ➋✩✽ ✦ ➡t⑤⑧s✈✉✇❣✍①➞➂✍❣✬❾❷①➉➁✱②➞①❡⑤➝⑦❂②❡❣❄①❡❣❄s✇s★➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺ ➟➠④✇⑩❖❢ ✉⑥❝❡❣✪➂✢⑩❖❢❤➀➞❾❖④⑥⑤⑧s⑥⑩❖①✛➀❡④⑥⑤➝①➞➂✍⑤➢➀❡➥➝❣✶✾➞✉⑥❝❡❣❄q✛❾❖④⑥❣✑➀❡④✇⑩✕➽❖❣✾➁❩⑤➝①➛➘➝➈❄➍▼➷
➟➠⑩❀④✬✉✇❝❡❣❋❹❦⑤➝④✇⑤➝➂➃❝❡➥➝❣✢✉❤➀❡④✇⑩❖➋❡➥➝❣✍❢ ⑩❀①✮❾➶➋➉⑩❀②❡①➞➁t❣✾➁ ➁t⑩❀❢✙❾❷⑤➝①✜➧➪❜✶⑩➶❣✢➡r✉⑥❣❄①➞➁✮✉⑥❝❡❣✛④⑥❣✾s◗②➞➥➩✉ ✉⑥⑩➤❾❷① ②❡①r➋➉⑩❀②❡①➞➁t❣✾➁
➁❡⑩❖❢✙❾❷⑤➝①✜➸❭➺➳❣ ❝➞❾▼➽❀❣✬⑩❖①➞➥➢q❍✉✇⑩✱❢❤⑩t➁t⑤➢➟➠q❍✉⑥❝❡❣✪✉⑥❣✾s✈✉✑➟➠②❡①➞➂✢✉⑥⑤➝⑩❖①➞s❺⑩❖➟❦➘➢➈✾➍▼➷✼⑤➢①➶✉⑥❝➞❣ s◗✉✇❾❖①➞➁❡❾❷④➃➁❋➺★❾▼q❖➧☎✛✶❣✢✉

M :=
max{supα λ

−1|fα|0; |ψ|0}.
➦❚✉★⑤➝s✰❣❄❾❀s◗q✪✉⑥⑩❤s⑥❣✍❣♠✉⑥❝➞❾❷✉

M
❾❷①➉➁

−M
❾❷④✇❣❦④✇❣❄s⑥➀➉❣✾➂✦✉✇⑤➢➽❀❣✍➥➝q❤s⑥②❡➀❙❣✍④✠❾❷①➉➁➜s◗②➞➋t➫

s⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①✱⑩❖➟ ✼ ➈▼➌✶✽✢➧✺➨❿❣✍①➉➂✢❣❖➸➞➋❂q➜✉⑥❝❡❣✖➂✍⑩❖❢❤➀➞❾❷④✇⑤⑧s◗⑩❀①❩➀❡④✇⑤➢①➉➂✢⑤➝➀❡➥➢❣✑➺✰❣✑⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①❩✉✇❝❡❣✆➋➉⑩❀②❡①➞➁✛⑩❖① maxi |vi|0
➧

❜✒⑩❤⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①❩✉✇❝❡❣✆➋❙⑩❖②❡①➞➁✛⑩❀①
maxi[vi]1

➸t➺✰❣✖s◗❣✍✉

m := sup
i,x,y

φi(x, y) := sup
i,x,y

{vi(x) − vi(y) − δ|x− y|2 − ε(|x|2 + |y|2)},

➺✠❝➞❣✍④✇❣
δ > 0

❾❖①➞➁
ε > 0

➧✼❜★❝❡❣✖s⑥②❡➀❡④✇❣✍❢✪②❡❢✔⑤⑧s✠❾✕✉⑥✉✇❾❷⑤➝①❡❣✾➁✛❾❷✉❿❾✪➀❙⑩❖⑤➝①❂✉
(i0, x0, y0)

➸➞s⑥⑩

m = vi0 (x0) − vi0 (y0) − δ|x0 − y0|
2 − ε(|x0|

2 + |y0|
2).

❹♠❣✢Ï➉①❡❣✑✉⑥❝❡❣✑➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➝①❡➐ s⑥❣✢✉➃s✯❁

A := {i ∈ I|(i, x0, y0)
④⑥❣✾❾❷➥➝⑤➢➾❄❣❄s➳✉⑥❝➞❣✖s◗②❡➀

}, I(x0) := {i ∈ I|vi(x0) = ψ(x0)}.

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö
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❜★❝➞❣✺❢✙❾✕➡t⑤➢❢✪②❡❢ ➀❡④✇⑤➢①➞➂✍⑤➢➀➞➥➢❣✼➟➠⑩❀④✒s⑥❣✍❢❤⑤➢➫❚➂✍⑩❖①❂✉⑥⑤➝①r②❡⑩❖②➞s☛➟➠②❡①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①➞s ✼ s⑥❣✍❣❿➘ ✮ ➷❇✽✦➸❷❾❖①➞➁❺✉⑥❝❡❣✰➁t❣✢Ï➉①❡⑤➩✉✇⑤➢⑩❀①✖⑩❷➟t➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈qs⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①➞s★⑤➢❢❤➀❡➥➝q✙✉✇❝➞❾✕✉✾➸t➟➠⑩❖④
i ∈ A

➸❡✉⑥❝❡❣❄④⑥❣✆❣✍➡r⑤⑧s◗✉
X,Y ∈ SN s⑥②➞➂➃❝✱✉⑥❝➞❾❷✉

min{max(Lαi(x0, vi(x0), px, X); vi(x0) − min
j 6=i

{vj(x0) + k}); vi(x0) − ψ(x0)} ≤ 0,

min{max(Lαi(y0, vi(y0), py, Y ); vi(y0) − min
j 6=i

{vj(y0) + k}); vi(y0) − ψ(y0)} ≥ 0,

➺✠❝➞❣✍④✇❣
px = 2δ(x0 − y0) + 2εx0

➸
py = 2δ(x0 − y0) − 2εy0

➸❡❾❖①➞➁✱✉⑥❝❡❣❄④⑥❣✑❣✢➡t⑤⑧s✈✉➃s
ℓ > 0

s◗②➞➂➃❝✱✉⑥❝➉❾✕✉
(

X 0
0 −Y

)

≤ ℓδ

(

I −I
−I I

)

+ ℓε

(

I 0
0 I

)

+ O(k).

❼ ❀❺♦ ✦ ➈ ❁❁❜★❝❡❣✍④✇❣❿❣✍➡r⑤⑧s◗✉✇s
i ∈ A∩ I(x0)

➸❂⑤â➧ ❣❖➧➝➸
vi(x0) = ψ(x0)

➧æ♦r⑤➝①➞➂✍❣
v̄i(y0) ≥ ψ(y0)

➸❂➟➠⑩❖④æ❾❖➥➢➥
i ∈ A

➸
➺✰❣✑❝➞❾▼➽❖❣

vi(x0) − v̄i(y0) ≤ ψ(x0) − ψ(y0) ≤ [ψ]1|x0 − y0|.
❼ ❀❺♦ ✦ ➌ ❁✺❜★❝❡❣✆s⑥❣✢✉

A ∩ I(x0)
⑤⑧s✠❣✍❢❤➀t✉✈q❀➧✺❜★❝❡❣✍①

max{Lαi(x0, vi(x0), px, X); vi(x0) − min
j 6=i

{vj(x0) + k}} ≤ 0, ∀ i ∈ A. ✼ ✮ ➈✢✽

♦t⑤➢①➞➂✍❣
max{Lαi0 (y0, vi0 (y0), py, Y ); vi0 (y0) − minj 6=i0{vj(y0) + k}} ≥ 0

➸❭❾❷➀❡➀➞➥➢qr⑤➝①❡➐➜➥➝❣✍❢❤❢✙❾❈➈ ✭➞➸
⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

Lαi0 (x0, vi0(x0), px, X) ≤ 0 ≤ Lαi0 (y0, vi0(y0), py, Y ).
✐❦⑩✕➺ ➺✰❣✆➂✍❾❷①✛➀❡④✇⑩t➂✢❣✍❣✾➁✱❾❀s★⑤➢①✛✉✇❝❡❣✖s✈✉➃❾❷①➞➁➞❾❷④➃➁❩s⑥⑤➩✉✇②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀① ✼ s◗❣❄❣❤➘➢➈▼➌r➸❡➥➝❣✍❢❤❢✙❾ ❀✬➧➢➈✍➷✎✽✢➧❼➳⑩❀❢✬➋❡⑤➝①❡⑤➝①❡➐✙➂✍❾❀s◗❣✾s♠➈✆❾❖①➞➁❋➌✬➺✰❣✑⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①❩✉✇❝❡❣✆④✇❣❄s⑥②❡➥➩✉✾➧

✷

➯✰q❩②➉s◗⑤➝①❡➐ ✼ ➘➝➈❖➸r✉✇❝❡❣✍⑩❀④⑥❣❄❢ ❀✖➧➝➈✢➷❇✽✦➸❡➺✰❣✑➀❡④✇⑩✕➽❖❣♠✉⑥❝❡❣✑➟➠⑩❀➥➢➥➝⑩✕➺✠⑤➢①➞➐✪✉✇❝❡❣✍⑩❀④⑥❣❄❢❍➧
✞✠✟ ➮r❒ → ➮ ✖ ✯ ☛ ☞ ✞✯☛

v
✏✝★✬✤

v̄
✑✗✞✥✠✯☎✝✪ ✣ ☛ ☞✣☎✝★✜✠✑☎ ✓ ✕✜✛✵✳ ✘ ✧ ☞✎☛❇✚ ✘✗☎❆✞★✥ ✘✡☞✣✞✯★✜☛✌✠

σ, b, c, f
✏✝★✬✤

σ̄, b̄, c̄, f̄✁✛✞✄✠ ✵✜✞✛✘✯☛ ☞✎✳✢✞✯✪✦✎✞✁ ✒★✣✙✵✶✵✜☎✢✠✯✞ ☛❇✚ ✏✝☛✧✏✝✠✗✠ ✣ ✍✧✵✬☛ ☞✣☎✝★✜✠ ✕✬✎ ✛✗✘ ✓✴✕✬✎✴✳✔✘✸✏✝✁✛✞✱✠✡✏✕☛✌☞ ✠ ✧ ✞✛✤ ✓✡☎✕✁✚✑✗☎✝☛❇✚ ✠✯✞✡☛✌✠✱☎ ✓✥✘✗☎❆✞★✥ ✘✡☞✣✞✯★✜☛✌✠
✧ ☞✎☛❇✚✸☛❇✚ ✞ ✠✯✏✝✍✑✞

λ
✓ ✏✕★✬✤

maxi |vi|1 + maxi |v̄i|1 ≤M <∞
✁✚✌✬✚✜✞✡★

λmax
i

|vi − v̄i|0 ≤M
(

sup
α

{|σα − σ̄α|0 + |bα − b̄α|0 + |cα − c̄α|0 + |fα − f̄α|0}
)

,

✧ ✚✜✞✡✁✛✞
M
✤✶✞✒✵✜✞✡★✷✤✢✠✱☎✝★

K
✓
supi |vi|0

✓
supi |v̄i|0

✁
✬ → ❒✜❒✎✍✑✏ ➙ ❣✖s⑥❣✢✉

m := sup
i,x,y

φi(x, y) := sup
i,x,y

{vi(x) − v̄i(y) − δ|x− y|2 − ε(|x|2 + |y|2)},

➺✠❝➞❣✍④✇❣
δ > 0

❾❖①➞➁
ε > 0

➧✼❜★❝❡❣❦➻
sup

➚✑⑤➝s❿❾❷✉◗✉➃❾❷⑤➝①❡❣❄➁✛❾✕✉❦❾ ➀❙⑩❖⑤➝①❀✉
(i, x0, y0)

➸➞s⑥⑩

m = vi(x0) − v̄i(y0) − δ|x0 − y0|
2 − ε(|x0|

2 + |y0|
2).

é➠Ü✄ï✜éëÝ
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✛✶❣✢✉
A := {i ∈ I|(i, x0, y0)

④⑥❣✾❾❷➥➝⑤➢➾❄❣❦✉✇❝❡❣
sup}, I(x0) := {i ∈ I|vi(x0) = ψ(x0)}.❜★❝➞❣✺❢✙❾✕➡t⑤➢❢✪②❡❢ ➀❡④✇⑤➢①➞➂✍⑤➢➀➞➥➢❣✼➟➠⑩❀④✒s⑥❣✍❢❤⑤➢➫❚➂✍⑩❖①❂✉⑥⑤➝①r②❡⑩❖②➞s☛➟➠②❡①➞➂✦✉✇⑤➢⑩❀①➞s ✼ s⑥❣✍❣❿➘ ✮ ➷❇✽✦➸❷❾❖①➞➁❺✉⑥❝❡❣✰➁t❣✢Ï➉①❡⑤➩✉✇⑤➢⑩❀①✖⑩❷➟t➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈qs⑥⑩❖➥➝②t✉✇⑤➢⑩❀①➞s★⑤➢❢❤➀❡➥➝q✙✉✇❝➞❾✕✉✾➸t➟➠⑩❖④

i ∈ A
➸❡✉⑥❝❡❣❄④⑥❣✆❣✍➡r⑤⑧s◗✉

X,Y ∈ SN s⑥②➞➂➃❝✱✉⑥❝➞❾❷✉

min{max(Lαi(x0, vi(x0), px, X); vi(x0) − min
j 6=i

{vj(x0) + k}); vi(x0) − ψ(x0)} ≤ 0,

min{max(Lαi(y0, v̄i(y0), py, Y ); v̄i(y0) − min
j 6=i

{v̄j(y0) + k}); v̄i(y0) − ψ(y0)} ≥ 0,

➺✠❝➞❣✍④✇❣
px = 2δ(x0 − y0) + 2εx0

➸
py = 2δ(x0 − y0) − 2εy0

➸❡❾❖①➞➁✱✉⑥❝❡❣❄④⑥❣✑❣✢➡t⑤⑧s✈✉➃s
ℓ > 0

s◗②➞➂➃❝✱✉⑥❝➉❾✕✉
(

X 0
0 −Y

)

≤ ℓδ

(

I −I
−I I

)

+ ℓε

(

I 0
0 I

)

+ O(k).

➙ ❣✆❝➞❾▼➽❀❣❦✉✇⑩➜s✈✉✇②➞➁tq✙✉✈➺✰⑩✙➁t⑤➩❰❭❣✍④✇❣✍①❂✉❦➂❄❾❖s⑥❣❄s❄➧
❼ ❀❺♦ ✦ ➈ ❁✰➦❚➟✼✉⑥❝❡❣❄④⑥❣✬❣✢➡t⑤➝s◗✉✇s

i ∈ A ∩ I(x0)
➸➉✉⑥❝❡❣❄①

vi(x0) = ψ(x0)
➧♠♦r⑤➝①➞➂✢❣

v̄i(y0) ≥ ψ(y0)
➸➉✉⑥❝❡❣❄①❈➺➳❣

❝➉❾▼➽❖❣
vi(x0) − v̄i(y0) ≤ ψ(x0) − ψ(y0) ≤ [ψ]1|x0 − y0|.

❼ ❀♠♦ ✦ ➌ ❁✼➦❚➟
A ∩ I(x0) = ∅

➸r✉⑥❝❡❣❄①

max{Lαi(x0, vi(x0), px, X); vi(x0) − min
j 6=i

{vj(x0) + k}} ≤ 0, ∀ i ∈ A. ✼ ✮ ➌✲✽

♦t⑤➢①➞➂✍❣❖➸
max{Lαi0 (y0, v̄i0(y0), py, Y ); v̄i0(y0) − minj 6=i0{v̄j(y0) + k}} ≥ 0

➸❡❾❷➀❡➀➞➥➢qr⑤➝①❡➐❤➥➢❣❄❢ ❢✙❾✛➈ ✭➞➸
➺✰❣✑⑩❖➋t✉➃❾❷⑤➝①

Lαi0 (x0, vi0(x0), px, X) ≤ 0 ≤ L̄αi0 (y0, v̄i0(y0), py, Y ),
❾❖①➞➁❩✉⑥❝❡❣❄①

0 ≤ − tr[āαi0 (y0)Y ] + tr[aαi0 (x0)X ] − b̄αi0 (y0)py + bαi0 (x0)px+

c̄αi0 (y0)v̄i0(y0) − cαi0 (x0)vi0 (x0) − f̄αi0 (y0) + fαi0 (x0)

=: (I) + (II) + (III) + (IV ).
❀♠s★⑤➢①➤➘➝➈✢➷❚➸❡➺✰❣✑❾❖①➞❾❷➥➝qr➾✍❣❺❣❄❾❀➂➃❝❩✉✇❣✍④✇❢ s◗❣❄➀➞❾❷④➃❾✕✉✇❣✍➥➝q✷❁

(I) = tr[aαi0 (x0)X ] − tr[āαi0 (y0)Y ]
≤ 2ℓδ{|σαi0 (x0) − σ̄αi0 (x0)|

2 + |σ̄αi0 (x0) − σ̄αi0 (y0)|
2}

+ℓε{|σαi0 (x0)|
2 + |σ̄αi0 (y0)|

2},
(II) = (bαi0 (x0) − b̄αi0 (y0))(x0 − y0)

≤ 2|bαi0 (x0) − b̄αi0 (x0)|
2 + 2|x0 − y0|

2

+|b̄αi0 (x0) − b̄αi0 (y0)| |x0 − y0|,
(III) = c̄αi0 (y0)ū(y0) − cαi0 (x0)u(x0)

≤ |u(x0)| |c
αi0 (x0) − c̄αi0 (x0)| + |ū(y0)| |c̄

αi0 (x0) − c̄αi0 (y0)|
−λm,

(IV ) = fαi0 (x0) − f̄αi0 (y0)
≤ |fαi0 (x0) − f̄αi0 (x0)| + |f̄αi0 (x0) − f̄αi0 (y0)| |x0 − y0|.

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö
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➨❦❣✍①➞➂✍❣✑➺➳❣✆⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①
λm ≤ 2ℓδ{|σαi0 − σ̄αi0 |20 + |bαi0 − b̄αi0 |20}+

+{|vi0 |0|c̄
αi0 − cαi0 |0 + |fαi0 − f̄αi0 |0}+

+2δ{ℓ[σ̄αi0 ]21 + [b̄αi0 ]1 + 2}|x0 − y0|
2+

{|v̄i0 |0[c̄
αi0 ]1 + [f̄αi0 ]1}|x0 − y0| + Cε(1 + |x0| + |y0|).➙ ❣✖s⑥②❡❢ ✉⑥❝➞❣✆➋➉⑩❀②❡①➞➁❡s✠⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①➞❣❄➁✱⑤➢①✛✉⑥❝➞❣✑✉✈➺➳⑩✙➂✍❾❀s◗❣✾s➳✉⑥⑩✙❝➞❾▼➽❀❣❺❾ ➐❖❣❄①❡❣✍④➃❾❷➥❭➋❙⑩❖②❡①➉➁✱⑩❖➟

m
➧æ♦r⑩❤➺✰❣❺⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

λm ≤ 2ℓδ{|σαi0 − σ̄αi0 |20 + |bαi0 − b̄αi0 |20}+

+{|vi0 |0|c̄
αi0 − cαi0 |0 + |fαi0 − f̄αi0 |0}+

+2δ{ℓ[σ̄αi0 ]21 + [b̄αi0 ]1 + 2}|x0 − y0|
2+

{|v̄i0 |0[c̄
αi0 ]1 + [f̄αi0 ]1 + λ[ψ]1}|x0 − y0| + Cε(1 + |x0|

2 + |y0|
2).

➙ ❣✆s◗❣✍✉
k1 := {2ℓ[σ̄αi0 ]21 + 2[b̄αi0 ]1 + 4}

➸
k2 := {|v̄i0 |0[c̄

αi0 ]1 + [f̄αi0 ]1 + λ[ψ]1}
➧❁➵➞④⑥⑩❀❢ ①❡⑩✕➺ ⑩❀①

➺✰❣❺➀❡④⑥⑩t➂✍❣✍❣❄➁❩❾❖s✰⑤➢① ✼ ➘➝➈❖➸r✉✇❝❡❣✍⑩❀④⑥❣❄❢ ❀✬➧➢➈✍➷✎✽✢➧✺✐❿⑩❖✉⑥⑤➝①❡➐✬✉✇❝➞❾✕✉
2φ(x0, y0) ≥ φ(x0, x0) + φ(y0, y0)

➸t➺➳❣❺❝➞❾▼➽❀❣

|x0 − y0| ≤ Cδ−1, ✼ ✮ ✹✲✽
➺✠❝➞❣✍④✇❣

C
➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁❡s

K
➧❁❜★❝➞❣✆⑤➢①❡❣✾⑦❂②➞❾❷➥➝⑤➩✉✈q ✼✯✮ ✹✭✽➳⑤➢❢❤➀❡➥➝⑤➢❣✾s★✉⑥❝➉❾✕✉

|x0 − y0|
2 ≤ Cδ−2, ✼ ✮ ➇✭✽

➺✠❝➞❣✍④✇❣
C
➁t❣❄➀➉❣❄①➞➁❡s✠⑩❀①

K
➧✼♦t⑩✙➺➳❣✑⑩❖➋❡✉✇❾❷⑤➝①

λm ≤ {|vi0 |0|c̄
αi0 − cαi0 |0 + |fαi0 − f̄αi0 |0}+

+2ℓδ{|σαi0 − σ̄αi0 |20 + |bαi0 − b̄αi0 |20} + C(k1 + k2)δ
−1 + Cε(1 + |x0|

2 + |y0|
2).

➙ ❣✆➹r①❡⑩✕➺✂✉✇❝➞❾✕✉
vi0 (x) − v̄i0(x) − 2ε|x|2 ≤ m

➸❡❾❷①➞➁❍s⑥⑩

vi0(x) − v̄i0(x) ≤ {|vi0 |0|c̄
αi0 − cαi0 |0 + |fαi0 − f̄αi0 |0}+

+2ℓδ{|σαi0 − σ̄αi0 |20 + |bαi0 − b̄αi0 |20} + C(k1 + k2)δ
−1 + 2ε|x|2 + Cε(1 + |x0|

2 + |y0|
2).

❜★❝➞⑤➝s★⑤➝①❡❣❄⑦❂②➞❾❖➥➢⑤➢✉✈q➜❝❡⑩❀➥➝➁➞s✰➟➠⑩❖④✠❾❷➥➝➥
δ
➸➞❾❷①➉➁❩❝❡❣❄①➞➂✢❣✑➺✰❣✑❢ ⑤➝①❡⑤➝❢❤⑤➢➾❄❣✆➺✠⑤➩✉✇❝✱④✇❣❄s⑥➀➉❣✾➂✦✉★✉⑥⑩

δ
➸t➋rq➜①❡⑩❖✉⑥⑤➝①❡➐ ✉⑥❝➞❾❷✉★➟➠⑩❖④

l > 0
➸

min
δ>0

(lδ + Cδ−1) = Cl1/2.

➨❦❣✍①➞➂✍❣❖➸❡➋rq❩s⑥❣✍①➉➁t⑤➢①➞➐
ε
✉⑥⑩✙➾✍❣❄④⑥⑩➉➸r➺➳❣✆⑩❀➋t✉✇❾❖⑤➢①

vi0(x) − v̄i0(x) ≤ {|vi0 |0|c̄
αi0 − cαi0 |0 + |fαi0 − f̄αi0 |0}+

C{|σαi0 − σ̄αi0 |20 + |bαi0 − b̄αi0 |20}
1/2,

➺✠❝➞❣✍④✇❣
C
➁t❣✍➀❙❣✍①➉➁❡s✄⑩❖①

K
➸
|vi0 |0, |v̄i0 |0

❾❖①➞➁
[ψ]1

➧✄♦t⑤➢①➞➂✍❣
(s2+t2)1/2 ≤ |s|+|t|

➸✕➺✰❣æ➂✍❾❖①✬➂✢⑩❀①➞➂✢➥➝②➞➁t❣❀➧
✷
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➨♠❾❷❢❤⑤➝➥➩✉✇⑩❖①t➫➲➭❀❾❀➂✢⑩❀➋❡⑤➩➫➲➯✰❣✍➥➝➥➢❢✙❾❖①❩❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①➞s❄➧❁❜✶⑩➜❾❖➀❡➀➉❣✾❾❷④✾➸❡➌❷➍❖➍✲✹❡➧

➘ ✹❷➷ ❂ ➧❭➯★❾❷④✇➥➢❣✾s❿❾❷①➉➁❍⑨✄➧ ✦ ➧☛♦r⑩❀②❡➐❀❾❖①❡⑤➝➁❡⑤➝s❄➧❦❼➳⑩❖①r➽❖❣❄④⑥➐❀❣✍①➞➂✍❣❺⑩❖➟✺❾❷➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①❋s⑥➂➃❝➞❣✍❢❤❣❄s❿➟➠⑩❖④❿➟➠②➞➥➢➥➝q✱①➞⑩❖①t➫
➥➝⑤➝①❡❣❄❾❖④❿s◗❣✾➂✢⑩❖①➉➁❩⑩❀④✇➁t❣❄④★❣❄⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➞s❄➧✌✎✖✠✗✎✝✍ ✵✷☛✴☎✕☛✌☞✣✘✠✎✰★✬✏✕✪✦✎✢✠✄☞ ✠➃➸➉➇✜❁Ù➌ ✮ ➈✄✁t➌❖➏✶✹➞➸❡➈ ✭ ✭❡➈❖➧

➘ ➇❖➷✆➭➉➧❡➵✰➧❡➯✰⑩❖①❡①➞❾❖①➞s❄➸ ✦ ➧❙❻❦✉◗✉✇❣✍①r➺✰❾❖❣✍➥➢✉⑥❣❄④❄➸r❾❷①➞➁✛➨✖➧✆☎❭⑤➝➁❡❾❖①❡⑤❆➧✄✐❦②❡❢❤❣✍④✇⑤➝➂❄❾❷➥☛s⑥➂➃❝➞❣✍❢❤❣❄s➳➟➠⑩❖④★✉✇❝❡❣❺✉✈➺➳⑩❤➁t⑤➝❢❤❣✍①t➫
s⑥⑤➝⑩❖①➞❾❖➥✜s◗❣✾➂✢⑩❖①➉➁r➫❆⑩❀④✇➁❡❣✍④★➨❦➭❂➯✂❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①✜➧ �✚✒ ✎✑✧ ✕ ✮ ✕✲✳✤✎✑☞✆➸✩✹❖➏ ❁ ✮ ➌✶✹✝✁ ✮ ✹❀➆❡➸❀➌❷➍❀➍❷➇➉➧

➘ ➆✕➷✆➭➉➧☛➵✰➧✜➯➳⑩❀①❡①➞❾❖①➞s♠❾❖①➞➁➴➨✬➧✞☎❙⑤➝➁➞❾❷①❡⑤❆➧✪❼➳⑩❖①➞s⑥⑤⑧s✈✉✇❣✍①➞➂✍q❋⑩❷➟æ➐❀❣✍①❡❣❄④✇❾❖➥➢⑤➝➾✍❣✾➁✛Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣✙➁t⑤➢❰❙❣❄④⑥❣❄①➞➂✢❣❤s⑥➂➃❝➞❣✍❢❤❣❄s❦➟➠⑩❖④
✉✇❝❡❣✖s◗✉⑥⑩t➂➃❝➞❾❖s◗✉⑥⑤⑧➂✑➨❦➭❂➯✂❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①✜➧ ✒ ✧✝✎✏✕ � ✁ ☞☛✣ ✍✑✞✯✁✄☞✣✘✛✏✕✪★✎✰★✬✏✕✪✦✎✢✠✄☞ ✠✦➸❡➇➞➈✲❁➢➈✾➍❖➍❖➏✂✁❙➈✾➍❀➌t➈❀➸❖➌❷➍❀➍✶✹❡➧

➘ ✫ ➷✑➦✦➧➉❼✰❾❖➀❡②❡➾❄➾✍⑩❷➫➲❹♠⑩❖➥⑧➂✢❣✢✉⑥✉✇❾ ❾❷①➞➁ ✛✺➧í❼♠➧ ✦ ➽✕❾❷①➉s✍➧æ❻♠➀t✉✇⑤➢❢✙❾❷➥☛s⑥➺✠⑤➩✉➃➂➃❝❡⑤➝①❡➐ ➟➠⑩❖④★⑩❖④➃➁t⑤➝①➞❾❷④✇q✙➁t⑤➩❰❭❣✍④✇❣✍①❂✉✇⑤➝❾❖➥☛❣❄⑦❂②➞❾✕➫
✉✇⑤➢⑩❀①➞s❄➧ ✒✂✧✝✎✠✕ � ✁ �✔☎✝★✩☛✌✁✛☎✝✪✌✡ ✵✬☛ ☞✎✍✖✁➝➸➉➌❖➌ ❁➢➈❄➇✲✹✝✁❭➈ ✫ ➈❖➸➞➈ ✭❖➏❖➇➞➧

➘ ✮ ➷✆❧➪➧ ❂ ➧✜❼➳④✇❾❖①➞➁❡❾❖➥➢➥❆➸➉➨✬➧➉➦✈s⑥❝❡⑤➝⑤â➸☛❾❷①➉➁❍⑨✄➧ ➫ ✛✺➧ ✛✜⑤➝⑩❖①➞s❄➧❿❥❦s⑥❣✍④ ✘ s❦➐❖②❡⑤⑧➁t❣✬✉⑥⑩➜➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q✛s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①➞s❿⑩❖➟æs◗❣✾➂✢⑩❀①➞➁
⑩❀④✇➁❡❣✍④✼➀➞❾❖④◗✉✇⑤➝❾❖➥❡➁t⑤➩❰❭❣✍④✇❣✍①❂✉✇⑤➝❾❖➥t❣❄⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➞s❄➧★✟ ✣ ✪✎✪ ✁ ✎✰✍✑✞✡✁✄☞✣✘✗✏✝★✗✕ ✏✝☛❇✚ ✞✯✍✥✏✕☛✌☞✣✘✗✏✝✪ ✒✷☎✙✘✯☞✣✞✡☛✩✎★✕ ☞✟✞✔✧ ✒✷✞✯✁✄☞✣✞✄✠ ✘✕➸
➌ ✮ ❁➝➈✄✁ ✫ ✮ ➸❙➈ ✭ ✭❀➌❡➧

➘ ➏❷➷ ✛æ➧Ù❼♠➧ ✦ ➽✕❾❷①➉s♠❾❖①➞➁ ❀✖➧❭➵❡④✇⑤➢❣✾➁t❢✙❾❷①✜➧✑❻♠➀t✉⑥⑤➝❢✙❾❷➥❁s✈✉✇⑩r➂➃❝➉❾❖s◗✉⑥⑤⑧➂✆s◗➺✠⑤➢✉✇➂➃❝❡⑤➝①❡➐✛❾❷①➞➁✛✉✇❝❡❣✪➁t⑤➝④✇⑤➝➂➃❝❡➥➝❣✢✉❺➀❡④✇⑩❖➋❡➥➝❣✍❢
➟➠⑩❀④★✉⑥❝❡❣✖➯✰❣❄➥➢➥➝❢✙❾❷①❍❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①✜➧✫✌ ✁✆✏✝★✜✠ ✁☎✎✰✍✑✞✯✁ ✁☎✕ ✏✕☛✎✚ ✁✛✒✷☎✙✘ ✁➝➸❭➌❖➆✶✹ ❁ ✹ ✫ ➆✝✁ ✹❀➏✞✭❡➸t➈ ✭ ✮ ✭❡➧

➘ ✭❷➷✆➨✬➧t➦✈s◗❝➞⑤➢⑤❭❾❷①➞➁✛♦❭➧t➼❦⑩❀⑤➢➹❀❣❖➧✠✟♠⑤➝s✇➂✢⑩❂s◗⑤➢✉✈q✙s◗⑩❀➥➢②t✉✇⑤➢⑩❀①➞sæ➟➠⑩❖④✰❢ ⑩❀①❡⑩❷✉✇⑩❖①❡❣❺s◗qts◗✉⑥❣❄❢❤s➳⑩❷➟✄s◗❣✾➂✢⑩❖①➉➁✙⑩❖④➃➁t❣✍④➳❣✍➥➝➥➢⑤➝➀t✉✇⑤➝➂
⑨➳❹ ✦ s❄➧ �✔☎✝✍ ✍✖✁✞✡ ✏✝✁✄☛ ☞✣✏✝✪ ✩ ☞ ✦✰✞✡✁✆✞✯★✜☛ ☞✣✏✝✪✷� ✹ ✣✜✏✕☛✌☞✣☎✕★➞➸✒➈ ✫ ❁➝➈❄➍ ✭❀➆✝✁❙➈❖➈▼➌❷➏➞➸t➈ ✭✞✭➞➈❖➧

➘➝➈❄➍❷➷✑➨✬➧❡➦✈s⑥❝❡⑤➢⑤✜❾❖①➞➁✱♦☛➧❡➼❦⑩❀⑤➢➹❀❣❖➧✞✟♠⑤➝s✇➂✢⑩❂s◗⑤➢✉✈q➜s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①➞s✰⑩❖➟✄❾❤s◗qts◗✉⑥❣❄❢ ⑩❷➟✒①➞⑩❖①❡➥➝⑤➢①➞❣❄❾❷④✠s⑥❣❄➂✍⑩❖①➞➁❩⑩❖④➃➁t❣✍④✰❣✍➥➝➥➢⑤➝➀t✉✇⑤➝➂
⑨➳❹ ✦ s♠❾❷④✇⑤➝s⑥⑤➝①❡➐✪⑤➝①❋s◗➺✠⑤➢✉✇➂➃❝➞⑤➢①❡➐❤➐❂❾❷❢❤❣❄s❄➧ ✄ ✣ ★ ☎✶✘✯☞✣✏✝✪ ✁❅� ☎✝✳✝✏✶✘ ✁➝➸✬✹❖➇✜❁➝➈✍➇✭✹✝✁❙➈▼➆❖➆❡➸❡➈ ✭ ✭❡➈❖➧

➘➝➈❖➈✍➷ ✦ ➧❀❽✆➧❂➭❀❾❖➹❖⑩❖➋➉s◗❣❄①✜➧❙❻♠①❤❣✍④✇④⑥⑩❀④❁➋➉⑩❀②❡①➞➁❡s✺➟➠⑩❖④✼❢❤⑩❖①❡⑩❖✉⑥⑩❀①❡❣❿❾❷➀❡➀➞④⑥⑩▼➡t⑤➝❢❤❾❷✉⑥⑤➝⑩❖① s⑥➂➃❝❡❣❄❢❤❣❄s❁➟➠⑩❀④✼❢✬②❡➥➢✉⑥⑤⑧➁t⑤➝❢ ❣❄①t➫
s⑥⑤➝⑩❖①➞❾❖➥☛➦✈s⑥❾❀❾❖➂♠❣❄⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➞s❄➧ ☛✒☎ ✏✗✵✶✵✜✞✗✏✝✁✦➸❙➌❖➍❖➍❖➇➞➧

➘➝➈✾➌✕➷ ✦ ➧ ❽✆➧❙➭❀❾❖➹❖⑩❀➋➞s◗❣❄①✛❾❖①➞➁❍➼❤➧ ➨✬➧➞➼✆❾❷④✇➥⑧s◗❣❄①✜➧➳❼➳⑩❖①❂✉⑥⑤➝①r②❡⑩❖②➉s✠➁t❣✍➀❙❣✍①➞➁❡❣✍①➞➂✍❣✖❣❄s◗✉⑥⑤➝❢✙❾✕✉⑥❣✾s✰➟➠⑩❖④❿➽r⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q✱s◗⑩❀➥➢②t➫
✉✇⑤➢⑩❀①➞s✑⑩❷➟✰➟➠②❡➥➝➥➢q➴①❡⑩❖①❡➥➝⑤➝①❡❣❄❾❖④✑➁❡❣✍➐❖❣❄①❡❣✍④➃❾✕✉✇❣✪❣❄➥➢➥➝⑤➝➀t✉⑥⑤⑧➂❤❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①➞s❄➧✑�✂✪ ✞✗✘✡☛ ✁✆☎✝★✩☞✣✘ � ✁ ✩ ☞ ✦✰✞✡✁✆✞✯★✜☛ ☞✣✏✝✪ � ✹ ✣✜✏✙✓
☛ ☞✣☎✝★✜✠✦➸❡➀➞❾❷➐❀❣❄s✑➈☛✁❙➈❄➍➞➸r➌❖➍❖➍❂➌t➧

➘➝➈❆✹❷➷✑✐✬➧ ✟✪➧❷➼✑④⑥qr➥➝⑩✕➽❭➧❂❻♠①✖✉✇❝❡❣➳④➃❾✕✉✇❣æ⑩❖➟➞➂✢⑩❖①r➽❀❣✍④✇➐❖❣✍①➉➂✢❣✼⑩❷➟➞Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣★➁t⑤➩❰❭❣✍④✇❣✍①➉➂✢❣★❾❷➀❡➀❡④✇⑩▼➡t⑤➢❢✙❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①❺➟➠⑩❖④❁➯✰❣✍➥➝➥➢❢✙❾❷① ✘ s
❣✾⑦❂②➞❾✕✉✇⑤➢⑩❀①✜➧ ✒✩☛ ✁✠✡ ✞✡☛✒✞✯✁✗✠ ✑ ✣ ✁✌✫✖✕ ✏✕☛✎✚ ✁ � ✁➝➸ ✭ ❁ ✫ ✹ ✭✝✁ ✫ ➆❷➍➞➸➞➈ ✭✞✭ ✮ ➧

➘➝➈✍➇❖➷✑✐✬➧ ✟✪➧✒➼✑④✇qr➥➢⑩✕➽❭➧❤❻♠①✧✉✇❝❡❣✙④✇❾❷✉⑥❣ ⑩❷➟✠➂✢⑩❀①❂➽❀❣✍④✇➐❖❣❄①➞➂✢❣✪⑩❷➟✰Ï➞①❡⑤➢✉⑥❣✢➫➲➁t⑤➢❰❙❣❄④⑥❣❄①➞➂✢❣✙❾❖➀❡➀❡④✇⑩▼➡r⑤➝❢✙❾✕✉✇⑤➢⑩❀①➞s❿➟➠⑩❀④✖➯✰❣✍➥➝➥➩➫
❢✙❾❖① ✘ s✒❣❄⑦❂②➞❾❷✉⑥⑤➝⑩❖①➞s✒➺✠⑤➢✉⑥❝✖➽✕❾❷④✇⑤⑧❾❷➋❡➥➝❣æ➂✢⑩r❣✯✿✙➂✍⑤➢❣❄①❂✉✇s❄➧☞✡ ✁✆☎ ✑✗✏ ✑✯☞✎✪ ☞✎☛✏✎ ✌✷✚✜✞✛☎✕✁✗✎✟✏✝★✷✤ ✘✧✞✯✪ ✏✝☛✒✞✗✤✑✄✔☞✣✞✯✪ ✤✝✠➃➸➞➈❖➈ ✮ ❁➢➈☛✁➈ ✫ ➸➞➌❖➍❖➍❖➍➞➧

ï✒ï ê✝❈➞ø✗❉✄❉▼ö



➌❖➏ �✂✁☎✄❅✁✝✆✗✤✞✆✯✁✄☞✣✘✠✟☛✡✌☞✍☞✏✎✑☞☛✒✔✓✌✒✩☛✒✞✣✓✡✏✕★✜☞✣✏✖✕✗✎✍✘✙✡✚✒✛✡✜✓✛✢✱☎✤✣ ✠✄★✬✏✲✏✦✥★✧✝✩✍✎✑☞✪✧

➘➝➈✾➆✕➷✑➨✬➧ ➭➉➧☛➼✑②➞s⑥❝❡①❡❣✍④✑❾❷①➉➁❋⑨❁➧ ❂ ➧☛❹♠②❡➀❡②❡⑤⑧s✍➧ ☞ ✣ ✍✥✞✯✁✄☞✣✘✗✏✝✪ ✍✥✞✯☛❇✚ ☎✙✤✢✠ ✓✡☎✕✁✟✠✄☛✒☎❆✘✗✚ ✏✝✠✄☛✌☞✣✘ ✘✗☎✕★✜☛ ✁✆☎✝✪✜✵✬✁✆☎ ✑✡✪ ✞✡✍✱✠ ☞✎★
✘✗☎✕★✜☛ ☞✎★ ✣✜☎✤✣ ✠✰☛✌☞✎✍✑✞✢➸r➽❀⑩❖➥➝②❡❢❤❣❺➌✕➇✬⑩❷➟ ✎ ✵✶✵✬✪ ☞✣✘✛✏✕☛✌☞✣☎✕★ ✠ ☎ ✓✰✍✥✏✕☛✎✚✜✞✡✍✑✏✝☛ ☞✣✘✡✠➃➧❁♦r➀❡④✇⑤➢①➞➐❖❣✍④✾➸r✐❿❣✍➺ ❸✺⑩❖④✇➹❙➸t➌❷➍❀➍❡➈❀➧
♦t❣❄➂✢⑩❀①➞➁✛❣❄➁t⑤➢✉⑥⑤➝⑩❖①✶➧

➘➝➈ ✫ ➷✑✐✬➧☛❸æ❾❷❢✙❾❀➁❡❾❡➧ ✟❦⑤⑧s⑥➂✍⑩❀s⑥⑤➩✉✈q❈s⑥⑩❖➥➝②t✉⑥⑤➝⑩❖①➉s❦➟➠⑩❀④✖❾✱s⑥qts✈✉✇❣✍❢ ⑩❖➟➳❣❄➥➢➥➝⑤➢➀❡✉⑥⑤⑧➂✪⑤➝①❡❣✾⑦❀②➉❾❷➥➝⑤➩✉✇⑤➢❣✾s✑➺✠⑤➩✉✇❝✧➋➞⑤➢➥⑧❾✕✉✇❣✍④➃❾❷➥❁⑩❖➋t➫
s◗✉✇❾❀➂✢➥➝❣❄s❄➧ ✄ ✣ ★ ☎✶✘✯☞✣✏✝✪ ✁ � ☎✝✳✝✏✶✘ ✁➝➸✩✹❀➍ ❁ ➇➞➈ ✮ ✁❂➇r➌❖➆❡➸➞➈ ✭❀➏ ✮ ➧

é➠Ü✄ï✜éëÝ



Unité de recherche INRIA Rocquencourt
Domaine de Voluceau - Rocquencourt - BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Futurs : Parc Club Orsay Université - ZAC des Vignes
4, rue Jacques Monod - 91893 ORSAY Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Lorraine : LORIA, Technopôle de Nancy-Brabois - Campus scientifique
615, rue du Jardin Botanique - BP 101 - 54602 Villers-lès-Nancy Cedex (France)

Unité de recherche INRIA Rennes : IRISA, Campus universitaire de Beaulieu - 35042 Rennes Cedex (France)
Unité de recherche INRIA Rhône-Alpes : 655, avenue de l’Europe - 38334 Montbonnot Saint-Ismier (France)

Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis : 2004, route des Lucioles - BP 93 - 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)

Éditeur
INRIA - Domaine de Voluceau - Rocquencourt, BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex (France)�✂✁✄✁✆☎✞✝ ✟✠✟☛✡☞✡✌✡✎✍✑✏✓✒✕✔✖✏ ✗✞✍ ✘✄✔

ISSN 0249-6399




