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1. Introduction

Chaque suite fixe A {}-0,.... de nombres non ngatifs dfinit un espace
de Hilbert A consistant en les suites numriques complexes a {a}-o,,...
avec le produit scalaire,

On considre chaque suite a de comme la suite des coefficients de
Fourier d’un objet dual a, voire une distribution, sur le tore T une dimen-
sion, et l’on transpose la structure d’espace de Hilbert ces distributions"

(a, )A (a, b)A (a a, b ),

il a il,t "v/(a, a)A

On d6signera ce dernier espace de Hilbert de distributions a par 9.
La question de l’approximation speetrale (ou de synthse spectrale) est

alors de savoir si, pour tout ensemble ferm6 E de T, toute distribution a de
l’espaee 9 port6e par E soit adh6rente dans la norme de 9/ l’ensemble des
mesures de 9A port6es par E.
La r6sponse est affirmative si la suite X} strietement positive est un quotient

de la forme a/= ot {al et {1 sont deux suites d6finies n6gatives
paires telles que

lim inf,** a > 0 et lira inf,** > 0.

Une d6monstration complete de ce r6sultat se trouve dans [5]. Elle d6pend
de la th6orie du potentiel.
En particulier, si

X. (I q-n*)=, --1

_
a_ I,

la synthse spectrale est valable dans l’espace .
Nous verrons dans les lignes qui suivent que les fairs sont entirement dif-

ffirent si 1’on abandonne l’hypothse selon 1aquelle h est stricement positive.
Nous nous restreindrons au cas off

Nous ferons usage d’une mthode statistique, invent6e et exploite par
Kahane et Salem [4], [?]. L’idfie est de rendre al6atoir la distribution de
Malliavin, qui a fitfi fitudifie pour la premiere lois dans [9], [i0].
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2. Des processus Gaussiens

Une suite {B} =o,z,... de nombres rels, non n6gatifs servira/ dterminer un
processus Gaussien X, rel et stationnaire, sur le cercle T, tel que

EX(t) 0 T

E(X(t)X(t.) ’S(t t.), t et t T
off

Nous allons imposer deux conditions sur le processus X, c’est-/-dire sur
la suite

(1) Prob {Z. -I X, < } 1,

off X. dsigne le niE coecient de FouMer de X.. Autrement dit, la suite
{X, appartient l’espace avec probabilit6 1.

Si A(t) . k. cos nt, ceci signifie que la convolution A.X appartient
avec probabilit 1 la classe A des sMes de FouMer absolument convergentes.

Si k.

et la condition (2) est quivalente

(4)

Car si (4) est vrifie, on a

done (2) est vrifie, Reiproquement, si 1 srie

converge avee probabilit 1, le thorme des trois sries de Kolmogoroff
[8, dernire phrase] s’applique puisque les variables alatoires

sont mutuellement indpendantes. I1 existe done, en particulier, une
eonstante c > 0 telle que la srie tronque

(x

converge. Mais

E(A.I/.l)
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d’ofi la convergence (4) puisque . /B. tend vers 0.
et (3) se vrifie de la mme manire.

L’quivalence de (2)

3. L’impossibilite de I’approximation spectrale
Nous nous proposons de dmontrer le thorme suivant.

THIORME. Soient {B}ffi0,1.... et {},}--0,1,... deux suites non n$gatives telles
que les s$ries (3) et (4) convergent. Si la fonction

admet la minoration,

(5)

C(t) Bk cos kt,
k

C(O) C(t) >_ Mlt],
avec deux constantes M > 0 et 0 < 1/2, alors l’approximation spectrale est
en g$n$ral impossible dans

Dmonstration. La condition (3) implique que la fonetion alatoire relle

(6) f(t) h X(t)

pprtient, vee probabilit 1, 1 elasse A des sries de Fourier bsolument
eonvergentes.
Oa w mintennt tudier l’intgrle de Mllivin

(7) f-, iu exp (iuf(t) du

et montrer que cette intgrale dfinit presque sfirement une distribution de la
classe 94, qu’on notera ’(f(t)).
Dans ce but, considrons le dveloppement de Fourier

exp (iuf(t)) -, p,,(u) exp (int),

off
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On a done, d’aprs la condition (5),

On a done

Ceci montre que t’(f) e 94 avec probabilit4 1.

4. Conclusion de la demonstration
Comme lment deg, ’(f) est une distribution de la classe ’ de Schwartz

(Cf. [12, Chap. I, pp. 31-32; Chap. VII, 1]). Une telle distribution est
dtermin6e par ses valeurs sur les fonctions ind6finiment drivables sur le
cercle T.
En particulier, le support de ’(f) est dterming par les valeurs de (f)

prises sur ID.

LEMME 2. Le support de 3’ (]) est situ$ dans l’ensemble des z$ros de f A X.
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D]MONSTRATION (Kahane [4], [7]). Soit et ayant son support dis-
joint de l’ensemble des zros de/. Alors la fonction

/( x)
est localement dans , donc dans (voir [11, p. 133-134]). On a donc

.(A.X) avec.
I1 en rsulte, moyennant deux integrations par parties,

La fonegion gang arbigrNre, la eonelusion du Lemme 2 en rsulge.

LEMMA 3. On a

(z, ’( z)) x, v(h z)) o
avec probabilit positive.

D$mstration. En posnt h 1 et g A X dns (8), il vient

L’espmnce mathmtique de ceci est

E po(u) du E exp(iuA.X(t))dt du

1
du exp

1 uE[A X(t)] dt
2

>0,

ce qui entraine 1 conclusion du Lemm 3.
Maintennt, soit 5 1 mesure de Dirc en e E ensemble des ros de

A X. ors, d’prs le Lemme 2, l’ensemble E est non vide ds que
5’(l X) est non nulle, ce qui est vHfi pour un ensemble V de trajectories
X de probbilit positive, d’prs le Lemme 3. C’est--dire, on d’une prt,

(9) cx, ,) { x, ,) x(t) o, x v, t ,
et d’utre prt,

(10) (X, V(/)) O, X V.

Les relations (9) impliquent, pour cheque X e V, que

(x, ) [ x(t) d(t) 0
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pour chaque mesure g e 9A porte par l’ensemble E. La relation (10) montre
que le sous-espace des mesures de 9A portes par E n’est pas dense dans
l’espace des distributions de 9 portes par E. Autrement dit, l’approxima-
tion spectrale est impossible en gn4ral dans l’espace hilbertien 9A. La
dmonstration du thorme est ainsi acheve.

5. Un cas particulier
Considrons un poids A {k}k-0,1.... lacunaire, c’est-i-dire k 0 sauf

pour les indices ayant la forme k p" (n 0, 1, 2,...), p entier > 2. Fixons, 0 < < 1/2, et posons

B =),2k- sik p, n 0,1,...,

B 0 ailleurs.

Rappelons que la fonction classique de Weierstrass,

 7-0 cos p t,

appartient/ la classe Lip , mais w Lip i pour i} > (Cf. Zygmund [13, pp.
46-47]). Ceci implique pour tout e T,

w(O)- w(t) > ii ( < < 1/2),

pour une eonstante M > 0, car w(t) est "le moins eontinu" pour 0.
D’autre part, les s6ries (3) et (4) convergeront si

h= (l+p), 0>a> --1/4.
Done l’approximation spectrale est en g6n6ral impossible dans ces eas.

Cf. l’Introduetion.
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