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Act as I I Congr eso de Ecuaci ones Di f er enci al es

y Apl i caci ones . Val l dor ei x, Mayo 1979

ESTUDI O CUALI TATI VO DEL PROBLEMA DE SI TNI KOV

Jaume Ll i br e* y Car l es Si mó* *

Abst r act . - The Si t ni kov pr obl em of f er s a r i ch var i et y of mot i ons when

t he f ul l phase space i s st udi ed . Besi des cl assi cal r esul t s due t o

Al ekseev and Moser a car ef ul descr i pt i on of f i nal evol ut i ons i s pr esen-

t ed . To achi eve t hi s r esul t we t ake i nt o account t he successi ve i nt er -

sect i ons of t he i nvar i ant mani f ol ds of t he i nf i ni t y wi t h t he pl ane óf

t he pr i mar i os .

51 . Las ecuaci ones del movi mi ent o . - Sean m1 y m2 dos masas punt ua-

l es e i gual es movi éndose según l a l ey del agr avi t aci ón de Newt on en ór bi -

t as el í pt i cas con su cent r o de masas ( c . d . m. ) en r eposo . Consi der amos

una t er cer a masa punt ual e i nf i ni t esi mal , m3 , movi éndose sobr e l a r ec-

t a R per pendi cul ar al pl ano n det er mi nado por l as t r ayect or i as de l os

dos pr i mer os cuer pos pasando por su c . d . m . ( f i g . 1) . El movi mi ent o dé

l as dos pr i mer as masas no est á af ect ado por l a t er cer a y, debi do a l a

si met r í a, el t er cer cuer po per manece sobr e R . El pr obl ema de Si t ni kov

[ 91 consi st e en descr i bi r l as ór bi t as del cuer po dé masa i nf i ni t esi -

mal y es un caso par t i cul ar del pr obl ema r est r i ngi do de t r es cuer pos .

Como es usual l l amár emos pr i mar i os a l os cuer pos cuya masa no es

i nf i ni t esi mal .

Nor mal i zamos l as uni dades de t i empo, masa y l ongi t ud de maner a que

el per í odo de l os pr i mar i os sea 27r , l a masa t ot al sea 1, est o es,

m1 = m2 =
2

y l a const ant e de l a gr avi t aci ón val ga 1 . Sea q l a coor

denada que nos da l a posi ci ón de m3 sobr e l a r ect a R, habi endo t oma-

* Facul t at de Ci énci es, Uni ver si t at Aut bnoma de Bar cel ona .

* * Facul t at de Mat emát i ques i Labor at or i de Cál cul , Uní ver si t at de Bar
cel ona .



do el or i gen, q = 0 , en el c . d . m . . Las ecuaci ones del movi mi ent o son

q = p,

P = - q/ ( q2 + r 2 ( t ) ) 3/ 2 ,

r ( t ) =
2

( 1- e cos t ) + 0( e2) ,

Fi g . 1 . El pr obl ema de Si t ni kov par a excen-

t r i ci dades

	

e > 0 .

donde r ( t ) = r ( t +27r ) > 0 es l a di st anci a de uno de l os pr i mar i os al

c . d . m.

Si e es l a excent r i ci dad de l as ór bi t as el í pt i cas descr i t as por m1 y

m2 , t enemos que

en el ent or no de e = 0 .

Si l a excent r i ci dad e es i gual a cer o ( f i g . 2) , el si st ema di -

f er enci al ( 1) es conser vat i vo, est o es, posee l a i nt egr al de l a ener -

gí a



Fi g . 2 . El movi mi ent o de Si t ni kov par a l a excent r i ci dad e = 0 .

2 p2	 -

	

( q 2 + 4) ' 1/ 2

	

= c

	

( 2 ) ,

donde

	

c >2 . El est udi o del espaci o de f ases ( q, p) se muest r a en l a

f i g . 3 . El or i gen 0 es un cent r o ( punt o de equi l i br i o est abl e, c = - 2) .

Hay t r es cl ases de sol uci ones, l as del t i po A ( osci l aci ones u ór bi t as

el í pt i cas, - 2 < c < 0) , l as separ at r i ces B u ór bi t as par aból i cas( que

l l egan al i nf i ni t o con vel oci dad cer o, c = 0) , y l as sol uci ones C f o_r

madas por l as ór bi t as hi per ból i cas ( que l l egan al i nf i ni t o con vel oci -

dad posi t i va, c > 0) .

Fi g . 3 . Or bi t as en el caso e = 0 .



Si l a excent r i ci dad e es posi t i va, el si st ema ( 1) cont i ene el

t i empo expl í ci t ament e . Por l o t ant o, hemos de est udi ar l as ór bi t as de un

campo vect or i al en el espaci o t r i di mensi onal q, p, t . Real ment e, i ncl u

so cuando l a excent r i ci dad es cer o, par a descr i bi r compl et ament e el mo-

vi mi ent o de Si t ni kov, hemos de consi der ar l as ór bi t as en el espaci o q,

p, t . Así podemos t ener en cuent a no sól o l a posi ci ón de m3 r espect o del

pl ano q=0, si no t ambi én r espect o de m1 y m2 . Par a est udi ar l as ór bi -

t as en el espaci o q, p, t ut i l i zar emos l a apl i caci ón de Poi ncar é . Par t e

de l a exposi ci ón que si gue ha si do t omada de [ 81 .

§2 . La apl i caci ón de Poi ncar é Te . - Es cl ási ca l a r educci ón del est u-

di o de un si st ema di námi co en un espaci o de di mensi ón 3, al est udi o de

una t r ansf or maci ón punt ual T del pl ano ut i l i zando una super f i ci e de

secci ón E. La apl i caci ón T se const r uye de l a maner a si gui ent e : cada

punt o

	

x E E

	

se apl i ca en el si gui ent e punt o de i nt er secci ón, Tx,

	

de

l a cur va

	

y, sol uci ón del si st ema di námi co que pasa por ' x, con l a su-

per f i ci e E ( f i g . 4) , suponi endo que di cha i nt er secci ón exi st a .

Fi g . 4 . La apl i caci ón de Poi ncar é .

Las pr opi edades esenci al es del si st ema di f er enci al quedan r epr esen

t adas por l a t r ansf or maci ón T de una maner a más cl ar a y condensada .

Una ór bi t a per i ódi ca se convi er t e en un punt o i nvar i ant e por T o por

una pot enci a de T . Una ór bi t a quasi - per i ódi ca r ecor r i endo un t or o en el

espaci o de f ases, se t r aduce por una sucesi ón de punt os r ecor r i endo una

cur va de l a super f i ci e de secci ón con númer o de r ot aci ón i r r aci onal . La

est abi l i dad de una ór bi t a puede est udi ar se medi ant e el anál i si s del com



por t ami ent o de l os i t er ados por T del punt o de l a super f i ci e de sec-

ci ón que det er mi na l a ór bi t a, et c .

Teni endo en cuent a l a per i odi ci dad r espect o de t en l as ecuaci ones

( 1) , podemos i dent i f i car l as super f i ci es t = 0 y t = 2n , y consi de-

r ar el si st ema di f er enci al ( 1) en el espaci o R x I R x S1 con l as coor d_e

nadas

	

( q, p, t

	

( mód . 2n ) ) . En est e espaci o i dent i f i camos l a ór bi t a Sl

cor r espondi ent e al punt o de equi l i br i o q = 0, p = 0 a un punt o O. Pues

t o que el si st ema di f er enci al es i nvar i ant e por l a si met r í a

	

q - - q, no

necesi t amos di st i ngui r ent r e l os val or es posi t i vos y negat i vos de q . I den

t i f i camos ( - q, p, t ) con ( q, p, t ) , y por t ant o l os punt os ( q = 0, - p,

t ) con l os punt os ( q = 0, p, t ) . Sea

	

E

	

el espaci o r esul t ant e, y sea Te

l a apl i caci ón de Poi ncar é de l a super f i ci e de secci ón

E=1( q, p, t ) eE I q=01 ,

par a l a excent r i ci dad

	

e . Est o es, dado un punt o ( p o , t o ) de

	

E y por l o

t ant o l a ór bi t a

	

q( t ) del t er cer cuer po t al que

	

q( t o ) = 0

	

y P( t o ) = po,

sea t 1 el si gui ent e cer o de q( t ) con t 1 > t 0 , si exi st e . La apl i caci ón

Te se def i ne medi ant e Te ( p o , t o ) = ( p 1 , t 1 ) si endo p 1 = p( t 1 ) . Nót ese

que E es un pl ano donde p o , t o son coor denadas pol ar es .

§3 . El caso i nt egr abl e, e = 0 . - Par a descr i bi r l a apl i caci ón T = Te pa-

r a e = 0 obser vemos de ( 2) que p 1 = p o par a p o < 2, y que el t i em

po de r egr eso a E, t 1 - t o = T( po ) es una f unci ón de p o i ndependi ent e

de t o . Además cuando

	

p o - 2

	

el

	

t i empo

	

T( Po ) - ° ° .
La apl i caci ón T t i ene l a f or ma

p l

	

=

	

po

	

'

t 1 = t
o

+ T( p0) ( mód . 2n ) ,

de maner a que l a ci r cunf er enci a

	

f p ( p o = const ant e < 2) es i nvar i an-
0

t e por T . La coor denada t o ( mód . 2n) es l a coor denada angul ar sobr e
f po,

y l a apl i caci ón T r est r i ngi da a l a ci r cunf er enci a 1- p o es un gi r o de án-

gul o T( pd . Es cl ar o que el domi ni o de def i ni ci ón de T, D1 , es el di sco

abi er t o de r adi o 2 .

Lema 1 . -

	

Par a

	

e = 0, l a f unci ón T( p
0

) es est r i ct ament e cr eci ent e en

0 < po < 2 ( Fi g . 5) .
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Demost r aci ón : Usando ( 2) el per í odo puede expr esar se como

= 4 f gmaxT

	

d /

	

2

	

-

	

2

J

	

g

	

,

q 2 + 1/ 4

	

q20

	

+ 1/ 4

max

que con el cambi o a = ar ct g ( 2q) se convi er t e en

a l r a 2

sec t a da

Vcosa - Cosamax

Debemos ver que T es una f unci ón cr eci ent e de
amax' es deci r ,

T(
amax, l )

	

<

	

T(
amax, 2)

	

si

	

a max, 1 <

	

amax, 2'

Sean f 1 , f 2 , g f unci ones posi t i vas est r i ct ament e cr eci ent es en

10, a 1 1	 ,

	

[ 0, a 2 1

	

y

	

( 0, a 3 1 , r espect i vament e, con

	

0<a l <a 2 1 a 3 .

Si f , > f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA�

	

en

	

( 0, a, l

	

v

	

Cal

	

f . < r a 2 f �

	

af i r mamos oue
1 G

	

- - 1 -

	

G

	

'

Jo

	

1

JO

J0

	

f 1
. g<JO

	

f
2

. g

	

.
x y

En ef ect o, dado

	

x < a l ,

	

sea

	

y E ( x

	

, a 2 )

	

t al

	

que

	

(

	

f l =

	

J O f 2

	

.
f z

Def i ni mos h i ( z) =
10

f i , z E[ 0, a i 1 , i = 1, 2 , y por t ant o h1( x) =h2( y) .

1)

	

b

Luego

	

JO
1 9( x) dh 1 ( x)

	

<

JO

2
9( y) dh2( Y)

	

si

	

h l ( b 1 )

	

= h 2 ( b 2 ) , de donde

se obt i ene nuest r o aser t o .

Tomando

	

a
i

	

=a
max, i

	

,

	

f
i

	

=

	

( cosa- cosa max, i ) - l / 2,

	

i

	

=

	

1, 2, y

g = sec 2 , se t i ene el l ema 1 t eni endo en cuent a que di cho l ema es' ci er t o

par a el péndul o .

Si
gmax " 0

se t i ene que

	

T- +7C/ ~r 2 .



Fi g . 5

	

Fi g . 6

Del l ema 1 y t eni endo en cuent a que

	

7( p0)

	

+

	

cuando po - 2, r e-

sul t a que l a i magen de cual qui er r adi o de D1 es una cur va que espi r al a

i nf i ni t as veces al r ededor del or i gen apr oxi mándose a l a f r ont er a po = 2

( f i g . 6) . Por consi gui ent e, l a apl i caci ón T es una apl i caci ón " t wi st "

( véase [ 81 ) .

Es cl ar o a par t i r del l ema 1 que hay cur vas r p

	

que gi r an un
0

ángul o T( p0) t al que

	

T( p0) / 2n es r aci onal . El ángul o T( po ) / 2n

es el númer o de r ot aci ón de l a cur va i nvar i ant e r
P

	

por l a apl i ca- -

ci ón T . Consi der emos l as i t er aci ones de l a apl i caci ón T . Par a un - -

punt o i ni ci al x = ( p o , t 0 ) per t eneci ent e a una cur va P

	

con un núme-

r o de r ot aci ón r aci onal

	

i gual

	

a

	

P / Q

	

( P y Q

	

pr i mos

	

o ent r e sí ) ,

	

se

t i ene que x es un punt o per i ódi co de T de per í odo Q . El númer o P

mi de l as vuel t as ent er as que se dan al r ededor del punt o f i j o cent r al 0

cuando

	

se r ecor r en

	

l os

	

punt os

	

x,

	

Tx,

	

T2 x,

	

. . . , TQx

	

= x .

	

( Fi g .

	

7) .

Fi g . 7



Si el númer o de r ot aci ón de r
p0

es i r r aci onal , par a cual qui er pun

t o xe r

	

l os punt os Tn x f or man un conj unt o denso en r

	

( véase [ 21,
po

	

po
apéndi ce I ) . En r esumen, l as cur vas i nvar i ant es P est án f or madas por

0
punt os per i ódi cos o quasi - per i ódi cos según que el númer o de r ot aci ón de

r p^

	

sea r aci onal

	

o i r r aci onal .

	

Como se obser va en

	

[ 21

	

,

	

p .

	

79, en t o-

dos l os pr obl emas i nt egr abl es de l a mecáni ca cl ási ca, se encuent r a que -

l as ór bi t as acot adas son per i ódi cas o quasi - per i ódi cas, est o es, l a ór b_i

t a genér i ca es densa sobr e un t or o i nvar i ant e sumer gi do en el espaci o de

f ases .

Obser vemos que el or i gen 0 es est abl e, est o es, si x = ( p o , t o )
n

es t al que p o es suf i ci ent ement e pequeño, ent onces T x per manece peque

ño par a t odo n .

Vamos a r econst r ui r el f l uj o en el espaci o de f ases F =I R x R x S 1

a par t i r de l a apl i caci ón de Poi ncar é T . En vi r t ud de l a f i g . 3 podemos

pensar en el espaci o de f ases . F f ol i ado de l a si gui ent e maner a : el pun

t o de equi l i br i o 0 da l ugar a una ci r cunf er enci a V en F . Las ór bi t as aco

t adas del t i po A se mueven sobr e t or os, encaj onados l os unos dent r o de

l os ot r os envol vi endo a l a ci r cunf er enci a v ( f i g . 8) . Las ór bi t as par abó

Ti cas dan l ugar a dos ci l i ndr os que const i t uyen l a f r ont er a t opol ógi ca

de l os t or os encaj onados . Podemos pensar en est os dos ci l i ndr os como -

el r esul t ado de qui t ar dos ci r cunf er enci as C1 y C 2 de un t or o, t al co-

mo se i ndi ca en l a f i g . 8 . ( Las ci r cunf er enci as C 1 y C 2 se cor r esponden

con l os dos i nf i ni t os de q) . A su vez cada ci l i ndr o de ór bi t as par abó

Ti cas est á envuel t o por t oda una f ami l i a de ci l i ndr os, cada uno de el l os

r ecor r i do por ór bi t as hi per ból i cas . Es cl ar o que l as ór bi t as par aból i -

cas o hi per ból i cas r ecor r en sus r espect i vos ci l i ndr os en l a f or ma i ndi

cada en l a f i g . 9 . La espi r al cor r espondi ent e a una ór bi t a par aból i ca

o hi per ból i ca da i nf i ni t as vuel t as al acer car se a l a f r ont er a del ci -

l i ndr o .



Fi g . 8

	

Fi g . 9 Ej empl o de una ór bi t a pa

r aból i ca o hi per ból i ca en el es-
paci o de f ases F .

Veamos cómo l as ór bi t as acot adas o el í pt i cas r ecor r en sus r es-

pect i vos t or os . Del est udi o r eal i zado par a l a apl i caci ón de Poi ncar é,

se deduce que si el númer o de r ot aci ón de l a ór bi t a es i r r aci onal , és

t a es densa en el t or o que l a cont i ene, est o es, se t r at a de una ór bi

t a quasi - per i ódi ca . Si el númer o de r ot aci ón es r aci onal i gual a P/ Q

( P y Q pr i mos ent r e sí ) , l a ór bi t a es per i ódi ca . Teni endo en cuent a

l as i dent i f i caci ones que hemos hecho en el espaci o de f ases F par a

obt ener el espaci o E, donde hemos est udi ado l a i magen por T de l a

super f i ci e de secci ón E , r esul t a que si Q es par ( i mpar ) l a ór bi t a

ant es de cer r ar da Q/ 2 ( Q) vuel t as en l at i t ud y P ( 2P) vuel t as en

l ongi t ud ( f i g . 10) .

Fi g . 10 Ej empl o de una ór bi t a acot ada per i ódi ca con númer o de r ot a-

ci ón i gual a 1/ 3 en el espaci o de f ases F .
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§4 . El caso no i nt egr abl e, e > 0 . - En el est udi o del movi mi ent o de

Si t ni kov hecho por Moser [ 8] , p . 87, se demi j est r a . el si gui ent e t eor ema .

Teor ema 1 ( Moser ) . - a) Exi st e una cur va r eal , anal í t i ca, si mpl e y ce-

r r ada en E en cuyo i nt er i or D1 , l a apl i caci ón Te est á def i ni da . Ade

más, si ( po, t o ) est á f uer a de

	

D1 l a sol uci ón cor r espondi ent e par a m3

es de escape . La ór b9t a es par aból i ca si ( po , t o ) E óDi e hi per ból i ca

si

	

( p
0

,

	

t
0

)

	

( 1

	

D1 .

b) Sea S l a si met r í a def i ni da sobr e E medi ant e ( po , t o)

	

( po'
- t o) .

Si
D- 1

= Te ( D1 ) se t i ene que D1 = S( D1 ) . Además Te pr eser va el

el ement o de ár ea po d p o	 ^dt o y

	

Te l = S 1 ~ Te 0 S.

c) Si l a excent r i ci dad e > 0 es suf i ci ent ement e pequeña ent onces

D1 : P
D- 1,

y l as cur vas- f r ont er as

	

aD 1,

	

óD- 1
se cor t an

	

no t angenci al -

ment e en 2 punt os dados por t 0 = 0 y t 0 = 1i ( f i g .

	

11) .

d) Sea

	

Y = I ( po,

	

t o) I po = po( , 9) ,

	

t o=t o( s) con

	

0 Ss< 11

	

un ar co

de cl ase

	

C1 t al que

	

Y t i ene el ext r emo cor r espondi ent e a s = 0 sobr e

21D1
y en est e ext r emo l as cur vas Y y

	

a D1 no son t angent es . Ent onces

l a cur va i magen

	

f ( Y ) =

	

1( p l ,

	

t 1 ) 1

	

p1. = p1 ( s) ,

	

t 1 =
t

1
( s) con O<s< 11

se acer ca a

	

óD- 1
espi r al ando, es deci r , t

1
( s) - - +co

	

cuando

	

s - 0

( f i g . 12) .

Fi g . 11



Si e > 0 es suf i ci ent ement e pequeña, l a apl i caci ón Te es pr ó

xi ma a l a apl i caci ón T del caso i nt egr abl e . Se t i ene que Te conser va

el ár ea y el or i gen 0 per o no conser va ni l a ener gí a ni l as cur vas

r po ,

Fi g . 12

El est udi o del compor t ami ent o de l as i t er aci ones Te, par a

- ~< n<+oo y e«1, es el punt o esenci al de l a t eor í a de l a est abi l i

dad . El r esul t ado pr i nci pal de est a t eor í a es el t eor ema de Kol mogor ov

Ar nol d- Moser , que par a el movi mi ent o de Si t ni kov per mi t e pr obar :

Teor ema 2 . - La apl i caci ón Te , par a e suf i ci ent ement e pequeña, t i ene

cur vas anal í t i cas i nvar i ant es

	

r e ( pr óxi mas a l as cur vas r i nvar i ant es

por

	

T) , de maner a que par a cual qui er

	

x E r e, l os punt os

	

Tnx f or man

un conj unt o denso sobr e l a cur va re .

Además par a e suf i ci ent ement e pequeña, el conj unt o de l os pun

t os de D1 no cont eni dos en ni nguna de l as cur vas r e t i ene medi da de Le

besgue ar bi t r ar i ament e pequeña, y el conj unt o de l os punt os de DI no

cont eni do en l a adher enci a de l os punt os per i ódi cos de Te t cnnbi én

t i ene medi da de Lebesgue ar bi t r ar i ament e- pequeña.

Demost r aci ón :

	

Sea

	

C =

	

( ( po , t o ) I

	

a < p o < b } , con 0 < a < b < 2,

una cor ona de E y Mo : C - C l a apl i caci ón def i ni da por

p1 = po

t 1
= t

o
+ - , ( po) ( mód . 2n ) ,

est o es, Mo es l a r est r i cci ón de T a C . Es cl ar o que Mo conser va el



ár ea, dej a i nvar i ant es a l as ci r cunf er enci as, po = c con a b c < b,

y por el l ema 1, que

donde w

Po ( Po) ° -

par a

	

a < p o < b .

Sea Me : C - - E

	

l a r est r i cci ón de Te a C, con e suf i ci ent e

ment e pequeña de maner a que C C D 1 . Ent onces Me conser va el ár ea y

vi ene dada por

pl
= p o + e f ( p o , t o , e) .

si endo f y g f unci ones r eal es anal í t i cas y 2n- per i ódi cas en t o .

Par a una f unci ón

	

h

	

E C1 ( C) def i ni mos su nor ma

dpo( a)
> 0,

= t
o

+ 7 ( Po ) + e g( Po, t o, e)

	

( mód . 2n ) ,

a m+n h

= sup
m+n~l I

apo
at ó

C

Tomamos 1 = 5 y por el t eor ema de Moser - Rüssman ( [ 81, p . 52) , exi st e

un S > 0 dependi endo de e , 1, T( pJ y e t al que si Me sat i sf ace

e( I f l l + I gl e ) < VOS

ent onces Me t i ene una cur va i nvar i ant e de l a f or ma

Po

	

=

	

c

	

+

	

u ( ~) ,

t o =1+v( $) ,

en C, donde u, v son di f er enci abl es con cont i nui dad, de per í odo 2n y

sat i sf acen

l ul l + I vl l < E ,

y

	

c

	

es una const ant e

	

con

	

a < c < b . Además l a r est r i cci ón de Me a es

t a cur va vi ene dada por

es i nconmensur abl e con 27r y sat i sf ace l as desi gual dades

~2n - 9

	

r 1q

par a t odos l os ent er os p, q y const ant es r , s posi t i vas . De hecho ca-



da el ecci ón de w en

	

7( ( a, b) ) que sat i sf aga l as desi gual dades ant er i o

r es da l ugar a una de t al es cur vas i nvar i ant es si e es suf i ci ent emen-

t e pequeña .

El t eor ema de Moser pr ueba l a exi st enci a de un númer o i nf i ni t o

de cur vas i nvar i ant es . Se puede demost r ar que el conj unt o de t al es cur

vas omi t e sól o un conj unt o de medi da de Lebesgue ar bi t r ar i ament e peque

ño en C, si S ( y por consi gui ent e e) es suf i ci ent ement e pequeño . Ade-

más, ut i l i zando el t eor ema de Poi ncar é- Bi r khof f se obt i ene que l a adhe

un conj unt o que cont i ene a l as cur -

val or es de e suf i ci ent ement e peque-

p . 54 . / / .
en ci er t o modo, que par a val or es de

e suf i ci ent ement e pequeños l as cur vas r i nvar i ant es por T con núme

r o de r ot aci ón i r r aci onal no desapar ecen per o se def or man un poco . Ade

más, l as ór bi t as cor r espondi ent es a condi ci ones i ni ci al es que no per t e

necen a l as cur vas re , per o que est án encer r adas ent r e dos de est as -

cur vas, son est abl es . En ef ect o, al i gual que l as cur vas r i nvar i ant es

por T, l as cur vas re i nvar i ant es por Te dan l ugar a t or os i nvar i ant es

por el f l uj o del si st ema ( 1) en el espaci o de f ases F( f i g . 8) . Por con-

si gui ent e, una ór bi t a sol uci ón de ( 1) que t enga al gún punt o si t uado en-

t r e dos t or os i nvar i ant es, no podr á j amás abandonar l a r egi ón compr end_i

da ent r e ambos .

r enci a de l os punt os per i ódi cos es

vas i nvar i ant es de C, si empr e par a

ños . Par a más det al l es véase 181,

El t eor ema 2 per mi t e deci r ,

§5 . Los punt os f i j os, l os movi mi ent os per i ódi cos y l as zonas de i nest a-

bi l i dad . = Par a compr ender mej or l a est r uct ur a de l as zonas si t uadas en-

t r e l as cur vas re , consi der amos l os punt os f i j os de l a apl i caci ón Te y

de sus i t er aci ones . Est os punt os se cor r esponden con l os movi mi ent os pe

r i ódi cos del cuer po de masa i nf i ni t esi mal .

Est udi emos l os punt os f i j os por T4 . Sea r po l a cur va i nvar i ant e

por

	

T

	

f or mada por l os punt os f i j os de

	

TQ, est o es, t ( po ) = 2 n P/ Q

( P y Q pr i mos ent r e sí ) . Es nat ur al esper ar que después de una per t ur ba

ci ón ( T - Te ) T2 dej e de t ener una cur va de punt os i nvar i ant es . No

obst ant e, debi do a que
dpo

> 0, r esul t ados de Bi r khof f ( véase 121 ,

p . 74) per mi t en af i r mar que, par a val or es de e suf i ci ent ement e peque-

ños, l a apl i caci ón _Té t i ene 2kQ punt os f i j os en el ent or no de l a cur

va r po , si endo l a mi t ad de el l os el í pt i cos y l a ot r a mi t ad hi per ból i -

cos, o bi en l a mi t ad hi per ból i cos y l a ot r a mi t ad hi per ból i cos con r e-

f l exi ón .



Par a e = 0 t odos l os punt os f i j os son par aból i cos con par t e l i -

neal no di agonal . Est o nos di ce que par a val or es de e suf i ci ent ement e

pequeños l os val or es pr opi os de l os punt os f i j os de TR son pr óxi mos a

1, y por l o t ant o TQ no puede t ener punt os f i j os que sean del t i po hi -

per ból i co con r ef l exi ón . En r esumen, se t i ene :

Teor ema 3 . - Sea r t i na cur va i nvar i ant e por T f or mada por punt os f i -

j os de TQ; si e es suf i ci ent ement e pequeña, l a apl i caci ón TQ t i ene

2kQ punt os f i j os en el ent or no de l a cur va r , si endo l a mi t ad de el l os

el í pt i cos y l a ot r a mi t ad hi per ból i cos, y k un ent er o posi t i vo .

Est udi emos ahor a el ent or no de l os punt os el í pt i cos e hi per ból i -

cos dados por el t eor ema ant er i or . Sea a un punt o f i j o el í pt i co de T4,

est o es, DT4 ( a) t i ene por val or es pr opi os a . 1 y ~l con y

# ±1 . A menos de una t r asl aci ón y una apl i caci ón l i neal podemos supo-

ner que el punt o f i j o est á en el or i gen y que l a apl i caci ón T4 t i ene

l a f or ma

z - . z l =, t z + g( z, z)

	

( 4)

donde z = x+i y, Y = x- ¡ y est án en el pl ano compl ej o y g se anul a

cr ol su pr i mer a der i vada en z = 0 . Si A no es una r aí z cúbi ca ni cuar

t a de l a uni dad, podemos hacer un cambi o r eal y anal í t i co que nos pase

de l as coor denadas ( x, y) a l as coor denadas

	

de maner a que l a

f or ma nor mal de Bi r khof f de l a apl i caci ón ( 4) sea

S1

	

=

	

AWa

	

12

	

+

	

h( ~~

	

)

	

( 5)

donde

	

S = I +i , 7

	

y h se anul a, con sus t r es pr i mer as der i vadas, en

= ~ = 0 . Si a # 0

	

l a apl i caci ón ( 5) es un " t wi st " per t ur bado en un

ent or no suf i ci ent ement e pequeño del or i gen . Por consi gui ent e, exi st en

cur vas cer r adas i nvar i ant es al r ededor del or i gen, y el punt o el í pt i co

es est abl e ( véase [ 81, p . 54) .

En r esumen, cada punt o f i j o el í pt i co est abl e de Té est á r odeado

de cur vas cer r adas i nvar i ant es por TQ y est as cur vas f or man unas

" i sl as" ( véase l a f i g . 13, r epr oduci da de ( 21, p . 77) . Cada i sl a r epi

t e en mi ni at ur a t oda l a est r uct ur a, con sus cur vas i nvar i ant es, sus i s

l as ent r e est as cur vas, et c .

Ent r e l as i sl as y l as cur vas r e quedan aún unas zonas de car ac

t er i nest abl e l i gadas a l os punt os f i j os hi per ból i cos de T4 . Zehnder



1101 ha demost r ado que, genér i cament e, l as var i edades i nvar i ant es es-

t abl e e i nest abl e de est os punt os hi per ból i cos se cor t an t r ansver sal -

ment e, dando l ugar a punt os homocl í ni cos t r ansver sal es como muest r a

l a f i g . 13 .

Fi g . 13

Sea D el conj unt o de t odos l os di f eomor f i smos r eal es anal í t i -

cos que conser van el ár ea y que t i enen el or i gen como punt o f i j o el í p

t i co . Se . dot a a D de una t opol ogí a def i ni da por l a t opol ogí a de l as

apl i caci ones l i neal es si mpl éct i cas y por medi o de l os coef i ci ent esdel

desar r ol l o de Tayl or en el or i gen ( véase 1101 par a l os det al l es . ) . La

gener i ci dad de l a exi st enci a de punt os homocl í ni cos t r ansver sal es en

t odo ent or no del punt o el í pt i co par a est os di f eomor f i smos si gni f i ca

que di cha pr opi edad es ci er t a par a un subconj unt o de D que es i nt e_r

secci ón numer abl e de abi er t os densos en D ( est o es, par a un subcon-

j unt o r esi dual de D) .

No se t i ene una descr i pci ón compl et a de l as pr opi edades er gódi -

cas de l os movi mi ent os en l as zonas de i nest abi l i dad donde se encuen-



t r an l os punt os hi per ból i cos . No obst ant e, Smal e y Moser , ( 81 p . 101,

han demost r ado que en t odo ent or no de un punt o homocl í ni co t r ansver -

sal se encuent r a el shi f t de Ber noul l i como subsi st ema . Por l o t ant o,

si l a apl i caci ón TR posee punt os homocl í ni cos t r ansver sal es el f l uj o

del movi mi ent o de Si t ni kov t i ene en su ent or no un compor t ami ent o

" mi xi ng" ( véase ( 21, p . 18) .

Numér i cament e se) sabe que l os i t er ados por Te de- un punt o com-

pr endi do ent r e dos cur vas cer r adas i nvar i ant es re y si t uado f uer a de

l a r egi ón cubi er t a por l as i sl as t i endena l l enar como un " mar de pun

t os" l a zona compr endi da ent r e l as i sl as . Véase por ej empl o l a f i g . 14,

cor r espondi ent e a l a apl i caci ón de Poi ncar é est udi ada por Hénon y He¡

l es ( 51 . En el l a t odos l os punt os si t uados f uer a de l as cur vas per t e-

necen a una sol a ór bi t a.

. 6

. 4

0

. 8 . 6 . 4 . 2 0 - . 2 - . 4

Fi g . 14

§6 . Evol uci ones f i nal es . - Se l l ama evol uci ón f i nal

pr obl ema de Si t ni kov, al compor t ami ent o del cuer po

si mal cuando el t i empo t i ene a

l uci ones f i nal es se r emont a a

de una ór bi t a del

de masa i nf i ni t e

+- ó a - - . El est udi o de l as evo-

Chazy 141 qui en en 1922 di ó una cl a-



si f i caci ón de l as posi bl es evol uci ones f i nal es par a el pr obl ema

	

de

t r es cuer pos .

En el movi mi ent o de Si t ni kov sól o son posi bl es cuat r o t i pos

de evol uci ón f i nal : par aból i ca ( P) , hi per ból i ca ( H) , est abl e según -

Lagr ange ( L, cor r esponde a ór bi t a acot ada) y osci l at or i a ( OS, cor r es

ponde a una ór bi t a no acot ada en l a cual el cuer po de masa i nf i ni t e-

si mal no l l ega a escapar se al i nf i ni t o) .

Denot ar emos por H f l L + a una ór bi t a en que l a evol uci ón f i -

nal es hi per ból i ca cuando t - - co y l agr angi ana cuando ~ +co . Es

cl ar o que - el movi mi ent o de Si t ni kov cuando e = 0 sól o t i ene evol u

ci ones f i nal es del t i po L- ( 1L + , P - n P+ y H- ( 1H+ . Medi ant e su ej em-

pl o, i nt r oduci do en 1959, Si t ni kov f ue el pr i mer o en pr obar l a exi s-

t enci a de evol uci ones f i nal es del t i po osci l at or i o en el pr obl ema de

t r es cuer pos . No obst ant e, l a exi st enci a de ór bi t as par a l os 16 casos

posi bl es de evol uci ón f i nal en el pr obl ema de Si t ni kov no f ue demos-

t r ada hast a 1968 por Al ekseev [ 11 . En 1970- 73 Moser di ó una nueva de

most r aci ón usando t écni cas más senci l l as .

Mc Gehee [ 71, haci endo el cambi o de var i abl es

2
q - U¿ ,

p

	

=

	

-

	

v ,

0 < u <om,

que l l eva el i nf i ni t o al or i gen, demuest r a que en el i nf i ni t o hay una

ór bi t a par aból i ca que se compor t a como punt o hi per ból i co ( degener ado)

y cuya var i edad i nvar i ant e est abl e ( r esp . i nest abl e) est á f or mada por

l as ór bi t as par aból i cas par a t - +oo( r esp . - co) y es homeomor f a a un

ci l i ndr o . Moser , en el t eor ema 1, pr ueba que l a pr i mer a i nt er secci ón

de l a var i edad i nvar i ant e est abl e ( i nest abl e) con l a super f i ci e de

secci ón £ es

	

áDl ( áD- 1 ) ( f i g, 15) . Como que aD 1 y óD- 1 se cor

t an no t angenci al ment e si e es suf i ci ent ement e pequeña, l os

punt os de cor t e

	

son punt os homocl í ni cos t r ansver sal es . Como se sabe

en el ent or no de un punt o homocl í ni co t r ansver sal se encuent r a el shi f t

de Ber noul l i como subsi st ema . Est e hecho per mi t i ó, pr i mer o a Al ekseev

y después a Moser , pr obar el si gui ent e t eor ema .



Teor ema 4. - A cada ór bi t a del pr obl ema de Si t ni kov l e asoci amos una

sucesi ón de ent er os ( . . . , a
- 2, a- 1,

ao, al , a2, . , . . ) de maner a que an

mi de el númer o de vuel t as ent er as que han dado m1 y m2 ent r e el paso

númer o n y el paso si gui ent e de m3 por el pl ano q =0 . Event ual ment e

l a sucesi ón ( an) puede ser f i ni t a por l a i zqui er da con ah =+ oo y h <O,

o f i ni t a por l a der echa con

	

al =+eo y 1 > 1 :

Dada una excendt r i ci dad e > 0 suf i ci ent ement e pequeña, exi st e

un ent er o a = a( e) t al que, cual qui er sucesi ón de ent er os

	

( a n) , con

an > a , cor r esponde a una ór bi t a del t er cer cuer po .

Fi g . 15 . Aspect o cual i t at i vo en el espaci o E y en l as coor dena-
das de Mc Gehee de l a pr i mer a i nt er secci ón de l as var i edades i nva-
r i ant es de l a ór bi t a hi per ból i ca en el i nf i ni t o con l a super f i ci e
de secci ón E, par a val or es de e suf i ci ent ement e pequeños .

Di r emos que un punt o

	

x e l da l ugar a una ór bi t a par aból i ca

por Tn ( Ten ) y l o pondr emos x e Pn ( x s P- n ) , si l a ór bi t a que det er mi

na, después de at r avesar n- 1 veces el pl ano q=0 se va al i nf i ni t o pa

r aból i cament e cuando el t i empo t - - +

	

Anál ogament e se def i nen

l as ór bi t as hi per ból i cas por Tn ( Te n ) y se desi gnan por Hn ( H- n ) . Es

cl ar o que un punt o de - Y cor r esponde a una ór bi t a par aból i ca por Te

( Te n ) si per t enece a l a n- ési ma i nt er secci ón de l a var i edad est abl e

( i nest abl e) del . i nf i ni t o con l a super f i ci e _r , y que P 1 = DD1 , P- 1 = aD- 1 .



Quer emos det er mi nar sobr e F l os punt os que cor r esponden a

ór bi t as con evol uci ón f i nal del t i po ( CU os) I 1 ( L + U os +) . Si Dn es

el domi ni o de def i ni ci ón de Té, con . nE Z y n#0, bast ar á hal l ar

+ . 0 _

( 1 . Dn .

	

.
n=- ~^
n#0

Como D-
n=

SDn ( t eor ema 1) , bast a obt ener Dn par a n>, 1 .

De ( 8] p . 165 se obt i ene que DD1 vi ene dada por
p 0

=2+-3
8
. e-

( - Asi nt O+Bcost 0 ) + 0( e 2 ) , donde B + Ai =

	

/ e¡ t zi ( z 2+1/ 4) - 5 / 2 dt

	

y

z es sol uci ón de l a ecuaci ón z = - z( z2+1/ 4) - 3/ 2 con z( 0) = 0, i ( 0) =2 .

Un cómput o numér i co da A =0 . 67639 . . . , B =2 . 46685 . . .

	

La f i g. . 16 muest r a

un compor t ami ent o r eal i st a de a Di . aD- 1 usando esos val or es .

Sea oc una cur va i nvar i ant e por Te y y un segment o que t i ene

un ext r emo,

	

x,

	

sobr e oc y el

	

ot r o, y,

	

sobr e a D1 ( f i g .

	

16) .

	

Usando el

t eor ema 1, par a obt ener el domi ni o de def i ni ci ón, 0 2 , de T2 sobr e ~- ,

hemos de supr i mi r de . y i nf i ni t os i nt er val os cer r ados I i t al es que

Te I i ¢ D1 ( f i g . 17) . Es cl ar o que l os i nt er val os I i se acumul an en

el ent or no de y . Por cont i nui dad, el domi ni o D2 es D1 menos una ci n-

t a que espi r al a dando i nf i ni t as vuel t as al r ededor de l a cur va oct al

como se muest r a en l a f i g . 18 . Di cha ci nt a espi r al es l a ant i i magen

por Te de D- 1 - D1 . Los punt os f r ont er a de est a ci nt a cor r esponden a

ór bi t as par aból i cas por Té y l os punt os i nt er i or es a ór bi t as hi per -

ból i cas por Té .

Fi g . 16



x

	

1~

	

12	 1 3 . . .

	

I
n

. . .

	

y

Fi g . 17

Fi g . 18

De nuevo, par a t ener el domi ni o de def i ni ci ón D3 de T3 so-
co

br e Y . hemos de supr i mi r de Y no sól o

	

1) l i , s i no además

i =1

+00

	

+W

U

	

~ (

	

U

	

J i )

	

U

	

(

	

U

	

K i

	

k) ~
i =1

	

j =1

	

' ~

	

k=1

	

'

donde cada

	

J i , j , K¡ ~k
es un i nt er val o cer r ado . Los i nt er val os

Ji l j ,

Ki , k
al var i ar j y k se acumul an haci a el i nt er val o l i , l os pr i me-

r os cr eci endo y l os segundos decr eci endo ( par a más det al l es véanse

l as f i gur as 19 y 20) .

Por cont i nui dad, el domi ni o D3 es D2 menos 2 f ami l i as de

f N ci nt as que espi r al an dando i nf i ni t as vuel t as al r ededor de l a cur va

a . Est o es, l a ci nt a espi r al que hemos supr i mi do a D 1 par a

obt ener D2 ocasi ona que ahor a t engamos que qui t ar dos f ami l i as de

( N

	

ci nt as espi r al es a

	

D 2 par a obt ener

	

D3 . Est o se r epet i r á par a obt e

ner D4 a par t i r de D3 , 0,
a par t i r de D4 , et c . Por l o t ant o, se - -

t i ene

	

Dn ,

	

D- n = SDn	 y en def i ni t i va



Fi g . 20

Fi g . 19

e~~>C

	

>- - C >- -

J1, 1

	

J~-

	

I I

	

-
K~

KI K. Ji J . J . .
12

	

- - - K2, 2K2, 1 11 , 11

O D
n

n= . co
n/ O

y

[ s cl ar o que

	

D 0

	

es un conj unt o cunt or i ano de di mensi ón
n>0

n

( t opo0gi m) i gual a 2 .

De l o ant er i or se si gue si n di f i cul t ad el si gui ent e t eor ema .

Teor ema_5. -

	

Par a val or es de l a excent r i ci dad

	

o

	

oazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA’ i oi ont omont o pe-

queños so t i ene l a si gui ent e t abl a:



- n

Es de esper ar ( por r esul t ados numér i cos que se t i enen del est u-

di o de ci er t as t r ansf or maci ones punt ual es del pl ano [ 31) , que en el

paso de l a r egi ón con cur vas i nvar i ant es por T a l a r egi ón con espi

I - al es ( est o es, en il a f r ont er a
. .

	

2nt r u ambas r e yni nv nmce) i l l enLl el l un papel. . . . . y J - 7

i mpor t ant e l os punt os het er ocl i ni cos ( i nt er secci ón de var i edades i nva

r i ant es est abl e e i nest abl e de punt os per i ódi cos de f ami l i as di st i n-

t as) . Véase [ 61

	

par a un est udi o más det al l ado .
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