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Etude Asymptotique de la Jonction d’un
Massif Tridimensionnel et d’une Tige Elancée

en Flexion.

R. MAMPASSI

AHSTE.ACT. Wc are interested with asymptotic problema for the system
of elasticity involving srnaU pararneters in the description of the domain where
the solution is searched.

The corresponding asymptotic expansions have different forma iii the
various between theta. More precisely, our work is concenned with a precise
description of the deformation and the stress fielcis aL the junction of an elastic
three-dirnensional body and a cylinder. The conresponding small parameter
is the diameter of the cytinder.

1. INTRODUCTION

Les probléníes pratiques d’élasticité font intervenir un grand nombre
de situations oñ les solntions doivent étre citercitées daus des domaines
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géométriques qul sont décrits á l’aide de peLits param&res, par exemple
l’épaisseur des plaques, coques, pontres, tiges, etc.

Notabre de ces pi&es sont assemblées á d’autres piéces géométri-
ques, trés caractéristiques, assez différentes, notamxnant á des piéces
plus massives ne faisant pas intervenir des petits paramétres. L’étude
correspondaixte reléve donc del’élasticité tridimensionnelle.

Un probléme se pose alors: l’étude des régions de ,jonction de ces
piéces de propriétés géométriques trés différentes. fl convient de signaler
que ces régions sont souvent le siége des piténoménes locaux (coucites li-
mites) qui peuvent présenter des singularités lorsque les contours ont des
poiixts anguleux oh l¿s concentrations de contraintes condnisent parfois
á l’endoinmagement des structures.

Les tecitniques actuelles de l’a.réospatiale en particulier, exigent une
.onnaissaoce fidéle des solutioixs dans ces régions, car il faut empéciter la
fracture tout en utillsant de petits coefflcients de sécurité sinon la struc-
ture serait sur-dimensionnée et donc unadaptée aux conditions rigonren-
ses d’utilisation.

Le travail que nous présentons ici est consacré á ]‘étude d’un de
ces problémes de jonction oii Jes coefilcients d’élasticité des différents
corps en présence sont égaux ou de inéme ordre de grandeur aix sens
asytaptotique du terme. Nous utilisoixs la Lecitnique de développements
asymptotiques raccordés, tecitnique classique pour l’étude des coucites
limites en taécanique des fluides et qui a été utilisée dajis un contexte
proche du nótre dans Leguillon-Sancitez [5] poui l’étnde des petits ar-
roixdis d’angle dans des piéces élastiques.

2. EQUATIONS DU PROBLEME

Qn coixsidére un corps élastique % (flg. 1) formé d’un massif tridi-
mensionnel S~ encastré eix Fo eL d’une tige cyllndrique semi-infinie de
diamétre 2e, tous deux reliés par l’untermédiaire d’une région de forme
géornétrique quelconque. Le massif Sio est formé prés de la région de
jonction par un cóne de révohution K de 1/2 angle w.
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Figure 1

On note e~ (i = 1,2,3) les vectenrs unitaires des axes (Ox1). Nous
utiflserons la notation iixdicée classiqne: les indices grecques prennent
Ieurs valeurs daixs {l,2} et les indices ]atins dans {1,2,3}. De plus
nous ferons la conventioix de somtaation sur les indices répétés. Cette
conventioix ixe concerne pas les indices grecs. Les coordonixées polaires
associées aux coordonnées cartésiennes (xi) seront notées par (r, 9) oh

ij+ x~ + xg et O un pount conrant de la section de la spitére imité
avec le cóne K. Les composantes cartésiennes de la normale extérjeure
seront notées par (u5), 5 = 1,2,3. Nous uti]iserons aussi les notations

ffi. (jjl)
3 , = (L2)3 etC00 —

On considére le cas oú la tige est sollicitée en flexion telle qixe le
rnoment résultant par rapport á l’origine et la resultante des fornes á.
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travers la section xa = O soient respectivement

M= M,e1 + M2e2 eL F=O . (2.1)

Les coefficients d’élasticité sont a~gk». supposés réguliers par mor-
cean, anisotropes eL satisfont aux conditions classiques d’ellipticité.

Nons faisons en phis 1’itypotit~se:

{ a~s&». = aIsk,4xIE) dans la région de jonction
ai5k,,, = constants ailleurs. (2.2)

Soit U’ = Uf e1 + U{e2 + UXe3 le citamp de déplacements dans fl~. Les
équations d’éqnilibre s’écrivent a]ors:

Oa~ftU’) = o dans Si~ i = 1,2,3. (2.3)
ax5

a~s(U’) . u5 = O sur 8%/1% i — 1 2 3. (2.4)
U’ = O sur 1% (2.5)

oh a15(U’) = a~Jk,,,Ek».(U’) eL £k,»(U) = 1/2(~¶ +

Les conditions relatives au moment résultant et á la résultante des
forces s’écrivent:

j a¿3(U’) dx,dx2 = O i = 1,2,3 (2.6)

jZk’YikmUmS(U)dZldX2 = M~ i = 1,2,3 (2.7)

avec M1 ~ 0, M2 ~ O et M3 = O. Les coefficients ‘7ik». sont les com-
posantes du tenseur alternant définis par:

~ j’í 23 = ‘7231 = 7312 = 1< Yí 32 = ‘7213 = ‘7321 = —1
1. autres Yik,,t = 0. (2.8)
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On va s’intéresser aux développements asymptotiques de la solu-
tion (unconnue) du probléme (2.3) - (2.7). La tecitnique utilisée
s’apparente á celle des écitelles multiples et fait intervenir des dilata-
tions asymptotiquement grandes (lorsque le paramétre E du probléme
tend vers zéro), ce qul nous condnit (pour e —> 0) á des domaines non
bornés. Les différents termes dii développetaent des solutions sont des
foixctions satisfaisaixt au systéme de l’élasticité eL á des conditions aux
limites mais qui doivent aussi avoir au voisinage de l’infiixi des comporte-
unents spéciaux donnés á l’avance. Ces derniers sont les “conditions de
raccordement” qui expritaent qu’eu¡ s’éloignant de la région de jonction
les sohutions correspondantes deviennent en quelque sorte les solutions
asymptotiques des régions correspondantes.

3. DEVELOFPEMENT ASYMPTOTIQUE “EXTERIEUR”
VALIDE DANS LE MASSIF

Désignons par U~ (a = 1,2) lasolution de (2.3) - (2.7) correspon-
danL an mounent M0 dans la direction ea et au moment mil dans les
autres directions. Ainsi

2u’ =
c~=1

On citercite alors le développement “extérjeur” dans le massif sous
la forme:

{ UCa(x) = U
0(x) + LAY.

x fixé. (3.1)

oh T.A.P. désigne des termes asymptotiquement petits lorsque £ —* O et
x fixé.

En substituaot (3.1) dans (2.3) - (2.7), on obtient á l’ordre principal
ponr a = 1,2:

Oais(UO) — o dans Si~ i = 1,2,3 (3.2)
Ox

5

aiá(Ua)us = O sur 0Si0/r0 i = 1,2,3 (3.3)
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= O sur (3.4)

jaiÁUa) ~u5r
2d6 = 0 1 = 1,2,3 (3.5)

¡Yíkm2Ikaim(UO)umAde = M
06~~ 1 = 1,2,3 (3.6)

ou e est une constante positive telle que l’iixtersection de la spitére de
centre O de rayon e avec le massif =10soit non vide.

Dans le but d’étudier l’existence et ¡‘unicité de la solution de (3.2)
- (3.6), on fixe C E C

00(R) telle que

1 an voisinage de l’origine{ ~t0 sur r>’R (3.7)

O

oh R est une constante positive arbitraire.

On coixsidére taaintenaixt les fonctions

U” = M~c
2u”(6) a — 1 2 (3.8)

satisfaisant aux équations

8a~s(U”) = O dans K 1 = 1,2,3 (3.9)

¿9x~

= O sur OK i= 1,2,3 (3.10)
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ai5 (U” ).u5r
2dO=O = 1,2,3 (3.11)

1=. yikmZkO~n.(U”) r~ ~d6= M
0 6~” i = 1,2,3 (3.12)

oh les u”(6) sont des fonctions bien détérminées satisfaisant anx éqna-
tions d’un probkme bien posé (voir [5]).

En faisant le citangement d’inconnue de U” ~ Ú” définí par

U”(x) = «r)ñcr(x) + Ú”(x), (3.13)

jI s’en suit pour a = 1,2 que

Oo~~5(Ú”) — Oo~s(C. Ti”) dans Si~ = 1,2,3 (3.14)
Ox5 Ox5

a~5(Ú”). u5 = —a~5((. II”). u5 sur OSio/1’o i = 1,2,3 (3.15)

u” = ~ ~y sur 1% (3.16)

Thearéme 1. Le syat~me (3.14j-(3. 16) admet une solution urtique
dana ¡‘espace H’(Qo) el qui adrnet att voisinage de ¡‘origine le développe-
ment suzvant..

= Ú”(O) + termes algébriquement petita (r — 0). (3.17)

Demonstration
1. Unicité et existence.

Tout d’abord on vérifie aisément que y E ff’
12(r

0). 11 résnlte alors
de la titéorie des traces qu’il existe un relévement continu «‘ E
telle que

«‘ir0 = y et II#IIH’ =c ¡IyH~1/2, (i)
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oh c est une constaote positive dépendant seulement du domaine Sin.

Effectuant le citangement d’unconnue de Ú” ~ W tel que

(u)

on est ramené á citercher W dans l’espace

Y = {W E ¡t(=1~)Wrn, = O>

muni de la norme indulte de ff1 telle que{ 8a~
1(W) = &u~s(@+C.U

0

)

Ox
1 =

a~5(W) . ~¿ —u(# + 0 U”). u5 4’j sur OSio/I’o (iii)

On vérifle aisément que gi E L
2(Si

0). Par suite (iii) est équiva.lent á

a(W,v) 4 «q¡~ C1~(W) . £km(V)dx (iv)

= ‘¡/p. y~. da + Ir0 g~ . . da

Vv E Y.

Utilisant les inégalités de Konn, II s’en snit

a(v,t) =c. IIvII~’ Vv E Y, (y)

D’autre part, des inégalités de Caucity-Scitwarz Qn déduit

1n
01r0 ~í-ví-ds+j g~•v~-ds =c.IIvIIw (vi)

L’existence et l’unicité découlent alors su titéor~me de Lax-Milgram.
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2. Justification de (3.17).

Compte tenu de (3.7), au voisinage de 1’origine les fonctions Úa
satisfont aux équations{ Oa,i(Ú0) — O dans PC i = 1,2,3

br
1

a~(U”) u5 = O sur OK i = 1,2,3. (vii)

(3.17) est alors conséquence du

Lemine 2. Les solutiona de (vii) appartenartt ti H
1(K) adrnettertt

les développernents de la forme:

Ú(x) = u0 + >3 e>, . ¡x¡Á - ¿(6). (viii)
ReA>0

oit A esí valeur propre d’un opérateur bien déterminé el u> la fonction
propre aaaociée; u0 un vecteur constartí el cx une constante.

Le lemme 2 se démontre en utilisant la rnéthode de séparation de
variables. En effet on chercite les solutions du probl~me considéré comtae
fonctions de la seule variable 6. Les développements des équations
correspondantes nons conduit á l’étude spectraie d’un opérateur bien
déflul. D’oú l’on déduit les développements ci-dessus en termes de fonc-
tions propres de cet opérateur. Se référer á [5]pour un développement
explicite de ces probl~mes-

Ensuite on voit bien que

= u0 et que >3 e>, . ¡x¡~ . ¿(6) —* O lorsque ¡4 —* 0. •
ReA>0

4. DEVELOPPEMENT “INTERIEUR” VALIDE DANS LA
JONOTION

Posoixs y = x/e. Dans l’espace des variables “y”, nous considérons
le domaine 2) (flg. 2) formé á gaucite par le cóne PC et á droite par un
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cyhindre de diamétre 2. 2) est tel qu’au voisinage de l’origine, Si~ est son
itornotitétique dans le rapport E.

Y=x/c

3

y

Figure 2

Le développement intérjeur est citercité 80118 la forme

{ U’~(ey) — c2 . V”(y) + T.A.P. (4.1)

Ce qui donne, en ce qul concerne le terme principal, pour a = 1,2 les
équations

Ou~s~(V”) — O dans 2) = 1,2,3 (4.2)
Oyj

u5 = O sur 02) = 1,2,3 (4.3)

jai3v(V”)dyidY2 = O = 1,2,3 (4.4)

J jSk,n - Yk - an.s~(V”)dyidy2 . 6~ i = 1,2,3 (4.5)
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oú l’on a posé

ais~(V) a~5k».Ck».V(V) eL £k».v(V) = íi2(.flLk + 7:

)

Bien entendu les coefficients d’élasticité sont fonctions de u att voisinage
de I’origine et constants ailleurs.

Dans le but de résoudre (4.2)-(4.5), on commence d’abord par fixer
deux fonctions de troncature (~ et (2 de classes C~ telles que

r:2<
73>

—R O y
3 0 3

on R est une coixstaote positive arbitrairement flxée.

Soit S le cylundre inflni d’axe Oya de diamétre 2. On considére a]ors
la fonction V” (a = 1,2) solution de

Oa~g~(V”) _

—O dans S i = 1,2,3 (4.6)

o15~(V”) .n5 = O sur OS i = 1,2,3 (4.7)

ja1a~(Va)dyidy2 = O j=1,2,3 (4.8)

J ‘71k3 yk a1adVfldvidy2 = M~
6ia = 1,2,3 (4.9)

3/3=0
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Cette solution est déterminée explicitement dans [3]. Le citangement

d’inconnue de y” & y” déflni par la relation
V”(y) = C1(v3) . V”(y) + (2(ya) . Ú”(y) + V”(y) (4.10)

oh U” est la méme fonction définie en (3.6), nous ram~ne aux équations

8a~13/(V”) — f. dans 2) i = 1,2,3 (4.11)

a¿53/(V”). n~ = yj sur 02) i =1,2,3 (4.12)

Oh l’on a posé
1/” + ~2 U”) (4.13)

fi = Oy~

= aq3/((í . V”+Ó.U”Yns (4.14>

On voit bien que les f~ et yj sont des fonctions régulThres á supports
bonnés satisfaisant aux conditions de compatibilité:

J,fxwx+j.~,soiwiO VivE??., (4.15)

oii 1? déflnit l’espace des citamps de déplacements rigides (l’espace formé
de rotations autour des a.xes Oy~ et des translatíons dans les directions
e~). Les élements de 1? s’écrivent sous la forme

(4.16)

oh a eL b sont des vecteurs constants et y = y1e1 + y2e2 + yaea.

Considérons maintenant 1’espace quotient

VV = {U E C00(r)I1z; U O aix voisinage de oc} (4.17)
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muid de la nonnie d’énergie

= J £~5~(U) . &~5~(U)dy (4.18)

et VV son complété pour cette norme. Nous avons alors le résultat suivant
dont la démoixstration est ana.logue a une autre de [8].

Titeoréme 3. (4.11)-(4.12) admel une solution unique dana VV. De
plus celle solution, conaidérée comnie fonclion défirtie ¿ un déplacemení
rigide préa, admel att voisinage de l’irtfirti les développements suivanta.

1- fiana la région ya <O:

= M0 + ka2AY) + termes algébriquemeut petita (y~ —* —oc)

(4.19)

2- fiana la région va > O:

= M~ + ~“ + (b”
2 + k”)Av) +

+termea exponentiellemeut petita (ya -~ +oc) (4.20)
~ ~ + b”’2Ay cal un champ de déplacemení rigide quelcortque el a” +
b”Ay cal un cIt;mp défini de maniére unique par la solution dii probléme.

5. RACCOE.DEMENT MASSIF - JONCTION

D’aprés les r~gles classiques de raccordeinent (voir [2]), les dévelop-
pernents “extérjeur” et “iixtérieur” councident asymptotiquement daixs
une région petite: x¡ petit et xa < O soit ¡y¡ grand eL y~ <0. Ainsi dans
ceLLe région nous avons (en termes de variables untérleures “y”):

Pour le développeinent exténleur

U~”‘(ey) = Ú”(O) + M
0 . eyV

2 . u”(O) + T.A.P. (5.1)
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Pour le développement intérleur

Ut”‘ (ey) = E2 Mcx - (jy¡—2u”(6) + a”A’ + b”9A
71 + 2’.Á.P (5.2)

Le raccordetaent de ces solutions á l’ordre principal (r
2) donne

- M
0~ (¡y¡-.2 - u”(6) + a”’~ +

— e2 M0 . y1
2 - u”(6) (5.3)

d‘oh
~ + k”’2Ay — (5.4)

par suite
a”’9 — O et b”9 = O (a = 1,2). (5.5)

Ensuite, la solution du probléme de jonction (titéoréme 3), nous
donne de fa~on unique a” et b” quÁ sont á présent connues.

6. DESCRIPTION ASYMPTOTIQUE DE LA SOUPLESSE
DE LA JONOTION

Tout d’abord, on considére relativement aux variables “extérjeures”
x, le cylindre S de diamétre 2e. La dilatation y = x/e permet de passer
de S~ á 5 (cylindre déflni att § 4).

Soit Ue,a la solution exacte de moment résultant M
0 . e0 et de

résultante de forces nulle dans le cylundre S~ (solution satisfaisant au
systéme de l’élasticité (3.7)-(3.10) lorsque PC est remplacé par Sa).

Lemme 4. Qn a:

U””(x) — . V>”(y). (6.1)

oit y” esí la solulion de (4.6)-<’4.9) dana le cy!indre 5.

Un calcul utilisant l’effet d’écitelle y = <e permet d’obtenir ce
résultat. U
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Nous cherchons alors le développement dans la tige sous la forme

U~”‘(x) — ¿jJtC¿(x) + ¿J”(¿) + T.A.P (6.2)

E.emarque 1. - Citerciter le développement dans la tige sous la
forme (6.2) est tout á fait naturel. En effet on peut se convaincre que
lorsqu’on applique des forces ál’extrémité de la Lige, la solution est telle
qu’en s’éloignant de la jonction converge vers la solution exacte de la
tige encastrée á l’origine. Le terme ¿f”(e) est alors interprété comme le
mouvement apparent de l’origine dú ~. la souplesse de la jonction lorsque
la tige ‘est soumise á l’action du moment M~ dans la direction e

0. U

Counpte tenu du lemine 4, le développement (6.2) s’écrit

U
t”‘ (ey) — e2 Q”(y) + J”(e) + T.A.P. (6.3)

Evidemment il existe une zone: y~ > 0, y~ suffisamment grand telle
que les développements (6.3) et (4.1) se raccordení asymptotiquement.
Dans cette zone le développement intérleur s’écrit

Ut”‘(eyj) — £2 (v”(ii) + M~ . (a” + b”AY)) + T.AY. (6.4)

D’ot en raccordant á l’ordre principal on obtient

J”(e) = E2 . M
0 . ~“ + b”Ay) (6.5)

ou encore
J”(e) = - (C

2a” + c3b”Az) (6.6)

Le mouvement apparent pour le probléxixe de flexion est alors

.7(e) = >3 ¿T”(e). (6.7)
a1,2

D’oñ en posaixt
¿7(e) = a(e) + b(e)Ax (6.8)

jI s’eix suit
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(a(e) \ (c2a1 E2a2 . 1M
1\ (6.9)

k 14e)) e
3b1 c~b2) kM2)

La matrice

(6.10)

est l’analogue de celle rencontrée daus le probléme plan (voir [6]). Elle
coixstitue la matrice de souplesse de la jonction pour le probl&ne de
flexion.

Remarque 2. On a naturellement, la méme propriété que dans le
cas plan. La rotation et la transíation intervenaot daus le mouvement
apparent de l’origune ne sont pas du méme ordre, á cause de x = ey qui
change l’ordre de la rotation mais pas de la transiation. U

Remarque 3. Les a” et b” dépendent aussi de la géométrie du do-
maine 2) et se calcnlent ~ l’aide de la solution du probkme (4.11) - (4.12).
fl en résulte qu’une ¿tude des propriétés de la matrice ¿7(e) permet de
donner les caractéristiques du déplacement du point d’encastrement ap-
pareixt en fonction de la forme géoniétrique du domaune. U
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