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EXISTENCE DE NAPPES DE TOURBILLON
EN DIMENSION DEUX

JEAN-MARC DELORT

0. INTRODUCTION

Cet article est consacré a la preuve d’un résultat d’existence de nappes de
tourbillon en dimension 2. Le probleme des nappes de tourbillon consiste a
trouver une solution (v, p), définie sur R x R? , muni des coordonnées (¢, x =
(X, X,)), a valeurs dans R* x R, a I’équation d’Euler

ot
divv =0,

av .

— +diviv®v) =-Vp,
. {
(cf §1.1 pour les notations utilisées ci-dessus), dont la donnée initiale v|,_, = v,
vérifie divy, = 0 et a un tourbillon @, = roty, de la forme w, = dy, avec

2 courbe compacte lisse de R%. Plus généralement, on cherche des solutions
dont le tourbillon initial w, est une mesure a support compact, appartenant a

Pespace de Sobolev H™'(R?) (ce qui entraine que v, est localement dans L.

Ce probleme a été abordé par plusieurs auteurs. La méthode classique
d’attaque consiste a régulariser la donnée initiale, et a utiliser que, pour chaque
régularisée, le probleme (x) a une solution globale. On obtient ainsi une suite
de solutions C*°(v%, p°) et v* admet des estimations uniformes en & (cf. [4]).
Cela permet d’extraire une sous-suite, convergeant faiblement dans leoc vers
une limite v, et le probleme consiste 4 prouver que I’on peut passer & la lim-
ite dans I’équation, i.e., qu’il existe p tel que (v, p) vérifie (x). La difficulté
provient évidemment du fait que la convergence n’étant en général pas forte,
v®®v® converge au sens des distributions non pas vers v®v mais vers vQuU+v ,
ol v est une matrice 2 x 2 a coefficients mesures.

Donnons maintenant quelques indications sur la gengse historique du sujet.
Dans [5] Di Perna-Majda ont introduit la notion de “mesure de défaut réduite”
d’une suite de L (R, LIZOC(RZ; Rz)) . IIs ont prouvé qu’une suite de solutions
de (x), bornée dans ’espace précédent, et faiblement convergente, a sa mesure
de défaut réduite concentrée dans un ensemble petit (au sens de la dimension
de Hausdorff) [5, Théoreme 1]. En outre, [5, Théoréme 2], une hypothese de
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petitesse plus forte sur cet ensemble de concentration entraine que la limite faible
est solution de (x) (bien que la convergence ne soit pas nécessairement forte).
Cette derniére hypothése peut étre affaiblie dans le cas de suites de solutions
stationnaires [5, Théoreme 3.1]. Cette condition faible est, pour de telles suites,
automatiquement vérifiée des que I’on rajoute a I’hypothése de borne uniforme

de la vitesse dans L, . une condition de majoration uniforme du tourbillon

dans L' [5, Théoreme 3], analogue a celle dont nous disposerons ci-dessous.

D’autre part, Krasny [13, 14] a étudié numériquement le probleme (*) avec
une donnée de la forme ¢d; ol ¢ est une fonction réelle. Ses résultats in-
diquent que le comportement de I’approximation numérique du tourbillon de la
solution 4 un instant donné est beaucoup plus compliqué lorsque ¢ peut changer
de signe que lorsque ¢ conserve un signe fixe. En analysant cette étude, couplée
a certains résultats découlant du Théoréme 3.1 de [4], Majda [15, 16] conjecture
que le probléme (x) admet une solution globale lorsqu’on rajoute I’hypothése
supplémentaire que ,, est de signe fixe—hypothése évidemment satisfaite par
des données de la forme w, = Jd;. Nous nous proposons ici de prouver ce
résultat. La méthode consiste d’abord a remarquer qu’il suffit d’étudier non pas
la limite de v° ® v® mais seulement celle de certaines combinaisons linéaires
des coefficients de cette matrice. Plus précisément, en exprimant la pression p°
a laide de la vitesse v° par la relation —Ap® = divdiv(v® ® v°) (obtenue en
prenant la divergence de la premieére équation (x) compte tenu de la seconde)
et en reportant la valeur trouvée dans (x), on montre que (v°, p°) vérifie ()
si et seulement si v° ='(v], v5) satisfait

vt i () — (v3)?
(xx) 57 +A A(D)( ’Uf-vg ) =0,
ol A(D) est un opérateur différentiel matriciel homogene de degré 3 (cf.
Lemme 1.1.2).

Pour prouver que v vérifie (x) pour un certain p, il suffit donc de voir

que v satisfait (xx) et donc il suffit de montrer que limv|-v; = v, - v, et
: 2 2 2 2
lim((v])" = (v;)") = v, —v;. .

Ces égalités sont prouvées au paragraphe 1.2, en exprimant, pour toute fonc-
tion test ¢ € Cg"(Rz), intégrale [v[(t, z)vs(t, z)p(z)dz a laide du tour-
billon @® = rotv®, par la relation v° = VTA™!'w®. L'intégrale étudiée s’écrit
alors

(xx%) /we(t, X (t, V)H,(x, y)dxdy,

ou H , estune distribution-s’écrivant explicitement a I’aide de ¢ et de la solu-
tion élémentaire du laplacien. Le point clef—qui est celui faisant intervenir le
fait que P’on soit parti d’une non linéarité v’-v% (ou (v°)° - (v5)?) et non pas,
par exemple, de (vf)z-—consiste a prouver que H, est une fonction bornée.
Cette derniére propriété, combinée au fait qu’une mesure dans H _'(Rz) est

nécessairement diffuse et a la positivité (ou la négativité) de w, permet alors
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de passer a la limite dans ’expression (x*). L’argument essentiel est le Lemme
1.2.7 ci-dessous, qui est le seul endroit de la preuve ol est utilisée I’hypothése
de signe fixe sur w,.

En résumé, le ceeur de la méthode consiste donc a2 montrer que, sous les
hypotheses faites, la limite faible, a4 extraction éventuelle prés d’une sous-suite,
de v* @ v® —v ® v est une matrice scalaire.

A cet égard, remarquons que le fait qu’il suffise d’étudier un certain type de
non-linéarités quadratiques, i.e. le fait que () puisse se mettre sous la forme
(xx), apparait chez Majda [5, pp. 71 et suivantes] et dans d’autres travaux
ultérieurs [2, 12].

D’autre part, signalons que la méthode consistant & exprimer dans I’équation
d’Euler la pression en fonction de la vitesse a également été utilisée par Chemin
[3] pour I’étude de solutions ayant une plus grande régularité que celles étudiées
ici (la pression peut alors étre exprimée a partir d’un opérateur pseudo-
différentiel non-linéaire d’ordre —1 agissant sur la vitesse).

Un certain nombre d’exemples explicites de suites (”a)se]o, 1 de solutions
stationnaires vérifiant les hypothéses de borne uniforme indiquées ci-dessus con-
vergeant faiblement (mais pas fortement) vers 0 ont été construits dans [4, 8].
Dans tous ces exemples, les non-linéarités quadratiques v - v, et (vf)2 - (v, )
passent a la limite lorsque & — 0, que ’hypothése de positivité sur le tourbillon
que nous faisons ici soit satisfaite ou non.

D’apres [4] le probleme (x) avec une donnée a tourbillon w, € Lé’omp(Rz)
(p €]1, +oc]) admet une solution globale. En combinant les arguments permet-
tant de prouver ce résultat avec la méthode que nous avons indiquée ci-dessus,
il est possible d’étendre le résultat d’existence que nous venons de décrire a
une donnée dont le tourbillon s’écrit w, = w, + w;, o w, est une mesure

de signe fixe dans Hc;lnp(Rz), et ol wg € Lé’omp(]Rz) avec p > 1. Dans la
deuxieme section de ce travail, nous prouvons que I’analogue de ce théoréme
sur une surface riemannienne compacte, connexe, orientée, sans bord (M, g},
est également vrai (sous réserve que soit de plus vérifiée la condition nécessaire
évidente [, w,=0.) La méthode est identique a celle utilisée sur le plan. On
doit toutefois obtenir des expressions intrinséques pour les diverses quantités
manipulées. En particulier, les non-linéarités quadratiques sur lesquelles on doit
passer a la limite sont les coefficients du tenseur de type (1, 1)
v e~ g, v%)s,

ou v’ est la suite de champs de vecteurs solutions de 1’équation 4 données
régularisées, ©° la suite de 1-formes lui correspondant par I’identification de
TM a T"M déduite de la métrique, et J le tenseur donné en coordonnées
locales par

§=6-"odx (6 ; symbole de Kronecker).
J axl J

Je remercie S. Alinhac, P. Gérard, G. Lebeau, et G. Métivier pour des dis-
cussions sur ce travail. Je remercie également le referee pour de minutieux
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commentaires historiques et pour m’avoir signalé les références [15, 16] de la
bibliographie.

2
1. NAPPES DE TOURBILLON SUR R

. PR . 2 .
1.1. Enoncé du théoreme. On note x = (x,, x,) les coordonnées sur R”. Si
¢ . . . 2 .
@ (resp. v = (v, v,),resp. M = (M;;)1<; j<2) est une distribution sur R a
2 T . o
valeurs dans R (resp. dans R, resp. dans I’anneau des matrices carrées d’ordre
2) on notera:

6,-¢=g—ffj, Dj¢=%g—£, J=1,2;
(LL1) Vo='0,0,80), Ve='(-0,0,00),
Ap = (8] +8))p
(resp.
(1.1.2) divv = 0,v, + 9,v,, rotv = 0,v, — 0,v,,
résp.
(1.1.3) divM ="(8,m,, +d,m,,, 8,my, +8,m,,)).

Si ¢ est une distribution tempérée sur Rz, a valeurs réelles, telle que sa
transformée de Fourier ¢(&) soit L. (resp. Llloc) au voisinage de 0 et si P(D)
est un opérateur différentiel homogene a coefficients constants, d’ordre 1 (resp.

2) on pose
(1.1.4) P(D)A™ o =A™'P(D)p ?ﬁf?‘l(— %M)),
ot F! est la transformation de Fourier inverse et oi le produit a I’'intérieur

de son argument a un sens.
Si ¢ est une distribution 4 support compact sur R? , on posera également

(1.1.5) Alp=kxp,

ou k(x)= ﬁLog|xI est la solution élémentaire du laplacien. Bien entendu les
relations (1.1.4) et (1.1.5) sont compatibles.

On notera & '(Rz) , LZ(RZ), ... les espaces de distributions a valeurs
scalaires et & /(IR.2 ; Rz), Lz(Rz; ]RZ) , ... les espaces de distributions a valeurs
dans R®. Enfinsi v € leoc(]Rz; ]RZ) , on notera v®uv la matrices (V,v;),; i<, -

Théoreme 1.1.1. Soient w, une mesure de Radon positive a support compact
sur R qui est dans l’espace de Sobolev H _I(Rz) et v, = VLA_le. 1l existe
une fonction v € L, (R; Lf‘oc(]Rz; R?)) et une fonction p € L;‘;(R;Y’(Rz))
solutions du systeme d’Euler

dv/ot+diviv®v)=-Vp,
(1.1.6) divv =0,

Vl,_o = V-
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De plus v(t, x) s’écrit v(t, x) =U{(x)+0(t, x) ou v VlA“ 6)' avec @ E
CS"(R ) radiale vérifiant [@(x)dx = [w, etoir ¥ € L, (R; . LA(R?; RY)).
En outre w(t,-) = rotv(t, ') est pour tout t € R une mesure positive de
masse totale uniformément bornée en t par [ @, .
Enfin la transformée de Fourier de p en x, p(t, &) peut étre supposé dans
R
Lloc(R Lloc( ))

Remarque. Dans ’énoncé ci-dessus, le fait que @ soit une fonction radiale en-
traine que T est solution de I’équation d’Euler stationnaire. D’autre part, la
condition de régularité sur p(¢, £) n’est qu'une maniére d’exprimer une cer-
taine décroissance de p(¢, x) lorsque x — oo. Enfin, I’équation étant non
caractéristique pour les hyperplans ¢t = cst, v € CO(R; @'(R2;R2)) ce qui
donne un sens 2 la condition initiale (qui vérifie par construction la contrainte
divy, = 0).

Remarque. Le méme énoncé est valable en remplagant la condition @, > 0 par
w, < 0: il suffit pour le voir de remplacer dans (1.1.6) v par —v et ¢ par —¢.

On peut légérement généraliser le Théoréme 1.1.1 en rajoutant a4 la donnée
mesure positive une perturbation plus réguliére mais ne vérifiant aucune condi-
tion de signe. D’aprés Di Perna-Majda [4], on sait que le probleme (1.1.6) avec
une donnée v, ayant un rotationnel L? a support compact avec p > 1 admet
une solution globale. On peut donner un énoncé combinant ce résultat avec le
Théoréme 1.1.1.

Théoreme 1.1.1'. Soient wg une mesure de Radon positive a support compact
sur R* qui est dans I'espace de Sobolev H _I(Rz) et a)g un élément de L? (Rz) a
support compact, avec p > 1. Posons wy, = w:) + w:)', Uy = VJ‘A"le. 1l existe

une fonction v € L°(R; L., (R*; R%)) et une fonction p € LY (R; &' (RY)

loc

solutzons de (1.1.6). De plus, v(t, x) s’écrit v(t,x) = v(x)+ 0(¢, x) ou
= VA" '@ avec @ € C5’°(R2) radiale vérifiant [@ = [w, et ou U €
Lloc( . L*(R*; RY)).

En outre w(t, x) =rotu(t, x) s’écrit w = ' +w" avec &' fonction L™ de
t a valeurs dans les mesures positives ou nulles, de masse totale uniformément
bornée en t par [wj et o’ € L*(R, LY(R)) pour tout q € [1, p].

Enfin p(t, &) peut étre supposé dans L. (R LIZOC(RZ)).

La preuve du théoreme repose sur I’écriture du systeme équivalent a (1.1.6)
obtenu en exprimant la pression p a partir de la vitesse v (cf. également [5,

§3, p. 71]).

Lemme 1.1.2. Soient T une fonction continue sur R® & valeurs dans R
telle que + |x| YU soit bornée sur R? et (t,x) — 0(t, x) un élément de

Lo (R, L? ( 2)). Soit v(t, x) = U(x) + ¥(t, x). Les conditions suivantes
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sont équivalentes:
(i) Il existe une distribution p € LI?C(R,y'(Rz)) telle que p soit dans
L;’;(R, leoc(IR2)) et que (v, p) soit solution de
{ dv/ot+diviv ®v) =-Vp,
divv = 0.

(ii) La distribution v vérifie

2 2
{ au/at+A‘1A(D)<”1 B ”2> —o0,

(1.1.7)

(1.1.8) VU,

divv|,_, =0,
o A(D) est l'opérateur différentiel matriciel
2 2 2
(1.1.9) A(D) = ( 81(292 32(622 812)> .
—0, 0, 61(81 - 9)
Démonstration. Supposons (i) et prouvons (ii). Par hypothése, pour tous 1 <
i,j<2, vv; € L* (R, LI(R2)+L2(R2)) . Prenant la divergence de la premiére

loc
équation (1.1.7) et utilisant la seconde, on obtient —Ap = divdiv(v ® v) d’oi

(1.1.10) p =-A"'divdiv(v ® v).
Reportant cette valeur dans (1.1.7), on obtient
(1.1.11) 8v/0t + (Id - VA~ div)div(v @ v) = 0.

Or (Id - VA_ldiv) n’est autre que 'opérateur différentiel matriciel (agissant
sur les champs de vecteurs)
2

(1.1.12) A‘1< % _81282).
_81 62 81
Si I'on fait agir cet opérateur sur div(v ® v) un calcul immédiat montre que

I’on obtient A_IA(D) . t(vlz - v22 , U,V,) . L’assertion (ii) est donc vérifiée.

Réciproquement, si (ii) est vérifié, définissons une fonction p par (1.1.10).
Elle vérifie les conditions de régularité énoncées dans (i) et d’apres (1.1.11),
(1.1.12) la premiére équation (1.1.7) est satisfaite. D’autre part, il résulte de la
premigre équation (1.1.8) et de la forme de A(D) que (9/9¢)divv = 0. La
seconde équation (1.1.8) entraine donc la seconde équation (1.1.7). Le lemme
est donc prouvé.

Nous allons maintenant montrer que le lemme précédent réduit la preuve
du théoréme a I'obtention d’un résultat de passage a la limite faible sur des
expressions de la forme (Uf)2 - (’Uf)2 et vy -v;.

Pour cela, choisissons une fonction @(x), C* & support compact sur R?,
radiale, telle que [@(x)dx = [ w, et posons T = V'AT'@. Alors T est C°
sur R® et est O(1/|x|) lorsque x — oc. On notera @, = w,—@,ona [, =
0. Fixonsp € Cy° (Rz) radiale, positive ou nulle, vérifiant [ p(x)dx =1 et
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posons pour ¢ €]0, 1], p.(x) = 8—2/)()6/8) et
&

1113 8_ VE_ & J— /6_ ! /lE_ n
(1.1.13) wy = wy*p,, Wy = wy—w, W, = Wy*pP,, Wy = Wy*p,.

& v £ 3 e .
Alors (@g).c10 11> (@g)ecyo. 170 (@g)eero, 1) (g Jecjo, 1) Sont des familles de

fonctions C™° a support contenu dans un compact uniforme de R’ etona

/|w31dx < /|w0|, /|c'og|dx < / o, + / i@(x)| dx,
/ W’ dx = / oy, gl < llagl

En outre, w; > 0 et lorsque ¢ tend vers 0, w{ (resp. @, resp. g , resp.
a)gs) converge fortement dans H_I(Rz) vers w, (resp. @, resp. wg, resp.
(Rz) — H_I(Rz) pour p > 1)).

(1.1.14)

w; (en utilisant que L?

comp
On pose
/ L,-1 7 ", L,.—-1 e
’U06=VA wOE, v08=VA @, ,
(1115) L E L,.-1.¢ e — L& 1l.-1 ¢
U=V A @, Vo=T+7T,=V A w,.

Comme la transformée de Fourier de ¢ est nulle en 0 et que ¢ est uni-
formément bornée dans H ™' (]R2 n L' (]Rz) a support dans un compact fixe, on
voit immédiatement que (1'15) cco, 1) st une famille de fonctions C* sur R?,
uniformément bornée dans LZ(RZ; ]Rz) .

Pour tout ¢ €]0, 1] la fonction v, est donc C* et son rotationnel w; est
C™ a support compact. Il est alors bien connu (cf. [10; 4; 3, Théoreme A]) que
le probleme suivant, équivalent a (1.1.6) pour les solutions réguliéres, et dans
lequel on désigne par v -V lopérateur v,9, + v,0,

avtjot+ (v° - V' = -vp°,
(1.1.16) dive® =0,

v€it=0 = v;
admet pour tout ¢ €]0, 1] une solution globale C*, v(t, x) = T(x)+2°(¢, x)
ou ¥° € CO(]R; HX(IR2 ; R’ )) pour tout s € R. Il est classique que pour tout
T >0, 1l existe C, >0 tel que :

(1.1.17) sup  sup e £ M rr r < Co
eE]O,l]te[_T,T]” ( )“L (R°;R%) T

Il suffit en effet de remarquer que
d L& 2 d’[)e vE v —
(1.1.18) 107 M2 gy = 2 ('dT’ ? ) =-2((®°- V)7, 7%

en utilisant la premiére équation (1.1.16) et le fait que si w est un champ de
vecteurs a divergence nulle, a coefficients réels C™ bornésetsi 6§ € H ! (RZ) on
a (w-Vv)8, 0)=0. L’inégalité (1.1.17) résulte alors du lemme de Gronwall.
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D’autre part, posons
& &
(1.1.19) w (t, x)=rot v(¢, X).

D’apres ce qui précede, w® est donc une famille de fonctionsde L(R, C °°(R2))

loc

bornée dans L, (R, H - (Rz)) . En outre, il découle classiquement de ’équation
(1.1.16) que ° vérifie

& € t
(1.1.20) { 6? /8t+(£v -Viw =0,

W,y = wy,-

La fonction w® est donc constante le long des courbes intégrales du champ de
vecteurs 8/0t+v° V. Soit ¢° la solution de

{ ¢t /ot =v(t, ¢°(t, x)),
¢°(0, x) =x.

Drapres (1.1.20) on a wp(x) = o'(z, ¢°(¢, x)) et en décomposant w;, en w, +
wy” on éerit @°(t, x) = "1, x) + w"(t, x) avec

(1.1.21)

we(x) =@ (t, ¢°(t, %)), @y (x)=w"(t, ¢'(t, X)).
Pour tout t € R et tout ¢ €]0, 1] fixés, &°, @, @"® sont des fonctions C*
a support compact en x et '® est positive ou nulle. D’autre part, pour tout
t € R le jacobien de x — ¢°(t, x) est identiquement égal 2 1 (comme on le
voit en utilisant (1.1.21) et la relation divv® = 0). 1l résulte alors de (1.1.14)
que pour tout t € R

/w'g(t,x)dx=/wéf(x)dx:/wg,
(1.1.22) </|w"€(t, x)|qu)l/q _ (/|wg£(x)|q)1/q

n "
< “wo”[ﬂ < Cq“onU’ Vg €[l, p]
(avec une constante C, indépendante de ).
Enfin, on remarquera que v° est bornée dans I’espace Lip (R, Z '(]R2 ; ]Rz))
des fonctions localement lipschitziennes de ¢ a valeurs distributions: en effet,

d’aprés de Lemma 1.1.2, (1.1.16) entraine que
t £.2

ov° /8t = —A~ A(D) (%) — (v3)*, vl - vd)
et on constate immédiatement que le membre de droite décrit lorsque ¢ €]0, 1]
et ¢ reste dans un intervalle compact une partie bornée de &' LRZ ; ]Rz) .
L’inégalité (1.1.17) entraine qu’il existe J CJO, 1] avec 0 € J et un élément
v e L°(R, Lz(Rz; Rz)) tel que ¥° converge, lorsque ¢ tend vers O dans J,

loc
. . . . 2
vers U dans P’espace des distributions sur R x R*. On pose

(1.1.23) v(t, x)=7(x)+0(¢, x).
Ona v e L>(R, L} (R*; R%)NLip, (R, Z'(R*; R%)).

loc
Drapres (1.1.19), ° converge au sensdes distributions vers w = rot v
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lorsque ¢ tend vers 0 dans J . D’autre part, la seconde inégalité (1.1.22) com-
binée a 'injection de Lq(Rz) dans H_I(RZ) pour ¢ €]1, 2] montre que "
(et donc aussi @ = w°—w") est uniformément borné dans L (R, H'(R?)).
Quitte a extraire de nouvelles sous-suites (que I’on notera de méme), on peut
donc supposer que @’ et w’® convergent au sens des distributions, lorsque &
tend vers 0 dans J, vers des limites @' et @’. Ona w = o' +®", & et
" sont dans L°(R, H'(R?)) et d’apres (1.1.22) (¢, ) est pour presque
tout ¢ € R une mesure positive de masse totale uniformément bornée et @’
est dans L™(R, LY(R%)) pour tout g € [1, p].

Supposons prouvée la proposition suivante,

Proposition 1.1.3. Les fonctions v¢ - v (resp. (v°)* — (v5)?) convergent au sens
1°Y; I 2

des distributions lorsque € tend vers O dans J vers v, -v, (resp. (vl)z— (1}2)2 )s
et montrons que le Théoreme 1.1.1"en résulte.

D'apres la Proposition 1.1.3 V* = '((v})* — (v%)%, v¢ - v%) converge donc au
sens des distributions vers V = t(vf —v22 , U;+v,) . D’aprés le Lemme 1.1.2, pour
tout ¢ > 0 v° est solution de (1.1.8). Il suffit donc de voir que A_IA(D) ye
converge au sens des distributions vers A_IA(D) V puisque alors v est solution
de (1.1.8) donc de (1.1.7). Orsi ¢ € Co°(RxR*; RY), A A(D)p est C™ sur
R x R® et est O(1/]x|) lorsque x — oo. D’aprés (1.1.17), V¢ est somme de
trois termes V° = ¥ + ¥ + ¥, ol V; est borné dans L°(R, L'(R*; R?),
(1+|x])¥5 estborné dans L (R, L*(R*; RY)) et |V;] est O(1/(1+]|x[*)) dans
L™ etestindépendant de ¢. On en déduit immédiatement que (V°, A_“A(D)q))
converge vers (V, A”'"4(D)gp).

La preuve du Théoréme 1.1.1 est donc réduite a celle de la Proposition 1.1.3.
Le paragraphe suivant lui est consacré.

Remarque. On remarquera que la pression p correspondant a la solution v du
probleme (1.1.6) n’est pas, en général, la limite des pressions p° correspondant
aux solutions v° du probléme 4 données régularisées (1.1.16): en effet, d’apres
(1.1.10), p® dépend de tous les coefficients de la matrice v°®v° et pas seulement
des quantités v - v, et (vf)2 — (v%)* sur lesquelles on passe a la limite.
1.2. Passage a la limite. Dans ce paragraphe, fixons un réel 7 > 0. Les diverses
constantes utilisées pourront dépendre de 7 .
Théoreme 1.2.1. Soit (we)gej (J C10, 1] avec 0 € J) une famille de fonctions
de L*([-T, T1]; Cy° (Rz)) vérifiant les conidtions suivantes:

(i) La famille des (cug)eE ; est uniformément bornée dans

Lip([-T, T], 2'R%)).
(il) Il existe w® et w" dans L™([-T, T], CZ°(RY) avec o’ = " +
@, @® >0, (), (rep. (©"),,) bornéedans L™(-T, T], L'(R*)n
H_I(Rz)) (resp. dans L([-T, T1], Lq(Rz)) pour tout g € [1, p] avec p > 1
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fixé), w* (resp. w"®) convergeant au sens des distributions vers ' (resp. ')
fonction L™ de t € [-T, T] & valeurs dans les mesures positives ou nulles
qui sont dans H_I(Rz) (resp. élément de L™([-T, T], Lq(Rz)) pour tout q €
[1,p]).

(iii) Lorsque ¢ tend vers O dans J, la suite v = V*A™'w® converge dans
D'([-T, T1 x R*; R?) vers une limite v .

Alors la famille v¢ est uniformément bornée dans L™([-T, T), LI?'OC(IR2 . R’ )),
sa limite v est dans cet espace et lorsque ¢ tend vers 0 dans J

£.2 2 2 2
(1.2.1) v vy = v, (U]) = (03) = ()" = ()

au sens des distributions sur [T, T] x R’.

On notera @ = rotv = lim ,0° = +a": cest une fonction L™ de

e—0,¢€
t € [-T, T] a valeurs dans les mesures finies qui sont dans H _I(RZ) et une
fonction lipschitzienne de ¢ 2 valeurs dans 2’ (R?).

La borne uniforme de v® dans L™([-T, T1, Ly (R*; R?)) dans I'’énonce
précédent est immédiate. Il nous faut prouver ici que (1.2.1) a lieu. Il sous
suffit d’ailleurs de montrer la premiére de ces relations puisqu’on peut toujours
écrire (v%)” — (v3)* = (vF — v)(v? +v5) et se ramener 2 la premiére forme par
rotation des axes de coordonnées.

Nous utiliserons dans le cours de la preuve le lemme immédiat suivant, qui

résulte de I’hypothese (i) précédente.

Lemme 1.2.2. Si (), .y est une suite de pointsde [-T , T] convergeant vers t_
et si (&,),cy @St une suite de points de J convergeant vers 0, la suite (1, , )
converge dans D' (R?) vers o(t__, ).

Soient ¢ € Cg"(Rz), w € C*([-T, T]). 1l nous faut, pour montrer le
théoréme, prouver que

/T /“f(t’ z)us(t, z)p(z)w (1) dz dt
(1.2.2) -7

T
- /_val(” 2)0,(t, 2)p(2)y (1) dz dt

lorsque ¢ tend vers O dans J . En écrivant v° = V*A™'w® et d’apres (1.1.5),
le membre de gauche de (1.2.2) n’est autre que

T
(1.2.3) /_T/af(t, X0t (t, VWOH, (x, ) dxdydt,

ou Hq, est la distribution sur R* x R?

1 82

(124) H‘/’(x’y):_:n—zm

/Loglx — z|Logly — zlp(z)dz.
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La preuve du théoréme repose sur la description de la distribution H » fournie
par la proposition suivante:

Proposition 1.2.3. La distribution H, est une fonction bornée sur R® x R?, con-
tinue sur le complémentaire de la diagonale, tendant vers 0 a l'infini. De plus,
on peut écrire

(1.2.5) H,(x, ) = 3(p(x) + p(n)h(x —y) +r(x, ¥),
oi r est une fonction continue bornée sur R*xR* et h estla Jfonction homogene
de degré 0
_lw -w,
(1.2.6) h(w) = T P

La restriction de H, au complémentaire de la diagonale s’écrit

1
(1.2.7) —4—n2W¢(y,x—y),

oll Ww(y , w) est la fonction définie sur R? x (Rz\{O}) par
Z Wtz

(1.2.8) ¥, w) 2wt 2f

f p(y—z)dz.

En particulier W, est continue sur R% x (Rz\{O}) et lim
= 0. Prouvons le lemme suivant:

Lemme 1.2.4. La fonction définie sur R* x (Rz\{O}) ¥, w) - W,(y, w) +
4n2(p(y)h(w) se prolonge contintiment a R? x R%.

v, w) oo, w0 Wy (Vs W)

Démonstration. Soit K un compact de R?. Choisissons une fonction 6 €
Co°(R%) radiale égale a 1 sur une boule voisinage de {y —»'; y € K, ' €
Supp ¢} . Lorsque y reste dans K et y — z est voisin de Suppe ona

(1.2.9) oy —z)=0(»)0(z) +s(y, z),

ou s(y, z) est C™ a support compact en (y, z) et vérifie [s(y, z)| < cst|z|
pour tout (y, z) € R? x R%.
On a alorspour ye K, w e RZ\{O} d’apres (1.2.8)

Z, ’LUI-!-Z1

(1.2.10) W(p(y, w)=py)W(w)+ |Zl2 w1 les(y, z)dz,
ou
(1.2.11) ww)= [ 22T 2g() 4z,

|z|” jw + 2]

Comme s(y, 0) = 0 on voit, par le théoréeme de convergence dominée, que le
second terme du membre de droite de (1.2.10) définit une fonction continue sur
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K x R%. 1l nous faut donc voir, pour prouver le lemme, que W(w) + 47z2h(w)
se prolonge continfiment a R?. 1l suffit pour cela de montrer que W{ow) +
47t2h(w) tend vers 0 uniformément en w décrivant la sphére de centre 0 de
rayon 1 lorsque o tend vers 0+. Or, si 0 < o <a<1lona

zZ, W+ 2z,

P (0(0z) - 0(c'2))dz,

(1.2.12) W(ow) - W(c'w) =
ol I'intégrant est a support dans une couronne C,/o < |z| < C,/ ¢’ . Comme

. 4 < te s
0 est radiale et que z,z,/|z|" est de moyenne nulle sur la sphére unité, cette
expression vaut aussi

(1.2.13) / 22 (“’1—”1 - i)(e(az) —0(c’2))dz

2l \jw + 22 |zf?

et donc se majore en module par Cst fC1<o|z| a’z/|z[3 quitend vers 0si ¢ — O+.
Il en résulte donc que W est localement bornée au voisinage de 0, admet

des limites radiales en 0 et que la suite des W (-) = W (g+) converge au sens

des distributions lorsque ¢ tend vers 0+ vers la fonction homogene de degré

0 donnée par ces limites radiales. Pour calculer cette limite, remarquons que

puisque

(1.2.14) W(aw):/iwl—“l

. Lg(gz)dz,  weR\{0},
|z|” |lw + z|

et que la transformée de Fourier de z,/ |z|2 est —2in{, /|C |2 , la transformée de
Fourier de W est
(1.2.15) —2mi% e"z'gl%e(az) dz.

V4

Si g € C°(R?) vérifie g(0) =0, on a alors

N iz 2y £,&(9)
alir(r)l+(Wg,g)— 2znaliltr)1+ e |Z|20(az) |C|2 dzd¢

C2+GC; Ar ! glg(C) dCdCI

— 6

(1.2.16) =be) [+ al'f © ¢
. L aoon (C =088l —al) :
= Ulir(r)1+ ﬁg(g) L ICiaC'Iz dtdl
—an’ [ 22404t

[

Si maintenant g est une fonction quelconque de C;° (Rz), choisissons f§ €
Cgo (Rz) radiale, égale a 1 prés de 0 et remarquons que

B e APV Y. [( J
(1.2.17) (W, B) = 217z/e |Z|20(JZ) o dzd{ =0
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comme on le voit en changeant (z,, {;) en (—z, —{,) et un utilisant que 6 et
B sont radiales. On voit donc que

lim (7, ¢) = 4" 59 g(0) - g(0)BQ)) ¢
(1.2.18) 7o ¢
- = lim 47’ ﬂ ) de
= B, /mza T '

Lorsque o — 04, W_ converge donc vers la transformée de Fourier inverse
de la distribution définie par le membre de droite de (1.2.18), c’est-a-dire, vers
—7t'wlw2/|w|2 = —47r2h('w) . Cela achéve la preuve du lemme.

Fin de la preuve de la Proposition 1.2.3. D’apres le Lemme 1.2.4, w,(v, w)
définit une fonction bornée sur R” x R* , continue hors de w = 0, tendant vers
0 a l'infini et d’apres (1.2.7) la distribution H, ne differe donc du membre de
droite de (1.2.5) que par une distribution portée par la diagonale x = y. Or,
par définition, si f € C°(R*)

(1219 (H,, /)= 1/Z%-i"1 2L g(2) f(x, y)dxdydz

47t |y—z| |x — z|

et comme le noyau est localement intégrable sur R4, il est immédiat que H(p
est d’ordre O et ne charge pas de sous-variété. L’égalité (1.2.5) est donc vraie.

Nous allons maintenant utiliser la Proposition 1.2.3 pour prouver le Théo-
reme 1.2.1. Nous nous servirons du lemme suivant:

Lemme 1.2.5. Soit o une mesure finie qui est dans l’espace de Sobolev H _I(Rz).
Alors o est diffuse (i.e. Vx, € R’ a({x,}) = 0).
Démonstration. Toute mesure finie se décompose de maniére unique en a =
. . N . . +00 .
a; +a, ou a, est diffuse et ol a, est atomique, ie., a, = )] ijéx_ ou
7

a

(xj)jEN‘ est une suite de R” et (4, i)jens estune suite dans /' . Soit X, un point
de R? etsi g € C0 (R 2) vérifie g = 1 prés de 0, posons pour tout ¢ €}0, 1]
&,(x) = g((x—x,)/a). Alors la famille (8:)5ep0, 1y €St bornée dans HI(RZ) et
tend faiblement vers O dans H'. Puisque a € H! , im_, (o, g,)=0. Or,
par convergence dominée (o, g,) — 0 (puisque g, — 0 o, -presque partout).
D’autre part, (a,, g,) tend vers 0 si x, # X; Vj € N* et vers 4 ; s’il existe
Jj €N" avec Xo=X;. On en déduit donc /1. =0 pour tout j, i.e.,, a=ay,.

Pourtout ¢ € [-T, T] onnotera w, lalimite des w f(¢, ) (qui existe d’apres
le Lemme 1.2.2). Comme d’apres lhypothese (i) du Théoreme 1.2.1 w®(¢, -)
est bornée dans H™'(R*)n L'(R?) (en utilisant linjection LY(R*) c H™'(R?)
pour ¢ €]1, 2]), w, est une mesure finie qui est dans H ‘I(Rz) et donc, d’apres
le Lemme 1.2.5, qui est diffuse. Sa variation totale |w,| est donc également
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diffuse. Cela entraine que la diagonale x = y de R® x R* est de dlw,|(x) ®
d|w,|(y)-mesure nulle. En effet, si 1 (x=y} ©St la fonction caractéristique de la

diagonale
/l{x:y}d[w (%) ® dlw,|(y /d|w| (/1{x=y}diwtl(x))
= [Io/(hdie)w)

et cette derniére quantité est nulle puisque I’intégrant est nul pour tout y € R’.

La fonction H_ , qui d’apres la Proposition 1.2.3 est bornée sur R? x R? et
continue hors de la diagonale, définit donc sans ambiguité un élément de ’espace
L®([R*xR?*; d w,(x)@dw,(y)) des fonctions mesurables essentiellement bornées
pour la mesure dw,(x) ® dw,(y). Si w € C*([-T, T]) on peut donc définir
I'intégrale

(1.2.21) / /H (x, V() do,(x) ® do,(v)dt.

(1.2.20)

Nous allons prouver la proposition suivante:

Proposition 1.2.6. Soit (a)’g)e€ ; une famille de fonctions vérifiant les hypotheses
(1) et (ii) du Théoreme 1.2.1.
Alors pour toutes fonctions ¢ € CS"(RZ), weCP(-T,T)

lim [ H,(x, V(e (t, x)o'(t, y)dxdydt

(1.2.22) e

= [ H,te pwi) do ) © doy ) dr.
Démonstration. Soit y € C;° (Rz) vérifiant ¥y = 1 au voisinage de 0.
L’expression obtenue en substituant dans le membre de gauche de (1.2.22) la
fonction

X)+

(12.23) (1= i =) (2200 4 rie )
a H (x,y) converge vers
(1.2.24)

[ (1= s0me =) (25200 41, ) ) w0 o) @ do )

puisque d’aprés la Proposition 1.2.3, (1.2.23) est une fonction continue tendant
vers 0 a I’infini et que w® converge faiblement vers w en restant bornée dans
L>([-T, T}, L'(R?*)). 1l nous suffit donc de voir que

lim [ xh(x = y)p)w (e’ (t, X)o'(t, y)dx dy dt
(1.2.25) ceJ
= /xh(x -Vew(do(x)dw(y)dt

(et la méme égalité avec ¢(y) remplacée par ¢(x)).
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Pour cela choisissons R, assez grand pour que le support de (x,y) —
xh(x — y)p(y) soit contenu dans le produit des boules B(0, R)) x B(0, R,)
et prouvons le lemme suivant, dont une version analogue, mais plus précise, a
été obtenue par Majda [16, formule (2.9)].

Lemme 1.2.7. Il existe une famille (V) - de voisinages ouverts de la diagonale
de B(0, R,) x B(0, R,)) et une suite (¢,)jen de 10, 1] tels que

T
(1.2.26) / / |’ (2, x)||°(t, v)|dxdy < ; pour tout & €10, &,].

Démonstration. Montrons qu’il existe une suite (&;);cy- €t une suite (7;);cn-
tendant vers 0 dans ]0, 1] telles que (1.2.26) soit vérifiée avec

(1.2.27) V.={(x,»)€B(0, Ry) xB(0, Ry); |x—-y|l<r}.

En effet, le membre de gauche de (1.2.26) se majore par

T
(1.2.28) (supess sup / |w6(t,x+z)|dz>(/ /[we(l,x)ldxdl)
(€[~T . T) B0, By  I21<r, T

et le second facteur est uniformément majoré en ¢ par une constante C d’aprés
(1.1.22). 1l nous suffit de voir que les suites (¢;)jen+» (r;)jen- Deuvent étre
choisies de telle maniere que le premier se majore par 1/Cj pour tout ¢ €
10, €;]. Si ce n’est pas le cas, il existe 6 > 0 et pout tout N, ¢y €]0, 1/N[,

xy € B(0, R,) tels que

(1.2.29) J < supess / lw™(t, Xy+2z)ldz.
te[-T,T1J|zi<t/N

Quitte a diminuer ¢, il existe pour tout N, ¢, € [T, T] tel que

am e
HC() ZV(tj\[a ')“Ll’ < ”w

"Nz, 1,279
et que
&
53/ ™ (ty, Xy + 2)|dz.
{z|<1/N

Quitte a extraire une sous-suite, on peut SUPPOSEr que X, CONVErge vers un

point x, de B(0, R,) et que ¢, converge vers un point f, de [-7, T]. Soit
ge C0°°(R2) , 8§20, g=1 présde x,. D’apres la positivité de ', ona

/wg”(tN, x)g(x)dx

z/mﬂuNJNAde—z/mﬁww,mwuwm.

Drapres (1.2.29) et les inégalités (1.1.22), le membre de gauche de (1.2.30)
se minore donc pour N assez grand par

(1.2.31) S — C,llaliollgll e

g désignant ’exposant conjugué de p.

(1.2.30)
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On voit, d’apreés le Lemme 1.2.2 que
(12.32) / g(x)dw, (x) 28— C, |}l sllgl

Comme g < +oo une telle inégalité est contradictoire avec le fait que, d’apres
le Lemme 1.2.5, w, est diffuse.

Fin de la preuve de la Proposition 1.2.6. 1l nous faut prouver (1.2.25). Soit
n>0 ﬁxé Pour tout j choisissons une fonction 8, ;€ Cy’ (RZ) a valeurs dans
[0, 17, = 1 prés de O, telle que Suppb,(x — y) N (B(0, R;) x B(0, Ry))
soit contenu dans V. Puisque la dlagonale est de dw,(x) ® dw,(y)-mesure
nulle pour tout ¢ € [—-T, T1, xh(x —»)e(y)(1 — 6,(x — y)) converge vers
Xh(x-y)e(y) dw,/(x)®dw,(y)-presque partout lorsque j tend vers I'infini et
donc, par convergence dominée

T
(1.2.33) /_T/xh(X—y)co(y)(l —0,(x-y)y)do,(x)®dw,(y)dt

/ /th yeww(t)dw,(x )®dw,(y)dt‘<g

si j > j, assez grand. D’autre part

1 / [ 2k =310 e<x—y>w<t>w8<t,x)af(t,y)dxdydr[
(1.2.34)
< il 1l 1] / / (¢, X)||@(t, ) dx dy dt

qui s’estime, d’aprés le Lemme 1.2.7, par #/3 lorsque j est fixé assez grand et
que ¢ décrit 10, aj[.

Enfin la fonction yh(x — y)e(y)(1 — g,(x —y)) étant continue, pour tout
e € J assez petit

1235)
}/ [ 1k = (1= 6,2 = Mpw e, Metc, v dxdyar

[ [t -0 - pw dox) @ doymad < 1

par convergence faible de w’(, x) ® w'(¢, y) vers w,(x) ® w,(y) pour tout

t € [-T,T]. I résulte donc de (1.2.33), (1.2.34), (1.2.35) que pour ¢ € J
assez petit

T &
(1.2.36) } [ [ahtx=nommwef e e, v dxdyds

//xhx VoW (t) do,(x) @ do,(v)di| <1

ce qui conclut la preuve de la Proposition 1.2.6.
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Remarque. On notera que ’on n’a pas utilisé dans la preuve la description ex-
plicite de H¢ fournie par la Proposition 1.2.3. Seul importe le fait que H¢ soit
une fonction bornée, tendant vers 0 a 'infini, continue hors de la diagonale.

Fin de la preuve du Théoréme 1.2.1. D’apres la Proposition 1.2.6 et (1.2.3) on
a

lim (t, 2)v5(t, 2)p(2)w(t)dzdt
aeJ/ / 2

/ /H x,yy(t)dow,(x)dw,(y)dt

et il nous suffit de montrer que le membre de droite de (1.2.37) n’est autre que

T
(1.2.38) /_T/Ul(t, Z2)vy(t, z)p(2)y(t)dzdt.

(1.2.37)

Pour cela choisissons g, € Cy° ]R{z) , p, >0, j=1,2,vérifiant [p, dx =1,
J 0 J 1
1/e%)p\(

p, =1 pres de O et avec la notation p’f (x) = x/e) définissons:

(1/e%)p,
.CQE(I’ x)= ptli * (pz(a)w t, ),
(1.2.39) W (t, x)= p‘f *(py(e)@ (2, ),
" (t, x) = p} * (p,(e)0" (1, ).

Alors, les suites @°, w®, @" vérifient les hypotheses (i) et (ii) du Théoreme

1.2.1. De plus, pour tout ¢ fixé, w’(¢,:) converge vers w(t,-) fortement

dans H_I(RZ) Si ’on pose v°(t,:) =V *AT'wi(t, -), on en déduit aisément

que lorsque e — 0, v°(t,.) converge fortement dans Lloc(Rz' Rz) vers

v( D) =VTAT w( 3 pour tout ¢ fixé. Comme de plus v° est bornée dans
L=([-T, 11, LlOC(IR{ ,R )) il en résulte

/_TT/Ul(t’ 2)0,(t, 2)p(z)y(t)dzdt

(1.2.40) -
—tim [ [ vl 2. Do dzar.
&— -T
Mais d’apres (1.2.3), I'intégrale du membre de droite s’écrit
(1.2.41) / /w (t, x)o’(t, y)H,(x, y)yp(1) dxdydt

et comme les suites @®, w°, @ vérifient les hypotheses de la Proposition
1.2.6, le membre de droite de (1.2.40) n’est autre que

(1.2.42) / /H X, Yty dow (x) @ do,(y)dt.

La relation (1.2.2) découle alors de (1.2.37) et de (1.2.40). Cela achéve la preuve
du Théoréme 1.2.1.

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



570 JEAN-MARC DELORT

Remarque. On peut, pour prouver le Théoréme 1.1.1, procéder de méme mais
en choisissant un autre type d’approximations w°®. Par exemple, on peut définir
wg, vy comme en (1.1.13), (1.1.15) et ensuite prendre pour v° sur intervalle
[0, +oof la solution des équations de Navier-Stokes

av/at+ (v° - Vvt = —Vp° + eAv®,
(1.2.43) dive® =0,

vy =g -
Le tourbillon &® correspondant vérifie alors

8w’ /ot + (V8- V)W = eAw’,
(1.2.44) { e / (g )
W],y = 0 -

On définit w”® et " comme les solutions de la premiére équation (1.2.44)
avec les données a)z)e et a)g£ respectivement. En outre, si @ € C(;X’ (Rz) est
radiale et telle que [@ = [ w,, on note @(z, x) la solution de
{ 0w’ /ot = eAw”®,

_El =

(1.2.45)
(D]

0= 0.
On pose alors T4(¢, x) = VIAT'@%(t, x), 0°(t, x) = v°(¢, x) = T°(¢, x).
D’apres [4] paragraphe 2.A, les fonctions ©°, w'®, w"® vérifient les estimations
(1.1.17), (1.1.22). En outre, d’aprées (1.2.44) et la positivité du noyau de la
chaleur, on a @ > 0 pour tout &. Par contre, pour tous (t,e) fixés x —
(¢, x) n’est plus 4 support compact mais seulement 4 décroissance rapide a
Pinfini. Cela suffit toutefois pour appliquer les raisonnements précédents qui en-
trainent que la limite d’une sous-suite de (v°®) . fournit une solution & I’équation
d’Euler.

2. NAPPES DE TOURBILLON SUR LES SURFACES COMPACTES

2.1. Enoncé du théoreme. Soit (M, g) une surface riemannienne connexe,
compacte, orientée. On notera TM (resp. T M) le fibré tangent (resp. cotan-
gent) a M, AfTMm (resp. AT M ) 0 < k < 2 leurs puissances extérieures
respectives. On désignera par u la 2-forme volume associée a la métrique et a
lorientation. On l'utilisera pour identifier distributions et courants sur M . Si
X est un champ de vecteurs sur M, on notera L, la dérivée de Lie dans la
direction de X .

Si F est un fibré sur M, on désignera par L°(M,F), C™(M,F),
' (M, F) Tespace des sections Lf, C*, distributions de F au dessus de
M.

Si (r, s) est un couple d’entiers positifs ou nuls, on notera T;M le fibré des
champs de tenseurs de type (r, s) sur M . La fibre de Ter en un point x de
M est donc ’espace des applications multilinéaires sur (T; Mx--x T; M) x
(T, M x--- x T, M) a valeurs réelles, avec r produits dans le premier facteur

et s dans le second. En particulier TOl M=TM, TIOM =T'M.
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On désignera par la lettre g non seulement la métrique sur 7AM/ mais
également celle qu’elle induit naturellement sur tous les fibrés TS'M .
On notera ~ I'isomorphisme

™ - T"M,

(2.1.1) -
Vv —v

associant au champ de vecteurs v 'unique forme ¥ telle que pour tout champ
de vecteurs X sur M, ¥(X)=g(v, X).

On notera d, : AT M - AT M, k=0, 1, 2, 1a différentielle extérieure
sur M, di: A“"'T*M — A*T" M son adjoint pour la métrique et

(2.1.2) -A, =djd, +d,_d;_,

lopérateur de Laplace-Beltrami sur les k-formes.

Si X est un champ de vecteurs sur M, on désigne par V, la dérivation
covariante le long de X dans la connexion riemannienne. L’opérateur V, agit
sur TS’M et si ¢ est une section C™ de ce fibré, on a

(Vit)wy, ..., 0, X, ..., X))
=X-[t{lw,...,0,, X,..., X)]
r
(2.1.3) —Zt(a)l,...,Vij,...,a)r,Xl,...,Xs)
j=1
N
=, 0, X VX X
j=1
pour tous champs de vecteurs C™ X y»---» X, et tous champs de 1-formes
c™ ®,, ..., w,. En particulier, le fait que la dérivée covariante du tenseur
métrique dans la connexion riemannienne soit nulle donne, d’aprés (2.1.3), la
relation
(2.1.4) X g(Y,Z)=g(VyY,Z)+g(Y,V,Z)

valable pour tout triplet (X, Y, Z) de champs de vecteurs C. En outre,
(2.1.3) dans le cas ou ¢ est une 1-forme w s’écrit

(2.1.5) (V,@)(Y) = X - (0(Y)) — 0(V,Y)

pour tout couple de champs de vecteurs (X, Y). Cette derniére relation, com-
binée a (2.1.4), montre que

(2.1.6) V,Y=V,Y.
Onnote V: T, M — T, M Popérateur défini par
(2.1.7)
(V@ s 0, Xy Xy X) = (Vg @y, s 0, Xy X,)
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pour toutes familles (w,, ..., ®,) de 1-formes C* et (X,, X, ..., X,) de
champs de vecteurs C™ . En particulier V opére de T, OIM = TM dans TIIM .
On note

(2.1.8) VITIM > TyM

I’adjoint de ¥V pour la métrique, i.e., ’opérateur défini pour toute section dis-
tribution ¢ de TllM et tout champ de vecteurs X a coefficients C* par

(2.1.9) [ et 0u= [ e, va0u
On désignera enfin par
(2.1.10) VNTIM - T'M=T'M

le composé de (2.1.8) et de 'isomorphisme (2.1.1).
Nous utiliserons le lemme suivant:

Lemme 2.1.1. Soit v une section C* de TM vérifiant dyo = 0. Alors
(2.1.11) V,i=-V'(ved).
Démonstration. On asi X est un champ de vecteurs C™ quelconque

/ﬁ*(v@f;)(X)u:/g(v@@, vxm:/vxwm)u

ou ’avant-derniére égalité résulte de (2.1.4) et la derniére de (2.1.6). Comme
dy9 =0, on a bien (2.1.11).

Si U est un ouvert de M sur lequel on dispose d’un systéme de coordonnées

12 . . )
locales x = (x°, x“) compatibles avec ’orientation, on note (gij)1 <i j<2 la

matrice de g et (gij )i<i, j<2 la matrice inverse. On utilisera les conventions
de sommation d’Einstein. A A
L’isomorphisme (2.1.1) associe alors au champ de vecteurs v = v'9/9x’ la

1-forme
(2.1.12) 0 =0,dx =g v'dx .
La forme volume u vaut (det g)l/za’x1 Adx® etona
(2.1.13) 45 = —(detg) > [(detg)*'].
ox'

Si f est une fonction sur M, on a

~1/2 0 1/2 ijof
(2.1.14) Ay f =(detg) (det g) -

Bx x
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Le symbole principal de A, est donc —g“ (x)¢< ;- Si @ est une 2-forme et si
on écrit w = fu avec f fonction sur M, alors A,w = (A, f/)u ou Ayf est
donné par (2.1.14).

L’opérateur (2.1.10) associe au tenseur de type (1,1) ¢ = z;a/ax” ® dx?
la 1-forme différentielle

-1/2 0 a j 1/2 o f j
(2.1.15) —(detg)™Y W(z,,é,rm.g,r'”(detg) 2y 4T 5e,8" | dx',
oiiles T’ Z sont les symboles de Christoffel.
Enfin, introduisons une derniére notation: si w € L*(M, A*T*M) (1<p<
+00),0ona w= fu avec f € L"(M) et on notera |w||,;» = (flel”/,t)l/".
Décomposition de Hodge. Les opérateurs

—Ay: CT(M) - CT(M),

~Ay: D'(M) - 2' (M)

ont pour noyau ’espace des fonctions constantes. L’image (fermée) du second
est 'orthogonal du noyau du premier, i.e., I’espace

(2.1.17) Dy(M) = {fe_@/(M);/fu=0}

(2.1.16)

et —A, est un isomorphisme de 9(;(M ) sur lui-méme. On note
(2.1.18) Ky: Dy(M) — Dy(M)

son inverse. De méme si QS(M AT M ) désigne I’espace des sections distri-
butions @ de A’T*M au-dessus de M vérifiant f@=0, on note

(2.1.19) K:ZyM, NT'M) - ZyM, N°T* M)

'opérateur défini par K, (fu) = (K,f)u pour f € gé(M ). L’opérateur K, est
I'inverse de —A, .
Si a est une section distribution de 7°M , on voit donc que:
h=a- dOKOdga — d:Kldla

vérifie d h =0, d(’; h =0, i.e., est une forme harmonique (en particulier, 4 est
C™). Autrement dit, 'unique décomposition de Hodge de la forme o s’écrit:

(2.1.20) a=dyK,dyo+d K d o+ H(a),
ou H désigne le projecteur naturel sur I’espace (de dimension finie) des 1-
formes harmoniques sur M. Si on choisit une base (a,...,a;) de cet

espace, orthonormale pour le produit scalaire provenant de la métrique, on a

(2.1.21) H(a) = f_: (/ gla, ak),u) o .

k=1
Nous allons maintenant énoncer le résultat d’existence pour les nappes de
tourbillon sur une variété compacte.
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Théoreme 2.1.2. Soit v, un élément de L*(M , TM) vérifiant djv, = 0. Sup-
posons que le tourbillon wy = d U, de v, s’écrit w,= wy+w; avec wy = ayi
oi a, est une mesure positive ou nulle sur M et avec a)g e L (M, AT M )
pour un réel p €}]l, +oo].
1l existe alors v € L°(R, L*(M, TM)) et p € L (R, @'(M)) solutions du

systeme d’Euler sur M

89/9t -V (v®0) = —d,p,
(2.1.22) d;v =0,

D],20 = Ty -

De plus on a, pour tout t € R [l'inégalité.
(2.1.23) / g((t, ), v(t, i < / 2(vy. Ui

En outre, si pour tout t € R on pose w(t, ) =d,¥(t, ), on a une décomposition
w(t,") = o)+ o o w, =au avec a, mesure positive ou nulle telle que
Jo,=[aw, etou o € L°(M, AT M) et vérifie

H
(2.1.24) ooy 2 sy < N1l o -

Remarques.
-D’apres ’injection de Sobolev L”(M) — H —I(M ) pour p > 1, wg et donc
aussi a)z) sont dans H _I(M ).
-Dans le cas ol la donnée (et donc la solution v) est réguliére, il résulte du
Lemme 2.1.1 que la premiére équation (2.1.22) s’écrit
ov

(2.1.25) 57+, 0=—dp

qui est bien I’expression usuelle de I’équation d’Euler sur une variété compacte
(cf. [1, §8.2]).

-L’énoncé précédent contient le cas de I’équation d’Euler sur le plan & données
nappes de tourbillon Zz-périodiques: il suffit en effet de prendre pour variété
M le tore muni de la métrique plate.

Comme dans le cas du plan, la preuve du théoréme repose sur I’équation
équivalente a (2.1.22) obtenue en éliminant la pression. Pour cela, nous aurons
besoin du lemme suivant:

Lemme 2.1.3. Soit § le tenseur de type (1, 1) donné dans un systeme quelconque
de coordonnées locales par

(2.1.26) §=0,0/0x' ®dx’
(6} = symbole de Kronecker). Alors si fe 2'(M), ona

(2.1.27) -V(fd) =d,f.
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Démonstration. Dans un systeme de coordonnées locales, on a, d’apres (2.1.15)

~9"(79) = {(cer) ™" Lt )5/ 11 - Tholr | ax’
X
(21.25) LN { ~ Lidetg) ' 2 (detg) + Zr’.ﬂ}fdx".
: xl 2 axz > 1]

0
Or
_ 1 ks 9g, agij 8ng s o j _ 1 jsagjs
=58 <6xj “ow tox ) 4 ;Fff‘igg ax’
Utilisant les relations ’
(2.1.29)
2 - 11 -1 22 -
gl =—(detg) 'g,, g =(detg) gy, g =(detg) g,

on constate que cette expression n’est autre que %(det g)*1 6—‘9; (detg). Lelemme
est prouvé.

Nous allons en déduire

Proposition 2.1.4. Soit v, € LZ(M , TM) vérifiant dgﬂo = 0. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) Il existe v € L°(R, L*(M, TM)) et p € L(R, @' (M)) solutions de
(2.1.22).

(i) Il existe v € L°(R, L* (M, TM)) solution de

] . . N
{ 57 K d, + H(V' (v - lg(v, v)d))

ﬁlz:O =1,.
Démonstration. Supposons (i) vérifié. Alors la condition dgﬁ = 0 entraine
que dans la décomposition de Hodge (2.1.20) de 4¢/J¢t le premier terme est

nul. L’unicité de la décomposition de Hodge des deux membres de la premiére
équation (2.1.22) entraine alors que v vérifie

(2.1.31) 8v/0t —[dK,d, + HI(V (v ®©)) = 0.

D’apres le Lemme 2.1.3 et ’expression (2.1.21) de H
dVi(vet)=dVi(ved- i, v)d),

HV (ve0)=HV (ved-igv, v)d)),

(2.1.30) 0.

(2.1.32)

donc (ii) est vrai.

Réciproquement, si (ii) est réalisé, alors (9 /8t)dg =0 dou dg #=0. En
outre v vérifie (2.1.31) et le membre de gauche de cette équation ne differe du
membre de gauche de la premiére équation (2.1.22) que par une 1-forme exacte.
La proposition est démontrée.

Comme dans la premigre partie, nous allons maintenant montrer que la
proposition précédente réduit la preuve du Théoreme 2.1.2 a un résultat de
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passage a la limite sur les coefficients du tenseur v° ® 9° — 1 g(v*, v°)d lorsque
v® est une suite de solutions de ’équation d’Euler 2 données régularisées.
Pour ¢ €]0, 1], posons

~ A e A,
(2.1.33) ’UO =€ 'UO, (l)o =e 0)0,
re _ eA, e eA, N
wo =€ C()O, Cl)o =e a)o .

Comme d,A, = A,d, ona wj=d¥;. On note v, I'image réciproque de 7
par (2.1.1). Pour tout ¢ €10, 1], vy € C*(M, TM) et wy, wy, w," sont
dans C*(M, AT'M ). La positivité du noyau de la chaleur entraine que

wy = agpu avec a; = eEAOaé, , fonction positive ou nulle sur M . On a en outre
4 €
[ glvg, vo)u < [ glvy, vou,

(2.1.34) leog Il o < lleopllo ve €10, 1],
Jog = J .

Enfin si € — 0+, ) (resp. wy , resp. w,’) converge au sens des distributions
vers v, (resp. wj, Iesp. wy).
Pour tout ¢ > 0, il existe d’apres {6, Théoreme 15.2; 9] une solution globale
P e C*(R, C* (M, TM)), p* € C(R, C™(M)) aléquation
01° /0t + V. 0° = —dp°,

(2.1.35) d(’;f)e =0,
¥°|,o = g -

Comme, utilisant (2.1.4), on voit que
(2.1.36) (88t +v°)(g(v’(z, ), v°(t, ) = —2g(dp, 5°(¢, )
et comme dy9° =0, on a pour tout 7 € R
(2.1.37) [ e, o' = [ et v
D’autre part, le tourbillon w® = d@° vérifie d’aprés [1, Proposition 8.2.6],
I’équation

0w’/ot+ L .o =0,
(2.1.38) { . / e

@|,_o = @y
ce qui, si I’'on note (of le flot du champ de vecteurs v°® a l'instant ¢, s’écrit
encore
(2.1.39) o 0" (t, ) = wy.

On décompose @’ = 0 + ©”° ol w" et w" sont définis par les relations
% //8( e

1 7
(2.1.40) (pf*wg(t,~)=cooe, 9, 0 (t,")=w, .
Alors '® est positive ou nuile et comme le jacobien de ¢° est identiquement
t
égala l,ona
7 e
(e, My =gl

Wi

(2.1.41)
™, )l = llwg Nl -
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On déduit donc de (2.1.34), (2.1.37), et (2.1.41) les estimations uniformes sui-
vantes

&
10"l Lo, 220 70y S WVl 2ar, 7ary  VE €10, 11,

(2.1.42) w®t, )= [ w, VteR, Veel0,1],
0

e

“w ”L°°(R,L"(M,A2T"M)) Ve E]O, 1].

H
<@gl o, A7 any

Enfin, puisque d’aprés la Proposition 2.1.4, v® vérifie la premiére équation
(2.1.30), (vs)s est borné dans P’espace Lip(R, @'(M, TM)) des fonctions
lipschitziennes de ¢ a valeurs dans les sections distributions de TAM . Par
conséquent (we)e est bornée dans Lip(R, @' (M, AT M ).

Drapres les inégalités (2.1.42), on peut extraire des suites (”e)ee]o,l]’
(wa)ee]o,l]’ (wls)ee]o,l]’ (wue)aelo,l] des sous-suites (v°),¢;, (@°),c)s (w’e)seJ’
(@"),e; ot J CJ0, 1] avec 0 € J, convergeant au sens des distributions vers
des limites v € LR, L*(M, TM)), w € LR, H '(M, AN’T*M)), o'
fonction L™ de ¢ a valeurs dans les sections mesures positives ou nulles de
A'T'M et ' € L(R, L (M, A’T"M)) . Pour prouver le théoréme, il nous
suffit donc d’apres la Proposition 2.1.4 de montrer:

Proposition 2.1.5. Si‘¢ tend vers 0 dans J, v° ®0° — 1g(v", v)é converge au
sens des distributions sur R x M vers v ® ¥ — %g(v, v)d.

La preuve de cette proposition occupe le paragraphe suivant.

2.2. Passage a la limite. Il nous suffit de prouver la Proposition 2.1.5 localement
ce qui permet de se restreindre & un domaine de carte muni de coordonnées
locales (x1 , xz) centrées en 0. On a alors, en notant 9, = 8/8x' ,i=1,2,

£ i€ ~& ~& Jj ~E
(2.2.1) v =v"9,, o =10;dx’, U, =gV

et on doit prouver

Théoreme 2.2.1. Soit (v°),., une suite de L™(R, C*(M,TM)) bornée
dans L™(R, L*(M, TM)) et dans Lip(R, @' (M, TM)) telle que djo° =
0 et que o = d° s'écrive o = 0 + " oi &° (resp. @) est dans
L®[R, C®(M, A*T*M)), bornée dans LR, L'(M, A’T"M)) (resp. dans
L™(R, L’ (M, A*T"M)) pour un certain réel p > 1) et oit w'® > 0. Supposons
que lorsque ¢ tend vers 0 dans J, v®, 0°, 0, 0"° convergent au sens des dis-
tributions vers des limites v, », ', . Alors si ¢ € C°(R®) est a support
dans l'image du domaine de carte considéré et y € C;°(R) on a

/vl’s(t, 2)0,5(t, 2)p(z)w(t)dz dt

(2.2.2), 1

= [ 20y Do vz,
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/vz’s(t, 2)0i(t, z)p(z)w(t)dz dt

(2.2.2), ,
— /v (t, 2)0,(t, 2)p(z)y(t)dzdt,

/(v“(z, 2)05(t, 2) — ' (t, 2)05(t, 2))e(2)w(t) dz dt
(2.2.2), , 1
— /(U (¢, 2)0,(t, z) —v (¢, 2)0,(¢, 2))p(2)w(t)dz dt

lorsque ¢ tend vers O dans J .

La méthode utilisée est la méme que dans le cas de ’équation d’Euler sur
R®. 1l s’agit d’abord d’exprimer les composantes de la vitesse vl’g, v>® en
fonction de w®. On peut écrire w°(x) = a®(x)dx' Adx*. On a alors a°(x) =
8,7, — 9,07 .

Soient § et § deux fonctions C* & support compact assez voisin de Supp ¢,
positives ou nulles, vérifiant # = 1 au voisinage de Supp¢ et 8 = 1 au voisi-

nage de Supp®@.

Lemme 2.2.2. 1] existe un opérateur pseudo-différentiel G (resp. R', resp. Rz)
opérant de [’espace des distributions sur R? & valeurs scalaires (resp. a valeurs
dans ]Rz) dans Uespace des distributions scalaires sur R®, d’ordre -2 (resp.
d’ordre —1) tel que I’'on ait au voisinage de Supp ¢

v"? = —~G,(8a°) + R (Bv°),
v?? = Go,(8a°) + R*(Gv°).
On peut en outre supposer que la symbole complet de G est égal a

(2.2.4) 0(G)(x, &) = —(detg(x)) ™ (g"¢,¢)70(®),

ot y € C(R?) est paire et vérifie y =1 pour || > 1, y=0 pour €| < 3
1

(2.2.3)

* A £ &

Démonstration. D’apres (2.1.13) la relation d;9° = O entraine que 9,v '~ +

821)2’5 est combinaison linéaire a coefficients C™ de v''®, v*¢. On a donc
8,(0a°) = 0], — 60,0, + 1[0, , 61a°
- y
(2.2.5) = 0(8,,0,v""" - g,,0,0,0"%) + Q,(v)

2, 2 2, 2 2,
= 0(—28,,0,0,0" " + £,,0, v + g,,0,v"°°) + 0, (v°),

ol Q, et Q, sont des opérateurs différentiels de degré 1 opérant de R® dans
R.
D’apres les relations (2.1.29), 9,(6a°) est donc égal &

(222.6) (det £)[579,0,](6v""") + Q(v"),

olt Q est un nouvel opérateur différentiel de degré 1. La seconde égalité (2.2.3)
en résulte. La premiére se prouve de méme.
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Comme (ve)se ; est bornée dans
Lip(R, @' (M, TM))nL™(R, L}(M, TM)),
pour tout ¢ € R, v°(¢, -) converge faiblement dans L? vers v(t, -} {cf. Lemme
1.2.1). Pulsque R, j=1,2, est dordre —1, R (Bv(1, ")) converge forte-
ment dans L? vers R(Gu(z, -)) et R’/(Bv°) est borné dans L®(R, L*(M)).
D’autre part, (6a° )ecs €St bornée dans Lip(R, Z'(M))n L™(R, H_’(M)).
Il en résulte que pour tout ¢ € R, Gaj(eag(t, -)) converge faiblement dans
L* vers G0,(0a(t, -)). De plus, Gaj(ﬁae) est bornée dans L™(R, LZ(M)).
Utilisant alors, pour tout ¢ € R, le fait que le produit d’une suite faiblement
convergente par une suite fortement convergente converge au sens des distribu-
tions, puis le théoréme de convergence dominée (pour traiter I'intégrale en ¢),

on déduit de (2.2.3):

(2.2.7)
Iim/('v1 sz - vlvz)(t, 2)p(z)w(t)dzdt

e—0

eeJ

= lim [GO,(0a°)(g,,G0,(0a°) — g,,GO,(8a"))
eeJ
+ Go,(0a)(—g,,G0,(0a) + g,,G0,(0a))p(z)w(t)dzdt

et, pour prouver (2.2.1),, il nous suffit de voir que cette derniére expression est
. N . 2,6 ~

nulle. Faisant le méme raisonnement pour v>’ o) et v 6112 .= v! ‘9, ., on

voit que le Théoréme 2.2.1 est corollaire de la proposmon suivante:

Propesition 2.2.3. Avec les notations précédentes, on a

m%/Ga (0a)[(—8,,G0, + £,G8,)(0a))(t, 2)p(z)w(t)dz dt
(2.2.8),  °€
= /Gak(ea)[(—glkGé?2 + £, G0 (0a)I(t, z)p(z2)w(t)dzdt
pour k=1,2 et
(2.2.9)
l%/{Gal(Gae)[(—glzGaz + £,G8,)(6a")(t, 2)

eeJ

+Go,(8, a*)(—g,,Gd, + §,,G8,)(0a)](t, 2)}p(2)w(t)dz dt
_ /{Gal(ea)[(—glzc;a2 + £,,G8,)(0)](t, 2)
+ G, (0a)(~g,,Go, + £,,G0,)(8a)](t, 2)}p(2)w(t)dz dt.
On notera
(2.2.10) G(z,Z)=5; '(~(detg(z))""(g”(2)¢,{,) " 7(0))

le noyau de opérateur pseudo-différentiel G de degré —2 sur R? de symbole
(2.2.4). En particulier, pour tout compact K de R? x R , il existe C > 0 telle
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que
2211 G(z, 2)| < C(1 + |LogZ])),
0,G(z, Z)| < C/|Z], V(z,Z)eK.
Pour prouver les relations (2.2.8),, (2.2.9) remarquons que I’on a pour tout
teR
/Ga 0a°)[(—2,,G0, + £,,G8,)(8a"))(t, 2)p(z) dz
(2.2.12)

/H X, 0, )0, yydxdy, k=1,2,

/{Gal(eaf)[(—glzGa2 + £,,G0,)(6a°)](t, 2)
(2.2.13) + G,(0a°)[(~g,,Gd, + §,,G8,)(0a)](z, z)}o(z)dz
= [ 13 160"t )00 0. ) dxdy,

ot qu est la distribution

H(x, y) = - /G Z,2-%)G(z, 2~ )&y (2)p(2)dz

ax"a

" 8xké'y1 /G(Z’ z=x)6(z, 2~ y)gy(2)p(z)dz

(2.2.14)

pour k=1,2 et
(2.2.15)

3 _ 8* _ _
H¢(X’y)“<axzay n ay) [ 6tz 2 =260, 2 - v)e(ez) dz

82
+ 1 [ 6z, 2= 0)G(z, 2 - V)en(2p()dz
Ox 0y

8* /
——— | G(z,z-Xx)G(z,z—-y)g,,(2)p(z)dz.
93257 ( )G( )&,(2)e(2)
La preuve de la Proposition 2.2.3 repose sur le lemme suivant:
Lemme 2.2.4. Les distributions H;f , k=1,2,3, sont des fonctions bornées,
continues hors de la diagonale, au voisinage de Supp 6 x Supp 6 dans R? x R%.

La continuité des fonctions étudiées hors de la diagonale est immédiate
compte tenu de la seconde inégalité (2.2.11). Pour prouver que ces fonctions
sont bornées, nous utiliserons le résultat suivant:

Lemme 2.2.5. Soient b,(z, (), b,(z, {) deux symboles d’opérateurs pseudo-

différentiels d’ordre —1 sur R’ et peCy (R2 ). Alors la transformée de Fourier
inverse en (¢, n) de la fonction

(2.2.16) / e (2, &) by(z, 1) — by(z, ~E)p(z)d

est une fonction continue.
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Démonstration. On a

by(z, n) = by(z, —&) = +11)- 6‘?(2 tn— (1 - 0¢) dt
— (€ -by(z; &)

et pour tout o € N°, |82"l32(z; E, | <C(1+ D721 +|€ + n])* . Alors pour
tout entier N, (2.2.16) se majore en module par

o\

(2.2.17)

cy+E+n)™ S

la|<N
Cy(1+[E+y~ V"

Le résultat en découle si N est pris assez grand.

/e—tz°(é+n)8:(bl(z, ENE+n)-by(z; &, n)p(2))dz

1+~

Démonstration du Lemme 2.2.4. La transformée de Fourier de H;f est égale a

(2.2.18) / e GGz, E)E,0(G)(z, M) (8, (20N, — &y (2)n)0(2) dz
sik=1ouleta

[ a(G)iz. ©0(6)z. )
X [51(812'72 - 822'11) + 62(g11']2 - g12’71)]¢(z) dZ

(2.2.19)

sik=3.
Compte tenu du Lemme 2.2.5, il nous faut montrer que la transformée de
Fourier inverse en & (calculée au point x — y) des fonctions
a(G)(y, &) & (8, ()8, — 8 ENPB), k=12,
0(G)(y, &)’ 1E,(81,(0)E; — 8, (0)E) +&,(8,, (1), — 8, ()P (V)

est bornée en (x, y). Or d’aprés I'expression (2.2.4) de a(G) et (2.1.29) ces
quantités valent respectivement

(2.2.20)

7(&) (det g (v (Z gee; ) g2 )&, + g MENE P ),

2 12 1
(2.2.21) ~7(&)"(detg(y)” (Zg éé) W&+ 8 6)6,0(),

(&) (det g(y (Zg”cé) o(7)
><[—él(g (y)é2+g (y)él)+éz(g (y)62+g12(y)61)]

-1

donc sont égales au produit de y(é)z(det g(¥)) e{y) par les distributions
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respectives
(2.2.22) —15%{61(257”56) 1],
(2.2.23) %% [62 (Z g”é,@) _1] ,

(2.2.24) Zaél[é,<12g”éé) ] 2552[52(12 ’JQ) ‘].

En dimensoin 2, la transformée de Fourier inverse d’'une fonction homogéne
de degré —1 est homogeéne de degré —1. La transformée de Fourier inverse
de chacune des expressions précédentes s’exprime donc a partir du produit de
x' ou x? par une fonction homogeéne de degré —1: c’est donc une fonction
bornée. Le Lemme 2.2.4 s’en déduit immédiatement.

Fin de la preuve de la Proposition 2.2.3. D’apres (2.2.12), (2.2.13), on doit
étudier ’expression

(2.2.25) /H;f(x, YN0t x)(02°)(t, y)dxdy w(t)dt.

Les hypothéses du Théoreme 2.2.1 assurent que @a° satisfait aux hypotheses de
la Proposition 1.2.6. Comme, d’apres le Lemme 2.2.4, les fonctions Hq]f sont
continues hors de la diagonale et bornées, la Proposition 1.2.6 entraine (cf. la
remarque suivant sa preuve):

lim H (x, ¥)(0a°)(t, x)(6a°)(¢, y)w(t)dx dy dt

E——?

(2.2.26) e
/H X Y)w(O0(x)0() da,(x) ® da(y) dt

o a, = a(t, ) est la mesure limite de a°(z, -) et ou le membre de droite a
un sens grace au Lemme 2.2.4 et au fait que la diagonale x = y est de mesure
nulle pour d|a,|(x)®d|a,|(y) (cf. la justification de I’expression (1.2.21)). Mais
d’autre part, le membre de droite de (2.2.26) n’est autre que le membre de droite
de (2.2.8),-(2.2.9) comme on le voit en appliquant le raisonnement précédent
a la suite 6a°(z, x), obtenue en régularisant a(z, -) par rapport & x, qui est
bornée dans L™(R, H _I(Rz)) et qui, pour presque tout f, converge vers fa,
fortement dans H _I(RZ) (cf. fin du paragraphe 1.2). La Proposition 2.2.3 est
donc prouvée et par voie de conséquence le Théoreme 2.2.1 également.

2.3. Nappes de tourbillon sur un ouvert a bord. Dans ce dernier paragraphe, nous
nous proposons de montrer que les résultats précédents admettent un analogue
pour I’équation d’Euler sur un ouvert a bord de R?. Soit Q un ouvert borné
de R® a bord C™ , localement d’un seul coté de son bord. On notera » la
normale unitaire intérieure 3 Q. Pour tout s réel, on désignera par H'(Q),
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(resp. H'(Q; ]Rz)) I’espace des restrictions & Q d’applications de classe H’
définies au voisinage de Q a valeurs réelles (resp. a valeurs dans Rz). De
méme C™(Q) (resp. C=(Q; R?)) est espace des applications C™ jusqu’au
bord dans Q & valeurs dans R (resp. dans Rz). Si v est un élément de
H(Q; R*) avec s €] — 1, 1, on notera v* son prolongement par 0 hors de
Q: c’est un élément de Hs(]R2 ; RZ) . Nous allons prouver

Théoreme 2.3.1. Soit v, € L*(Q; R?) vérifiant divo, = 0, (v, - n)l,q = O.
Supposons que le tourbillon w, = rotv, de v, s’écrive wy = wy + w; ol W,
est la restriction a Q d’une mesure positive ou nulle sur R?, appartenant Q
H _I(RZ), a support compact et out wg € LP(Q) pour un réel p > 1. Il existe
alors v € L™(R, LZ(Q; Rz)) et pe L¥(R, 2'(Q)) solutions du systeme:

Ov/ot+divivev)=-Vp surRxQ,

divv =0 surRx Q,
(2.3.1)

(v-n),g=0 sur R x Q,

V|,_o =Yg sur Q.

. ! 1 N ! .
En outre, w se décompose en w = + " oit @' (resp. ©") est fonction L™
de t & valeurs dans les mesures positives ou nulles sur Q (resp. & valeurs dans

P 1
LP(Q) et vérifie llw"HLw(R’Lp(Q)) < Newgllrgy)-
Il est bien connu que la condition aux limites (v - n)|,, = 0 a un sens pour

un €lément v de LZ(Q; R’ ) vérifiant divo = 0. On a en effet

Lemme 2.3.2. Soit s > —4. L’application v — (v+n)|,q définie sur Cc*(Q; Rz)
se prolonge en une application continue de

{ve H(Q:R%); divv =0}

a valeurs dans H*™'*(8Q) .
Démonstration. Le cas s > % est trivial. On peut donc supposer s €] — §, 1[

(le cas s = % s’obtenant ensuite par interpolation). Alors, si v € C*(Q; Rz)
vérifie dive =0 ona

10 Wlpglls-1200) < CIE - Mg @ Syl 1x,
(2.3.2) < Clldiv (V)| o1 gy
< CI e aty < CIo g aire)
d’oir le résultat.
D’aprés [7, Théoreme 4.3.3] et la décomposition de Hodge-Kodaira [7, p. 191],
I’application
{ve LXQ;R%); divu =0, (v-n)|,q=0} - H (),

(2.3.3)
v — rotv
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est surjective. En outre [7, Théoremes 4.2.2 et 3.2.3] son noyau est I’espace de
dimension finie des champs harmoniques tangents 2 9Q, i.e.,

heC®@Q;RY; divh=0, roth=0, (h-n)|,,=0}.
20

Si E désigne 'orthogonal du noyau de (2.3.3) et L: H _I(Q) — E T'inverse de
la restriction de (2.3.3) & E, les données du probleme (2.3.1) vérifient v, =
L(w,) + h, ou h, est un champ harmonique tangent 2 42 convenable.

Soit p € CB’"(RZ), p 20, [p(x)dx =1 et pour ¢ €10, 1[, p,(x) =
a_zp(x/s). Soient a);)b une mesure positive élément de HC:nlnp(]R2 ) telle que
cog'|Q =w, et wgb le prolongement de w;, par 0 hors de Q. On pose alors

e h "e h e re e
Wy = (@ * Py)lg wy = (g *p)lq> Wy =Wy + Wy .

Alors (@ est une suite de fonctions C™ sur Q positives ou nulles,
0 /e€lo, 1]

bornée dans LI(Q) ﬂH_l(Q) et convergeant vers wg dans H_I(Q) lorsque

¢ — 0. De méme (wg'),e o, est bornée dans L7(Q) par [wgl,»q, et con-

verge dans cet espace vers wg lorsque ¢ — 0. On pose

(2.3.4) vy = L(wg) + hy.

C'est une suite de fonction C* sur £, bornée dans L* (Q; R’ ) convergeant
dans cet espace vers v, lorsque ¢ tend vers 0, vérifiant div vg =0, (’ug-n)| 90 =
0. Dapres [9; 6, §15], le probleme

av/ot + (v° - V)vt = -Vp°,

2.3.5) divv® =0,
LI, (Ue‘n)lagzo,
U8|t=0 =v(§

admet une unique solution globale C* sur R x Q, v°(¢, x). En outre, on a
I'inégalité d’énergie

&
(2.3.6) HvS“L”(]R,LZ(Q;RZ)) < ”UO”LZ(Q;RZ)

et donc (vs)6 est uniformément bornée dans L™ (R, LZ(Q; Rz)) . Notons w° =
rotv’. On a alors @° = @ + ", o @ et " sont respectivement définis

par:

dw /ot + (v° - V)0 =0,
(2.3.7) o,

@ |z=0 - wO ’

8w /ot + (v° - V)™ =0,
(2.3.8) we, e,

@ |mo = @ 3

et comme v° est un champ tangent 2 9Q et a divergence nulle, on a

1e e 1e
w 20, ™|l oom 71 < 1@ 1l 1a s
(2.3.9) L™ (R,LY(Q) 0llLYQ)

e e H
[l ||L°°(R,LP(Q)) < Hwo HLP(Q) < Hw()“LP(Q) .
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Enfin, on remarquera que (”8)ee]o, ;) est bornée dans Lip(R, 2'(Q; R’ )). En
effet, si ® € C;°(Q; Rz) et si 'on écrit la décomposition de Hodge-Kodaira de

o

(2.3.10) O=Y+V/[

avec ¥ ¢ CW(ﬁ;Rz), div¥ =0, (\11.”)|BQ=0 et f€C°°(§),ona
0, ¢ 8 .

(2.3.11) 57V (), @) = (07, ), ¥)

= — (div(v° @ v(z, -)), )

quantité qui est uniformément bornée en ¢ et ¢ lorsque ® décrit une partie
bornée de C;°(Q; Rz). Grace aux inégalités (2.3.6), (2.3.9), il existe J C]0, 1]
avec 0 € J tel que les suites (v°),.,, (©%),c;, (@°),c;, (@"),., convergent
au sens des distributions sur R x Q vers des limites v, w, o', @”. Ona v €
L®®R, LHQ;R%)), w=0'+0", & estfonction L™ de ¢ a valeurs dans les
mesures positives ou nulles sur Q qui sontdans H™'(Q), w” € L™(R, L (Q))
avec une norme dans cet espace majorée par ngll Q-

Si 9 € C°(Q), w € C;°(R), remarquons alors que le Théoreme 2.2.1
s’applique aux intégrales

/vf(l, z)vg(z, z)p(2)w(t)dz dt,

/[uf(z, 2)’ = vi(t, 2)°lo(2)w (1) dz dt

(Ie fait que 'on soit ici sur une variété a bord Q ne joue pas puisqu’on ne
s’intéresse qu’a un résultat local a I'intérieur). Il en résulte donc que vf . v§
et (v9)* - (vg)2 convergent au sens des distributions sur R x Q vers v, - v, et
Uf — v, respectivement.

Utilisons alors que si (v®, p°) est solution de (2.3.5), (v°, ¢° =p° + %lvsiz)

(2.3.12)

vérifie
e £\2 _ e\2
00 L gy () ) =-9¢°,
ot 'Uf . U;
(2.3.13) dive® =0,
(v n),q=0,
U8|t=0 = ’Ug
avec

Ly Is)
B(D) = (—252 af)'

Le membre de gauche de (2.3.13) converge d’aprés ce que I’on vient de voir vers

dv vlz - vzz)
(2.3.14) ?97+B(D)< ot )
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Or, d’apres un théoreme de de Rham [11, Théoreme 17, §22], I’espace des
formes différentielles exactes a coeflicients distributions sur un ouvert est fermé
pour la topologie faible. Il existe donc pour tout ¢ € R, une distribution ¢(¢, -)
sur Q telle que (2.3.14) soit égal & —Vg. Bien entendu, puisque (2.3.14) est
borné a valeurs distributions, on peut supposer que ¢ € L (R, & '(Q)) . Sil’on
pose p=q — %’Uz on voit donc que la premiére équation (2.3.1) est satisfaite
par (v, p). D’autre part, puisque pour tout ¢, v°(t, ) converge vers v(f, )
fortement dans H*(Q) pour tout s < 0, il résulte du Lemme 2.3.2 que (v°n)|,q
converge au sens des distributions sur R x 90 vers (v - n)|,,. La troisitme
équation (2.3.1) est donc satisfaite. Le Théoreme 2.3.1 est donc démontré.
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