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EXISTENCE DE NAPPES DE TOURBILLON 
EN DIMENSION DEUX 

JEAN-MARC DELORT 

O. INTRODUCTION 

Cet article est consacre it la preuve d'un resultat d'existence de nappes de 
tourbillon en dimension 2. Le probleme des nappes de tourbillon consiste it 
trouver une solution (v, p) , defmie sur ~ x ~2 , muni des coordonnees (t, x = 
(Xl' X 2)) , it valeurs dans ~2 x ~, it l'equation d'Euler 

(*) { ~~ +div(v®v) = -'Vp, 
divv = 0, 

(cf § 1.1 pour les notations utilisees ci-dessus), dont la donnee initiale v 11=0 = Vo 
verifie div Vo = 0 et a un tourbillon Wo = rot Vo de la forme Wo = Jr.' avec 
l: courbe compacte lisse de ~2. Plus generalement, on cherche des solutions 
dont Ie tourbillon initial Wo est une me sure it support compact, appartenant it 
l'espace de Sobolev H-I(~2) (ce qui entraine que Vo est localement dans L2). 

Ce probleme a ete aborde par plusieurs auteurs. La methode classique 
d'attaque consiste it regulariser la donnee initiale, et it utiliser que, pour chaque 
regularisee, Ie probleme (*) a une solution globale. On obtient ainsi une suite 
de solutions Coo(ve , pe) et v e admet des estimations uniformes en e (cf. [4]). 
Cela permet d'extraire une sous-suite, converge ant faiblement dans L;oc vers 
une limite v, et Ie probleme consiste it prouver que l'on peut passer it la lim-
ite dans l'equation, i.e., qu'il existe p tel que (v, p) verifie (*). La difficulte 
provient evidemment du fait que la convergence n'etant en general pas forte, 
ve®ve converge au sens des distributions non pas vers v®v mais vers V®V+II, 
oil II est une matrice 2 x 2 it coefficients mesures. 

Donnons main tenant quelques indications sur la genese historique du sujet. 
Dans [5] Di Pema-Majda ont introduit la notion de "mesure de defaut reduite" 
d'une suite de L:c(~' L;oc(~2; ~2)). lIs ont prouve qu'une suite de solutions 
de (*), bomee dans l'espace precedent, et faiblement convergente, a sa me sure 
de defaut reduite concentree dans un ensemble petit (au sens de la dimension 
de Hausdorff) [5, Theoreme 1]. En outre, [5, Tbeoreme 2], une hypothese de 

Received by the editors November 2, 1990 and, in revised form, March 30, 1991. 
1991 Mathematics Subject Classification. Primary 35L60, 76C05. 

553 

© 1991 American Mathematical Society 
0894-0347/91 $1.00 + $.25 per page 

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



554 JEAN-MARC DELORT 

petitesse plus forte sur cet ensemble de concentration entraine que la limite faible 
est solution de (*) (bien que la convergence ne soit pas necessairement forte)_ 
Cette derniere hypothese peut etre affaiblie dans Ie cas de suites de solutions 
stationnaires [5, Theoreme 3_1]. Cette condition faible est, pour de telles suites, 
automatiquement verifiee des que l'on rajoute it l'hypothese de borne uniforme 
de la vitesse dans L~oc une condition de majoration uniforme du tourbillon 
dans L 1 [5, Theoreme 3], analogue it celle dont nous disposerons ci-dessous. 

D'autre part, Krasny [13, 14] a etudie numeriquement Ie probleme (*) avec 
une donnee de la forme qJ~r. oil qJ est une fonction reelle. Ses resultats in-
diquent que Ie comportement de l'approximation numerique du tourbillon de la 
solution it un instant donne est beaucoup plus complique lorsque qJ peut changer 
de signe que lorsque qJ conserve un signe fixe. En analysant cette etude, couplee 
it certains resultats decoulant du Theoreme 3.1 de [4], Majda [15, 16] conjecture 
que Ie probleme (*) admet une solution globale lorsqu'on rajoute l'hypothese 
supplementaire que Wo est de signe fixe-hypothese evidemment satisfaite par 
des donnees de la forme Wo = ~r.' Nous nous proposons ici de prouver ce 
resultat. La methode consiste d'abord it remarquer qu'il suffit d'etudier non pas 
la limite de VB ® VB mais seulement celle de certaines combinaisons lineaires 
des coefficients de cette matrice. Plus precisement, en exprimant la pression pB 
it l'aide de la vitesse VB par la relation _!J.pB = div div( VB ® VB) (obtenue en 
prenant la divergence de la premiere equation (*) compte tenu de la seconde) 
et en reportant la valeur trouvee dans (*), on montre que (VB, pB) verifie (*) 
si et seulement si VB = t (v~ ,v~) satisfait 

(**) avB /1 -I A(D) (( V~)2 - (V~)2) = 0 
at + v~.v~' 

oil A(D) est un operateur differentiel matriciel homogene de degre 3 (cf. 
Lemme 1.1.2). 

Pour prouver que v verifie (*) pour un certain p, il suffit donc de voir 
que v satisfait (**) et donc il suffit de montrer que lim v~ . v~ = VI' v2 et 
lim((v~)2 - (v~)2) = v~ - v; . 

Ces egalites sont prouvees au paragraphe 1.2, en exprimant, pour toute fonc-
tion test qJ E C;'(lR2), l'integrale Jv~(t, z)v~(t, z)qJ(z)dz it l'aide du tour-
billon wB = rot VB , par la relation VB = V.l!J. -I wB. L'integrale etudiee s'ecrit 
alors ! wB(t, x)wB(t, Y)Htp(x, y) dx dy, 

oil Htp est une distributions'ecrivant explicitement it l'aide de qJ et de la solu-
tion elementaire du laplacien. Le point clef-qui est celui faisant intervenir Ie 
fait que l'on soit parti d'une non linearite v~. v~ (ou (V~)2 - (V~)2) et non pas, 
par exemple, de (v~)2-consiste it prouver que Htp est une fonction bornee. 
Cette derniere propriete, combinee au fait qu'une mesure dans H- 1(lR2 ) est 
necessairement diffuse et it la positivite (ou la negativite) de Wo permet alors 
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de passer it la limite dans l'expression (***). L'argument essentiel est Ie Lemme 
1.2.7 ci-dessous, qui est Ie seul endroit de la preuve oil est utilisee l'hypothese 
de signe fixe sur wO' 

En resume, Ie creur de la methode consiste donc it montrer que, sous les 
hypotheses faites, la limite faible, it extraction eventuelle pres d'une sous-suite, 
de v· tZI v· - v tZI vest une matrice scalaire. 

A cet egard, remarquons que Ie fait qu'il suffise d'etudier un certain type de 
non-linearites quadratiques, i.e. Ie fait que (*) puisse se mettre sous la forme 
(**), apparait chez Majda [5, pp. 71 et suivantes] et dans d'autres travaux 
ulterieurs [2, 12]. 

D'autre part, signalons que la methode consistant it exprimer dans l'equation 
d'Euler la pression en fonction de la vitesse a egalement ete utilisee par Chemin 
[3] pour l'etude de solutions ayant une plus grande regularite que celles etudiees 
ici (la pression peut alors etre exprimee it partir d'un operateur pseudo-
differentiel non-lineaire d'ordre -1 agissant sur la vitesse). 

Un certain nombre d'exemples explicites de suites (ve)eE)O, I) de solutions 
stationnaires verifiant les hypotheses de borne uniforme indiquees ci-dessus con-
vergeant faiblement (mais pas fortement) vers 0 ont ete construits dans [4, 8]. 
D 1 1 I, , " d' e e (.)2 (.)2 ans tous ces exemp es, es non- meantes qua rattques VI • v2 et VI - v2 
pas sent it la limite lorsque e --+ 0 , que l'hypothese de positivite sur Ie tourbillon 
que nous faisons ici soit satisfaite ou non. 

D'apres [4] Ie probleme (*) avec une donnee it tourbillon Wo E L~omp(l~.z) 
(p E] 1 , +00]) admet une solution globale. En combinant les arguments permet-
tant de prouver ce resultat avec la methode que nous avons indiquee ci-dessus, 
il est possible d'etendre Ie resultat d'existence que nous venons de decrire it 
une donnee dont Ie tourbillon s'ecrit Wo = w~ + w~ , oil w~ est une mesure 
de signe fixe dans Hc:~p(lR2), et oil w~ E L~omp(lR2) avec p > 1, Dans la 
deuxieme section de ce travail, nous prouvons que l'analogue de ce theoreme 
sur une surface riemannienne compacte, connexe, orientee, sans bord (M, g), 
est egalement vrai (sous reserve que soit de plus verifiee la condition necessaire 
evidente iM Wo = 0.) La methode est identique it celIe utilisee sur Ie plan. On 
doit toutefois obtenir des expressions intrinseques pour les diverses quantites 
manipulees. En particulier, les non-linearites quadratiques sur lesquelles on doit 
passer it la limite sont les coefficients du tenseur de type (1, 1) 

v e tZI fie _ !-g(ve , v e)6, 
oil ve est la suite de champs de vecteurs solutions de l'equation it donnees 
regularisees, fl· la suite de I-formes lui correspondant par l'identification de 
T M it T* M deduite de la metrique, et 6 Ie tenseur donne en coordonnees 
locales par 

i a j . 6 = 6.-. tZI dx (6J
l symbole de Kronecker), ] axl 

Je remercie S. Alinhac, P. Gerard, G. Lebeau, et G. Metivier pour des dis-
cussions sur ce travail. Je remercie egalement Ie referee pour de minutieux 
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commentaires historiques et pour m'avoir signale les references [15, 16] de la 
bibliographie. 

1. NAPPES DE TOURBILLON SUR ~2 

1.1. Enonee du theoreme. On note x = (XI' x2) les coordonnees sur IR2. Si 
rp (resp. v = t(VI' v2), resp. M = (m i)l5,i,J5,2) est une distribution sur IR2 a 
valeurs dans IR (resp. dans IR2 , resp. dans l'anneau des matrices carrees d'ordre 
2) on notera: 

j = 1,2; 

(1.1.1) 

(resp. 
( 1.1.2) 

resp. 
(1.1.3) 

Si rp est une distribution temperee sur IR2, a valeurs reelles, telle que sa 
transformee de Fourier ¢(~) soit L: (resp. LI~c) au voisinage de 0 et si P(D) 
est un operateur differentiel homogene a coefficients constants, d'ordre 1 (resp. 
2) on pose 

(1.1.4) 

oil 7- 1 est la transformation de Fourier inverse et oil Ie produit a l'interieur 
de son argument a un sens. 

Si rp est une distribution a support compact sur IR2 , on posera egalement 

(1.1.5) /1-lrp=k*rp, 
oil k(x) = 21nLoglxl est la solution elementaire du laplacien. Bien entendu les 
relations (1.1.4) et (1.1.5) sont compatibles. 

On notera 91" (IR2) , L 2(IR2) , ... les espaces de distributions a valeurs 
scalaires et 91" (IR2 ; IR2) , L 2 (IR2 ; IR2), ... les espaces de distributions a valeurs 
dans IR2 . Enfin si v E L~oc (IR2 ; IR2) , on notera v Q9 v la matrices (Vi v) 15,i, J5,2 . 

Theoreme 1.1.1. Soient Wo une mesure de Radon positive a support compact 
sur IR2 qui est dans i'espace de Sobolev H- I (IR2) et Vo = '\71-/1-1 wO' II existe 
unefonction v E L:(IR;L~oc(IR2;IR2)) et unefonction p E L;:c(IR;3"'(IR2)) 
solutions du systeme d'Euler 

{ 
av/at+div(v Q9v) = -'\7p, 

(1.1.6) divv = 0, 

vlt=o = vO' 
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De plus, v(t,x) s'ecrit v(t,x)=v(x)+v(t,x) oil V=V..l~-IW avec WE 
C;'(IR2) radiale verifiant J w(x) dx = J wa et oil v E L;:c(lR; L2(JR2; JR2)). 

En outre w( t , .) = rot v (t , .) est pour tout t E JR une mesure positive de 
masse totale uni/ormement bornee en t par J wa . 

Enfin la transjormee de Fourier de p en x, fl(t,~) peut etre suppose dans 
L;:c(JR; L~oc(JR2)). 

Remarque. Dans l'enonce ci-dessus, Ie fait que W soit une fonction radiale en-
traine que vest solution de l'equation d'Euler stationnaire. D'autre part, la 
condition de regularite sur fl(t,~) n'est qu'une maniere d'exprimer une cer-
taine de croissance de p(t, x) lorsque x ---+ 00. Enfin, l'equation etant non 
caracteristique pour les hyperplans t = cst, v E Ca (JR; g' (JR2 ; JR2)) ce qui 
donne un sens it la condition initiale (qui verifie par construction la contrainte 
divva = 0). 

Remarque. Le me me enonce est valable en rempla~ant la condition wa ~ 0 par 
wa ::; 0: il suffit pour Ie voir de remplacer dans (1.) .6) v par -vet t par -t. 

On peut legerement generaliser Ie Theoreme 1.1.1 en rajoutant it la donnee 
me sure positive une perturbation plus reguliere mais ne verifiant aucune condi-
tion de signe. D'apres Di Perna-Majda [4], on sait que Ie probleme (1.1.6) avec 
une donnee va ayant un rotationnel LP it support compact avec p > 1 admet 
une solution globale. On peut donner un enonce combinant ce resultat avec Ie 
Theoreme 1.1.1. 

Theoreme 1.1.1'. Soient w~ une mesure de Radon positive a support compact 
sur JR 2 qui est dans I' espace de Sobolev H- 1 (JR 2) et W~ un element de LP (JR 2) a 

1 P '" 'I'7..lA-l II . support compact, avec p > . osons wa = wa + wa ' va = v Ll wa . eXlste 
une jonction v E L;:(JR; L~oc(JR2; JR2)) et une jonction p E L;:(JR; Y'(JR2)) 
solutions de (1.1.6). De plus, v(t, x) s'ecrit v(t, x) = v(x) + v(t, x) oil 
v = V..l~-IW avec WE C;'(JR2) radialeverifiant Jw = JWa etoil v E 
L 00 (JR . L 2 (JR2 . JR2)) loc' , . 

En outre w( t , x) = rot v (t , x) s 'ecrit W = W' + w" avec w' jonction L 00 "de 
t a valeurs dans les mesures positives ou nulles, de masse totale uni/ormement 
bornee en t par J w~ et w" E LOO(JR, Lq(JR2)) pour tout q E [1, p]. 

Enfin fl(t, ~) peut etre suppose dans L;:c(JR, L~oc(JR2)). 

La preuve du theoreme repose sur l'ecriture du systeme equivalent it (1.1.6) 
obtenu en exprimant la pression p it partir de la vitesse v (cf. egalement [5, 
§3, p. 71]). 

Lemme 1.1.2. Soient v une jonction continue sur JR2 a valeurs dans JR2 
telle que (1 + Ix I)v soit bornee sur JR2 et (t, x) ---+ v (t , x) un element de 
L;:c(JR, L2(JR2; JR2)). Soit v(t, x) = v(x) + v(t, x). Les conditions suivantes 
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sont equivalentes: 
(i) II existe une distribution p E L;:(lR,.9'" (lR?)) telle que p soil dans 

L;:(lR, L~oc(lR2)) et que (v, p) soil solution de 

(1.1. 7) { 8v/8t + div(v IZi v) = -'Vp, 
divv = o. 

(ii) La distribution v verifie 

( 1.1.8) 
( 

2 V2) 
{ 

8v/8t+/:i-IA(D) VI - 2 = 0, 
V I V2 

divvlt=o = 0, 
ou A(D) est I'operateur difJerentiel matriciel 

2 2 2 
(1.1.9) A(D) = (81~2 82(8} - 8~)) . 

-8182 81 (81 - 82) 
Demonstration. Supposons (i) et prouvons (ii). Par hypothese, pour tous 1 ::; 
i , j ::; 2, Vi V j E L;:c (lR, L I (]R2) + L 2 (]R2)) . Prenant la divergence de la premiere 
equation (1.1. 7) et utilisant la seconde, on obtient -/:ip = div div( v IZi v) d'ou 

(1.1.10) p = -/:i-Idivdiv(v IZiv). 

Reportant cette valeur dans (1.1.7), on obtient 

(1.1.11) 8v/8t + (Id - 'V/:i-Idiv)div(v IZi v) = O. 

Or (Id - 'V/:i-I div) n'est autre que 1'0perateur differentiel matriciel (agissant 
sur les champs de vecteurs) 

2 
A-I (82 -81282). (1.1.12) Ll 

-8182 81 
Si l'on fait agir cet operateur sur div( v IZi v) un calcul immediat montre que 
1'0n obtient /:i-I A(D) . t(v~ - vi, VI v2 ) • L'assertion (ii) est donc verifiee. 

Reciproquement, si (ii) est verifie, definissons une fonction p par (1.1.10). 
Elle verifie les conditions de regularite enoncees dans (i) et d'apres (1.1.11), 
(1.1.12) la premiere equation (1.1. 7) est satisfaite. D'autre part, il resulte de la 
premiere equation (1.1.8) et de la forme de A(D) que (8/8t)divv = O. La 
seconde equation (1.1.8) entraine donc la seconde equation (1.1.7). Le lemme 
est donc prouve. 

Nous allons maintenant montrer que Ie lemme precedent reduit la preuve 
du theoreme it l'obtention d'un resultat de passage it la limite faible sur des 
expressions de la forme (V:)2 - (vD 2 et v: . v; . 

Pour cela, choisissons une fonction w(x) , COO it support compact sur ]R2, 
radiale, telle que J w(x) dx = J Wo et po sons v = 'V.l/:i-I w. Alors vest COO 
sur ]R2 et est O(l/lxl) lorsque x -+ 00. On notera roo = Wo - w, on a J roo = 
O. Fixons P E C;' (]R2) radiale, positive ou nulle, verifiant J p(x) dx = 1 et 
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po sons pour eE]O, 1], PE(x)=e- 2p(xje) et 

(1.1.13) w~ = wO*pE, 

Alors (W~)EE)O,I)' (W~)EE)O,I)' (W~)EE)O,I)' (w~e)eE)O,I) sont des familles de 
fonctions COO it support contenu dans un compact uniforme de ~? et on a 

(1.1.14) 
! Iw~1 dx ::; ! IWol , 

! W~dX=! w~, 

! Iw~1 dx ::; ! IWol + ! Iw(x)1 dx , 

IIW~EIILP ::; IIw~IILP' 

En outre, w~ ~ 0 et lorsque e tend vers 0, w~ (resp. w~, resp. w~, resp. 
w~e) converge fortement dans H- I (]R2) vers Wo (resp. wO' resp. w~, resp. 
w~ (en utilisant que L~omp(]R2) <......t H-I(]R2) pour p > 1)). 

On pose 
IE '("'71. A -I Ie liE '("'71. A -I lie 

Vo = V Ll WO' Vo = V Ll WO ' 
(1.1.15) 1. I 1. I to vE '("'7 A- vE e - ve '("'7 A- E 

Vo = V Ll WO' Vo = V + Vo = V Ll WO' 

Com me la transformee de Fourier de w~ est nulle en 0 et que w~ est uni-
formement bornee dans H-I(]R2) nLI(]R2) it support dans un compact fixe, on 
voit immediatement que (V~)EE)O,I) est une famille de fonctions COO sur ]R2, 

uniformement bornee dans L2(]R2; ]R2). 
Pour tout e E]O, 1] la fonction v~ est donc COO et son rotationnel w~ est 

COO a support compact. I1 est alors bien connu (cf. [10; 4; 3, Theoreme AD que 
Ie probleme suivant, equivalent it (1.1.6) pour les solutions regulieres, et dans 
lequel on designe par v . V' l'operateur VIol + v202 

(1.1.16) {
aVE jot + (vE . V')ve = _V'pE , 
divv E = 0, 

EI e V 1=0 = Vo 

admet pour tout e E]O, 1] une solution globale COO , ve(t, x) = v(x) +VE(t, x) 
oil vE E CO (]R; H S (]R2 ; ]R2)) pour tout S E ]R. I1 est c1assique que pour tout 
T> 0, il existe CT > 0 tel que 

sup sup live (t , .) II L2(JR2 'IR?) ::; CT' 
eE)O,I)IE[-T,T) , 

( 1.1.1 7) 

I1 suffit en eifet de remarquer que 

(1.1.18) :t Ilv\t , ')11~2(JR2 ;JR2) = 2 (d~E , ve) = _2((ve . V')v, ve) 

en utilisant la premiere equation (1.1.16) et Ie fait que si west un champ de 
vecteurs it divergence nulle, it coefficients reels COO bornes et si fJ E HI (]R2) on 
a (( w . V') fJ , fJ) = O. L'inegalite (1.1.17) resulte alors du lemme de Gronwall. 
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D'autre part, po sons 

(1.1.19) 

D'apres ce qui precede, 0/ est donc une famille de fonctions de L;:(lR, Coo(l~?)) 
bomee dans L;:(lR, B- 1 (l~?)). En outre, il decoule classiquement de l'equation 
(1.1.16) que 0/ verifie 

( 1.1.20) 

La fonction 0/ est donc constante Ie long des courbes integrales du champ de 
vecteurs a I at + ve . V . Soit ¢/ la solution de 

{ ae¢/ lot = v 6(t, ¢/(t, x)), 
(1.1.21) 

¢ (0, x) = x. 

D'apres (1.1.20) on a w~(x) = w6(t, ¢6(t, x)) et en decomposant w~ en w~ + 
"6 _. 6 ( ) Ie ( ) lIe ( ) Wo on ecnt w t, x = w t, x + w t, x avec 

w~(x) = W'6 (t, ¢\t, x)), w~\x) = w"\t, ¢6(t, x)). 

Pour tout t E ]R et tout e E]O, 1] fixes, w6, W'6 ,W"6 sont des fonctions COO 
it support compact en x et wle est positive ou nulle. D'autre part, pour tout 
t E ]R Ie jacobien de x ---t ¢6(t, x) est identiquement egal it 1 (comme on Ie 
voit en utilisant (1.1.21) et la relation divv6 = 0). II resulte alors de (1.1.14) 
que pour tout t E ]R 

( 1.1.22) 

/ W'6 (t, x) dx = / w~(x) dx = / w~, 

(/ Iw"\t, x)l q dX) I/q = (/ IW~6(X)lq) I/q 

$ Ilw~IILq $ Cqllw~IILP Vq E [1, p] 

(avec une constante Cq independante de t). 
Enfin, on remarquera que v6 est bomee dans l'espace LiPloc(]R, g' (]R2 ; ]R2)) 

des fonctions localement lipschitziennes de t it valeurs distributions: en effet, 
d'apres de Lemma 1.1.2, (1.1.16) entraine que 

61 -I ( t 6 2 (6)2 6 6 av at=-!l AD)((v l ) - v2 ,VI 'V2 ) 

et on constate immediatement que Ie membre de droite decrit lorsque e E]O, 1] 
et t reste dans un intervalle compact une partie bomee de g' (]R2; ]R2) . 

L'inegalite (1.1.17) entraine qu'il existe J c]O, 1] avec 0 E J et un element 
v E L;:(]R, L2(]R2; ]R2)) tel que v6 converge,lorsque e tend vers 0 dans J, 
vers v dans l'espace des distributions sur ]R x ]R2 . On pose 

( 1.1.23) v(t, x) = vex) + v(t, x). 

On a v E L;:(]R, L~oc(]R2; ]R2)) n LiPloc(]R, gl(]R2; ]R2)). 
D'apres (1.1.19), w6 converge au sensdes distributions vers w rotxv 
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lorsque e tend vers 0 dans J. D'autre part, la seconde inegalite (1.1.22) com-
binee a l'injection de Lq(JR2) dans H- I (JR2) pour q E]I, 2] montre que wile 
(et donc aussi wle = wt _w"t) est uniformement borne dans L;:(JR, H- I (JR2)) . 
Quitte a extraire de nouvelles sous-suites (que l'on notera de meme), on peut 
donc supposer que w't et w"t convergent au sens des distributions, lorsque e 
tend vers 0 dans J, vers des limites w' et w". On a (J) = W' + w", w' et 
w" sont dans L;: (JR, H- I Cll~?)) et d'apres (1.1.22) w' (t, .) est pour presque 
tout t E JR une mesure positive de masse totale uniformement bomee et w" 
est dans Loo(JR, Lq(JR2)) pour tout q E [1, p]. 

Supposons prouvee la proposition suivante, 

Proposition 1.1.3. Les fonctions v~ . v; (resp. (v~)2 - (V;)2) convergent au sens 
des distributions lorsque e tend vers 0 dans J vers VI' v2 (resp. (V I )2 - (V2)2); 
et montrons que Ie Theoreme 1.1.1' en resulte. 

D'apres la Proposition 1.1.3 V t = t((V~)2 - (V;)2, v~ . v;) converge donc au 
sens des distributions vers V = t(v~ -v;, VI ·V2). D'apres Ie Lemme 1.1.2, pour 
tout e >0 v t est solution de (1.1.8). II suffit donc de voir que d-IA(D)Vt 

converge au sens des distributions vers d -I A(D) V puisque alors vest solution 
de(1.1.8)doncde(1.1.7). Orsi rpEC;o(lRxJR2;JR2), d-ItA(D)rp est COO sur 
JR x JR2 et est O(I/Ixl) lorsque x -+ 00. D'apres (1.1.17), V t est somme de 
trois termes V t = v;t + Vz.t + J/3 oil v;t est borne dans L;:(JR, L I (JR2; JR2)) , 
(I+lxl)Vz.t est borne dans L;:(lR, L2(JR2; JR2)) et 1J/31 est O(I/(I+lxI2)) dans 
L 00 et est independant de t. On en deduit immediatement que (vt, d-ItA(D)rp) 
converge vers (V, d -ltA(D)rp) . 

La preuve du Theoreme 1.1.1 est donc reduite a celle de la Proposition 1.1.3. 
Le paragraphe suivant lui est consacre. 

Remarque. On remarquera que la pression p correspondant a la solution v du 
probleme (1.1.6) n'est pas, en general, la limite des pressions pt correspondant 
aux solutions v t du probleme a donnees regularisees (1.1.16): en effet, d'apres 
(1.1.10), pt depend de tous les coefficients de la matrice vt ®vt et pas seulement 
des quantites v~. v; et (V~)2 - (V;)2 sur lesquelles on passe a la limite. 

1.2. Passage it la limite. Dans ce paragraphe, fixons un reel T > O. Les diverses 
constantes utilisees pourront dependre de T. 

Theoreme 1.2.1. SoU (Wt\EJ (J c]O, 1] avec 0 E J) une famille de fonctions 
de L 00 ([ - T, T]; C;O (JR2)) verifiant les conidtions suivantes: 

(i) Lafamille des (Wt)tEJ est uniformement bornee dans 

Lip([ - T, T], 9' (JR2)) . 

(ii) II existe w't et w"t dans Loo([_T, T], C;o(JR2)) avec wt = w'e + 
w"t, w't :2: 0, (w,e)tEJ (resp. (W"t)tEJ) bornee dans Loo([_T, T], L I (JR2) n 
H-I(ll~?)) (resp. dans Loo([-T, T], Lq(JR2)) pour tout q E [1, p] avec p > 1 
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fix ...:) Ie (".) d d' 'b . , ( ") t:, OJ resp. OJ convergeant au sens es Ism utlOns vers OJ resp. OJ 

jonction L 00 de t E [-T, T] a valeurs dans les mesures positives ou nulles 
qui sont dans H-I(ll~?) (resp. element de Loo([-T, T], Lq(]R2)) pour tout q E 
[l,p]). 

(iii) Lorsque e tend vers 0 dans J, la suite v· = V'.l L\ -I OJ· converge dans 
9' ([ - T, T] X ]R2; ]R2) vers une limite v. 

Alors lajamille v· est uniformement bornee dans L oo([_T, T], L~oc(]R2; ]R2)), 
sa limite v est dans cet espace et lorsque e tend vers 0 dans J 

(1.2.1 ) 

au sens des distributions sur [-T, T] X ]R2 . 

O 1·• , ", ~. Loo d n notera OJ = rot v = Im.-+O,.EJ OJ = OJ + OJ : c est une 10nctlOn e 
t E [-T, T] a valeurs dans les mesures tinies qui sont dans H-I(]R2) et une 
fonction lipschitzienne de t a valeurs dans 9' (]R2) . 

La borne uniforme de v· dans Loo([_T, T], L~c(]R2; ]R2)) dans l'enonce 
precedent est immediate. II nous faut prouver ici que (1.2.1) a lieu. II sous 
suffit d'ailleurs de montrer la premiere de ces relations puisqu'on peut toujours 
ecrire (v~)2 - (V~)2 = (v~ - v~)(v: + v~) et se ramener a la premiere forme par 
rotation des axes de coordonnees. 

Nous utiliserons dans Ie cours de la preuve Ie lemme immediat suivant, qui 
resulte de l'hypothese (i) precedente. 

Lemme 1.2.2. Si (t k) kEN est une suite de points de [-T, T] convergeant vers too 
et si (ek)kEN est une suite de points de J convergeant vers 0, la suite OJek (tk' .) 
converge dans 9' (]R2) vers OJ(too' .) . 

Soient rp E C;; (]R2) , If! E COO ([ - T, T]). II nous faut, pour montrer Ie 
theoreme, prouver que 

I:! v~(t, z)v;(t, z)rp(z)If!(t)dzdt 

-+ i:! VI (t, z)v2(t, z)rp(Z)If!(t) dz dt 
( 1.2.2) 

lorsque e tend vers 0 dans J. En ecrivant ve = V'.l L\ -I OJe et d'apres (1.1.5), 
Ie membre de gauche de (1.2.2) n'est autre que 

( 1.2.3) i:! OJe(t, x)OJe(t, y)If! (t)Hrp(x , y) dx dy dt, 

oil Hrp est la distribution sur ]R2 x ]R2 

( 1.2.4) 1 8 2 ! H (X, y) = --2 8 8 Loglx - zlLogly - zlrp(z) dz. 
'II 41l' XI Y2 
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La preuve du theoreme repose sur la description de la distribution Hrp fournie 
par la proposition suivante: 

Proposition 1.2.3. La distribution Hrp est une fonction bornee sur ]R2 x ]R2 , con-
tinue sur Ie compiementaire de la diagonale, tendant vers 0 a I'infmi. De plus, 
on peut ecrire 

( 1.2.5) Hrp(x, y) = !(qJ(x) + qJ(y))h(x - y) + r(x, y), 

ou rest une fonction continue bornee sur ]R2 x]R2 et h est la fonction homogene 
de degre 0 

( 1.2.6) h(w) = _1 WI ,w2 
4n Iwl2 

La restriction de Hrp au complementaire de la diagonale s'ecrit 

(1.2.7) 1 --W (y x -y) 4n2 rp' , 

oil Wrp (y, w) est la fonction definie sur ]R2 x (]R2\ {O}) par 

I z w +z 
(1.2.8) Wrp(y,w)= ~ I ~qJ(y-z)dz. 

Izl Iw+zl 

En particulier Wrp est continue sur ]R2 x (]R2\{0}) et lim(y,W)-+oo,w;o!o Wrp(y, w) 
= O. Prouvons Ie lemme suivant: 

Lemme 1.2.4. Lafonction dejmie sur ]R2 x (]R2\{0}) (y, w) -+ Wrp(y, w) + 

4n2qJ(y)h(w) se prolonge continument a ]R2 x ]R2. 

Demonstration. Soit K un compact de ]R2. Choisissons une fonction () E 
C;'(]R2) radiale egale a 1 sur une boule voisinage de {y - y'; y E K, y' E 
Supp qJ}. Lorsque y reste dans K et y - z est voisin de Supp qJ on a 

(1.2.9) qJ(y - z) = qJ(y)()(z) + s(y, z), 

oil s(y, z) est COO a support compact en (y, z) et verifie Is(y, z)1 :::; cst Izl 
pour tout (y, z) E ]R2 x ]R2 . 

On a alors pour y E K, w E ]R2\ {OJ d'apres (1.2.8) 

I z w +z 
(1.2.10) Wrp(y,w)=qJ(y)W(w)+ ~ I ~s(y,z)dz, 

Izl Iw+zl 

oil 

(1.2.11) W(w) = I z2 WI + Zl ()(z) dz. 
Izl21w + zl2 

Comme s(y, 0) = 0 on voit, par Ie theoreme de convergence dominee, que Ie 
second terme du membre de droite de (1.2.10) definit une fonction continue sur 
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K X JR.2 . II nous faut donc voir, pour prouver Ie lemme, que W(w) + 4n2h(w) 
se prolonge continument a JR.2 . II suffit pour cela de montrer que W(O'w) + 
4n2h(w) tend vers 0 uniformement en w decrivant la sphere de centre 0 de 
rayon 1 lorsque 0' tend vers 0+. Or, si 0 < 0" < 0' < 1 on a 

(1.2.12) , / z2 WI + Zl ' W(O'w) - W(O' w) = -2 2 (()(O'Z) - ()(O' z)) dz, 
Izl Iw+zl 

oul'integrant est a support dans une couronne CdO' ~ Izl ~ C2 /0". Comme 
() est radiale et que z I z2/1 Zl4 est de moyenne nulle sur la sphere unite, cette 
expression vaut aussi 

( 1.2.13) / z2 (WI + Zl _~) (()(O'z) _ ()(O" z)) dz 
Izl2 Iw + Zl2 Izl2 

et donc se majore en module par Cst fC,<alzl dz/ 1zl 3 qui tend vers 0 si 0' -+ 0+. 
II en resulte donc que West localement bomee au voisinage de 0, admet 

des limites radiales en 0 et que la suite des Wu (·) = W(O'·) converge au sens 
des distributions lorsque 0' tend vers 0+ vers la fonction homogene de degre 
o donnee par ces limites radiales. Pour calculer cette limite, remarquons que 
puisque 

(1.2.14) / 
z w +z W(O'w) = _2 I I ()(O'z) dz, 
Izl21w + Zl2 

2 
W E JR. \{O}, 

et que la transformee de Fourier de zl/lzl2 est -2in'I/I'12, la transformee de 
Fourier de Wa est 

(1.2.15) 

Si g E C: (JR.2) verifie g(O) = 0, on a alors 

lim (Wa' g) = -2in lim /e iZ.' Z22()(O'Z)'lg~,) dzd, 
a-+O+ u-+O+ Izl 1'1 

= lim / '2 + O"~ ()(() 'Ig(') d, d( 
u-+O+ I' + 0'''12 1'12 

= lim / iL{)(() ('I - O',~)g(, - 0',') d'd( 
u-+O+ 1'12 I' - 0'''12 

(1.2.16) 

=:= 4n2 / 'I '2 (') dC 1'1 4 g 

Si maintenant g est une fonction quelconque de C:(JR.2), choisissons P E 
C:(JR.2) radiale, egale a 1 pres de 0 et remarquons que 

( 1.2.17) (---W P) - 2· / iz·, Z2 ()( ) 'IP(') d d Y - 0 a' - - In e -2 0' Z --2- Z .. -
Izl 1'1 
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comme on Ie voit en changeant (z I ' 'I) en (- z I - 'I) et un utilisant que () et 
P sont radiales. On voit donc que 

lim (Wu' g) = 4n2f '1'1 (g(') - g(O)P(,))d, 
u-+O+ 1'1 

= lim 4n2 ( '1'1 g(,)d(. 
0-+0+ i"l"?o 1'1 

(1.2.18) 

Lorsque a ---- 0+, Wu converge donc vers la transformee de Fourier inverse 
de la distribution definie par Ie membre de droite de (1.2.18), c'est-a-dire, vers 
-nwlw2/lwI2 = -4n2h(w). Cela acheve la preuve du lemme. 

Fin de la preuve de la Proposition 1.2.3. D'apres Ie Lemme 1.2.4, Wq.>(Y, w) 
definit une fonction bornee sur ]R2 x ]R2 , continue hors de w = 0 , tendant vers 
o a l'infini et d'apres (1.2.7) la distribution Hq.> ne differe donc du membre de 
droite de (1.2.5) que par une distribution portee par la diagonale x = y. Or, 
par definition, si f E C;" (]R4) 

(1.2.19) 1 fY -z x -z (Hq.>,f) =--2 2 ~ 1 ~rp(z)f(x,y)dxdydz 
4n Iy - zl Ix - zl 

et comme Ie noyau est localement integrable sur ]R4, il est immediat que Hq.> 
est d'ordre 0 et ne charge pas de sous-variete. L'egalite (1.2.5) est donc vraie. 

Nous allons maintenant utiliser la Proposition 1.2.3 pour prouver Ie Theo-
reme 1.2.1. Nous nous servirons du lemme suivant: 

Lemmel.2.S. Soit a une mesurefinie qui est dans l'espace de Sobolev H- I (]R2). 
Alors a est diffuse (i.e. Vxo E]R2 a( {xo}) = 0). 
Demonstration. Toute mesure finie se decompose de maniere unique en a = 
ad + aa OU ad est diffuse et OU aa est atomique, i.e., aa = Et'o Aix OU 

J 

(x)iEN* est une suite de ]R2 et (A)iEN* est une suite dans II. Soit Xo un point 
de ]R2 et si g E C;" (]R2) verifie g == 1 pres de 0, po sons pour tout a E]O, 1] 
gu(x) = g((x - xo)/a). Alors la famille (gU)UE)O, I) est bornee dans HI(]R2) et 
tend faiblement vers 0 dans HI . Puisque a E H- I , limU--> 0+ (a, gu) = o. Or, 
par convergence dominee (ad' gu) ---- 0 (puisque gu ---- 0 a[presque partout). 
D'autre part, (aa' gu) tend vers 0 si Xo :f. Xj Vj E N* et vers Aj s'il existe 
j E N* avec Xo = xi. On en deduit donc Ai = 0 pour tout j, i.e., a = ad. 

Pour tout t E [-T, T] on notera W t la limite des we (t, .) (qui existe d'apres 
Ie Lemme 1.2.2). Comme d'apres l'hypothese (ii) du Theoreme 1.2.1 we (t , .) 
est bornee dans H-I(]R2) n Ll(]R2) (en utilisant l'injection Lq(]R2) c H-I(]R2) 
pour q E] 1, 2]), w t est une mesure finie qui est dans H- I (]R2) et donc, d'apres 
Ie Lemme 1.2.5, qui est diffuse. Sa variation totale Iwtl est donc egalement 
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diffuse. eela entraine que la diagonale x = Y de ]R2 x]R2 est de dlwtl(x) ® 
dlwtl(y)-mesure nulle. En effet, si l{x=y} est la fonction caracteristique de la 
diagonale 

(1.2.20) 
1 l{x=y}dlwtl(x) ® dlwtl(Y) = 1 dlwtl(Y) (/l{x=y}dIWtl(X)) 

= 1 Iwtl({y})dlwtl(Y) 

et cette demiere quantite est nulle puisque l'integrant est nul pour tout Y E ]R2 . 

La fonction Hrp' qui d'apres la Proposition 1.2.3 est bomee sur ]R2 x]R2 et 
continue hors de la diagonale, definit donc sans ambigulte un element de l'espace 
L 00(]R2 x]R2; dwt(x)®dwt(y)) des fonctions mesurables essentiellement bomees 
pour la me sure dwt(x) ® dwt(y). Si /{I E COO([-T, T]) on peut donc definir 
l'integrale 

(1.2.21) 

Nous allons prouver la proposition suivante: 

Proposition 1.2.6. Soil (wB)eEJ une jamille de jonctions verifiant les hypotheses 
(i) et (ii) du Theoreme 1.2.1. 

Alors pour toutes jonctions cP E C~ (]R2), /{I E COO ([ - T, T]) 

8-+0 V' 
lim 1 Hm(x, y)/{I(t)WB(t, x)w8(t, y) dx dy dt 

(1.2.22) 8EJ 

= 1 Hrp(x, y)/{I(t) dwt(x) ® dwt(y) dt. 

Demonstration. Soit X E C~ (]R2) verifiant X == 1 au vOlsmage de O. 
L'expression obtenue en substituant dans Ie membre de gauche de (1.2.22) la 
fonction 

(1.2.23) [(1 - X)h](x - y) (CP(X); CP(y)) + r(x, y) 

a Hrp(x, y) converge vers 
(1.2.24) 1 ([(1 - X)h](x - y) (CP(X); CP(y)) + r(x, y)) /{I(t) dwt(x) ® dwt(y) dt 

puisque d'apres la Proposition 1.2.3, (1.2.23) est une fonction continue tendant 
vers a a l'infini et que wB converge faiblement vers w en restant bomee dans 
L 00 ([ - T, T], L 1 (]R2)). II nous suffit donc de voir que 

lim 1 Xh(x - y)cp(y)/{I(t)W8(t, x)we(t, y) dx dy dt 
8-+0 

(1.2.25) eel 

= 1 Xh(x - y)cp(Y)/{I(t) dwt(x) dwt(y) dt 

(et la me me egalite avec cp(y) remplacee par cp(x)). 
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Pour cela choisissons Ro assez grand pour que Ie support de (x, y) -+ 

Xh(x - y)rp(y) so it contenu dans Ie produit des boules B(O, Ro) x B(O, Ro) 
et prouvons Ie lemme suivant, dont une version analogue, mais plus precise, a 
ete obtenue par Majda [16, formule (2.9)]. 

Lemme 1.2.7. II existe une/amille (~) jEN' de voisinages ouverts de la diagonale 
de B(O, Ro) x B(O, Ro) et une suite (ej)jEN' de ]0, 1] tels que 

( 1.2.26) j T 1 Gel Iw (t, x)llw (t, y)1 dx dy ~ -; pour tout e E]O, ej ]. 
-T V ) 

} 

Demonstration. Montrons qu'il existe une suite (e) jEN' et une suite (r) jEN' 

tendant vers 0 dans ]0, 1] telles que (1.2.26) soit verifiee avec 

( 1.2.27) 

En eifet, Ie membre de gauche de (1.2.26) se majore par 

(1.2.28) (supess sup r Iw\t,x+Z)ldz)(jTjIWe(t,X)ldXdt) 
tE[-T,TlxEB(O,Ro)Jlzl~rj -T 

et Ie second facteur est uniformement majore en e par une con stante C d'apres 
(1.1.22). 11 nous suffit de voir que les suites (e)jEN" (r)jEN' peuvent etre 
choisies de telle maniere que Ie premier se majore par 1/ C j pour tout e E 
]0, e). Si ce n'est pas Ie cas, il existe <5 > 0 et pout tout N, eN E]O, 1/N[, 
xN E B(O, Ro) tels que 

(1.2.29) <5~ supess r IwGN(t,xN+z)ldz. 
tE[-T, T) Jlzl~l/N 

Quitte it diminuer <5 , il existe pour tout N, t N E [-T, T] tel que 

Ilw"GN(tN , ')II LP ~ IIw"eNIIL"°([_T,TJ,LP) 

et que 

Quitte it extraire une sous-suite, on peut supposer que x N converge vers un 
point Xo de B(O, Ro) et que t N converge vers un point to de [-T, T]. Soit 
g E C;'(]R2), g 2: 0, g == 1 pres de xO' D'apres la positivite de w'G, on a 

j WGN(tN , x)g(x) dx 

2: j IWeN(tN' x)lg(x) dx - 2 j IW"eN(tN , x)lg(x) dx. 
( 1.2.30) 

D'apres (1.2.29) et les inegalites (1.1.22), Ie membre de gauche de (1.2.30) 
se minore donc pour N assez grand par 

(1.2.31) <5 - Cpllw~IILplIgIILq, 

q designant l'exposant conjugue de p. 
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( 1.2.32) 

Comme q < +00 une telle inegalite est contradictoire avec Ie fait que, d'apres 
Ie Lemme 1.2.5, w t est diffuse. 

o 

Fin de fa preuve de fa Proposition 1.2.6. II nous faut prouver (1.2.25). Soit 
17 > ° fixe. Pour tout j choisissons une fonction () j E C;' (JR2) a valeurs dans 
[0,1], ()j == 1 pres de 0, telle que SUPp()j(x - y) n (B(O, Ro) x B(O, Ro)) 
soit contenu dans Vi' Puis que Ia diagonale est de dwt(x) (is) dwt(y)-mesure 
nulle pour tout t E [-T, T], Xh(x - Y)qJ(y)(l - ()j(x - y)) converge vers 
Xh(x - Y)qJ(Y) dwt(x) (is) dwt(y)-presque partout lorsque j tend vers l'infini et 
done, par convergence dominee 

(1.2.33) / i: f Xh(x - Y)qJ(y)(l - ()j(x - Y))!fI(t) dwt(x) (is) dwt(y) dt -i: f Xh(x - Y)qJ(Y)!fI(t) dwt(x) (is) dwt(y) dt/ < 1 
si j ;::: j) assez grand. D'autre part / i: f Xh(x - Y)qJ(Y)()j(x - Y)!fI(t)WO(t, x)w°(t, y) dx dy dt/ 

:::; IlxhllLoo IlqJllLoo II !fIIILoo i: Iv Iw°(t, x)llw°(t, y)1 dx dy dt 
} 

(1.2.34) 

qui s'estime, d'apres Ie Lemme 1.2.7, par 17/3 lorsque j est fixe assez grand et 
que e decrit ]0, e). 

Enfin la fonction Xh(x - y)qJ(y)(l - ()j(x - y)) etant continue, pour tout 
e E J assez petit 
(1.2.35) / i: f X h (x - y) (1 - () j (x - y)) qJ (y ) !fI ( t) w ° (t , x) w ° (t , y) d x d y d t 

-i:! Xh(x - y)( 1 - ()j(x - y) )qJ(Y) !fI(t) dwt(x) (is) dwt(y) dt/ < 1 
par convergence faible de WO(t, x) (is) w°(t, y) vers wt(x) (is) wt(y) pour tout 
t E [-T, T]. II resulte done de (1.2.33), (1.2.34), (1.2.35) que pour e E J 
assez petit 

(1.2.36) / i: f Xh(x - Y)qJ(Y)!fI(t)w°(t, x)w°(t, y) dx dy dt -i: f Xh(x - Y)qJ(Y)!fI(t) dwt(x) (is) dwt(y) dtl < 17 

ce qui conclut la preuve de Ia Proposition 1.2.6. 
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Remarque. On notera que l'on n'a pas utilise dans la preuve la description ex-
plicite de H", foumie par la Proposition 1.2.3. Seul importe Ie fait que H", soit 
une fonction bomee, tendant vers 0 a l'infini, continue hors de la diagonale. 

Fin de la preuve du Theoreme 1.2.1. D'apres la Proposition 1.2.6 et (1.2.3) on 
a 

( 1.2.37) 
limjT !v~(t, z)v;(t, z)rp(Z)IfI(t)dzdt 
e-+O -T 
eEJ 

= i:! H",(x, Y)IfI(t) dwt(x) dwt(y) dt 

et i1 nous suffit de montrer que Ie membre de droite de (1.2.37) n'est autre que 

(1.2.38) I:! vl(t, z)v2(t, z)rp(Z)IfI(t)dzdt. 

Pour cela choisissons Pj E C;'(ll~?), Pj 2: 0, j = 1, 2, verifiant f PI dx == 1, 
P2 == 1 pres de 0 et avec la notation p~(x) = (l/e2)PI (x/e) definissons: 

we(t, x) = p~ * (P2(e·)w(t, .)), 
(1.2.39) w'e(t, x) = p~ * (p2(e.)w' (t, .)), 

w"e(t, x) = p~ * (p2(e.)w"(t, .)). 

Alors, les suites we, w'e , w"e verifient les hypotheses (i) et (ii) du Theoreme 
1.2.1. De plus, pour tout t fixe, we (t , .) converge vers w(t,·) fortement 
dans H- I(]R2). Si l'on pose 'll(t, .) = V.L~-Iwe(t, .), on en deduit aisement 
que lorsque e ---- 0, 'll(t,·) converge fortement dans L~oc(]R2; ]R2) vers 
v (t, .) = V.L ~ -I w(t , .) pour tout t fixe. Comme de plus'll est bomee dans 
LOO([_T, TJ, L~oc(]R2; ]R2)) i1 en resulte 

I:! vl(t, z)v2(t, Z)rp(Z)IfI(t)dzdt 

=limjT !Q~(t, Z)Q;(t, z)rp(Z)IfI(t)dzdt. 
e-+O -T 

( 1.2.40) 

Mais d'apres (1.2.3), l'integrale du membre de droite s'ecrit 

(1.2.41) I:! we(t,x)w\t,y)H",(x,Y)IfI(t)dxdydt 

et comme les suites we, w,e ,w"e verifient les hypotheses de la Proposition 
1.2.6, Ie membre de droite de (1.2.40) n'est autre que 

(1.2.42) i:! H",(x, Y)IfI(t) dwt(x) ® dwt(y) dt. 

La relation (1.2.2) decoule alors de (1.2.37) et de (1.2.40). Cela acheve la preuve 
du Theoreme 1.2.1. 
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Remarque. On peut, pour prouver Ie Theoreme 1.1.1, pro ceder de meme mais 
en choisissant un autre type d'approximations 0/ . Par exemple, on peut definir 
w~, v~ comme en (1.1.13), (1.1.15) et ensuite prendre pour vE sur l'intervalle 
[0, +oo[ la solution des equations de Navier-Stokes 

(1.2.43) 

Le tourbillon WE 

(1.2.44 ) 

{
avE fat + (v e . V)ve = _VpE + edvE , 
divv e = 0, 

E 1 E 
V 1=0 = VO' 

correspondant verifie alors 

{ awe fat + (v e . V)we = edwe , 
E 1 e W 1=0 = WOo 

On definit W'E et WilE com me les solutions de la premiere equation (1.2.44) 
I d - It lit • E . - COO (lll>2) avec es onnees Wo et Wo respectlvement. n outre, SI w E 0 ~ est 

radiale et telle que J w = J Wo ' on note of (t , x) la solution de 

( 1.2.45) { a~t fat = edw t , 
w 11=0 = W. 

Onposealors v\t,x) = V.ld-1We(t, x), ve(t, x) = vt(t,x)-vt(t,x). 
D'apres [4] paragraphe 2.A, les fonctions v t , wit, wilt verifient les estimations 
(1.1.17), (1.1.22). En outre, d'apres (1.2.44) et la positivite du noyau de la 
chaleur, on a wle ~ 0 pour tout e. Par contre, pour tous (t, e) fixes x ----
wt(t, x) n'est plus a support compact mais seulement a decroissance rapide a 
l'infini. Cela suffit toutefois pour appliquer les raisonnements precedents qui en-
trainent que la limite d'une so us-suite de (vE)t fournit une solution a l'equation 
d'Euler. 

2. NAPPES DE TOURBILLON SUR LES SURFACES COMPACTES 

2.1. Enonce du tbeoreme. Soit (M, g) une surface riemannienne connexe, 
compacte, orientee. On notera T M (resp. T* M) Ie fibre tangent (resp. cotan-
gent) aM, A k T M (resp. A k T* M) 0 ~ k ~ 2 leurs puissances exterieures 
respectives. On designera par Ii la 2-forme volume associee a la metrique et a 
l'orientation. On l'utilisera pour identifier distributions et courants sur M. Si 
X est un champ de vecteurs sur M, on notera Lx la derivee de Lie dans la 
direction de X. 

Si F est un fibre sur M, on designera par LP(M, F), Coo(M, F), 
g' (M, F) l'espace des sections L P , COO , distributions de F au des sus de 
M. 

Si (r, s) est un couple d'entiers positifs ou nuls, on notera T; M Ie fibre des 
champs de tenseurs de type (r, s) sur M. La fibre de T; M en un point x de 
M est donc l'espace des applications multilineaires sur (T; M x ... x T; M) x 
(TxM x ... x TxM) a valeurs reelles, avec r produits dans Ie premier facteur 
et s dans Ie second. En particulier T~ M = T M, T~ M = T* M . 
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On designera par la lettre g non seulement la metrique sur T M mais 
egalement celle qu'elle induit naturellement sur tous les fibres T; M . 

On notera '" I'isomorphisme 

(2.1.1) 
TM ---> T*M, 

v--->v 

associant au champ de vecteurs v I'unique forme v telle que pour tout champ 
de vecteurs X sur M, V(X) = g(v, X). 

On notera d k: A k T* M ___> A k+ I T* M, k = 0, 1, 2, la differentielle exterieure 
sur M, d;: A k+ I T* M ___> A k T* M son adjoint pour la metrique et 

(2.1.2) 

l'operateur de Laplace-Beltrami sur les k-formes. 
Si X est un champ de vecteurs sur M, on designe par V' x la derivation 

covariante Ie long de X dans la connexion riemannienne. L'operateur V' x agit 
sur T; M et si test une section Coo de ce fibre, on a 

(2.1.3) 

(V' Xt)(WI ' ... , W" XI' ... , Xs) 
= X· [t(w l , ••• , W" XI' ... , Xs)] , 
- L t(w l , ... , V' XW}' ... , w" XI' ... , Xs) 

}=I 
s - L t(WI ' ... , W" XI ' ... , V' XX}' ... , Xs) 

}=I 

pour tous champs de vecteurs COO XI"'" Xs et tous champs de I-formes 
COO WI"'" w,. En particulier, Ie fait que la derivee covariante du tenseur 
metrique dans la connexion riemannienne soit nulle donne, d'apres (2.1.3), la 
relation 

(2.1.4) X· g(Y, Z) = g(V' xY, Z) + g(Y, V' xZ) 

valable pour tout triplet (X, Y, Z) de champs de vecteurs Coo. En outre, 
(2.1.3) dans Ie cas oil test une I-forme W s'ecrit 

(2.1.5) (V' xw)(Y) = X . (w(Y)) - w(V' xY) 

pour tout couple de champs de vecteurs (X, Y). Cette demiere relation, com-
binee a (2.1.4), montre que 

(2.1.6) 

On note V': T; M ---> T;+ I M l' operateur defini par 
(2.1. 7) 

(V't)(w l , .. ·, w" Xo, XI'"'' Xs) = (V'x t)(w I , .. ·, w" XI'"'' XJ o 
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pour toutes familles (WI' ..• , w,) de I-formes COO et (Xo' XI ' ... , Xs) de 
champs de vecteurs COO . En particulier V' opere de T~ M = T M dans T/ M . 
On note 
(2.1.8) 
l'adjoint de V' 
tribution t de 

(2.1.9) 

* I I V' : TIM -+ ToM 
pour la metrique, i.e., l'operateur defini pour toute section dis-
Til M et tout champ de vecteurs X it coefficients COO par 

! g(V'*t, X)1l = ! g(t, V' X)Il. 

On designera enfin par 

(2.1.10) V*: Til M -+ T* M = T~ M 

Ie compose de (2.1.8) et de l'isomorphisme (2.1.1). 
Nous utiliserons Ie lemme suivant: 

Lemme 2.1.1. SoU v une section COO de T M verifiant d;v = O. Alors 

(2.1.11) V'vV' = -V*(v @v). 
Demonstration. On a si X est un champ de vecteurs COO quelconque 

! V*(V@V)(X)Il=! g(V@v,V'X)Il=!V'X(V@V)1l 

= !(V'vX)(V)Il=! g(V'vX,v)1l 

= ! do(g(X, V))(V)Il-! g(X, V'vV)1l 

= ! g(X, V)d;VIl-!(V'vV)(X)1l 

oul'avant-derniere egalite resulte de (2.1.4) et la derniere de (2.1.6). Comme 
d;v = 0, on a bien (2.1.11). 

Si U est un ouvert de M sur lequel on dispose d'un systeme de coordonnees 
locales x = (Xl, x 2) compatibles avec l'orientation, on note (gij)19,j9 la 
matrice de g et (gij)l<i '<2 la matrice inverse. On utili sera les conventions _ ,)-
de sommation d'Einstein. 

L'isomorphisme (2.1.1) associe alors au champ de vecteurs v = v i8/8xi la 
I-forme 
(2 1 12) ~ ~ d j id j . . v = Vj x = gijv x. 

La forme volume Il vaut (det g)I/2dxl 1\ dx2 et on a 

(2.1.13) d; v = -(det g) -1/2 ~[(det g)I/2V i ]. 
8Xl 

Si fest une fonction sur M, on a 

(2.1.14) llof= (detg)-1/2~ [(detg)I/2gij 8/] 
8x) 8Xl 
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Le symbole principal de do est donc _gii(x)I;/;j. Si west une 2-forme et si 
on ecrit w = III avec I fonction sur M, alors d 2W = (do/)1l oil dol est 
donne par (2.1.14). 

L'operateur (2.1.10) associe au tenseur de type (1,1) t = tpa/axO: ® dxP 
la I-forme differentielle 

[ -1/2 a (0: Pi )1/2 y..Jc 0: Pi] d i (2.1.15) -(detg) axi tpgo:ig (detg ) + 1 ijtpgo:kg X , 

oil les r~i sont les symboles de Christoffel. 
Enfin, introduisons une derniere notation: si WE LP(M, A2T* M) (1 ~ p ~ 

+00), on a w = III avec IE LP(M) et on notera IlwllLP = (fM I/IP 1l)I/P . 
Decomposition de Hodge. Les operateurs 

-do: Coo(M) -4 Coo(M) , 

-do: 9'(M) -49'(M) 
(2.1.16) 

ont pour noyau l'espace des fonctions constantes. L'image (fermee) du second 
est l'orthogonal du noyau du premier, i.e., l'espace 

(2.1.17) 9~(M) = {I E~' (M); / III = o} 
et -do est un isomorphisme de 9~(M) sur lui-meme. On note 

(2.1.18) Ko: 9~(M) -4 9~(M) 

son inverse. De meme si 9~(M, A2T* M) designe l'espace des sections distri-
butions w de A 2 T* M au-dessus de M verifiant f w = 0, on note 

r;x' 2 * r;x' 2 * (2.1.19) K 1 : ;;z;o(M , A T M) -4 ;;z;o(M, A T M) 

l'operateur defini par KI (ill) = (Ko/)1l pour I E ~~(M) . L'operateur KI est 
l'inverse de -d2 • 

Si 0: est une section distribution de T* M , on voit donc que: 

h = 0:':"" doKod;o: - d;K1d10: 

verifie d l h = 0, d;h = 0, i.e., est une forme harmonique (en particulier, h est 
COO). Autrement dit, l'unique decomposition de Hodge de la forme 0: s'ecrit: 

(2.1.20) 0: = doKod;0:+d;K1d10:+H(0:), 

oil H designe Ie projecteur naturel sur l'espace (de dimension finie) des 1-
formes harmoniques sur M. Si l'on choisit une base (0: 1 , ••• , O:d) de cet 
espace, orthonormale pour Ie produit scalaire provenant de la metrique, on a 

d 

H(o:) = L (/ g(o:, O:k)ll) O:k· 
k=1 

(2.1.21) 

Nous allons maintenant enoncer Ie resultat d'existence pour les nappes de 
tourbillon sur une variete compacte. 
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Theoreme 2.1.2. Soit Vo un element de L 2 (M, T M) verifiant d~ vo = 0. Sup-
posons que Ie tourbillon Wo = d, vo de Vo s 'ecrit Wo = w~ + w~ avec w~ = aoJ.1.. 

ou ao est une mesure positive ou nulle sur M et avec w~ E LP (M , A 2 T* M) 
pour un reel p E]1, +00]. 

II existe alors vEL oo(JR, L2(M, T M)) et pEL OO(JR, g' (M)) solutions du 
systeme d'Euler sur M 

{ 
a~~at-v*(vQ9v)=-dop, 

(2.1.22) dov = 0, 

v It=o = vo' 
De plus on a, pour tout t E JR l'inegalite: 

(2.1.23) I g(v(t, .), v(t, .))J.1.. ::; I g(vo' vo)J.1..· 

En outre, si pour tout t E JR on pose w( t , .) = d 1 V (t , .), on a une decomposition 
() , 1/, " , . . II II w t,' = wt + wt ou wt = atJ.1.. avec at mesure positive ou nu e te e que 

f w; = f w~ et OU w;' E LP(M, A2T* M) et verifie 

(2.1.24 ) 

Remarques. 
-D'apres l'injection de Sobolev L P (M) c......., H- 1 (M) pour p > 1, w~ et donc 

aussi w~ sont dans H- 1 (M) . 
-Dans Ie cas OU la donnee (et donc la solution v) est reguliere, il resulte du 

Lemme 2.1.1 que la premiere equation (2.1.22) s'ecrit 

(2.1.25) av r7 ~ d -+v v=- oP at v 

qui est bien l'expression usuelle de l'equation d'Euler sur une variete compacte 
(cf. [1, §8.2]). 

-L'enonce precedent contient Ie cas de l'equation d'Euler sur Ie plan it donnees 
nappes de tourbillon 71} -periodiques: il suffit en effet de prendre pour variete 
M Ie tore muni de la metrique plate. 

Com me dans Ie cas du plan, la preuve du theoreme repose sur l'equation 
equivalente it (2.1.22) obtenue en eliminant la pression. Pour cela, no us aurons 
besoin du lemme suivant: 

Lemme 2.1.3. Soit J Ie tenseur de type (1, 1) donne dans un systeme quelconque 
de coordonnees locales par 

(2.1.26) 

(c5; = symbole de Kronecker). Alors si f E g' (M), on a 

(2.1.27) 
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Demonstration. Dans un systeme de coordonnees locales, on a, d'apres (2.1.15) 

~ * { -1/2 a 1/2 j ~ j} i -V' (frJ)= (detg) axj[(det g ) rJjJ]-lijrJkf dx 

(2.1.28) af {I a } 
= _.dxi - - -2(detg)-I-.(detg) + L:r{J' fdxi. 

ax' ax'. 
J 

Or 

Utilisant les relations 
(2.1.29) 

12 -I g = -(det g) g12' 

d' ' L: rj -! L: js a gjs ou .. - 2 g .. 
. 'J . ax' 

J J,S 

II -I g = (detg) g22' 22 -I g = (det g) gIl 

on constate que cette expression n'est autre que !(detg)-I 8~' (det g). Le Iemme 
est prouve. 

Nous allons en deduire 

Proposition 2.1.4. Soit Vo E L2(M, TM) verifiant d;vo = O. Les conditions 
suivantes sont equivalentes: 

(i) Ilexiste v E L OO (lR,L2(M, TM)) et p E LOO(lR,~'(M)) solutions de 
(2.1.22). 

(ii) II existe v E LOO(lR, L2(M, TM)) solution de 

{ a!1vt - [d! Kldl + H](V*(v 0 v - !g(v, v)rJ)) = 0, 
(2.1.30)__ 

vlt=o = vO' 
Demonstration. Supposons (i) verifie. Alors Ia condition d;v = 0 entraine 
que dans la decomposition de Hodge (2.1.20) de avjat Ie premier terme est 
nul. L'unicite de la decomposition de Hodge des deux membres de la premiere 
equation (2.1.22) entraine alors que v verifie 

(2.1.31) 

D'apres Ie Lemme 2.1.3 et l'expression (2.1.21) de H 

(2.1.32) 

donc (ii) est vrai. 

dIV*(v 0v) = dIV*(v 0v - !g(v, v)rJ) , 
H(V*(v 0 v)) = H(V*(v 0 v - !g(v, v)rJ)) , 

Reciproquement, si (ii) est realise, alors (a jat)d;v = 0 d'oil d;v = O. En 
outre v verifie (2.1.31) et Ie membre de gauche de cette equation ne diflere du 
membre de gauche de la premiere equation (2.1.22) que par une I-forme exacte. 
La proposition est demontree. 

Comme dans Ia premiere partie, nous allons main tenant montrer que Ia 
proposition precedente reduit Ia preuve du Theoreme 2.1.2 a un resultat de 
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passage a la limite sur les coefficients du tenseur vt ® it - t g( v t , vt)t5 lorsque 
v t est une suite de solutions de l'equation d'Euler a donnees regularisees. 

Pour e E]O, 1], posons 

(2.1.33) It ta2 I lit ta2 II 
Wo = e Wo ' Wo = e Wo . 

Comme dldl = d 2dl on a w~ = dlV~. On note v~ l'image reciproque de v~ 
par (2.1.1). Pour tout e E]O, 1], v~ E COO(M, TM) et w~, w~, w~t sont 
dans COO(M, A2T* M). La positivite du noyau de la chaleur entraine que 
w~ = a~t J.l avec a~t = et~a~, fonction positive ou nulle sur M. On a en outre 

J g(v~, v~)J.l :5 J g(vo' vo)J.l, 
(2.1.34) Ilw~tllLP :5 IIw~IILP 'VeE]O,l], 

J It J I Wo = wOo 

E fi · 0 t ( It lit) d d' 'b . n n SI e - +, vo resp. Wo ' resp. Wo converge au sens es Istn utlOns 
( I ") vers vo resp. wo' resp. Wo . 

Pour tout e > 0, il existe d'apres [6, Tbeoreme 15.2; 9] une solution globale 
vt E COO(lR, COO(M, TM)), pB E COO(lR, COO(M)) a l'equation 

{ 
avt jat + 'Vv,v t = _dpt, 

(2.1.35) d;vt = 0, 
_tl _t 

V (=0 = vo' 
Comme, utilisant (2.1.4), on voit que 
(2.1.36) (a jat + vt)(g(vt(t, .), vt(t, .))) = -2g(dp, vt(t, .)) 

et comme d;vt = 0, on a pour tout t E lR 

(2.1.37) ! t t ! t t g(v (t, .), v (t, .))J.l = g(vo' vo)J.l· 

D'autre part, Ie tourbillon w t = dv t verifie d'apres [1, Proposition 8.2.6], 
l'equation 

(2.1.38) 

ce qui, si l'on note qJ: Ie flot du champ de vecteurs v t a l'instant t, s'ecrit 
encore 
(2.1.39) t* t( t qJ( W t,·) = wO' 

O d ' t It lit, It lit d' fi . I I' n ecompose w = w + w ou w et w sont e ms par es re atlOns 
(2.1.40) qJ:*w'\t, .) = w~, qJ:*w"t(t, .) = w~t. 

Alors wit est positive ou nulle et comme Ie jacobien de qJ: est identiquement 
egal a 1, on a 

(2.1.41) 
IIw't(t, ')IILI = Ilw~IILI , 

II wilt (t , ')IILP = IIw~tIlLP' 
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On deduit done de (2.1.34), (2.1.37), et (2.1.41) les estimations uniformes sui-
vantes 

Ilv8I1LOO(IR,L2(M,TM)) :::; IIvoIIL2(M,TM) Ve E]O, 1], 

(2.1.42) / wle(t, .) = / w~ \It E JR, Ve E]O, 1], 

IIW"81ILOO(IR,LP(M,A2T'M)):::; IIw~IILP(M,A2T'M) Ve E]O, 1]. 

Enfin, puisque d'apres la Proposition 2.1.4, v 8 verifie la premiere equation 
(2.1.30), (V8)8 est borne dans l'espace Lip(JR,g/(M, TM)) des fonctions 
lipschitziennes de t a valeurs dans les sections distributions de T M. Par 
consequent (WB)B est bornee dans Lip(JR, s:g' (M, A2T* M)). 

D'apres les inegalites (2.1.42), on peut extraire des suites (VB)BE]O, 1]' 
(W8)8E]O, 1]' (W'8 )8E]O, 1]' (W"\E]O,l] des sous-suites (VB)8EJ' (W8)BEJ' (W'B )8EJ' 
(w"\EJ oil J c]O, 1] avec 0 E J, convergeant au sens des distributions vers 
des limites v E L OO (JR,L2(M, TM)) , WE L OO (JR,H- 1(M,A2T*M)), Wi 
fonction L 00 de t a valeurs dans les sections mesures positives ou nulles de 
A 2 T* M et W" E L 00 (JR, LP (M , A 2 T* M)). Pour prouver Ie theoreme, il nous 
suffit done d'apres la Proposition 2.1.4 de montrer: 

Proposition 2.1.5. Si' e tend vers 0 dans J, v8 ® v8 - ! g( v8 ,v8)c5 converge au 
sens des distributions sur JR x M vers v ® v - !g(v, v)c5. 

La preuve de cette proposition occupe Ie paragraphe suivant. 

2.2. Passage it la limite. II nous suffit de prouver la Proposition 2.1.5Iocalement 
ce qui permet de se restreindre a un domaine de carte muni de coordonnees 

1 2 . 
locales (x ,x ) centrees en O. On a alors, en notant OJ = a lax', i = 1, 2, 

(2.2.1) 

et on doit prouver 

Theoreme 2.2.1. Soit (VB)8EJ une suite de L OO(JR, COO(M, T M)) bornee 
dans LOO(JR, L2(M, TM)) et dans Lip(JR, 9/(M, TM)) telle que d~ve = 
O 8 d ~ 8 , •. 8 18 118. 18 ( liB) d et que w = 1 V S ecnve w = w + w ou w resp. w est ans 
LOO(JR, COO(M, A2T*M)) , bornee dans LOO(JR, Ll(M, A2T*M)) (resp. dans 
L 00 (JR, L P (M , A 2 T* M)) pour un certain reel p > 1) et ou W'B ~ O. Supposons 
que lorsque e tend vers 0 dans J, v8 , wB , W'8 , W"8 convergent au sens des dis-
tributions vers des limites v, w, w' , w". Alors si rp E C~ (JR2) est a support 
dans I'image du domaine de carte considere et I{I E C~(JR) on a 

/ Vi ,8(t, z)v~(t, z)rp(z)I{I(t) dz dt 

~ / v 1(t, z)v2(t, z)rp(z)I{I(t)dzdt, 
(2.2.2)1 
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/ V2,B(t, Z)V~(t, Z)rp(Z)",(t) dz dt 

--+ / V2(t, Z)VI (t, Z)rp(Z)",(t) dz dt, 
(2.2.2)2 

/ (V2,B(t, Z)V;(t, Z) - VI '\t, Z)V~(t, Z))rp(Z)",(t) dz dt 
(2.2.2)3 

--+ /(V 2(t, Z)V2(t, Z)-Vl(t, Z)VI(t, Z))rp(z)",(t)dzdt 

lorsque e tend vers 0 dans J. 

La methode utilisee est la meme que dans Ie cas de l'equation d'Euler sur 
]R2. II s'agit d'abord d'exprimer les composantes de la vitesse VI,B, V2,B en 
fonction de 0/ . On peut ecrire tl(x) = aB(x) dx l 1\ dx2 . On a alors aB(x) = 
8 ~B 8 ~B 

I V2 - 2V I' 
Soient 0 et 7J deux fonctions c'~o a support compact assez voisin de Supp rp , 

positives ou nulles, verifiant 0 == 1 au voisinage de Supp rp et 7J == 1 au voisi-
nage de Supp 0 . 

Lemme 2.2.2. II existe un operateur pseudo-difJerentiel G (resp. RI, resp. R2) 
operant de l'espaee des distributions sur ]R2 a valeurs scala ires (resp. a va leurs 
dans ]R2) dans l'espaee des distributions scala ires sur ]R2, d'ordre -2 (resp. 
d'ordre -1) tel que l'on ail au voisinage de Supp rp 

{
vl,B = -G82(OaB) + RI (7Jv B) , 

(2.2.3) 2 2 
V ,B = G81 (OaB) + R (7JvB). 

On peut en outre supposer que la symbole eomplet de G est egal a 
(2.2.4) a(G)(x, c!) = -(detg(x))-\giJc!ic!j)-ly(c!) , 

ou y E C oo (]R2) est paire et verifie y == 1 pour 1c!1 ~ 1, Y == 0 pour 1c!1 :::; !- . 
Demonstration. D'apres (2.1.13) la relation d;vB = 0 entraine que 81v l ,B + 
8 2 B b" l' -' , ffi' COO d I B 2 BOd 2 v' est com mal son mealre a coe clents e v ' ,v '. n a onc 

81 (OaB) = 08:v; - 08182V~ + [81 , O]aB 

(2.2.5) O( 8 2 j,B 88 j,B) Q ( B) = g2j I V - glj I 2v + I V 
O( 2 8 8 2,B 8 2 2,B 8 2 2,B) Q ( B) = -g2112v +g221 v +g112 v + 2 V , 

oil QI et Q2 sont des operateurs differentiels de degre 1 operant de ]R2 dans 
]R. 

D'apres les relations (2.1.29), 81 (OaB ) est donc egal a 
(2.2.6) (det g)[gij 8i8j ](OV2,B) + Q(vB) , 

oil Q est un nouvel operateur differentiel de degre 1. La seconde egalite (2.2.3) 
en resulte. La premiere se prouve de meme. 
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Comme (VB)BEJ est bornee dans 

Lip(JR, 91'(M, TM)) nLoo(JR, L2(M, TM)), 

pour tout t E JR, VB (t, .) converge faiblement dans L 2 vers v (t , .) (cf. Lemme 
1.2.1). Puisque Rj , j = 1,2, est d'ordre -1, Rj(OvB(t, .)) converge forte-
ment dans L2 vers RYOv(t, .)) et R\OvB) est borne dans LOO(JR, L 2(M)). 
D'autre part, ((JaB\EJ est bornee dans Lip(JR, 91'(M)) n LOO(JR, H-I(M)). 
II en resulte que pour tout t E JR, GOj ((JaB (t , .)) converge faiblement dans 
L2 vers Goj((Ja(t,.)). De plus, Goi(JaB) est bornee dans LOO(JR, L 2(M)). 
Utilisant alors, pour tout t E JR, Ie fait que Ie produit d'une suite faiblement 
convergente par une suite fortement convergente converge au sens des distribu-
tions, puis Ie theoreme de convergence dominee (pour traiter l'integrale en t), 
on deduit de (2.2.3): 
(2.2.7) 

limf(v l ,BV; - VIV2)(t, z)rp(z)I/f(t) dz dt 
B-+O BEJ 

= lim f[Go2((JaB)(gI2Go2((JaB) - g22GoI ((JaB)) 
B-+O BEJ . 

+ Go2((Ja)( -gI2Go2((Ja) + g22GoI ((Ja))]rp(z)I/f(t) dz dt 
et, pour prouver (2.2.1)1' il nous suffit de voir que cette derniere expression est 
nulle. Faisant Ie meme raisonnement pour V2,BV~ et V2,BV2 B - VI ,BVI B' on 
voit que Ie Theoreme 2.2.1 est corollaire de la proposition sui~ante: ' 

Proposition 2.2.3. Avec les notations precedentes, on a 

B-+O 
lim f Gok((Ja B)[( - glkGo2 + g2kGol)( (Ja B)](t , z)rp(z)I/f(t) d z dt 

(2.2.8) k BEJ 

= f Gok((Ja)[( -glkGo2 + g2k Gol)((Ja)](t, z)rp(z)I/f(t) dz dt 

pour k = I , 2 et 
(2.2.9) 

limf{Gol ((JaB)[( -g12Go2 + g22Gol)((JaB)](t, z) 
B-+O BEJ 

+ Go2((J, aB)[( -gll G02 + gI2Gol)((JaB)](t, z)}rp(z)I/f(t) dz dt 

= f {Go l ((Ja)[( -g12Go2 + g22Gol)((Ja)](t, z) 

+ Go2((Ja)[( - gIl G02 + gl2GoI )((Ja)](t, z)}rp(z)I/f(t) d z dt . 
On notera 

(2.2.10) 

Ie noyau de l'operateur pseudo-differentiel G de degre -2 sur JR2 de symbole 
(2.2.4). En particulier, pour tout compact K de JR2 x JR2 , il existe C > 0 telle 
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que 

(2.2.11) 
IG(Z, Z)I :::; C(1 + ILogIZID, 

10zG(z, Z)I:::; C/IZI, V(Z, Z) E K. 
Pour prouver les relations (2.2.8)k' (2.2.9) remarquons que l'on a pour tout 
t E JR 

(2.2.12) 

(2.2.13) 

f Gok(OaB)[( -glkG02 + g2k GoI)(OaB)](t, z)9/(z) dz 

= fH:(x,y)(oaB)(t,x)(oaB)(t,y)dXdy, k=I,2, 

f {Gal (Oa t )[( -g12G02 + g22GoI)(Oat )](t, z) 

+ G02(Oat)[(-gl1G02 + gI2GoI)(OaB)](t, Z)}9/(Z) dz 

= f H:(x,y)(Oat)(t,x)(Oat)(t,y)dxdy, 

ou H: est la distribution 

k 0 2 f H",(X,y) = - k 2 G(z,z-x)G(z,z-y)glk(z)9/(z)dz 
AX oy 

0 2 f + k I G(z, Z - x)G(z, z - y)g2k(Z)9/(Z) d Z 
AX oy 

(2.2.14) 

pour k = 1 , 2 et 
(2.2.15) 

3 (0 2 02
) f H",(X, y) = 2 I - I 2 G(z, Z - x)G(z, Z - y)gI2(z)9/(z) dz 

ax oy ax oy 

0 2 f + I I G(z, z - x)G(z, z - y)g22(Z)9/(Z) dz 
ax oy 

0 2 f - 2 2 G(z, z-x)G(z, z-y)gll(z)9/(z)dz. 
AX oy 

La preuve de la Proposition 2.2.3 repose sur Ie lemme suivant: 
Lemme 2.2.4. Les distributions H:, k = 1, 2, 3, sont des Jonctions bornees, 

continues hors de fa diagonale, au voisinage de Supp 0 x Supp 0 dans JR2 x JR2 . 

La continuite des fonctions etudiees hors de la diagonale est immediate 
compte tenu de la seconde inegalite (2.2.11). Pour prouver que ces fonctions 
sont bomees, nous utiliserons Ie resultat suivant: 
Lemme 2.2.5. Soient bl (z, 0, b2(z, ') deux symboles d'operateurs pseudo-
dif[erentiels d'ordre -1 sur JR2 et 9/ E C;' (JR2) . Alors la transJormee de Fourier 
inverse en (C;, 11) de la Jonction 

(2.2.16) f e-iz'(~+")bl(Z, C;)(b2(z, 11) - b2(z, -C;))9/(z)dz 

est une Jonction continue. 

License or copyright restrictions may apply to redistribution; see https://www.ams.org/journal-terms-of-use



EXISTENCE DE NAPPES DE TOURBILLON EN DIMENSION DEUX 58' 

Demonstration. On a 

flab 
b2(z, rt) - b2(z, -e) = (e + rt) • 10 at (z, trt - (1 - t)e) dt (2.2.17) 

= (e + rt) . b2 (z ; e, rt) 

et pour tout a E N2 , la;b2(z; e, rt)1 ::; C,,(1 + lel)-2(1 + Ie + rtl)2 . Alors pour 
tout entier N, (2.2.16) se majore en module par 

C N(1 + Ie + rtl) -N L II e -iz'(~+TJ) a;(b, (z , e)(e + rt) . b2(z; e, rt)qJ(z)) d zl 
I"I~N 

::; CN(1 + Ie + rtl)-N+3(1 + lel)-3. 

Le resultat en deeoule si Nest pris assez grand. 

Demonstration du Lemme 2.2.4. La transformee de Fourier de H: est egale it 

(2.2.18) I e -iz(~+TJ)a(G)(z, e)eka(G)(z, rt)(g'k(z)rt2 - g2k(z)rt,)qJ(z) dz 

si k = 1 ou 2 et it 

(2.2.19) 
I e-iZ(~+TJ)a(G)(z, e)a(G)(z, rt) 

x [e, (g12rt2 - g22rt,) + e2(g" rt2 - g'2 rt ,)]qJ(z) dz 

si k = 3. 
Compte tenu du Lemme 2.2.5, il nous faut montrer que la transformee de 

Fourier inverse en e (ealculee au point x - y) des fonetions 
2 a(G)(y, e) ek(g'k(y)e2 - g2k(y)e,)qJ(y) , k = 1,2, 

2 
a(G)(y, e) [e, (g'2(y)e2 - g22(y)e,) + e2(g" (y)e2 - g'2(y)e,)]qJ(Y) 

(2.2.20) 

est bornee en (x, y). Or d'apres l'expression (2.2.4) de a(G) et (2.1.29) ees 
quantites valent respeetivement 

2 , ( .. ) -2 22 '2 y(e) (detg(y))- I;g'Jeiej (g (y)e2+g (y)e,)e,qJ(Y) , 
I,J 

2 , ( . . ) -2 '2 " -y(e) (detg(y))- I;g'Jeiej (g (y)e2+g (y)e,)e2qJ(Y) , 
I,J (2.2.21) 

y(e)2(det g(y)) -, ( I; gij eiej ) -2 qJ(y) 
I,J 

X [-e, (g'2(y)e2 + g" (y)e,) + e2(i2(y)e2 + g'2(y)e,)] 

done sont egales au produit de y(e)2(detg(Y))-'qJ(Y) par les distributions 
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respectives 

En dimensoin 2, la transformee de Fourier inverse d'une fonction homogene 
de degre -1 est homogene de degre -1. La transformee de Fourier inverse 
de chacune des expressions precedentes s'exprime donc it partir du produit de 
Xl ou x 2 par une fonction homogene de degre -1: c'est donc une fonction 
bomee. Le Lemme 2.2.4 s'en deduit immediatement. 

Fin de fa preuve de fa Proposition 2.2.3. D'apres (2.2.12), (2.2.13), on doit 
etudier l' expression 

(2.2.25) 

Les hypotheses du Theoreme 2.2.1 assurent que Oae satisfait aux hypotheses de 
la Proposition 1.2.6. Comme, d'apres Ie Lemme 2.2.4, les fonctions H: sont 
continues hors de la diagonale et bomees, la Proposition 1.2.6 entraine (cf. la 
remarque suivant sa preuve): 

lim! H,~ (x, y)(Oae)(t , x)( Oae)(t , Y)IfI(t) dx dy dt 
e-+O ,. 

(2.2.26) eEJ 

= ! H~(x, Y)IfI(t)O(x)O(y) dat(x) ® dat(y) dt 

oil at = a(t, .) est la me sure limite de ae (t , .) et oil Ie membre de droite a 
un sens grace au Lemme 2.2.4 et au fait que la diagonale x = y est de me sure 
nulle pour dlatl(x) ®dlatl(y) (cf.lajustification de l'expression (1.2.21)). Mais 
d'autre part, Ie membre de droite de (2.2.26) n'est autre que Ie membre de droite 
de (2.2.8)k-(2.2.9) comme on Ie voit en appliquant Ie raisonnement precedent 
it la suite o{l(t, x), obtenue en regularisant a(t, .) par rapport it x, qui est 
bomee dans Loo(]R, H-l(]R2)) et qui, pour presque tout t, converge vers Oat 
fortement dans H- 1 (]R2) (cf. fin du paragraphe 1.2). La Proposition 2.2.3 est 
donc prouvee et par voie de consequence Ie Theoreme 2.2.1 egalement. 

2.3. Nappes de tourbillon sur un ouvert a bordo Dans ce dernier paragraphe, nous 
nous proposons de montrer que les resultats precedents admettent un analogue 
pour l'equation d'Euler sur un ouvert it bord de ]R2. Soit n un ouvert borne 
de ]R2 it bord Coo, localement d'un seul cote de son bordo On notera n la 
normale unitaire interieure it an. Pour tout s reel, on designera par Hs(n), 
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(resp. H S (0.; ]R2)) l'espace des restrictions it 0. d'applications de classe H S 

definies au voisinage de n it valeurs reelles (resp. it valeurs dans ]R2). De 
meme COO(n) (resp. COO(n; ]R2)) est l'espace des applications COO jusqu'au 
bord dans 0. it valeurs dans ]R (resp. dans ]R2). Si vest un element de 
H S (n; ]R2) avec s E] - !, H, on notera v# son prolongement par 0 hors de 
0.: c'est un element de H S (]R2 ; ]R2). Nous allons prouver 

Theoreme 2.3.1. Soil Vo E L2(n; ]R2) verifiant divvo = 0, (vo' n)lan = O. 
Supposons que Ie tourbillon wo = rotvo de Vo s'ecrive wo = w~ + w~ ou w~ 
est la restriction a n d'une mesure positive ou nulle sur ]R2, appartenant a 
H-1(]R2) , a support compact et OU w~ E LP(n) pour un reel p > 1. II existe 
alors v E LOO(]R, L2(n; ]R2)) et p E LOO(]R, 9'(0.)) solutions du systeme: 

{ 

av/at + div(v ® v) = -Vp sur]R x n, 
div v = 0 sur ]R x 0., 
(v· n)lan = 0 sur]R x an, 
vlt=o = Vo sur n. 

(2.3.1 ) 

En outre, w se decompose en w = w' + W" OU w' (resp. W") est jonction L 00 

de t a valeurs dans les mesures positives ou nulles sur 0. (resp. a valeurs dans 
LP(n) et verifie IIw"llLoo(lR,LP(n» ~ IIw~IILP(n»)' 

II est bien connu que la condition aux limites (v· n) Ian = 0 a un sens pour 
un element v de L2(n; ]R2) verifiant divv = O. On a en effet 

Lemme 2.3.2. Soil s > -! . L 'application v -+ (v· n) Ian dejmie sur COO (n; ]R2) 
se prolonge en une application continue de 

{VEH\n;]R2); divv=O} 

a valeurs dans H S - 1/2(an). 

Demonstration. Le cas s > ! est trivial. On peut donc supposer s E] - !, H 
(Ie cas s = ! s'obtenant en suite par interpolation). Alors, si v E COO (n; ]R2) 
verifie div v = 0 on a 

II(v . n)lan ll Hs-l/2(an) ~ CII(v . n)lan ® JanllHs-l(lR2) 

(2.3.2) ~ Clldiv(v#)IIH s-l(lR2 ) 

# 
~ Cllv II Hs(lR2;lR2) ~ CllvllHS(n;lR2) ' 

d'oiIle resultat. 

D'apres [7, Theoreme 4.3.3] et la decomposition de Hodge-Kodatra [7, p. 191], 
l'application 

(2.3.3) 
{VEL2(n;]R2); divv=O, (v'n)lan=0}-+H-1(n), 

v -+ rot v 
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est surjective. En outre [7, Theoremes 4.2.2 et 3.2.3] son noyau est l'espace de 
dimension finie des champs harmoniques tangents it ao, i.e., 

00 - 2 {hEC (n;JR); divh=O, roth=O, (h·n)lan=O}. 

Si E designe l'orthogonal du noyau de (2.3.3) et L: H-I(O) --+ E l'inverse de 
la restriction de (2.3.3) it E, les donnees du probleme (2.3.1) verifient Vo = 
L(wo) + ho oil ho est un champ harmonique tangent it an convenable. 

Soit P E C;'(JR2), P ~ 0, J p(x) dx = 1 et pour 8 E]O, 1[, PB(X) = 
8-2 p(Xj8). Soient w6 une mesure positive element de Hc~~p(JR2) telle que 

1o I I 11o I I II 0 no Wo n = Wo et Wo e pro ongement de Wo par hors de u. On pose alors 
IB 1o liB 11o B IB lie 

Wo = (wo * PB)ln , Wo = (wo * PB)ln , Wo = Wo + Wo 

Alors (W~)BE)O, I) est une suite de fonctions COO sur n positives ou nUlles, 
bomee dans LI(n) n H-I(n) et convergeant vers w~ dans H-I(n) lorsque 
8 --+ O. De meme (W~\E)O,I) est bomee dans LP(n) par IIw~IILP(n) et con-
verge dans cet espace vers w~ lorsque 8 --+ O. On pose 

(2.3.4) v~ = L(w~) + ho' 

C'est une suite de fonction COO sur n, bomee dans L2(0; JR2) convergeant 
dans cet espace vers Vo 10rsque 8 tend vers 0, verifiant div v~ = 0, (v~. n) Ian = 
O. D'apres [9; 6, § 15], Ie probleme 

(2.3.5) { 

a~e j~t + (VB. \i')vB = _\i'pB, 
dlVV = 0, 
(vB.n)lan=O, 
BIB V (=0 = Vo 

admet une unique solution globale COO sur JR x 0, vB(t, x). En outre, on a 
l'inegalite d'energie 
(2.3.6) 

etdonc (VB)B est uniformement bomee dans Loo(JR, L2(n; JR2)). Notons wB = 
rot VB . On a a10rs wB = w lB + W"B , oil w,e et W"B sont respectivement definis 
par: 

(2.3.7) 

(2.3.8) 

et comme VB 

(2.3.9) 

{ aW,e jat + (VB. \i')W'B = 0, 
IB I IB W (=0 = Wo ; 

{ awllB jat + (ve . \i')wlle = 0, 
liB I liB w (=0 = Wo ; 

est un champ tangent it an et it divergence nulle, on a 

w ,e ~ 0, Ilw'BIILoo(IR,L'(n)) ::; Ilw~IIL'(n)' 

IlwIlBIILoo(IR,LP(n)) ::; Ilw~Blle(n) ::; Ilw~IILP(n)' 
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Enfin, on remarquera que (vB)eE)O,I) est bornee dans Lip(JR, EY'(O; JR2)). En 
eifet, si cI> E C;:'(Q; JR2) et si l'on ecrit la decomposition de Hodge-Koda'ira de 
cl>: 

(2.3.10) cl>='¥+V'f 
00- 2 . 00-

avec '¥EC (Q;JR), div'¥=O, ('¥·n)lan=O et fEC (Q),ona 

8 B 8 B 
8t(V (t, .), cl» = 8t(v (t, .), '1') (2.3.11) 

= - (div(vB ® vB(t, .)), '1') 

quantite qui est uniformement bornee en t et e lorsque cl> decrit une partie 
bornee de C;:' (Q; JR2). Grace aux inegalites (2.3.6), (2.3.9), il existe J c]O, l[ 
avec 0 E J tel que les suites (VB)BEJ' (a/)BEJ' (OJ'B)eEJ' (OJ"B)BEJ convergent 
au sens des distributions sur JR x Q vers des limites v, OJ, OJ' , OJ" . On a v E 
Loo(JR,L2(Q;JR2)), OJ=OJ'+OJ", OJ' estfonction L oo de t avaleursdansles 
mesures positives ou nulles sur Q qui sont dans H-I(O) , OJ" E Loo(JR, LP(O)) 
avec une norme dans cet espace majoree par IIOJ~II£P(n)' 

Si rp E C;:'(Q) , /f/ E C;:'(JR) , remarquons alors que Ie Theoreme 2.2.1 
s'applique aux integrales 

(2.3.12) 
f v~(t, z)v;(t, z)rp(z)/f/(t)dzdt, 

f[V~(t, Z)2_V;(t, z)2]rp(z)/f/(t)dzdt 

(Ie fait que l'on soit ici sur une variete a bord 0 ne joue pas puisqu'on ne 
s'interesse qu'a un resultat local a l'interieur). II en resulte donc que v~ . v~ 
et (V~)2 - (V~)2 convergent au sens des distributions sur JR x Q vers VI • v2 et 

2 2 . VI - v2 respectlvement. 
Utilisons alors que si (VB, pB) est solution de (2.3.5), (VB, qB = pB + !lve I2) 

verifie 

(2.3.13) 

avec 

B (B)2 (£)2 
8v +B(D)( VI - V2 ) = -V' £ 8t £ £ q , 

V I 'V2 

divv£ = 0, 
(VB. n)lan = 0, 

£1 B V (=0 = Vo 

B(D) = (!~I 882). 
-'282 I 

Le membre de gauche de (2.3.13) converge d'apres ce que l'on vient de voir vers 

(2.3.14) 88v +B(D)(V~-V;). 
t V I V2 
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Or, d'apres un theoreme de de Rham [11, Theoreme 17', §22], 1'espace des 
formes differentielles exactes a coefficients distributions sur un ouvert est ferme 
pour la topologie faible. I1 existe donc pour tout t E IR , une distribution q (t , .) 
sur n telle que (2.3.14) soit egal a -\lq. Bien entendu, puisque (2.3.14) est 
borne a valeurs distributions, on peut supposer que q E L 00 (1R, g' (n)) . Si l' on 
pose p = q - !v2 on voit donc que la premiere equation (2.3.1) est satisfaite 
par (v, p). D'autre part, puisque pour tout t, v\t,·) converge vers v(t,·) 
fortement dans HS(Q) pour tout s < 0, i1 resulte du Lemme 2.3.2 que (vB.n)lan 
converge au sens des distributions sur IR x an vers (v· n)lan. La troisieme 
equation (2.3.1) est donc satisfaite. Le Theoreme 2.3.1 est donc demontre. 
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