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die gleiche Oesohwindigkeit wie die gammer hatten. Man sieht deatlich von liriks 
her swei groBe Wirbel vorrhken. Rechte von ihnen eieht man einen sohwilcber 
ausgebildeten. Die Qrappengeschwindigkegkeit der hier in Betraoht kommenden Wellen- 
bewegung ist naoh der I Bechnung @Ber als die Pbasengesohwindigkeib, es bauen 
sich also - ebenso wie bei den Kapillarwellen - an eine Wellengrnppa immer neae 
Wellen vorne an. Der erwunte flaohe Wirbel ist als ein neuer im Entstehen begdflener 
\Vellenbera der StBrung anzusshen. der sich vor den bereits voihandenen aulbaut. Da 
sioh die Wellenberge hier In WiPbel vcrwmdeln, kommt ein ErlBeoben entspreohend den 
Wellen ant der RQckseite der Grnppe, wie 88 bei reinen Wellenbewegungen beobaahtet 
wird, hier nioht in Frage. 

Die im emten Teil des Vortrages besprochene Ersoheinung, da0 durch vorhandene 
StBrangen labile Zusande gescbaffen werden, die eur Bildung nener kleinerer Wirbel 
Anlatl gaben, kann auf der Hnken Seite der F'igur beobaohtet werden, wo unter den 
groflen \I\;irbeln berelts kleinere entetanden sind, die slch dnrch einen w$llligen Vrrlanf 
der Stromlinien kenntlich maoben. 1lG 

Experimenfelle Untersuchungen zum Turbulenzprobiem.') 
Von L. SCHILLER In Lelpdg. 

ie sahlreiohen theoretisohen Untersuchungen iiber daa w Tarbulenzprobleme haben bis 
hente nooh nioht 5u einsm befriedigenden Ergebnis gefiihrt. Dies prlgt sich dentlioh D darin m a ,  daS die in den versohiedenen theoretisohen Arbeiten erhaltenen Qrenzen fiir 

die rkritische Reynolds sohe Zahle %) einen eehr weiten Bereioh einsobliehn. Al' nntere 
Qrenze wurde von Hopfa) die Zshl 11 g\fanden, wBbrend die Tbeode der kleinen 
Sohwingangen iiberhaupt keinen endliohen Wert ergibt (v. Mines 4), Eopf "). Wesenllioh 
geringer ist der Bereich , innerhalb dessen die in experiment ellen Uotersuobangen an- 
gegebenen Werte von Rk lie@en6). Er errtreokt sich far Qlssrohre and gezogene Mrtall- 
rohre von Rk = 200 - 26 500 9. Die niedrigsteq Werte (& = 400) gibt Baokese) iiir 
Metallkapillaren mit nioht sehr glatter Wandnng an, und Sorkaug)  Iftr Glaskapillaren 
(Rk = 224). Der h6chste Wert 25 500 entsprioht Ergebnissen von EkmanIO), dem 88 ge- 
lungen iet, die laminare Bewegnng bis etwa B = 2 5 6 0 0  sufrecht zu erhaltrn. 

Die dnzelnen Werte wurden jeweils unhr reoht versohiedenen Perenohsbedingungen 
erhdten. Ah solohe kommen baupts&ohlioh in Betracht: Zustand (Bernhignngsgred) 
der Fliiasigkeit beim Eintritt in'das Rohr, Form der Eintrittstilfnung, Anlaniltinge 
(Abstand der MeBetreoke vom Einlaut), Gltitte des Rohres. Eln Vergleioh nnter so ver- 

9 Aus der Leipsiger Habilitationssehrift des Verfadsera. Vorgetragen in Jena am 20. und 
I -.-- 

- -  14.  September 1921. 

- Y P  
2, sReypoldssche Zahla oder Breduaierte QeschPrindigkeite heist die OrOtYe R =  yllt", 5 , wo 

I = mitt'ere Geechwhdigkeit, a = charakterietische LUnge (in diwer Arbeit steta = RohrbalbmesMer), 

4 = Diehte, p = Koef5zimt der inneren Relbnng, Y = e= ZllhIgLeits8shl der Fllrsigkeit. 
4 

3) L. a o p f ,  Ann. d. phys. 141 59, 1919, 8..588. 
') R. v. Afises, Jahrb. deutsch. ?&a&. Var. 21, 1912, 8. 141 bis 246. 
j) L. Hop!, Ann. d. Phys. [4] 43, 1914. 3. 1 big 60. 
') Anmerkung  d e s  Herauagebers: Der Verfasser bezeichnet hier und im folgenden als 

.kritische Zablr jed'en m 6 g l i o h e n  Uehergangawert ewischen lamlnarer und turtiulenter rtrornung. 
FUr die eigentliche *kritische Zahls, nilmlich die untere Qrenze des Beatehens turwlenter BtrOslnnp, 
geben die bisherigen Versuohe - in Ueberelnsttinmang mit  den Ergebnissen dea Verfaesers - ein Rk 
etwa zwischen 900 und 1800. 

') Vergl. hierllber die Zusammeiistellungeii bpi L. V. King, Philosolh. Mag, (6) 111, lglti, 
S. 323, hesonders die tsbellnriflclie Uoberskht anf S. 388, iiiid F. S o e t h e r .  rllesr Zeitsr-hr. 1, 1921, 
S. 1 ? 5  irnd ?18. 

9 W. R n c k e s ,  Untereuchungen Uber den AosfluS komprimierter Luft rum Xapillaren m d  die 
dabel ouftretenden Tarbulenaemoheinuneen Wllrsbnrger DisoerkUon (kaimrig lBO8), Ann. d. Phya [a] 
!2S, lSO8, S. 968 nwd Xttteil. Uh. Forrobbnngearb.. baraUOSQg@bben vom Ver denfrrh. Xap. H 76 1909. 

W. Qorkau, Phys. Zeitsehr. 14, 1913, 8. 760, vergl. hiersu jedoeh L. Bohl l ler  nnd 
W. H i r s t c n ,  Phys. Zdtsehr. 28, 1921, 8. 527. 

'9 V. 11'. E k m r a .  Ark, 1. Mat ,  A& 0r.h Fyoit. 6, 1911, Nr. 13, 6. 6. 
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schiedenen Bedingangen erhaltener Ergebnisse erheisoht eine entspreobende Erorternng. 
So nntersoheidet Reynolds1) eine >unterec und eine nobereg kritisohe Zabl je naoh dem 
Zustand der Flfissigkeit beim Eintritt in das Melrobr. Die n n t e r e  kritisohe Zahl POD 
Beynolds  ist die Qrenze, oberbalb deren wirbelnd ankommende FHissigkeit auoh bei 
nooh so langer Bernhignngsstrecke niobt mehr in Laminaratromung iibergeht (nsoh 
Reynolds '  Messungen R = 1200, nach unseren = 1160). Die o b e r e  SOU die Qrenre 
angeben , obeibalb deren laminsre Stromung in Turbulenz iibergeht. Sie hibgt wesent- 
lioh vom B e r n h i g u n g s z n s t a n d  der Flfissigkeit im Vorratstrog ab (Reynolds bis 
6400, Ekman bis 25600) nnd von der Form des Ein laufs t i icks  (geelgnste Abrundung 
erhaht die Grenze den laminaren Zastandes; vergl. Ruckes  1. 0.). 

Was den Einilul der Anlanfl l lnge betrifft, so ist eiue Beobachtung von Reynolds  
zu erwllbnea, wonach laminar eintretende Fliissigkeit stets erst eine gewiese ,Streoke 
(ca. 30 Durchmesser) zuriicklegt, ehe Turbolens einsetzt. Diese Streoke nimmt nacb 
Reynold  s mit aunehmender Gcsohwindigkeit ab, was sich bei genffgend w e e r  MeOtreoke 
und Anlauflllnge (bis eur MeBstreoke) in einer entsprechenden Abhhgigkelt der kritjsohen 
Zahl von der AnlauflPnge zeigen mu& Dieser Einflufi ist in Ergebniseen von Blaeiusz) 
au erkennen. 

D a l  die Qltit t e  bezw. mikroskopische Rauhigkeit des teahnisch glatten &ohms 
von Einfluf? auf die kritisohe Zahl mi, wurde mehrfaoh angenommen, insbesondere mit 
Riiaksicht anf die oben angefiibrten niedrigen kritischen Zablen, die Rnokes 0. 0.) fitr 
Metallkapillaren angibt. Diesen Ergebniesen von Ru okes  stehen jedooh vom Sfandpunkt 
des Aehnliohkeitsgesetses Bsdenken gegentiber. Zudem konnte Verfaeser a) in einem 
&ohr mlt eingeschnfttenem Qewinde die Laminarbewegang bis 9600 steigern, sofern nur 
fiir stiirungsfreien Emlauf gesorgt wurde. Die mikroskopisohe Ranhigkeit des teohnieoh glatten 
Rohres wird vermutlioh so lange keinan entsoheidenden Einflufl auf den Uebergang zor 
Tnrbnlenz haben konnen, ale irgendwo eine Quelle grakrer StSmng vorliegt. Und Uies 
wird im allgemeinen, auoh bei sorgftiltiger Abrundung des Einlaufstlickea, am Einlauf 
der Fall sein. 

1. Roblemrfellung. Bei dem betrllchtlichen Auseinandergehen der vorlicgenden 
experimentellen Ergebnisse und der Bedeutnng , die gesicherten und einwandfreien Ver- 
euohen ffir die Bew ertnog der theoretischen Ergebnisse zukommt, ersohien 88 wiinschene- 
wert, den Einflul der wesentlich bestimmehden Faktoren auf die Entstebung der Turbu- 
lene durch den Versnoh zu priifen. Veriaseer unternabm es daher auf Anregung von 
Hrn. Prof P r a n d t l  in Qtittingen, dem such an dieser Stelle hierfiir der beste Dank 
ansgesproohen 881, hiefiber neue Versuohe anzustellen. 

Die bisherigen Versuohe lmsen sioh im wesentliahen in zwei Qrnppen teilen, 
entspreohend den sohon von B e y  nold s eingehaltenen Bedingnngen be4 Bestimmung der 
wnteren. nnd der Boberens krilischen Zbhl, d. h. entweder wlrbelnd ankomwende 
Fliissigkeit ond Feststellnng der hachsten Reynolds  eahen Zabl, die bei geniigend langer 
Berubiguiigsstrecke noch Ucbergane in laminare Stromung liefert , ode? ruhiges Vorrats- 
wasser, abgerundetes Einlaufetuck und Feststellung der Reynoldsschen Zahl, bei der 
der Umschlag in Turbulene einsetzt. J e  nachdem gruppieren sich die Resultate um den 
Reynoldsschen Wert 1.200 oder liegen wesentlich hiiher 

Stellt man sich auf den zuerst von Lord Kelvin'), heute wohl allgemein ange- 
nommenen Standpunkt, dai3 die Uebergangsstelle zwischen laminarer und tarbutenter Be- 
weguog eine Funktion der - mitgebrachten oder am Einlauf entstebenden - StBrnng 
sei, so mui3ie es mSglich eein, durch systematieches Aendern der )~Einlaufst6rungc die 
Liicke zwiacben der Reynoldsschen mnterene und .oberenu kcitisohen Zahl an sohlieBcn. 
Dies gelang in befriedigender Weise. Dabei ergab sich ale untere Qrenre, die such bei 
eunehrnender Storung nioht mehr nntersohrittsn wurde, 9~ = 1160. 

Auflerdgm wurde nooh der EinflnB der Anlauflllnge gppriift. Dieaer ist fiir die 
Feststellnng der kritieoben Zahl insofern besonders von Bedeutung, als bei graphischer 
Darstellung die A1 t des Uebergangs vom laminaren eum turbulenten Ast wesentlich von 
der Anlauflllnge abhllngt. Einmal mul  man annehmen (siehe die obige Reynoldseohe 

I )  0; Reynolde, Scientitlc yapera Bd. 1, S. 51, 

') L. Rchiller,  Raahfgkeit nnd kritiache Zahl. 
') Vergl. F. N n e t h e r ,  R. n. 0. 9. 183. 

' i  H. BlaEiitlE, DM Aehnlichkeits~eaetr he1 &ibungsrorgibgen in FlUadgkrlten. Mltteil. Uh. 
Forrchungsorb.. hernaag. V. Ver. dentrch IUR. a. 131, !9lS. 

Zeituchr. 1. Phye. 3, 1920. 412.  
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Beobachtung), da3 die Turbnlenz eine gewisse Strecke brancht, I nm sich voll zu ent- 
wickeln, zum andern mufl ein Storongswirbel vom Einlanf her anch eine bestimmte 
Strecke znriicklegen, bis er durch Reibnng versch npnden ist. Liegt die MeSstrecke 

I -/ug/q 

I\- 
-@ R 

k = klelne fit(lrung, m I mittlere StOrunK, 
g = gro0e StGrong. 

Abh. 1 a - e  

genu3end weit vom Einlauf enifernt, so wird bei 
der ktitischen Zahl (und dariiber) die Turbulenz 
bsreits voll entwickelt sein, nntarhalb der kriti- 
schen Zrlbl werden die Einlaulstorongen vollig 
verschwnnden sein. Wir maseen also in diesem 
Fall in einem Widerstand-aeschwindigkeit- bezw. 
Widerstands~oeffizient - Re j n  01 ds sche Zahl- Dia- 
gramm vollig schrrfen Uebergang ?on Laminar- 
zu turbulenter Stromuog ausgeprilgt finden (vergl. 
Abb. la).  Die Auftragung erfolgt hier, wie auch 
stets im folgeoden, aas bekannten ZweckmPBig- 
keiisgriinden I) auf Logarithmenpapier nach den 
dimensionsloeen Cfroflen Wideretandskoeffizient 

I = - - -  0 a 
9 

(q = Staudruck, Q = Halbmesser) und Reyno lds -  
ache Zahl R. 

Rucken wir die MeBstelle mehr und mebr 
gegen den Einlauf zu, so werden eich die beiden 
erwslbnten Einfliisse, wie eine einfache Ueber- 
legung ergibt, in der in Abb. l b  und l c  pe- 
aeichneten Weise dnrch Verwischen des Ueber- 
ganges vom laminoren zam turbulenten Wider- 
standfgeeetz geltend machen miissen. Das Aeha- 
lichkeitrgesetz gestattet, zur Varlation der dimen- 
aionslosen Anlanfliinge verschieden weite Rob re 
mit gleichem Abetand der MeSstrecke vom Ein- 
lauf zn verw enden. 

Ahh. 2 

9 Vergl. hlerzo etwr: 8. Blrelos .  a. a. 0. 9. 9 ff. 
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2. Versuchreinrfchtung und Meemethode. Die - an6erorduntlich einfache 
- Versuchseioricltung, Abb. 8,  bestand aus dem Tiog T mit den Liichern L, dem Rohr 

R nnd dem Wasrermanometer N. Am Ende des Rohres konnte der Strom mit Hilfe 
eines grohen nnd eines in dircen einznselzmden feinen Hahnes nach Wunsch geregelt 
werden. Der Einlau! id das Rohr koonte dnroh eine von anden zu verslellende Platte P 
vereoblossen werden. Ein Ueberlanf U gestattete mit konetantem Niveau zn arbelten. 

Die Mengenmcssung erfolgte mit kalibrierten Gleflllen, die Zeitmessnng mit Stopp- 
nhr. Die Dauer eines Versuches lag in: allgemeinen zwischen 10 nnd 40 seo. A d  das 
Arheiten mit konstantem Nivaan mn6te im Bereich der Laminaretriimung versichtet 
werden, da trotz Berubignngrsieben, die in dem Trog angebracht waren, durch den 
WalrserznfluS an8 der Leitung nnregelmllfiige Wirbelnog in die Mvbstrecke getragen 
wnrde. qnch traten bierbei stlrkere Temperaturschwanknogen auf, die, wenn auch afets 
sofortige Temperatnrmesrung des durchgeflossenen Wassere geschah, wegm des hohen 
Temperaturkoeffi.lienten der inneren Reibnng auch bei Versnchen im turbulenten Gebiet 
bearer vermieden wnrden. 

An den Mefistellen erhielten die Rohre vier Lacher von 1 mm Dmr., deren innerer 
Qrat rorgfllltig entfernt wnrde, um eine einwandfreie Druckmessung 5a erzielen. Die 
vier L6cher standen dnroh eine Nut in einem tibergerahobenen Messhgriog in Verbin- 
dung (vergl. Abb. 2, Sonderaeichnnng 2). 

MSglichst genan mufite die Kalibriernng der Robre vorgenommen werden, da der 
Durohmesber in den zn bestimmenden Widerstandskoeffizienten in der funften Potenz 
eingeht. Die nnten mit festEeschraubter Qnmmiplatte verschlossenen 2 m langen Robre 
wnrden dazn mit Wasser gefiillt; dann wnrde dlener Wasserinhalt in einem Becherglas 
aufgefangen nod gewogen. Die Riickethde im Rlhr wnrden dnroh mehrfaches Nrcb- 
wischen mit taiiertem Filtrierpapier auch noch aufgesaugt und mitgewogen. Die Qilte der 
so ereielten Beetimmnogen miigen folgende Zahlen erweisen: Fiir dss engere Rohr I: 
1@0,65 g, 100,70 g, ein halbes Jahr spllier: 100,68 nnd 100,66 g, fiir das weitere Rohr 11: 
399,95, 399,55 nud 399,4 g. Die Versuchsrohre waren gezogene Mesingrohre, die zwar 
eine nicht mehr ganz hochglslnzende OberflPohe zeigten, doh jedoch, wie die Versnche 
ergaben, bydromechanisch noch vollkommen sglatte verhielten. 

3. Bezeichnungen, Definitionen und graphiseke Darstellung. An Lgtogen- 
bezeiohnungen vernenden wir fiir Rohrhalbmesser u, Entlernnng vom Eintritt in das 
Rohr bia zur Mebstrecke, die sogenannte ~Anlanfl loge~ X ,  Llloge der Mefistrecke 1; die 

9 heile z ,  die Djchte der Fliissigkeit 0 ,  mittlere Geschwindigkeit, d. h. - 

ihr speeifieches Gewicht y ,  ihre innere Reibnng p ,  die Zgtbigkeitszahl = 1’. Als (dimen- 

sionslose) BBepnoldssche Zahla R gelte fz1). Der Druck sei p, die nDrnckhiShecc !’ = h, 

Menee pro Reknnde 
Querschnitt 

- Q 

Y 

der Staudrnck q: werde gelegentlich mit q bezeiohnet. F!r den Drnokaerluet benutecn 
wir den in der HFdranlik tiblichen Ansate 

1 2 
a 2s 

d p  I L y  -- . . . . . . . . . . .  

* (21% 
2 2 Ah = 1 - - 

‘a 2 g  
oder 

worin 1, der WiderRt~ndskoeffirient~~, eine dimensionslose Zahl, nach dem Aehnlicbkeits- 
geeetz (fur glatte Bohre und lange Anlaufrtrecke) lediglioh eine Funktion der Bey no1 d r -  
eohen Zahl R ist. . 

Aus (1) erhlllt man mit Benntznng des Poiseuilleschen Cfesetzes dkr Laminar -  
s t r i imnng 

. . . . . . . . . .  

(B), 
16  

ham. - - R 
. . . . . . . . . . .  

in unserer logadthmischen Darstellnng also eine nnter 45O fallende Gerade. 

I )  EUudg wid  mtatt den Halbmessers der Dnrchmesser genommen. 
den Rnmltaten mdorer Arbeiten zu beachtm. 

Dies int bei Vergleich rnit 
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Far die t u r b u l e n t e  StrZimung hat Blas ius l )  aus nmfangreiohen Versoohen von 
S a p h  und Sohoder  die Gleichung abgeleitet: 

0,1582 
Aturh. = __ . .  . . . . . . . . i 4 j .  

;a- 
Dies liefert in unserer Darstellung flir den turbulenten Ant der Kurve eine wit 

Neigong 1 : 4 fallende Qerade. Urn stet8 sofort einen Anhalt iiber die Uebereinstimmung 
unserer Verenche mit diesen beiden Geeetzbn en gewinnen, finden sioh diese beiden 
Geraden in den entspreohenden Abbildungen eingrzeichnet. 

4. Versuche Wer den Einflu$ der Anlaufl-e, Die Versuche wurden au5 
geflibrt an einem engeren R o b  I von 0,3998 om Hdbmrsser und einem weiteren 11 von 
0,7962 om Halbmeaser. Be1 dem weiteren Bohr worde nnr eine Melstreoke (Abb. 3, 
M.-Str. 3) von 92,62 om LElnge and 104,15 om Abstand, vom Eidlruf verwendet, bat dem 

engen die gleiohe und nooh eine friiher liegende von 61,85 om LEloge (M.-Str. 2). Di.e 
zugehzirigen hlauflllngen sind aus der Figur ersiohtlioh. D s  die Bohrdurchmesser sioh 
wie 1 : 2 verhalten, so hat die M.-Str. 3 vom Standpunkt des Aehnliobkeitsgesetze~ aus 
beim engen Rohr die doppelte Anlanfltinge wie beim weiteren Rohr, M.;Str. 2 des engen 
Bohres etwa die gleiohe Anlauilange wie M-Str. 3 des weiteren. Bei vzilliger Ertiillung 
dei Aehnliohkeit w#re also zu erwerten, da6 die kKurven ftir M.-Str. 2 des engen und 
M.-Str. 3 des miitleren Rohres eosammenfielen. 

Urn mo@ichste Erfiiflung der AehnIichkeit am Einlauf l ~ l l  erreiohen, war ‘ die Be- 
festigung der Kobre im Trog so getroffen, da% der vzillig soharfe Rand dre Rohres gerde 
mit der Trogwendung abschilitt. Ee wurde erwartet, dafl hierdoroh beim Eintritt dee 
Waesers an8 dem ,gro%en(( Trog in die Robre llhnliohe Strzimunir, erzielt wlirde. 

Abh.,4 
_ _ ~ . .  

’) H. Blar lus ,  a. a. (1. 1. 12. Die Verschiedenhelt 
et-ivar abweieheuden Defioltioneii. 

Um-mit konstantem Niveau, 
also auoh mit konitanter Einat$long 
im Manometer arbeiten zu Bbfcnen, 
wurden zun8cbet Versuohe mit 
dauernder Zuetrzimung aus der 
Wasserleitung in den Trog unter 
Benutzong des Ueherlaufs gemitoht, 
in der Annahme, da% einerseite die 
Anlaufstrecke zur Beseitlgung der 
duroh cfen Zuflui3 gegebenen St6- 
rungen auereiohen wifrde, andrer- 
seits die an der sobarfrandigen 
Eiblanfziffnnng auftretenden Wirbel 
eine wesentlioh gt6lere, gut defi- 
nierte St5rung darstellen wiirden, 
der gegentiber die anderen Sltlrun- 
gen nicht ,mehr -in Betracht kllmefi; 
Wtlhrend sioh diem Emartnag bei 
dem engen Bohr einigermaaen er- 
fiillte, war dan Bild, das die Meseun- 
gen am weiteren Rohr boten, aufler 
01 dentlioh schwankend. Hieraus 
war dentlioh eu sehen, daf3 unregol- 

der Koefflttenten erklilrt rich ditrch iiti&are 
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mttf3ige aus dem Zuflud stammende Sttirungen sioh geltend maohten. In der Folge wurde 
daher nur mehr mit stundenlang rnhig stehen gelassenem Wasssr gearbeitet. 

Die Ergebnisse der Messung zeigt Abb. 4 fiir das enge und Abb. 6 far das weitere 
Rohr. Die einzelnen an verschiedenen Tagen ausgefiihrten Versuchsreihen sind durch 
verschiedene Bezeiohnungen kenntlioh gemaoht. 

Bei dern e n g e n  Rohr sieht man zunllchst den naoh den Ueberlepngen von Ab- 
schnitt 2 zu erwartenden aufierordentlich sobarfen Uebergang vom laminaren zum tur- 
bolenten Zustand. Um ihn so scharf zu erhahen, mu6 man bei Aunttherang an den 
kritisohen l’unkt sehr kLeino Stufep der Gesohwindigkeitslloderong beniitzen. Die An- 
naherung an den turbulenten Zustand macht sioh durch zuntiohst ganz geringe, dann 
immer stiirkere Uuruhe des Spfegeld im Manometer geltend. Kommt man dann ganz 
voreiohtig bis an &en kritischen Pankt selbst, so erlolgt nooh nicht gleioh der Uebergang 
zur volligen Turbulens, sohdern PS tritt ein (beim engen Robr oft naoh Zentlmetern znh- 
lenlles) ziemlioh regelmL8iges Pendeln um Cfleiohgewichtslageu ein, welclie die Punk& 
zwiacheii dem laminaren und dem turbulenten Ast liefern. Die ErklEErung fiir diese 
Pendelung dtirfte so lauten: Duroh den vorsiohtig hervorgernfenen Anstieg der Gesobwin- 
digkeit tritt Turbulens, also hBherer Widerstand ein. Dadaroh wird aber die Qesohwin- 
hgkeit wieder herabgesetzt. Infolgedessen setzt jetzl wieder laminare Str6mung ein, 
also geringerer Widerstand, infolgedessen Wiederansteigen der Qeschwindigkeit asw. 
Cfeht man weniger vorsiohtig zu Werk, so erhlllt mau sofort den ganzen Uebergang von 
laminar zu turbulent, sich darstellend durch einen sehr pllitzliohen naoh mehreren Zenti- 
petern zithlenden Aumschlag. 

Was den Einflud der AnlauflLnge betrifft, so zeigt sioh in der Abb. 4 eunllohst 
ein scheinbarer, indem der kritisohe Pankt bei den-Mossunlqen mit der nPher am Einlauf 
liegenden Mehtrecke tiefere Werte zeigt. Dies ist jedooh Zufitll und sioher nur die 
Folge von nieht xu kontrollierenden Sohwankungen der Einlaufstttrnngen, wie duroh 
gelegentliche Stiohproben fsstgestellt wnrde, die anoh fiir M.-Str. 2 haher liegende, kri- 
tieohe Zahlen (etwa wie die tar M.-Str. 3) gaben. Andererseite erkennt man deutlioh, 
da6 bei den Versu~ohen mit der niiher am Einlaul liegenden M. Str. 2 sobon weseutlioh 
frUber eine, wenn anch nicht erhebliohe, so dooh immerhin deutlio4e Abweiohung von 
Eer laminaren Cferaden eintritt, elne Folge der nooh vom Einlauf herstammenden, nooh 
ntaht vollig abgedllmpften Stiirung. 

Noah deutlioher kommt dies 
znr Qeltung beim weiteren Rohr 
(Abb 5), das wesentlloh sbilrker den 
Einflnfl der ktirzeren Anlanflttnge 
In der Abweiohong von der Poiseo- 
illesohen Qeraden nnd der Ver- 
flaohnng des Uebergangs erkennen 
lfl6t. Nicht resht zu unserer Auf- 
faesung paBt die Tatsaohe, dafl die 
kritische Zahl hier nioht unbe- 
trllchtlich tiefer liegt. Der Qrund 
hierftir dtirfte in Niohterfiillnng der 
Aehnliohkeit bei der ZuRtrtimnng 
zum Rohr im Trog zu suchen sein. 
Fiir eine bestimmte R e  y no1 dssohe 
Zabl ist das Verhllltnis der Qe- 
achwindigkeiten im Rohr fiir enges 
Rohr gegen mfttleres 2 : 1, fiir die 
Gesohwindlgkelten im Trog aber 
1 : 2. Befindet sich also in der 
Qegend des Einlaufs irgend eine 
StBrungsstelle, so wird diese bei 
dem weiteren Bohr infolge der 
ar6fleren Gesohwindiakeit vie1 stflrker wirksam. 

Abb. S 

7 d  

v 

SohlieBlich m r d e  nooh bei dem engen Robr duroh Abdeoken eines Segments der 
~ Einlauftiffnung von etwa -3 m m  Htihe, also etwas weniger als der Hnlbmesser, eine sehr 

starke Sttirung hervorgebracht. Die Resultate selgt Abb. 6. Die Uebergengskurve von , 
laminar zu turbulent hgt sohrllg, die Knrve fiir die nllher am Einlauf befindllohe Med- 

?9 
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streckh schon von kleinen Revnoldssche? Zahlen ab wesentlich iiber der fur die 
U.-Str. 3. 

1 I / I l l  I 1  I 
Ein auflerordentlich grofler 

Teil der in der Literatur wiederge- 
gebenen Experimente zeigt diesen 
EinfluD der Verflachang des Ueber- 
gangs durch uberlegerte Einlaul- 
sttirungon, hervargeruien dnrch 
nicht geniigende Ruhe im Trog 
bezw. zu geringe AnlauflBnge. Da 
die Iiurve hierdurch einen ver- 
waschenen Charakter annimmt, irt 
natiirlich die Bestimmung des ge- 
nauen Wertes der kritischen Zahl 
sebr erschwert, und hierin ist wohl 
der Hauptgrund fur die au8er- 
ordentlich verschiedenen Resultate 
zu suchen. Sehr gu t  Igflt eich 
dieser Einflufl der SnlanflPnge in 
den Versuchen von B l a s i u s  I) 

gradweise erkennen, der sie jedoch 
nioht in dieser Weise diskutiert hat. 

~ Bei dieses Geleaenheit sei auch 
darauf noch hiniiewiesen, dab die 

Allti. 6 (fiir Roliren wohi zuerst .van B l a -  
s i u s  benutzte) Auttrsgung nach 

b- R Werten fur die srharfe Bestimmung des kritischen Pauktes folgenden groben Vorzug 
bat. Hat man ein p-GDiagramm, 60 ist der laminaro Bereich gegeben durch eine a n -  
s t e i g e n d e  Gerade, der turbulent0 ebcnfalls durch eine a n s t e i g e n d e  Kurva. Der 
Uebergang zwischen beiden ist ebenfalls ein Anstieg, alho schwor zu crkennen, hier 
dagegen sind beide Kurven fallend und dazwischen ein Anstieg, der sich natiirlich vie1 
scblrfer gellend macht. 

5. Versuche iiber den EinfluC der Einlaufstllrung. Diese Versucbo wurdtn 
mit dem engeii Rohr durchgefuhrt, die Resultate Bind in Abb. 7 wiedergegeben. Nach- 
dem fiir die dnrch den scharfrandigen Einlauf gegebene Storung der Betrag der kritisehen 
Z s h l  zu etwa 1700 ermittelt war, wurden zunilchst Yersnche in der Riohtung unter- 
nommen, ho h e kritische Zahlen zu erreichen. Dam mtzdte moglichst etornngefreier 
Einlauf angeatrebt, dem Einlaufstuck also eine Form erteilt werden, die eine Ablosung 
der Strimung erachwerte. Als das Btvte erscheint hier wohl eine allmflhliohe Erweite- 
rung des R o ~ E ,  die ohm Wendepunkt in die Ebene der Trogwandung hinuberliihrt. 
AUE technisohen Einfachheitsgriinden wurde jedooh ein nach Gu tdaden  gezeiohnetes Ein- 
laufstuck aus massivem Nessing gedreht und auf den Rohranfang aufgesetzt, ragt.e also 
mlt seiner hZTohsten Stelle in das Innere des Troges hinein und verliet dann stetig gegen 
die Trogwand. 

Das Prof11 zeigt Abb. aa. Es erwies sich aucli als fur den beabsichtigten Zweck 
hinreiahend gut geformt. Denn bei geniigend lsnger Beruhigung des Wassers im Trog 
und vowichtigem Arbeiten wurde sofort als kritische Zahl etwa 6100 erreicht?). Da es 
nicht darauf ankam, einen Bekord anfzustellen, konnte man sich hiermit begnugen. Es 
handelte sioh nun vielmehr darum. langsap fortschreitend stetig griifler werdende St6- 
rungen am Einlauf hervorsnbringen. Dies wurde in einfachster Weise erreicht, indem 
die urspriinglich nur zum AbschlieSen bestimmte I'latte P (vergl. Abb. 2) immer nLher 
an den Einlauf herangosohoben wmde. Die reep. EinstellFngen und die ihnen zugehorigen 
kritischen Zahlen sind aus der Abb. 7 ersichtlich. Man sieht, wie mit wachsender StBrung 
am Einlauf cin stetiges Fallen der kritischeu Zahl verbunden ist, dae jedoch bei 1 1 ' ~  1160 
seine Grenze fipdet. Die beiden letzlen Stufen, entsprechend PlattenabstLnden von 1,2 
und 0,6 mm zeigen praktisch keinen Unterschied mehr in der kritischen Zahl. Zum min- 

') JL Bl;l3lClS, .t a. 0. S. 36 11. 37,  \bb. 4.  9 13.  
-) SyXter wurde bei sorgsameiem Exl,enmantieren init dein~ellien Rolir lanilnare StrOiriung bis 

If 8200 erhnlten. mit dem wciteren Rohr bis Z? = 1 1  n00. 
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desten m d  man annehmen, da8 aach bei noch stilrkerer Einlautstoruag sich die kritische 
Zahl nur unwesentlich noch ilndern wiirde. Denn die hier vorhandene Storangbform, 
sehr schneller Uebergang aua dem engeren Spalt auf den grtideren Querschnitt ist'iiir 
Wirbelbildyng auaerordentlich geeignet. 

Abb. 7 

Wiermit ist es gelnngen, die Liicke zwischen der unteren und oberen hritiscbed 
Zahl restlos zu schlieden nnd deren nntere Qrenze auf etwa R = 1160 Iestsulegen. Da 
dies eine wirklich festliegende, stets reproduziei bare Zahl ist, 60 hat es weiterhin keinen 
Zweck mehr, die nur verwirrenden Begriffe der unteren und der nicht festliegsnden 
oberen kritischen Zahl beizubehalten, vielmehr iRt es zweckmB6ig 211 sagen : D i e  kritische 
Reynoldssche Zahl ist 1160. Znr schaifen Featlegunp, d. h. fur schaIfen Uebergang 
von laminar zu turbulent, ist genugende Anlauflgnge eiforderlicb, wozu jedenfalls, wie 
hier gezeigt, - 130 Durchmesser ausreichen. Die so defiriiprte kritische Zthl zu erkllren, 
mut! das erste Ziel der theoretischen Forachung sein. Auf die aus Abb. 7 e,rLichtliche 
Abweichnng der lamioaren Widemtandskurve yon der P o i s e  uil I eschen Qeraden wird 
in einer folgenden Arbeit niiher einzugehen sein. 

6. Schlulj. Das Ergebnis der vorliegenden Arbeit, wonach die kritische Zahl 
r i m  Funktion der (groaten) vorhandenen Storung ist, gibt folgendes Bild aber die Sta- 
bilitPtsverh&ltnisse der laminaren und der turbulenleo Stromung in technisch glaiten 
Rohren. Zu jeder Reynoldsseheii  Zahl .oberhalb 1160 gehort ein ganz bestimmter 
Stijrungsbetrag, der erforderlich ist, um die Turbnlenz hervorzuriifen. Je  hoher die 
Reynoldssche Zahl ist, eine um so geringere Stijrunq reiaht hierrn aus. Gagen kleinere 
Storungen ist jeweils StabilitSt Jer Laminarstromung vorhanden'). Unterhalb d e r  kri- 
tischen Zahl R = 1160 iet die Laminarstromuvg gegen noch 80 grode Storungeu stabil. 
Dort ist keine Bturbulentea Stromung moglicb; etwa vorhandem Wirbel werden bei ge- 
nugender Beruhigungestrecke stet6 verschdnden. 

' 1  Vergl. hierau 1.' N o e t h e r ,  Yitzuogsber. d. bayr Akad. d. Wiss. 1 9 1 3 ,  8 .  309, der zum 
Verglelch die ~~praklIache(~ Stabilltat einer Kugel heraneieht, dle aut der Spitze eines Bergpa in elner 
klelnen l'ersenkung liegt. .- R. v. N t e e s ,  Elemrnte der techn Hydromechanlk, R. 32, Letprig 1914, 
Ilrr R i l l  dln \n;ilogics mlt (lei ))Eli levwhen Knlr.kla8th hlnwelet 

29' 



Belianntlich hat Lord Ra! le igl i .  gozeigt, da(3 die Stnl)ilitRt roibungsloscr Flussig- 

keiten daran geltniipft ist, (la13 kein Vorzeiclicilwcchscl von . - ~  (y scnkrocht zur Strij- 

mung ccj auttritt. k;in svlclier Vorzcichenwechsel ist aber  z.  B. durch Stromumkehr a n  
der Wand sofort gegeben. Ich verweise hier auf die bekannten P r a n d t l s c h c n  Unter- 
suchungen iiher die Ablosung d r r  Grenzschichf an uinstr6mten Iiorpern. Dort wird die 
UmPehr bewirkt durch den der B e r n o u l l i  schen Gleiehung cntsprochonden Drtickanstieg 
a n  der Riickseito des umstriimten Iiijrpers in l-erbindung mit dor drirah die Reibung be- 
wirkten geringcn Gesohwindiglreit in dcr Grenzschtcht. K i n  solchor Drucknnstieg liegt 
hier natiirlich DiCht vor, wohl abor Ironnen wir i i n s  d i r  IJmkchr hervorgobracht denken 
durch dss Feld oiriea -1Yirbels init eintsprechendem Itotalionssiiin, der dnnn die notireiirligr 
aAnfangsstorunga darstellt. Da soiiach das ilh?aitr:ilische Verhalten gegebenenfalls eine 
Verletzring der Ra; \ - le -ghschen  Stabilitatshe,dingung dsrhietet, wird man vielleicht die 

, / I  I ,  
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Lasung des nTurbulenzproblems. in dieser Richtung suchen dikfen. ,\ 2 

Die Eigenschwingungen 
eingespannter Sfabe von veranderlichem Querschnift. I) 

Von N. MONONOBE in Tokio. 

ei Erdbeben werden hohc schlanke Bauwerke der verscliicdeiisten Art,  \vie etwa 
Schornsteine, Leuchttiirme, Briickenpfeiler und Briickenturme i n  Schwingung \.er- 
setzt. Infolge ,dieser erzwungenen Schwingungen trcten an allcn Stellen des I3;tu- 

werkes Biegungsmomsnte anf und das  Bauwerk wird Qefahr laufen, an der  SteIIe, wo 
die durch die Biegung hervorgerufene. Spannnng der  Buf3erste.n h s e r  am grof3ten ist, zu 
brechen. Um die Standfestigkeit gegenuber ( .her  Beansprnchnng durcli Erdbeben 211 

bestimmen, mu6 man auf theoretischcni Wege d m  \*on einer erzwungenon Schwingnug 
herriihrende Biegungsmoment nntersuchen. Nun h l n g t  die erzwungene Schwingung eines 
Bauwerkes wesentlich von dem VerhMtnis ab, in tlein die Eigenfrecliicns: seiner Schwin- 
gung zii der Schwingnngsfrequenz des Erdbebens steht und die Schwingarigeamplitr~de 

wlchst stark, wenn diese beiden Sch\zfin~ungsfrecuen&en sich 

schuitt, ja 8s Iiiuft oft gegen oben spitz zn, und, soweit der 
Verfasser unterrichtet ist, ist bis jetzt kein Verfahren zIIp Be- 
rechnung der Schmipgungsfrellucllx fiir derartig gestaltete 
Kijrper iiiitgeteilt worden. Die Forinol fiir don Zj.linder ist xu 
ungenau i ind man Bommt. sogar in der I’ratis mit ihr nicllt &US. 
Es soll nun hier eine Met,hode zur Berechnung der Oner- 
schwingungcn e h l i s c h e r  StBbe von veriinderlicbem Querschnitt 
gegeben werderi, wobci der den Rechnungen zugrunde gelegte 
Querschnittsverlauf eiiie Annlherung a n  den Qnerschnitteverlauf 
wirklicher Gebiiude bilden soll. 

1. Die Frequenz der Querschwingungen eines 
Kegels. Das Problem dev Querschwingung eirles Kegels ist 
von Kirchhoff ’ )  untersuuhi worden. - E s  befiride sich (Abb. i j  
der Koordinatenanfangspunkt fiir die Ruhelage am freien Stab- 
ende, die 2 ,Ichse gehe vertikal nach abwilrts, L bezeichne die 

LBnge des Kegels, R, A und .I den Radius, die Querschnittsflaohe und das TrEgheits- 
moment fiir den jewelligen Sohnitt z und &, ‘10 nnd . / o  seien dieselhen GroDen an dem 
festgehaltenen Ende, d. h. an dsr  Basis. 

U nahern. Ein Bniiwerk hat aber  moist verl.nderlichen (,!uer- 
+’ 

tx 
Ahh. 1 

Dann ist 

’) Dievc Cnterauuliting 1st ein Au~aur:  nus rneiner Dr,ktor;irbelt. geneliinigt voii der Kaineriiahen 

‘i Vergl. K i r c l i l i o f f ,  Gwamillelte Abhandlungen, S. 3 3 9 .  
I~tiivcreltiit zu TokIo. 


