186 Zeitschrift flir angewandte Mathematik und Mechanik ‘ Band 1

die gleiche Geschwindigkeit wie die Kammer hatten. Man sieht deatlich von links
her zwei groSe Wirbel vorrticken. Rechts von ihnen sieht man einen schwiicher
ausgebildeten. Die Grappengeschwindigkeit der hier in Bétracht kommenden  Wellen-
bewegung ist nach der Rechnung grofer als die Pbasengeschwindigkeit, es bauen
sich also — ebenso wie bei den Kapillarwellen — an eine Wellengropps immer neae
Wellen vorne an. Der erwihnte flache Wirbel ist als ein neuer im Entstehen begriflener
Wellenberg der Stérung anzusehen, der sich vor den bereits vorhandenen autbaut. Da
sich die Wellenberge hier in Wirbel verwandeln, komm¢ ein Erldschen entsprechend dem
Wellen auf der Rnokseite der Gruppe, wie es bei reinen Wellenbewegnngen beobachtet
wird, hier nicht in Frage.

Die im ersten Teil des Vortrages besprochene Ersoheinung, da8 durch vorhandene
Stérangen labile Zustlinde geschaifen werden, die zur Bildung nemer kleinerer Wirbel
Anla8 geben, kann auf der linken Seite der Figur beobachtet werden, wo unter den
grofen Wirbeln bereits kleinere entstanden sind, die sich dareh einen welligen Verlaunt
der Stromlinien kenntlich machen. 116

Experimentelle Untersuchungen zum Turbulenzproblem.”
Von L. SCHILLER in Leipzig.

heute noch nicht¢ zu einem befriedigenden Ergebnis gefiihrt. Dies prigt sich deutlich

darin aus, daB die in den verschiedenen theoretischen Arbeiten erhaltenen Grenzen fiir
die »kritische Reynoldssche Zahl«*) einen sehr weiton Bereich einschliefilen. Als untere
Grenze wurde von Hopt?) die Zahl 11 g funden, wibrend die Theorie der kleinen
Schwingungen iiberhaupt keinen endlichen Wert ergibt,(v. Mises*), Hopt?)). Wesenilich
geringer ist der Bereich, innerhalb dessen die in experimentellen Untersuchungen an-
gegebener Werte von R liegen ). Er erstreckt sich fiir Glasrohre und gezogene Metall-
rohre von R =200—255007). Die nledrigsten Werte (B = 200) gibt Ruokes?) fiir
Metallkapillaren mit nicht sehr glatter Wandung an, und Sorkau®) fiir Glaskapillaren
(R: == 224). Der hiichste Wert 25500 entsprichit Ergebnissen von Ekman?®), dem es ge-
lungen ist,- die laminare Bewegung bis etwa R = 25500 aufrecht zu erhalten.

Die einzelnen Werte wurden jeweils unter recht verschiedenen Versuchsbedingungen
erhalten. Als solche kommen hauptsichlich in Betracht: Zustand (Beruhigungsgrad)
der Fliissigkeit beim Eintritt in’ das Rohr, Form der EintrittsSlinung, Anlauflinge
(Abstand der Mefstrecke vom Einlaut), Glétte des Rohres. Ein Vergleich unter so ver-

D Aus der -Le!pliger Habilitationssehrift des Verfassers. Vorgetragen in Jena am 20. und
24. September 1821,

%) sReypoldssche Zahl« oder »reduslerte Geschwindigkeit« heift dle Grofe R:= w_
' 4

Die zahlreichen theoretischen Untersuchungen tiber das »Tarbulenzproblem« haben bis

~

, Wo
- -

= mitt'ere Geschwindigkeit, a = charakteristische Linge (In diesor Arbeit stets = Rohrbalb messer),
¢ = Dichte, u = Koeffizient der inneren Reibung, » = %= Zihigkeltsxshl der Flissigkeit.

% L. Hopf, Ann. d. Phys. [4] 59, 1919, 8. 538,

4 R. v. Mises, Jahrb. deutsch. Math, Ver. 21 1812, 8. 241 bis 248.

% L. Hopf, Ann. d&. Phys. [4] 43, 1914, 8. 1 bis 60.

%) Anmerkung des Herausgebers‘: Der Verfasser bezeichnet hier und im folgenden als
»kritische Zahl¢e jeden mdglichen Uehergangswert zwischetg, laminarer und turbulenter »trdmung.
Fiir die eigentliche »kritische Zahl«, nimlich die untere Grenze des Bestehens turvulenter strdmmig,
geben die bisherigen Versuche — in Ueberelnstimmuang mit den Ergebnissen des Verfassers — ein R
etwa zwischen 900 und 1200..

7) Vergl. bierdber die Ausn.mmenstellungen bei L. V. Klng, Philosoph. Mag. (6) 81, 1918,

. 322, besonders die tabellarische Uehersicht aul $. 888, wnd F. Noether, diese Zeltsehr. 1, 1921,
S. 125 und 218.

S H ow. Rnckes, Untersuchungen (ber den Avsfluf komprimierter Luft aus EKapillaren und die
dabei auftretenden Tarbulenzerscheinungen. Wiirsburger Dissertation (Letnaig 1808), Anu. d. Phya {4}
25, 1808, S. 988 und Mittell. tth. Forschungsarb.. heraunsgegeben vom Ver. deutsch. Iug. H. 75 1809.

% W. Sorkan, Phys. Zeitschr. 14, 1913, 8. 760. Vergl. hisrsu jedoch L. Behiller und
W. Kirsten, Phys. Zeitschr. 22, 1921, B, 527.

" V. W. Ekman. Ark, . Mat., Aetr och Fysik. 6, 1911, Nr. 12, 8. 5.
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schiedenen Bedingungeu erhaltener Ergebnisse erheischi eine entsprechende Erorterung
So unterscheidet Reynolds?) eine »untere« und eine »obere« kritische Zahl je nach dem
Zustand der Fliissigkeit beim Eintritt in das MeSrobr. Die untere kritische Zahl von
Reynolds ist die Grenze, oberhalb deren wirbelnd ankommende Fliissigkeit auch bei
noch so langer Beruhigungssirecke nicht mehr in Laminarstromung iibergeht (nach
Reynolds' Messungen E = 1200, nach tunseren = 1160). Die obere soll die Grenge
angeben, oberhalb deren ]amlnare Stromung in Turbulenz fibergeht. Sie hingt wesent-
lich vom Beruhigungszustand der Fiiissigkeit im Vorratstrog ab (Reynolds bis
6400, Ekman bis 25500) unda von der Form des Einlaufstiicks (geeignete Abrundung
arhdht die Grenze des laminaren Zustandes; vergl. Ruckes 1. 0.). .

Was den EinfluB der Anlauflin ge betrifft, so ist eine Beobachtung von Reynolds
zn erwhbnen, wonach laminar eintretende Fliissigkeit stets erst eine gewisse Strecke
(ca. 30 Darchmesser) zuriicklegt, ehe Turbulenz einsetzt. Diese Strecke nimmt nach
Reynolds mit zunehmender Geschwindigkeit ab, was sich bei géntigend kurzer Meflstrecke
und Anlauflinge (bis zur MeBstrecke) in einer entsprechenden Abhiingigkeit der kritischen
Zahl von der Anlanflinge zeigen muB. Dieser Einfluf ist in Ergebnissan von Blasiua?)
zu erkennen.

DaB die Glitte bezw. mikroskopische Rauhigkeit des technisch glatten Rohres
von Einfluf auf die kritische Zahl sei, wurde mehrfach angenommen, insbesondere mit
Riicksicht auf die oben angefiibrten niedrigen kritischen Zablen, die Ruckes (1. o.) filr
Metallkapillaren angibt. Diesen Ergebnissen von Ruckes stehen jedoch vom Standpunkt
des Aehnlichkeitsgesetzes Bedenken gegentiber. Zudem konnte Verfasser®) in einem
Rohr mit eingeschnittenem Gewinde die Laminarbewegung bis 9600 steigern, sofern nur
fiir storangsfreien Einlaut gesorgt warde. Die mikroskopische Rauhigkeit des technisch glatten
Rohres wird vermutlich so lange keinen entscheidenden EinfluB auf den Uebergang zur
Turbulenz haben konnen, als irgendwo eine Quelle grifierer Stérung vorliegt. Und dies
wird im allgemeinen, auch bel sorgliltiger Abrundung des Einlaufstiickes, am Einlaut
der Fall sein.

1, Problemstellung. Bei dem betrichtlichen Auseinandergehen der vorliegenden
experimentellen Ergebnisse und der Bedeutung, die gesicherten und einwandireien Ver-
suchen fiir die Bewertung der theoretischen Ergebnisse zukommt, erschien es wiinschens-
wert, den Einfluf der wesentlich bestimmehden Faktoren auf die Entstehung der Turbu-
lenz durch den Versach zu priifen. Verfasser unternabm es daher auf Anregung von
Hrn. Prof Prandtl in Gbottiogen, dem auch an dieser Stelle hierfiir der beste Dank
ausgesprochen sei, hieriiber neue Versuche anzustellen.

Die bisherigeu Versuche lassen sich im wesentlichen in zwei Gruppen teilen,
entsprechend den schon von Reynolds eingehaltenen Bedingungen bei Bestimmung der:
»unteren« und der »oberen« Kkritischen Zahl, d. h. entweder wirbelnd ankommniende
Fliissigkeit und Feststellung der hichsten Reynoldsschen Zahl, die bei geniigend langer
Berubigungsstrecke noch Uebergang in laminare Stromung liefert, oder ruhiges Vorrats-
wasser, abgerundetes Einlaufstiick und Feststellung der Reynoldsschen Zahl, bei der
der Umschlag in Turbulenz einsetzt., Je nachdem gruppieren sich die Resultate um den
Reynoldsschen Wert 1200 oder liegen wesentlich hther.

Stellt man sick auf den zuerst von Lord Kelvin*), heute wohl allgemein ange-
nommenen Standpunkt, da8 die Uebergangsstelle zwischen laminarer und turbulenter Be-
weguog eine Funktion der — mitgebrachten oder am Einlaut entstehenden -- Stérang
sei, so muBie es moglich sein, durch systematisches Aendern der »Einlaufstérunge die
Liicke zwischen der Reynoldsschen »unteren« und »oberen« kritischen Zahl zu schliefien.
Dies gelang in befriedigender Weise. Dabei ergab sich als untere Grenze, die auch bei
zunehmender Storung nicht mehr unterschritten wurde, 1{& = 1160.

Aunféerdem wurde noch der Einflu der Anlauflinge gepriift. Dieser ist fiir die
Feststellung der kritischen Zahl insofern besonders von Bedeutung, als bel graphischer
Darstellung die Ait des Uebergangs vom laminaren zum turbulenten Ast wesentlich von
der Anlauflinge abhiingt. Einmal muf man annehmen (siehe die obige Revnoldssche

’) 0. Reynolds, Seclentific papers Bd. 2, 8. 51,

¢, H. Blasius, Das Aechnlichkeitsgesets hei Reibungsvorgingen in Fluauigkvnon. Mitteil. Uh,
Forschungsarb., herausg. v. Ver. dentsch Ing., H. 131, 1918.

) L. Schiller, Rauhigkeit und kritische Zahl.' Zeitschr. f. Phya. 3, 1920, 412.

4 Vergl. . Noether a. 0. O, 8, 188,
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Beobachtung), daB die Turbulenz eine gewisse Strecke braucht, . um sich voll zu ent-
wickeln, zum andern muf ein Stérungswirbel vom Einlanf her auch eine bestimmte
Strecke zuriicklegen, bis er darch Reibung verschwunden ist. Liegt die MeBstrecke

mrferex

—log R

k == kleine Stbrung, m = mittlere Storung,
g = groBe Storung.

Abb. ta-c

geniigend weit vom Einlauf entfernt, so wird bei
der kritischen Zahl (und darliber) die Turbulenz
bereits voll entwickelt sein, unterhalb der Kkriti-
schen Zabl werden die Einlaufstbrungen vbllig
verschwunden sein. Wir miissen also in diesem
Fall in einem Widerstand-Geschwindigkeit- bezw.
WiderstandsKoeftizient- Reynoldssche Zahl-Dia-
gramm vollig scharfen Uebergang von Laminar-
zu turbulenter Siémung ausgeprigt finden (vergl.
Abb. 1a). Die Aultragung erfolgt hier, wie auch
stets im folgenden, aus bekannten ZweckmiBig-
kelisgriinden') auf Logarithmenpapier nach den
dimensionslosen GriBen Widerstandskoeftizient

1 dp a

dz ¢
(q = Staudruck, a = Halbmesser) und Revnolds-
sche Zabl R.

Riicken wir die MeSstelle mehr und mebr
gegen den Einlauf zu, so werden sich die beiden
erwihnten Einfliisse, wie eine einfache Ueber-
legung ergibt, in der in Abb. 1b und lc ge-
zeichneten Weise durch Verwischen des Ueber-
ganges vom laminaren zum turbulenten Wider-
standsgesetz geltend machen miissen. Das Aeha-
lichkeitsgesetz gestattet, zur Variation der dimen-
sionslosen Anlauflinge verschieden weite Rotre
mit gleichem Abstand der MeBstrecke vom Kin-
lauf zo verwenden.

Abbh. 2

) Vergl. hierzu etwa: H. Blasius, a. 2. 0. S. 9 ff,
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2. Versuchseinrichiung und Mefmethode. Die — auBerordentlich einfache
-~ Versuchseinrichtung, Abb. 2, bestand aus dem Tiog 7 mit den L&chern L, dem Robr
R und dem Wassermanometer M. Am Ende des Robres konnte der Strom mit Hille
eines grohen und eines in diesen einzuseizenden leinen Habnes nach Wunsch geregelt
werden. Der Einlauf? in das Rohr koonnte durch eine von auBen zu verstellende Platte P
versohlossen werden. Ein Ueberlauf U gestattete mit konstantem Nivean za arbeiten.

Die Mengenmessung erfolgte mit kalibrierten GefiBen, die Zeitmessung mit Stopp-
uhr. Die Dauer eines Versuches lag im aligemeinen zwischen 10 und 40 sec. Auf das
Arneiten mit konstantem Nivean muBte im Bereich der Laminarstrémusng verzichtet
werden, da trotz Bervhigung:sieben, die in dem Trog angebracht waren, durch den
WasserzufluB aus der Leitung unregelmiSige Wirbelung in die MeBstrecke. getragen
wurde. Auch traten hierbei stirkere Temperaturschwankuogen auf, die, wenn auch stets
sofortige Temperaturmessung des durchgeflossenen Wassers geschah, wegen des hohen
Temperaturkoeffizienten der inneren Reibung auch bei Versuchen im turbulenten Gebiet
besser vermieden wurden. . :

An den MeSstellen erhielten die Rohre vier Locher von 1 mm Dmr., deren innerer
Grat sorgfiitig emfernt wurde, um eine einwandfreie Druckmessung zu erzielen. Die
vier Licher standen durch eine Nut in einem iibergeschobenen Messingring in Verbin-
dung (vergl. Abb. 2, Sonderzeichnung 2). A

Miglichst genan musBte die Kalibrierung der Robre vorgenommen werden, da der
Duarchmesser in den 2zu bestimmenden Widerstandskoelfizienten in der fiinften Potenz
eingeht. Die unten mit festgeschraubter Gummiplatte verschlossenen 2 m langen Rohre
wurden dazu mit Wasser gefiillt; dann wurde dieser Wasserinhalt in einem Becherglas
aufgefangen und gewogen. Die Riickstinde im Robr wurden durch mehrfaches Nach-
wischen mit tariertem Filtrierpapier auch noch aufgesaugt und mitgewogen. Die Giite der
8o erzielten Bestimmungen mbgen folgende Zahlen erweisen: Fiir das engere Rohr I:
100,65 g, 100,70 g, ein halbes Jahr spiter: 100,68 und 100,66 g, fiir das weitere Rohr I1:
399,95, 399,55 und 399,4 g. Die Versuchsrohre waren gezogene Messingrohre, die zwar
eine nicht mehr ganz hochglinzende Oberfliche zeigten, sich jedoch, wie die Versuche
ergaben, hydromechanisch noch vollkommen »glatte verhielten.

3. Bezeichnungen, Definitionen und graphische Darstellung. An Lingen-
bezeichnungen verwenden wir fiir Rohrhalbmesser a, Entfernung vom Eintritt in das
Rohr bis zur MeBstrecke, die sogenannte »Anlaunflinge« @, L#oge der MeBstrecke I; die

mittlere Geschwindigkeit, d. h. J‘W’ heifie u, die Dichte der Fliissigkeit g,
aers

ihr spezitisches Gewicht 7, ibre innere Reibung u, die Zibigkeitszahl ’?' = 7. Als (dimen-
sionslose) »Revnoldssche Zahl« R gelte '-:—a-‘ 1). . Der Druck sei p, die »Druckhéhe« ; =h,

- A
der Staudruck “’—’;f— werde gelegentlich mit ¢ bezeichnet. Fiir den Druckverlust benutzen
wir den in der Hydraulik iiblichen Ansatz

1 %
o 2g
1 ¥

oder Ah =1L
~a

= @),

worin 4, der »Widerstandskoeflizient«, eine dimensionslose Zahl, nach dem Aehnlichkeits-
gesetz (tiir glatte Rohre und lange Anlaufstrecke) lediglich eine Funktion der Reynolds-
sohen Zahl R ist.

Aas (1) erhHlt man mit Benutzung des Poiseuilleschen Gesetzes der Laminar-
stromung

)-lam.=-l;6......,....(3),

o unserer logarithmischen Darstellung also eine unter 45° fallende Gerade.
P

) B¥ufig wird etatt des Halbmessers der Durchmesser genommen. Dies ist bel Vergleich mit
den Resultaten anderer Arbelten zu beachten.
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Fiir die turbulente Strémung hat Blasius!) aus umfangreichen Versnchen von
Saph und Schoder die Gleichung abgeleitet:

0,1582 o
Aurh, = 2— . . R C Y2

Dies liefert "in unserer Darstellung fiir den turbulenten Ast der Kurve eine mit
Neigung 1:4 fallende Gerade. Um stets sofort einen Anhalt iiber die Uebereinstimmung
unserer Versuche mit diesen beiden Gesetzéen zu gewinnen, finden sich diese beiden
Geraden in den entsprechenden Abbildungen eingezeichnet.

4. Versuche {iber den Einfluff der Anlauflinge. Die Versuche wurden aus-
gefilbrt an einem engeren Rohr I von 0,3998 em Halbmesser und einem weiteren II von
0,7962 cm Halbmesser. Bel dem weiteren Rohr wurde nur eine Mefstrecke (Abb. 3,
M.-Str.-3) von 92,62 om L#nge und 104,15 om Abstand vom Einlauf verwendet, bel dem

= A/_/m“ 1:2 - L2, 62 1
lefSstrecke i #1, i
52,30 rec 5305 i lefGstrecke 3
HelCstreckes i
\
!
35,77

[ Mefsstreche 4 207 }

Abb. 8

engen die gleiche und. noch eine frither liegende von 51,85 em Linge (M.-Str. 2), Die
zugehdrigen Anlauflingen eind aus der Figur ersichtlich. Da die Rohrdurchmesser sich
wie 1:2 verhalten, so hat die M.-Str. 3 vom Standpunkt des Aéhnlichkeitsgesetzes aus
beim engen Rohr die doppelte Anlauﬂange wie beim weiteren Rohr, M.-Str. 2 des éngen
Rohres etwa die gleiche Anlanilinge wie M.-Str. 3 des weiteren. Bei vélliger -Erfiillung
der Aehnlichkeit wilre also zu erwarten, daB die 1.Kurven fiir M.-Siur. 2 des engen und
M.-Str..3 des miitleren Rohres zusammenfielen.

Um méglichste Erfiillung der Aehnlichkeit am Einlauf zu erreichen, war'die Be-
festigung der Rohre im Trog so getroffen, da8 der vijllig scharfe Rand des Rohres gerade
mit der Trogwandung abschuitt. Es wurde erwartet, daf hierdurch beim Eintritt des
Wassers aus dem »grofen< Trog in- die Rohre #hnliche Stromung- erzielt wiirde.

Um mit konstantem Niveau,

075 0  also auch mit konstanter Einstellang
Y 0 © O =scherfrondigerfinfoyl Nelste3 | im ?idnnometer arbeiten zu kénnen,
. ; ; - wurden zunfchst Versuche mit"

oo schfrondyer Einle, Moo 2 dauernder Zustromung aus der

IIN Wasserleitung in den Trog unter
L Benutzung des Ueherlaufs gemacht,

<4 T in der Annahme, daf einerseits die
2 N ~d | Anlaufstrecke zur Beseitigung der
N durch den Zuflu gegebenen St4-

N rungen ausreichen wiirde, andrer-

seits die an der scharfrandigen
Eiblauféffnung auftretenden Wirbel
eine wesentlich groBere, gut defi-
nierte Storung darstellen wiirden,
der gegenfiber die anderen Stfrun-

3

\ gen nicht mehr -in Betracht kémen.

4 A - Wihrend sich diese Erwartang bei
a N dem engen Rohr einigermafien er-
\ fiillte, war das Bild, das die Messun-

gs N gen am weiteren Rohr boten, aufier-
95 K am 7 .15 2 45 3 35¢ $w°  gdentlich schwankend. Hieraus
Abb..4 war deutlich zu sehen, da8 unregel-

!} H. Blasius, a.a. 0. 8. 12. Dje Verschiedenheit der Koeffizlenten erklirt sich durch unsere
etwas absweichenden Definitionen.
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mifige aus dem Zufluf stammende St&rungen sich geltend machten. In der Folge wurde
daher nur mehr mit stundenlang ruhig stehen gelassenem Wassor gearbeitet.

Die Ergebnisse der Messung zeigt Abb. 4 fiir das enge und Abb. 5 fiir das weitere
Rohr. Die einzelnen an verschiedenen Tagen ausgeliihrten Versuchsreiben sind durch
verschiedene Bezeichnungen kenntlich gemacht.

Bei dem engen Robr sieht man zun#ichst den nach den Ueberlegungen von Ab-
schnitt 2 zu erwartenden auflerordentlich scharfen Uebergang vom laminaren zum tur-
balenten Zustand. Um ihn so scharf zu erhalten, muf man bei Ann#herung an den
kritisehen Punkt sehr kleine Stufcn der Geschwindigkeitsinderung beniitzen. Die An-
niherung an den turbulenten Zustand macht sich durch zZunichst ganz geringe, dann
immer stiirkere Unruhe des Splegels im Manometer geltend. Kommt man dann ganz
vorsichtig bis an den kritischen Punkt selbst, so erfolgt noch nicht gleich der Uebergang
zur villigen Turbulenz, sondern es tritt ein (beim engen Robr oft nach Zentimetern zkh-
lendes) ziemlich regelmiiBiges Pendeln um Gleichgewichislagen ein, welche die Puukte
zwischen dem laminaren und dem turbulenten Ast liefern. Die Erklirung fiir diese
Pendelung diirfte so lauten: Durch den vorsichtig hervorgerufenen Anstieg der Geschwin-
digkeit tritt Turbulenz, also hiherer Widerstand ein. Dadarch wird aber die Geschwin-
digkeit wieder herabgesetzt. Infolgedessen setzt jetz¢ wieder laminare Strmung ein,
also geringerer Widerstand, infolgedessen Wiederansteigen der Geschwindigkeit asw.
Geht man weniger vorsichtig zu Werk, so erh#llt maun sofort den ganzen Uebergang von
laminar zu turbulent, sich darstellend durch einen sehr plbizlichen nach mehreren Zenti-
metern zihlenden Ausschlag.

Was den EinfluS der Anlauflinge betritft, so zeigt sich in der Abb. 4 zunichst
ein scheinbarer, indem der kritische Punkt bei den-Messungen mit der niher am Einlauf
liegenden MefBstrecke tiefere Werte zeigt. Dies ist jedoch Zufall und sicher nar die
Folge von nicht zu kontrollierenden Schwankungen der Einlaufstérungen, wie durch
gelegentliche Stichproben festgestellt warde, die auch fiir M.-Str. 2 hiher liegende' kri-
tische Zahlen (etwa wie die filr M.-Str. 3) gaben, Andererseits erkennt man deutlich,
dag bei den Versuchen mit der niher am Einlaut liegenden M. Str. 2 schon wesentlich
frither eine, wenn auch nicht erhebliche, so dooh immerbin deutliche Abweichung von
der laminaren Geraden eintritt, eine Folge der noch vom Einlauf herstammenden, noch
nicht villig abgedimpften Storung.

Noch deutlicher kommt dies ™%
zar Geltung beim weiteren Rohr
(Abb 5), das wesentlich stirker den ¢
Einflu8 der kiirzeren Anlauflinge
in der Abweichung von der Poiseun- I\
illeschen Geraden und der Ver- %_
flachung des Uebergangs erkennen
188t. Nicht recht zu unserer Auf- - N
fagsung pafit die Tatsache, daB8 die . N
kritische Zahl hier nicht unbe- b i S
trichtlich tiefer liegt. Der Grund 75
hierfiir diirfte 1n Nichtertiillung -der
Aehnlichkeit bei der Zustromung I
zum Rohr im Trog zu suchen sein.
Fiir eine bestimmte Reynoldssche .
Zabl ist das Verhiltnis der Ge- A i \
schwindigkeiten im Rohr fiir enges N
Robr gegen mittleres 2: 1, fiir die : N
Geschwindigkeiten im Trog aber ' » \
1: 2, Befindet sich also in der 4 N
Gegend des Einlaufs irgend eine 45 # 47 7 R
Storungsstelle, so wird diese bei Abb. 5
dem weiteren Rohr infolge der
griferen Geschwindigkeit viel stlrker wirksam.

Schlieflich wurde noch bei dem engen Robr durch Abdecken eines Segments der
Einlautétfnung von etwa .3 mm Hohe, also etwas weniger als der Halbmesser, eine sehr
starke Stbrung hervorgebracht. Die Resultate zeigt Abb. 6. Die Uebergangskurve von
Iaminar zu turbulent liegt schrig, die Kurve tiir die niher am Einlaut betindliche Mes-

29

/

3
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strecke schon von kleinen Reynoldsschen Zahlen ab wesentlich iiber der fiir die
M.-Str. 3.
Ein aufierordentlich grofer

1767,

T T T T I J Teil der in der Literatur wiederge-

o | © o algedeckrer Linloyl Mefsrr 2 gebenen ‘Experimente zeigt diesen

0 T B T Einflu8 der Verflachung des Usber-

Pe : Hgbsrr 3 gangs durch iilberlagerte Einlau!-

20\ stbrungen, hervorgerufen durch

\ nicht geniigende Ruhe im Trog

e ~—~= bezw. zu geringe Anlauflinge. Da

20 die Kurve hjerdurch einen ver-

4 ~—_ waschenen Charakter annimmt, ist

e P natiirlich die Bestimmung des ge-

5 nauen Wertes der kritischen Zahl

\ sebr erschwert, und hierin ist wohl

\ der Hauptgrund tiir die aufier-

o N ordentlich verschiedenen Resultate

zu suchen. Sebr- gut 4Bt sich

\ dieser Einfluf der Anlauflinge in

A \ | den Versuchen von Blasius!)

gradweise erkennen, der sie jedoch

\ nicht in dieser Weise diskutiert hat.

5 Bei dieser Gelegenheit sel auch
gs A g7 7 15 2 25 3 ¥ 5707

noch daraut hingewiesen, daf die

Abh. 6 (fiir Rohren wohl zuerst von Bla-

sius benutzte) Auftragung nach

A—R-Werten fiir die scharfe Bestimmung des kritischen Punktes folgenden groBen Voraug

hat. Hat man ein p—u Diagramm, so ist der lawinare Bereich gegeben durch eine an-

steigende Gerade, der turbulente ebcnfalls durch eine ansteigende Kurve. Der

Usebergang zwischen beiden ist ebenfalls ein Anstieg, also schwer zu crkennen, hier

dagegen sind beide Kurven fallend und dazwischen ein Anstieg, der sich natiirlich viel
schiirfer geliend macht.

5. Versuche iiber den Einfluf der Einlaufstdrung. Diese Versuche wurden
mit dem engen Rohr durchgefiithrt, die Resultate sind in Abb. 7 wiedergegeben. Nach-
dem fiir die durch den scharfrandigen Einlauf gegebene Storung der Betrag der kritischen
Zabl zu etwa 1700 ermittelt war, wurden zun#chst Versuche in der Richtung unter-
nommen, hohe kritische Zahlen zu erreichen. Dazu muBite mdglichst stdrungsireier
Einlaunf angestrebt, dem Einlaufstiick also eine Form erteilt werden, die eine Ablosung
der Stromung erschwerte. Als das Beste erscheint bier wohl eine alim#hliche Erweite-
rung des Rohres, die ohne Wendepunkt in die Ebene der Trogwandung hiniibertiihrt.
Aus technischen Einfachheitsgriinden wurde jedooh ein nmach Gutdfinken gezeichnetes Ein-
laufstiick aus massivem Messing gedreht und auf den Rohranfang auigesetzt, ragte also
mit seiner hdchsten Stelle in das Innere des Troges hinein und verliet dann stetig gegen
die Trogwand.

Das Protil zeigt Abb. 2a. Es erwies sich auch als fiir den beabsichtigten Zweck
hinreichend gut geformt. Denn bei geniigend langer Berubhigung des Wassers im Trog
und vorsichtigem Arbeiten wurde sofort als kritische Zahl etwa 6100 erreicht?). Da es
nicht darauf ankam, einen Rekord aufzustellen, konnte man sich hiermit begniigen. Es
handelte sich nun vielmehr darum, langsap fortschreitend stetig grifier werdende Stb-
rungen am Einlauf hervorzubringen. Dies wurde in einfachster Weise erreicht, indem
die urspriinglich nur zum Abschliefen bestimmte Platte P (vergl. Abb. 2) immer n#her
an den Eiplanf herangeschoben wurde. Die resp. Emstellungen und die ihnen zugehésrigen
kritischen Zahlen sind aus der Abb. 7 ersichtlich. Man sieht, wie mit wachsender Stérung
am Einlauf ein stetiges Fallen der kritischen Zahl verbunden ist, das jedoch bei /2= 1160
seine Grenze findet. Die beiden letzten Stufen, entsprechend Plattenabstinden von 1,2
und 0,6 mm zeigen praktisch keinen Unterschied mehr in der kritischen Zahl. Zum min-

‘) H Blaslus, « a. 0. 8. 36 w. 37, Abb. 4, 9 -13.
%) Spitter wurde bei sorgsamerem Ewenmentieren mit demselben Rohr laminare strﬁmung bis
I == 8200 erhalten. mit dem weiteren Rohr bis R = 11006,
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desten mufl man annehmen, daf aach bei noch stirkerer Einlaufstdrung sich die kritische
Zahl nur unwesentlick noch #ndern wiirde. Denn die hier vorhandene Stérungsform,
sehr schneller Uebergang auns dem engeren Spalt auf den gréfieren Querschnitt ist “fiir
Wirbelbildyng auBerordentlich geeignet.
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Abb. 7

Hiermit ist es gelungen, die Liicke zwischen der unferen und oberen kritischen
Zabl restlos zu schliefen und deren untere Grenze auf etwa R = 1160 festzulegen. Da
dies eine wirklich festliegende, stets reproduzieibare Zakl ist, so hat es weiterhin keinen
Zweek mehr, die nur verwirrenden Begnife der unteren und der nicht festliegenden
oberen kritischen Zahl beizubehalten, vielmehr ist es zweckmiBig zn sagen: Die kritische
Reynoldssche Zahl ist 1160. Znr scharfen Festlegung, d.h. fiir scharfen Uebergang
von laminar zu turbulent, ist geniigende Anlauflinge eiforderlich, wozu jedenfalls, wie
hier gezeigt, <~ 130 Durchmesser ausreichen. Die so definierte kritische Z+hl zu erkliiren,
muB das erste Ziel der theoretischen Forschung sein. Auf die aus Abb. 7 er-ichiliche
Abweichung der laminaren Widerstandskurve von der Poiseuilleschen Geraden wird
in einer folgenden Arbeit pniher einzugehen sein.

6. Schluff. Das Ergebnis der vorliegenden Arbeit, wonach die kritische Zahl
eine Funktion der (gr&Bten) vorhandenen Stérung ist, gibt folgendes Bild iiber die Sta-
bilitiitsverhiltnisse der laminaren und der turbuleunten Strdmung in technisch glaiten
Rohren. Zu jeder Reynoldsschen Zahl .oberhalb 1160 gehtrt ein ganz bestimmter
Storungsbetrag, der eriorderlich ist, um die Turbulenz hervorzurufen. Je hober die
Revnoldssche Zahl ist, eine um so geringere Stérung reicht hierzm aus. Geagen kleinere
Stérungen ist jeweils Stabilitit Jler Laminarstrdmung vorhanden'). Unterhalb der kri-
tischen Zahl R = 1160 ist die Laminarstromung gegen noch so grofie Stérungen stabil.
Dort ist keine »turbulente« Stromung moglich; etwa vorhanders Wirbel werden bei ge-
niigender Berubigungsstrecke stets verschwinden.

"' Vergl. hierzu ¥ Noether, Sitzungsber. d. bayr Akad. d. Wiss. 1913, 8. 309, der zum
Verglelch die »praktische« Stabilitat elner Kugel heranzicht, die auf der Spitze eines Berges In einer
kleinen Versenkvng liegt. -— R. v. Mises, Elemente der techn Hydromechanik, S. 32, Lelpzig 1914,
der aut dle \nalogic mit der »Fulerschen Knirklast« hinwelst

29"
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Bekanntlich hat l.ord Rayvleigh gezeiglt, dafi die btalnhtat roibungsloser Flissig-

keiten daran gekniipft ist, dal kein Vorzeichenwechsel von ';— (y senkrecht zur Str-

mung «) auftritt. Kin solcher Vorzeichenwechsel ist aber z. B. darch Stromumkehr an
der Wand sofort gegeben. Ich verweise hier auf die bhekannten Prandtlschen Unter-
suchungen iiber die Ablosung der Grenzschicht an umstrdmten Kdrpern. Dort wird die
Umkehr bewirkt durch den der Bernoullischen Gleichung entsprechenden Druckanstieg
an der Riickseito des umstrémten Ixorpers in Verbindung mit der durch die Reibung be-
wirkten geringen Geschwindig'eit in der Grenzschicht. Kin solcher Druckanstieg liegt
hier natiirlich picht vor, wohl aber kénnen wir uns dic Umkehr hervorgebracht denken
durch das Feld eines Wirbels mit entsprechendem Rotalionssinn, der dann die notwendige
»Anfangsstorungs darstellt. Da sounach das physikalische Verhalten gegebenenfalls eine
Verletzung der Ravle.ghschen Stabilititshedingung darbietet, wird man vielleicht die
Losung des »Turbulenzproblems« in dieser Richtung suchen diirfen. N2

Die Eigenschwingungen
eingespannter Stdbe von verdnderlichem Querschnitt.”
Von N. MONONOBE in Tokio.

ei Erdbeben werden hohe schlanke Bauwerke der verschiedensten Art, wie etwa
Schornsteine, ILeuchttirme, Briickenpfeiler und Briickentiirme in Nchwingung ver-

setzt. Infolge ‘dieser erzwungenen Schwingungen treten an allen Stellen des Ban-
werkes Biegungsmomente auf und das Bauwerk wird QGefahr laufen, an der Stelle, wo
die durch die Biegung hervorgerufene Spannung der Auflersten Faser am grifiten ist, zu
brechen. Um die Standfestigkeit gegeniiber ciner Beanspruchung durch Erdbeben zu
bestimmen, mufi -man auf theoretischem Wege das von einer erzwungenen Schwingung
herriihrende Biegungsmoment untersuchen. Nun hingt die erzwungene Schwingung eines
Bauwerkes wesentlich von dem Verh#ltnis ab, in dem die Eigenirequenz seiner Schwin-
gung zu der \chwmgungsh‘equen7 des FErdbebens steht und die Schwingungsamplitude
wichst stark, wenn diese beiden Schwingungsirequenzen sich

o) , ndhern. Ein Bauwerk hat aber meist verinderlichen «Juer-
¥ schuitt, ja es liult oft gegen oben spitz zu, und, soweit der
i Verfasser unterrichtet ist, ist bis jetzt kein Verfahren zur Be-
rechnung der Schwipgungsfrequenz fiir derartig gestaltete
Korper mitgeteilt worden. Die Formel fiir den Zylinder ist zun
ungenau und man kommt sogar in der Praxis mit ihr nicht aus.
PR Es soll nun hijer eine Methode zur Berechnung der (ner-
! schwingungen elastischer Stibe von verdnderlichem Querschpitt
i gegeben werden, wobei der den Rechnungen zugrunde gelegte
\ .Querschnittsverlauf eine Anniiberung an den Querschnitteverlauf

wirklicher (Gebdude bilden soll.

1. Die Frequenz der Querschwingungen eines

NN ' Kegels. Das Problem der Querschwingung eines Kegels ist

»r von Kirchhoff”) untersucui worden. — Es befinde sich (Abb, 1)

Abb. 1 der Koordinatenanfangspunkt fiir die Ruhelage am freien Stab-

ende, die x-Achse gehe vertikal nach abwiirts, L bezeichne die

Linge des Kegels, R, A und ./ den Radius, die Querschnittsfliche und das Triigheits-

moment fiir den jeweiligen Schnitt x und R,, 4, und ./, seien dieselben Grifien an dem
festgehaltenen Ende, d. h. an der Basis. Dann ist

-

. 2
R — ‘;/ ]b’(), A - :Il,, Al), I: [.).

1) Diese Untersuchung ist ein Aunszug ans meiner Doktorarbelt, genehinigt von der Kaiseriichen
Eniversitit zu Toklo.

% Vergl. Kirchhoff, Gesammelte Abhandlungen, S. 339.



